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RAPPOLT SEAN sur la ”OPGLOGIE PxﬂHOlOLOGIQUE
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ELés rapporteurs ne se sont pas proposé de f&ire.une-s&nthéée défini-

tlve du suget, ce qui serait prématuré Il sfagit d'un premier regroupe-

;;.

ment de questlons Variees, comprenant deux morceaux de théorie 1mportants
(thoorle préhorologigue des €spaces f;bres, théorie préhomologique des
groupes d'homotopie), auxquels se rattachent des résultats et notions
variés dont la vépartition est a examinei:1;

gﬁn renvoie & 1'homologie pour les grands laius sur théories
Tging ulwnreﬁv etA“tchékistes“ (dans les premidres, on stattache princi—_ﬁ
palement, pour étudisr un esrace E , aux applications dang E d'espaces
giuples de nature prescrite & l'avance, e,g. spheéres, complexes, stc.;
dang les autres, on applique E dansg des espaces de comparalson ; il
existe donc une sorte de dualité (métamathématique) entre les deux
théories, qui ndanmoins donnent des résultats concordants lorsque E est‘
un complexe, ou plus généralement satisfait & certaines conditions
assez larges "toujours vérifides dans la pratique" (quelle pratique 2).

On avertit asculewment guton s'sst tenu priuncipalemsat & la théoris
‘Rginguliére®, gui paralt plus "naturelle® lorsqu'il stapgit d'homctopie_].

I.. Groppoides. (ef. Algdbre Chap.I,p.95-96, ex,22).

Un ensemble G est dit groupocide si on y a donné une lol de composi-

tion pon partout définie, associative (chagque fois que xy et yz sont

définis, (xy)z et x(yz) le sont aussi, et ont méme valeur), avec l'axio-

me suivant : si on appelle upité tout e tel que ex = x chajue fois guse

;s:£b§§%§é6~ex est définig et ye = y chayde fois gue ye est

tout Glément x 2 un inverse x' tel que xx' et ’x'x solent des

unités (dites unités & cauche et & droite de X ; on pourra écrire

=2 . xx' =pn ,2'x = @

5 ' ; pour que Xy goit défini, il faut et
X : ; ) Sty ;
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¥ i1 suffit qu'on ait e! = e, + Si e et o' sont deux unités, et qu'on .
g%_note g(e{e') l'ensecble des x tels que'eX =e , ef =e', alors , pour

tout e , g(e,0) ect un groupe ; si xegle,e'), z —> x 1z2x est un iso-
norphisze de gle,e) sur gle',e'), et y —> y% est une application biuni-
%} voque de g(e,e) sur gle,e'). La relation gle,e')#f est une relation

f; dtéquivalence entre unités ; e'il n'y a pour cette relation qufune seule

| classe dtéquivalence, le groupoide est dit connexe : en ce cas, les
| groupes g(e,e) sont tous isormorphes entre eux, par des isomorphismes

E déterminés canoniquement & des automorphismes intérieurs prés (donc

B - =

§ déterminés canoniquement si ces groupes sont abéliens).

n particulicr, soit E un espace topoloéique ; dens l'ensemble des

| chemins dens B (= applications continues de [0,1] dens E), on définit
: -vac loi de composition (p,q) —>pq , définie chajue fois que lforigine

N

T;;ﬁa g coincide avec l'extrémité de p comme l'application qui, sur
‘;,€£51f2} et [afz, 1] respectivement, coincide avec Dpe9¢ et goy
& ¢ , ¥ sont définics, sur ces intervalles respectivement, par
Bo(t) =26, Y(t)=2t-1. Sur cot ensesble, on défimii la relation

] d'éguivalence : p =g &i @;est homotope & g relativement & 14 partis
5{%0} vyl de [0'11 (deux applications £,g d'un espace X dsns un espace
f Y sont dites homotopes relativsment & une partie X' de X si clles COiu-
.'cldent sur X', et s'il existe une epplication continue F(x,t) de

X x [0,1] dans Y telle que F(x,0) = £(x) , F(x,1) = g(x) quel que soit
XeX ot F(x' yt) = £(x1) = g(x') dquels que soient x'€ X! et t¢€ io, 1] )
@ "ar construction explicite dlaspplications, on montre facl?ement

‘53 que p = q est bien une relation d'éguivalence (vrai pcu§ honctgsis

relative) ; b) que cotte relation est compatible avec la loi de composi-

Lo 4

ion (p,q) —»pg ; ¢) qutavec la loi de composition gui se déduit de

¢olle-ci par passaze au quotlelt l'ensemble quoticnt os t un croupoide
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dit groupoide fondamental de I . Les unités sont en correspondance biu-
nivoque avec les points de E : & a €E correspond 1l'unité e, qui est la
classe du chemin réduit & g . Le groupoide ect connexe si E ect
‘“pathwise connected® (terminologie ?); ce qui implique naturellement-la
connexicn ay sens habituel (réciprogue pas vraie : lasréunion de x = 0 ,
vy & [=13+‘i] et de x€10,1] 7= sin(n/x) est un compact connexe, avec
deux composantes aun sené des cheming).L'encesble des éléments du grauﬁoi«
de qui ont e, pour unité & canche et 4 droite se note n(f,a). Sur un
as?acé gonnexe an sens des chemins, et oh par suite tous lcs g(Eja) sont

isomorphes, on appellers par abus de langase groupc fondamental de B

tout groupe isomorphe aux E(E,a). Pour la détercination de ce groupse,

on dispose principalement de deux métiodes : 1) par les revéte.ents

(6tudiés plue loin comme cas particulier d'espaces fibrés) ; 2) par les

théordmes de cascades pour les groupes d'homotopie, on peut dans ceriains

cas obtenir un isomorphisme canonique entre n(E,a) et nla,a), ob A est
une partie fermée de B ; en;particulier, si E est un cpmplexé, on peut
prendre pour A le squolette 4 2 dimensions de E , et pour celui-ci
n{ii,a) peut s'éerire explicitoment par générateuré et relations.

Annexe I (llote pour Top.Gén. chap.x}.'

Lemme., Soit £(x,p) une application continue d'un produit XxE dans
un espace F ; soit K une partie de E , ayant la propriété de Borel-Lobes-
gue ; soit U une partie ouverte de F . Alors l'ensexnble W(X,U) des x5 X
tels que f{x{p}gl} guel gue soit pe K est ouvert dens X . iEn offet :
soit a€W(X,U) ; & tout peX on peut faire correspondre un voisinage

'V ¢e p dans B , et un voisinage W de a dans X , tels que (W AV, ) U5

=
4 = 3 : : e
il vy a 'des p. on nombre Tini tels qie KC L) V., ; soit W=") 0 3
1 : e ] Pea et
on a ~u(K,U) ] .
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50it C un enseunble d‘applications continucs de E dans F ; on munit C
d'une topolo;ié queléonque. I, toute application, continue ou nomn,
x —> f(x), d'un espace X dans C , correspond une applicétion
(x,p) —> F(x,p) = £(x)(p) de XxE dans F .
(1) Les propositions suivanics sont équivalentes (trivialenent) :
(1a) (f,p) —»£(p) est ure application continue de C #«E dans F .
(Ib) Quels que soient X et l'application x = P(x) de X duns €C , la

continuité de l'application x iR a@traine celle de 1l'application

(x,p) —>F(x,p) = £(x)(p) de XAE dans F .
(11) Des propositions suivantes, IIb entraine Ila (trivialement) ; et
IIa ontrafne IIb pourvu que E soit localement compact

(IIa) 8i C' désizne l'ensemble C muni d'une autre topologie, la con-
tinuité de l'application (f,P) —> P(p) de C' A E dans F entralne que la
topologie de C!' est plus fine gue celle de C .

(11b) Quele que soient X et £(x), la continuité de l'application

(x,p) —> F(x,p) = £(x)(p) de X xE dans F entraine celle de liapplication
£(x) de X duans C

lDémonstration du second pcint : on met sur C lé topologie dans laguells
Uc ¢ est ouvert chague fois que '}(U) est ouvert dems X ; d'aprés (Ila),
i1 suffit de montrer qu'avec cette topolozie (£,p) — £(p) est continv en;
tout point (£ ,p ) de CxEB . Si f, ¢ £(X), f, est un point isolé de C,
et la continuité revient & celle ge fo(P) ; i1 suffit donc de vérifier la
continuité en un point (f(tc}’Po) ; ou, ce sul revient au méme, il suffit

s

de vérifier que, si U est un voisinage de F(to,po)=f(to)(p®) dapns ¥, 1]

existe un voisinage V de p, dans E , et un ensemble ouvert W dans X ,
saturé pour la relntion d'équivalence f£(x)=f(x'), tels que t €W , of
gue X €W , peV entraine Pix,plel . On peul supposer U cuvert ;
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ot on peut choigir V compact (puisque E est localement compact), et tel

que pEV entraine F(t_,p)€'J ; alors, d'aprds le lemme, on sabi

)]
)
w0
Ho
(2 7

anx conditions ci-dessus en prenant W = W(V,U)j 3
Soit T, la topologie sur C , engendrée par les W(K,U) (au moyen de

1tapplication (£,p) —£(p) d: CxE dans F) ; d'aprés le lemme

I i
a la propriété (IIb), donc aussi (IIa). C'est naturellement la topologie

de la converrence compacte ("jpen-compact topology" des américains).

peut aussi la définir ainsi

est

e
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ésont les cqmposantes "au sen3 des cheming" de l'espace des applications

continues de X dans Y , runi de la topolosie do la convergence conmpacte
(¢f. Annexe, p.2 bis) ; de m3me pour l'hoiotopie relative, en se bornant
su sous-espace des applications de X dans Y qui, sur une partie fermée
donnée A de X , induisent unz application donnée de A dans Y . Lihomoto-
pic définic plus haut au moyan diune structure uniforse se raméne de
méne aux cozposantes "pathwise® dans l'espace des applications de X dans
v avec la tcopologie de la coaversence uniforme. Quant a4 la U-homotopie

(définie an moyen d'un seul J), il y aurait 1ieutie chercher 8 lg définir

de ménme ; son rdle n'est d'ailleurs pas bien éclaireci. De beaucoup le cas

le plus fréguent est celui oh X est un compact, auquel'cas toutes ces
notions coincident. On peut se demander aussi pourqu01 on considore la
connexion “’ﬁtthS@“ plutdt que la connexeion ordinaire : cela tient,
d'une part & ltadoption du point de vue ?singulier" (v. plus hgut),
d’aﬁtra parﬁ au fait que clest néQGSSaire pour pouvoir remontarfd’aﬁe
dimension 3 la suivante dans 1'étude des groupes d'honotopie. Bien entea-
du, les deux coincident pour les espaces "habituels®.

T1 est intéressant d'observer que, sous certaines hypothéses, deux
applications suffisamment voisinecs 1'uvne de l'autre, de X dans Y, sont
nécessairement homotopes (connexion locale dtespaces fonctionnels).
P. ex. (Fox, loc.cit.), on psut observer d'abord gue, si U et V sont

deux voisinages de la diagonale dens YXAY , les deux propositions sul-

a) Cuels que soient l'espace X, la partie fermée A de X , et llapplica-

ion continue £ de X dans Y , toute application ! de X f

sur A ltapplication f! = fA , et satisfaisact & (rix) ;2 {zxiley
z _l_a; : f :
qu e soit X

x £X , est U-homotope a £ relativesent 4 A
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3 & 7 2
) 11 existe une applicatior (P(y,y',i:) de V x |0,1] dans Y , telle
que QD(Y:y’éo)'= Vs q)(¥;Y';1) = 4>(y,y,t) = y chague fois gue

ljes premiers membres sont définis, et qu'il y ait un € 20 tcl que
’!t*-tgé e entraine (P(y,5',t), Ply,y',t'))eV .
[En effet : b) est un cas perticulier de a), pour X =V , 4 =‘£ig,,
f(ygy‘)= ¥, Ty gt eyt Béciproquement,'ﬁ) entraine a), comme le monirs
1a considération de l'homotorie ¢}(f(x),f’(x),t).]‘

En particulier, b) est satisfait si Y est cempactret "rétracte absolu
de voisinage® (Borsuk), pour V convenablement choisi (U étant doané) ;
la propriété de rétracte absclu de voisinage est apprentee a celle deo

connexion locale dans toutes leg dimensions. On a aussi le résultat

suivant, intéressant dans i'étude des variétés. Convenons de dire guiun

espace B & la propriété d'extemsion si, chaque fois gu'on a une applica-

2

ot

)
)

5

tion contipue dans B dtune psrtie fermée A dfune espace normal X

re
D

3

.
e

e

application peut étre prolongée & X ; il en est ainsi pa

t"‘)

enple si B
est homéomorphe & R® (i.e. & une boule ouverte), ou si c‘ésﬁ un
"rétracte absolu® (Top.Gén.chap.IX, p.69, ex. 16).

 Dis sone aussi gu'une fanille de parties (X )"61 d'un ensemble E est

.

-finiec si, pour tout z ., l'ensemble des #® tels que X [} }{mf:@f

CD

Proposition. Soit (X ) une Pemille star-finie de parties fermées d'un

eépaee normal B . Pour tout Fc I tel que Xgp = {\ X, # Qﬁ supposons
donné un emsemble By =2 Xg syant la propriété d’extenuzoﬁ de telle

entralne Bﬁg;,BW,. Soient U = ij QB x g ) =

=1 (X & ). Alors, si deux 3gpllaa’igﬁﬁ £
i
dans B sont telles que (£(z),f'(z)) eV quel que soit

E' alles sont U-homotopes ; si de plus elles coincident sur une

e A de B', elles sont U-homotopes relativement & Af
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Diaprés ce qufon a vu, 11 suffit de construire une application @
de V?‘[O 1] dans K ; ayant les propriétés énoncées plus haul en b)
Pour cela, soit F 1'enseible des F tels que XF#S ; pour tout Fe 3"

‘posons igaes FL%,,(XFI‘ Xp).. Considérons toutes les applications

i : '
contimies ¢’ atun ensesble V(F') x [0:1] dute B metisfaissut,
pertout of elles sont définies, aux conditions suivantes

(A) é)l (K;,JU;O) : @‘(Xﬁy,ll):;yvg (_S) (X X, t}«-}{. ; (B) (:K LS) X %:{r

X o
sntraine /L’ {3;,y,t) € Bp . On peut Zornifier (en yérifiant la continui-
t6, on tient compte du fait gu'un point de E XE ne peut appartenir
qu's un pombre fini d'ensembles ferncs de la forme \XF # ‘3; Soit douc
@ maximale. Supposons qu'il existe des F tels que X #Xp g v 5

parani eux, prenons-en an maxiial {on en prend un guelconque, puis un

naximal pormi ceux en nombre Zini qui contienment celui-1a). Soit G ¢

une application de X m;‘x[a} i} dans BF qui, dans son domaine de
définition, satisfasse & (A), et, dams 1l'intersection de ce domaine

7ch F > = 3 2d . . 4 =
avec V(3 ') X QG,?? , coincide avec C§> (cette intersection daxes

Y

est un enseuble Perné, toujours d'aprés la propriété star-finie des X, ):

lexistence en résulte de la nropriété d'extension de B . dontrons que
la fonction qui coincide respectivement avec P’ ot ¥ dans leurs

domainos de définition a les propriétés (a), (B), contrairement au carac-
térs maximal de (',3 . Pour ce.a, il y a seulement & vérifier gue, si
(x,3)e 25T Ay e (XJ)€XF1 A dgy 5 0D 8 Y(X;X;‘t)é Bpy . Clest
415l g P ¥

, puisqu’alors Bpy D By ; supposons gone ~Brg- I,

donc F" = FyF' # F , et par suite, en vertu de la propriété maximale

- 2% o2 — 4 { = =2 3 Sy o Lo e
6 F , Xop X X C v( §& 1), done (x,y)eV( &) et Y(xy,t)=
3 Ap L , A
® *(x,y,t), dtoh la conclusion. Il stensuite que @ ' est déflinie sur

V¥4 10,11 ; on n'a alors qu'a prendre b=



: , wes
" Le cas_le plus intérossant est celui o% on a un recouvrement ouvert
(A,) de E ,-star-fini, tel que, si ou pose Ap = chl A, les A, non
‘qldes, oun bicn encore 1es Ef non vides, aient la propriété dlextension ;
" on pourra alors appliquer la prop. ci-dessus, en prenant Bp=Ay resp. Ay ,
et prenant pour X, une partie fermée quelcongue de A, pour tout =z ;
e E est normal,on pourra supposer eu particulier‘que les X, soient
adhérences dfensembles ouverts A' formant eux-ﬁémes un recouvrement de

(Top.Gén.chap.IX, § 4,n°3, ok on a eu tort de se borner aux reCcoUVIO-

sents finis, les résultats rcstant vrais par Zornification GﬂmQULVfO$

‘?Lé?

quo tout point de E a un voisinage qui n'a de points comumuns gu'avec
un nombre fini d'anseTbles du recouvrement, et a fortiori pour les

recouvrements star-finis, les deux conditions étant du resie écuivalsnies

guand les ensembles du recouvrement sont relativement compacts. Cf.

Dieudonné, J. de Liouville 1944, p. 71). >

Appslons épiderme d'un espace B (? pourquoi pas ?1) un recouvremaent
oavert; star-fini, (A ), tel jue les Ap = [ﬂl A, non vides aient la
propriété d'extornsion. Comnme sonverrs plus loin, il y a intérét & avoir
- des conditions qui assdrent ltexistence d'un épiderme, Clest ce qui va
8tre fait pour les variétés compactes p fois différentiables, pour p22.

S0it B une telle variété, & n diwensions. On commence par la plonger dane
- ¥n espace euclidien BR [métaode d'Urysohn : on recouvre E par

43-:,Vy , tels qu'il y ait in systdme de coordonnées locales |
Xii?""xin} valable dans 7} pour chaque i1 ; soit Wi un recouvrsmeat'

 de E |, tel que Wic:: Vv, pour 1€1<H ; soit ¢, une fonction 2> O ,

s

D fois différentiable sur B , = 1 sur Wy et = 0 sur [V, ; soit yy =9, |

g X¢ 5 Dour ¢ <7 & n ; les u(n+1) fonctions ¥, p&aﬁgsnﬁ
dans RY , avec N = E(n+1):). Puis, identifiant E avec son image

, on démontre le lemms guivart : il existe e >0 tel gue,

§ 53 D et g -sont deux points de E , & ume distance (euclidienne]



i

10

alp,a) < € la projection orthogonale sur le plan tanzent en p de 1l'in-
torsection de E avec la boule (soit ouverts, soit fermnée) de centre q et
de rayon € soit un ensemble convexe. [Démonstration : par compacité', il
existe 570, et i, tels qus, si p est arbitrairement pris sur B , et
quton prenne un sycldme d'axes euclidien d'origine p formé de n vecteurs
tangents et dc N-n vecteurs normaux & E , la partie de E intéricure a la
poule de centre p et de i’g.yon ) puisse étre représentée par des égua-
tions X .. = f]_,(x1 SR ,xn)_, les £ &tant telles que !Eg'fr ol B x5 éx;j;% <M
ﬂ (1<r<N-n , 1€1i , j<n) dan3 lcur domaine de définition. Cela posé,

s s S t : oAy : n
8 s Jo0/2., ltensemble qu'on veut rendre convexe est défini, dans R,

- -.s'ni: 2
(}ti--ai):2 + ;_‘nfr(x)ofr(a)jaﬁé €2 (resp. ££°), le point

par F(x) = 2,

(a) étant tel que F( G)<.e2 . Pour cela, il suffit de faire woir que,

pour & assez petit, F(x) est une fonction convexe dans le domaine
“ﬂv Y

)

— n o 3 2 . s i S AT S, 4
2, X £ 4e“ , donc que dans ce domaine la matrice §§ 1/2. O°BfOx, ety i
/}‘ b Y & = 2 e ; d * i % (<4
sst définie positive. Or csllie-ci est égale &
]
1+ P (x)-? (a)] b e e e S R
stﬁi_ '—3 éwf:f\:;:) = -‘!-I,(a)gi £} (<4 fr / &/ Xi -).z‘s;j i ‘4.’:;‘:? ‘“1’5 S Joi j}?[ - .iﬂ

alors, en appliquant la formuie de Taylor avec évaluation du wesle, et

tenant cozpte de £ (0)=0, (O /ox.) =0 , on voit que chajue terme
ity rl@fpdp g "

e o 2 A =
de la 2% matrice est, en valeur @bsolue, < k(Me )=, ol k est une cous-

tante numérigue (dépendant seulement de n ,). I1 s'ensuit gu'il existe

| % S0
Y

une constonte numérique o tel que tout € qui satisfait 8 e Lo/2 ,-

e<af/M ait is propriété annoncée. Dans ces conditions, on recouvrira E
. & it 1la propriété annonce .

o 3 2 A < P T mto s +ions s B
=8 u.s.rli ldenrs ffﬁl:‘? E : Sl L’:; ,“(;IJ,L’ l o5 in b‘:;r:‘}eg Ugé_»'::‘.ﬂ:;-\ ae B

Cal ]

favment nn épidern d i En effet, soit
forment un épiderme de B . En eliev, soit

3 s 2 i a7 r% oo o fe
e 3 T ey = =TS 2 -
= L 5 3 te i) #
3 e T ~
- on . », " =% £31:2 3 s
L5 r Y £ 5 Livhd S
84 L CHio =2 £ -
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11 est trds vraisemblable cue le résultat subsiste si on remplace

1'hypothése de compacité par l'hypothdse "réunion dénombrable de compact:
{gui d'ailleurs est évidemmert nécessaire, dans le cas seul intéressant
ot E est connexe, pour qu'il existe un recouvrement star-fini formé
dtensembles relativement compacts).;nais, pour étendre & ce cas la démon:
tration ci-dessus, il faudrait se sérvir du théoréme de plongement de
Wiuitney, qui, pour le cas nor. compact, est de démonstration extraordinai

renent délieate ; une autre possibilité est de remplacer les boules su-

11 y surait donc intérét & rechercher une sstmce nouvelle : au

Quant & passer de D 7 2 & p=l ou 0, cela est théoriquement possible
pour p=1 , puisque d'aprés Vhitney toute structure Cp yopour . p bt
peut 8tre reanforcfe en une siructure 3 ;; mais il faudrait une démons

tration gqui n'utilisat pas le théordme de Whitney (fort déliecat ausei) ;

pour p=0, on ne sait rien (or ne sait méme pas ¥ semble t-1i, 8i on peut

!

asgoclier, & tout espace compect localement»euclldlen, un compiexe fini
ayant les ménese caractires hcmologiques : or, comme on verra plus icin,
¢8 geralt nécessairerment le cas si l'on pouvait y déflﬁx? un &piderme ).

Ralévgment deg homotopies. Soit 9 une application (continue) dfun

éspace E sur un espace B ; scit £ une application d'un egpsﬁﬂ X dans B

s0it G(x,t) une application ce X)<LO,?j dans B , telle que

6{x,0) = g(x) = ¢ £(x)] ; relever dans E 1'hoxnotopie G , c'est trouwver
une spplication y{xgt) de X ﬁ{O,?] dans E telle que F(x,0) = f£{x},

et ¢ = 97 ; le Roovering howotopy theorem" (théoréme &'Exk

firme que cfest posgible dans ¢

la plupart des applications, on a ¢

-

pie relative, on imposera la coundition supp
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olef

que; pour tout x€ X tel que G(x,t) soit 1ndépendante de t 'i’%*«uf
(i.e. 6(x,t) = (x) quel que 80113 t), il en soit de méme de F(x,t)
Pour 1l'instant, on va se borner sux résultats de Fox (loec.cit. ).
On dira que ¢ est fibroide (tsrminologie provisoire, comme tout le
reqte 1) s'il oxiste un voisinage W du graphe de ¢ dans ExB , et uns

7 &

application » de W dans E , tslle que 1l'on alt o(x, 9(x})=x quel que
; g~ o~ .v " e 2 Pes

goit xe¢ E , et 9 | {‘)(X3y>z y quel que soit (=x,y)e W . En particulisr,
supposons gu'il existe pour E des voisinages U , V de la disgonale dans

2

BAB , ot une fonction ¢(y,y',t) satisfaisant sux conditions Bl g

et considérons l'application Y(x,7,t) = P(e(x),y,t) de W x[0,1]
dans B , W étant 1l'ensemble das (x,y) EE 2B tels que (e(x),yle V ,
done un voisinage du graphe ds ¢ . On a Y (x,7,0)=e(x). "Relever" dans
E 1'homotopie Y de W dans B , ce sera donc par définition trouver uns
application €2 dc Wxio,@] dans B , telle que V¥ =¢oS52 o fz,y,0)=x |
ot S (x,y,t)=x gquel gque scit t chaque fois que Y(x,yg,t)xqr(x_)
quel que soit t , donc en particulier pour y = o({x) . Supposons gue
ce soit possible ; ot soit «(x,y) =Sl (x,y,T) ; on sura m(x 9(x}) = x,
ot 9 [@(x,}y)} = V(x,¥5,1)=y ; ce qui ‘démontre que dans ces conditions
¢ est fibroide.

Réciproquement, soit ¢ flbrm.de avec ® ot W comme ci- dessus i
4soit ¥ un voisinage de la diagonale dans B»x B , tel que (@(X)pY)C-V

; on va momtrer que toute V-homotopie G(z,t) dtun

entrafne (x,y)eW
egspace Z dans B peut 8tre relevée dans E . Soient donc G(z,t) une appli-

: r % 3 % 3
cation de Z x f@,ﬂ daps B , avec G(z,0) =9 ng(Z}] . Si d'abord on

fa

suppose que (G(z,t),6(z ,t1))e V quels gue soient z, t, t!, on aur:

]
Z

quels que soient (m,(z 0), c(z ,t))€V , done par hypothése

zZ,t
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de V-homotopie, on pourrg subdiviser 1'intervalls i051] en un nombre
pipi d'intervalles fermés, chacun ayant pour origine 1l'extrémité du
i’;.récédent, ‘de fagon gque la relation (6(z,t),6(z,t'))4V soit ée{tisfaio
te chaque fois que t et %’ appartiennent\é un méme intorva1le de la
subdivision ; dans ces conditiois, on reldve l'homotopie successivement
| @our chacun des intervalles partiels. <05

. Voici dés maintenant un exemple d'application du thé%émé. Supposonsg
que 9 soit une application d'une variété différentiable & n dinmensions

sur une variété différentiable & p diméﬂsions qui soit en tout point

de rang maxizum n-p, et tells que liimage réciproque de teut point 801t
compacte ; alors on définira arbitrairement sur E une métrique rieman-
niennes, et on définira o(x,y) par la condition que la séodésique qui

joint ce point & x soit normale ea x & la “fibre” "o [¢(xi}

1I1. Recouvrements et complexes simpli€iaux.

Comme il a &té dit p.4, lss résultats du chap.IX, §4,n%3, restent
.valables pour tout recouvremant ouvert localement £ini (i.e. tout

roint a2 un voisinage qui n'a de points communs qu'avec un nombre fini

d'ensembles du recouvrement ) dans un espace normal ; a un tel recouvre-
Tent appartient,danqtoujours une partition de 1l'unité qui lui est subor-

A donnée (si on est sur une variété p fois différentiable, Oﬁ'peut suppo- . -

ser de plus que les fbnctiona'de la partition sont p fois différentia-

bles)

80it R = (A ) un resouvrement ouvert, star-fini, d'un espace

¥
normal E . Soit QFg ;’ansemble des partiés non vides F de I, telles

- que 'A (AE A, F | i QF satisfait aux conditioms : (A) si Fe F 5
F'C:F,' F'%?,alors re % ;(B)jﬁ% & s {thkel cel ,_‘ :
les FeF tels que ce& F secnt en noibre fini. Dans 1'espace
[O}i}i : considérons 1'ensemble N(R) des points X = (x,) tels que ‘:

(a) 1tensenble des 7 tels que - x, # O appartiemme & T ;



e
b) Z x, ;- N(R) s'appelle le perf du recouvrement R ; 1'ensemble
obtent de méme & partir d'un ensemble F de parties de I, satlsfaisant
faux conditions (a), (B), (), s'appellers un complexe simplicial ; pour
¥ € F X 1'ensenble Sp des ,X"‘;(’%) tels que x, #0 pour ¢ ¢ F s'ap-
eilera simplexe (ferné) (& m dimensions si F a mt1 éléments ; si m=0,

N:onc F ::2(1} , le simplexe se réduit au gommet S, =(x, ) défini par

=-'1 : X =0 pour < #a) ; le simplexe ouvert correspondant S;? est
tensenble des points de Sy tels que X #0 pour € F . L'ensemble

Stp des X tels gue =X, #0 pour z€F s'appelie 1tstoile (ouverte) de Sy

ot son adhérence, l'étoile fermbe). Les étoiles ouvertes des sommetls
tun complexe forment un racouvrement ouvert du complexe, dont le nerf

peut 8tre identifié au complexne. S5i les sommete dtun complexe sont en

nombre fini, le complexe est ¢ompact ; sinon il est localement compact

d (son adhérence, dans [0,'1]1 , est formée du complexe et du point o)

5i £ =(£ ) est une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement R ,
; et on a f(A)C'éT_

F
de

clest une application continue de b dans N(R) ;
en effot, si DEA, , ot si £(p) est dans le simplexe ouvert SF'

, donc DPE€ AL 5y § alors SF £ SFUF’C: St ]
en particulier la subdivi-

H(R), on a pe i,

les opérations élémentaires sur les complexes >

gion barycentrique, stinterprdtent simplement si on prend comme point de

[départ 1s définition des compl.exes Comme neyfs de recouvrements
(cf. Carten).

On observera que, ei f et {1 sont deux partitions subordonnées au

n8me recouvresent R , les applications f,f! de B dane N(R) sont homoto-

Des : en effet, si peEER , ot si F est 1tensemble des z tels que

il en sera d.one de-méme, gquel

(1-t)e(p) + t £'(p)

3

£.(p) £ 0, £(») ot £'(p) sont dans S

2

G;
qus meoit tggms},’a} , Gu point F(pit )
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On va montrer que, TéCIPquxement lorsque le recouvrezent R est un
¢piderme, on peut définir une application g de N(R) dans E, telle que

£ f ot £ g soient respectivemont homotopes aux applicatiohs identigues
de T et de N(R) sur eux-mémes ; lorsque deux espaces X,Y sont tele qu'il
| cxiste des appllcatlons fde Xdans Y , et g de Y dans X , ayant cette
gernitre propriété, on dit qu'ils ont méme "ﬁype’d’homotopie" (ce qui
Tentraine gutils ont ménmes pro?riétés du point de vue de 1'homologie,.des
§ groupes d'homotopie ,des eapaces fibrés qu'on peut ccpstrulre Sur eux,

ietc.) ; on peut donc dire que aoat espace a méue type dthomotopie qus le
lﬂerf de son épiderme (s8'il e 1 un) lou encore qu'il a les nerfs & fleur
Jde p@a&J ;8 gulk pe"wet lﬁapn_gcac on & un tel espsace des méthodes
icombxnazeiﬁes. Ceci se substitie avantageusement, dans la plupart des
;seaﬁ, & lo triangulation (gqui gonne néanmoins quelque chose de plus précis,
gé gavoir vn homéomeorphisme de 5?espace triangulé avec un complexe).

Pour démontrer ce guion vient de dire, on va d'sbord définir 1l'appii-
;%satiem g de N(R) dans B ; cette définition utilise seulement le fait que
toute application d'unc sphére dans un ensemble Ay peut &tre prolongée

& la boule (ou'que les "groupes d'homotopie" des A sont nuls). Soit,

o > = o s
pour Fe & . X ls "parycen:re" dum simplexe Sp (point défini par

=0 pour wv¢F , et x =x.#@ pour %, <+ F) ; on prondra les
7 E4 3 E g

(%) soumis & lo seule condition g(xpl€hdyp . Pour Fo o Fic...cF e

(0€i¢nm) les points XF forment les sommets dfun

3 m dimensions de la ¢ uleVlS$OB barycentrique de

w L

sl - 2 <3 « upd

%! i}“ixﬁ*: pour u, » 0, ‘;’ u; =1), ot N(R)
, simplexes (et méme des sinmplexes ouvarts cor-
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explicitement si on suppose donnée explicitement, pour chaque Ap , une
Vnrétraction“ ctest-a-dire une hoinotopie de l'application identique dans
ape application constante ; ea particulier, si on est sur une variété p

fois différontiable, et que c2s réiractions soient p fois différentiables

31 s'ensuivra que g ost P fois différentiable sur chague simplezs
)] :

g 6tant ainsi défini, considéromns, pour chaque o , la réunion Z

des ensembles compacts en nomore fini g[S(Fo, o ,Fm)] lorsquiorn prené

les I?i gatisfaisant & la condition ¢ Fo ; soit (B 1’) nn recouvremsnt
'cuvert de E tel que l'on ait Z < B et 'ﬁ%_c_: A, quel que soit =« ;

| oﬁ prendra pour' f une partition de l'unité subordonnée & (Bt),, et telle
fawe £, > 0 sur 2 (le choix particulier de la partition ¥ subordcnnée
! & R est sans influence sur la classe d’hométopie de l'applicatiorn £ de

E dans N(R), comme on a 46ja remarqué). Posons X ="§b . S0it encore,
pour chague % , N@ le nombrs des ensembles de R gui rencontrent A  ;
st choisissons, pour chaque @ , unm &, >» O sutisfaisant & 8 < iu,
é:% < inf, (£, ). Soit pEB , x = £(p) ; soit F l'ensemble des = tels
‘fmé = %(f’; on peut éecrire F = {% et "m} , avec X, ; fea Y xlﬁftj;
| soit F, = 0 1,@,} (0<ig¢m). Alors f£(p)eS(F,,...,F, ) , done
gif(p)]ez, = X, ;ueis £ (p) > 0, domec pe€B — X, , done
(p,ggf{p)g) g U (x, » X, ) D’aprc,s la prop. de la p. 4 (tm,oreme d*homo-
topie) appliguée asux X, ot &, &,of est donc bien homotope & 1° applicatjo
identique de E sur B (et méme U-homotope, avec U= (;,j (A?’ ® A Yol

801t d'outre part =xe&N(R), et soient F et les F; définis comne ci-dessus

L P P . 3 { ; - _':;:' 54 —
ol s(x)ez. , ot 2, [g(g)=§ 7 5. T8upeus (mt1)x 3 2, 5 =1,
to ; ©
L mmiees P Ay . > < o
€% ity :";"’, ééy pax déflnl‘bj on (15 E} > dOﬂC x '> Ji/vﬁ, 4 B, : . vSJ; s.s.(:-}

),:? Q
3 e f 3 &
Pour tout - , on désigme par X! la partie fermée de l em:a.l 8t

| 481 o5t déterminée per x_ 2 3, , OB 38 (X,fig(x)}) € (X! = X1) .
&
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Comne on vérifie facilement que les étoiles Permées ?ﬁ?F sont des rét‘réc-
tos de cubes, donc rétractes aubsolus (Top.Gén.ch.IX,p.69,ex.16), et ont
gonc la propriété d'extension il stensuit qu'on peut appliquer & ces
ensecbles et aux X! la prop. de la p.4, do sorts que fog est bien homo-
tope & ltapplication identique.

IV. Espaces fibrés.

' [I-I.B. La torminolosie amdéricaine sur ce sujet est assez confuse,
avec la gistinction entre nfibre-spaces® (espace admettent une application
fibroide dans un autre, au sens de la p.6), et "ibre-bundles® (espaces
fibrés proprenent dits), avee des distinctions subtiles entre les diver-
gses définitione possibles pour ceux~ci .

' iichb 2. Lo rapport qui sui.t fait largement ussge d'un cours de
Steenrod j :

Soient ¢ un groupe topologigque, F un espace topolog;lque sur lequel
opére G (autrement dit : on sa donne une application continue, anotée
(é,u) -»su, de GAF dans F , telle qﬁe a{tu) = (st}u , et eu = u quel
que soit veTF s5i e est 1'6lément neutre de G ; ce qui entraine gus
U —>» sy est un homéomorphisme de F sur F gquel gue soit s& G) ; on sup-
pose que G opire szmple};e;gt sun F \a —» BU ntest ltapplication identigue

‘de P sur F que si ==e); ce qz p’amet d*ldont.;fier tout 2#€ G avec 1l'ap-

Dlication u —»su de F sur F . Sur les espaces F! homéomorphes & F ;, on

eonsidore 'Uc'm ce de structure (avee £ G, F comne enseubles suxiliair res )

| @eimf par 1a donnbo diune famille {g.) (v dlhoncomorplience oo & ouf
& A&
', avec log axiomes : ( ¢ I) quels que soiend , 8€6 4 11 exisle
L Bes tol que 9q = P o8 : OD éerit alors f$ = as ; (B II) quele cque
1 B { :

Boient 4. Be A , il existe un sc@G tel que B = as . L'enseuble A se

(YT0uve .lors muni, par le-loi de composition (s,u) —» as , d'une strue-

homogtne pour G

3

s e « transiations
S0Bsidsrs oo par rapport aux transiatlons i

aanace hongtie




g
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on munira aussi A, par transport de structurs, de la topologie pour

laguelle s—pas esl, pour tout a fixe, un homéomorphisme de G sur A .
‘Llespéce de structure ainsi définie sur F* s'appellera siructure de

ribre_d'espéce (G,F), ou pour abréger structure (&,F). Un autosorphisme

pour cette structure sera un noméomorphisme 7Y de F! sur F' qui déter-

mine une application biunivogue o —»u' de A sur A telle que “V°'@¢=¢aai

si alors, pour un @y arbitrairement choisi dans A , on prend s tel gue

-

aé:@os , on aurs ﬂf‘: Pq eSo?ao ,» et réciproguement cette formul

0 ,
définit, quel gue soit s G , un avntomorphisme VY de la strudie (G,F
Vdonnée sur F' ; ccs automorphisnmes forment donc un groupe, algtbrigue-
ment isomorphe & G , auguel on peut de plus- transporter la structurs
topologigue de 6. (N B. il n'y a pas d‘isomorphisme canonigue de G sur
ce groupe & moins que G ne soit abélien, l'isomorphisme | :
s-wa»@@63e¢;% dépendant de e 3t n'étant déterminé qq'& un automorphisms
intérisur prés de G).

A étant considéré come muai de sa structure d'espace homogéne pour
& , comune il a 6té dit, définissons, sur AAF , une relation d'équiva-
lence (a',u') = (a,u) come la relation équivalente & "il existe
868 tel que a' = as"let w! =su " . Alors (a,u) —> ¢ (u) est une
application de AxTF sur F', constante sur les classes d'équivalenes
pour la relation = , et est done composée de l'application cavonigue
dé A xTF sur l'espace quotient de AXF par la relation = , &0 diune
application de celui-eci sur F! ; cette derniére est d'ailleurs biuni-

voque, comme on le vérifie an3sitdt, et centinae_iil suffit de vérifier

T

s

aue (a,u) —» o.(u) est continie ; or, choisissant ey fixe, et Scrivant

B o oola stéorit {@csﬁu).ﬁﬁi@% (su), d'oh llassertion, du fait
oS ; cela stéorit ( g
fox o - = ! o Fatag F vy .
88 L8.u) -3 on est continue et que B ~ P a8 GLU S G, A0z SOUL
£ E = it 2 u{: 2

orthismes 1: elle est méme bicontinue [sinon, en transpor-.
SEASHICD | g 4 k.

1a tomolosie de liespasce quotient em guestion, on anrait




: - 19 -
gne topelogle fi strictement plus fine que la topologie €& donnéé
gur F', el qui rendrait emcore (a,u) —> 9 (u) continue ; pour 'o,e fixe,
i-'elle rendrait donec wu -—9¢%=fu) continue, ce qui n'est possible gque si
f est plus fine que gog puisque (p“o est un homéomorphisme de F sur
F'l' Il s'ensult qu'on peut :identifier P' avec 1l'espace quotient de
AAF par la relation = , et (a,u) —2> ¢ (u) avec l'applicaticn canonigue
de A#F sur ce quotient. Réeiproguement, soit A un espace homogéne
pour G , isomorphe & l'espace des translations & droite de & (clest-a-
dire que G opérs sur A au moren déune Joi (a,@s) ~>as , de telle sorte
que 8 -—>as solt, pour o fixe. un homéomorphisme de G sur A , et guiil
existe, cuels que soient a,l€A , un 8€G et un seul tel que B = as).
‘Soit alors = la relation dé:?inié comne ci-dessus sur A xF, et soiil !
ltegpace quotient de A AT par cette relation ; si ¢(«,u) est 1'applica-
tion canonique de AX ¥ sur F', on vérifie facileuent qu'en posant
i%(u) = 9(a,n), on a une fam.lle d'homéomorphismes de F sur F' satisfai-
sant aux axiomes ( é,) 1-11), et qu'on a einsi défini sur F' une struclore
(G,F). Lorsqu'il s'sgit de 1'engemble F lui-méme, on pourra prendre
; A =G , cps(u} = gu, et ident..fier F comme il vient d'étire expliqué avec
. un espasce quotient de GXF
Ce qui précéde peut &tre ait plus simplement dans le cas (fréquent )

o0 F est un espace homogéne, F = G;/g , défini au moyen de G et‘ dtun
sous-groupe Permé g (ne contenant aucun sous-jroupe distingué de G

autre que {e}, afin que G opére simplement sur F). Les notations étant

. toujours comme ci-dessus, nofons, pour a €A , og l'enseible des éléments

40 de A pour oe g ; co sont les classes d'équivalence dans A pour .a
Telation "il existe o€g tel que a'=ac " ., et on peut les considérer
Comme les points de l'espace quotient A' de A par cetlte relation, espace

QUi est évidemment homéomorphe & F . Considérons llapplication
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-~ Considérons llapplication (a,xg) —> axg de AXF sur A': on voit facile-
nment que les images réciprogues des points de A' pour cette application
.Ang,sont autres que les classes d'équivalence dans RJ;F pour la rélatiop

= , donc que cette application détermine une correspondance biunivogue
entre A' ot le quotient F' de Ax ¥ par = , puis que cette correspeﬁdanée’
“est un homéomorphiéme, de sorte qu'on peut identifier (canonigquement) cee
espaees liun avec l'autre. Autrement dit, on peut aussi cons;dcrer Bf
*\comme espace quotient de A par la relation ag = [ce gui pewmet
;Qrsqa'on opére sur des espaces homogdnes, de se passer de la considé-

I ration de produite tels que A;<E] - En partlculler, gi g ={e¢ , closi-

“on peut idcntifier F!' et A .
Soit alors, mm dfuno manidre générale, ;f{ une espéce ds sirudiure

telle que tous les ospaces prssédant une structure de cetie especs

ot
)
uid

soient homéomorphes entrs euja[}a.restric%ion aux cspaces topelogigues
n'est qu'apparente : si JF ae comporte pas de topologie, on devra
Su@p@sez’  telle que tous les ensembles de structure & soient Sgui-

potents, et on mettra sur eux, soit la topologie diserdte, soit toute

v

a4

-~
=

au.tre gui puisse &tre assocife & c)a d!uyne maniére 1nvurlantej S0

foute
o
Y=

“

LY

»

un espace de strueture Jf , donné une fois pour toutes ; scit G son
géoﬁp@ dfautonorphismes ; on munire G d'une topologie associde dfuns
manidre invarisnte & la structure of , et telle que, si eu est ls
transformé de ue F par BEG , (8,u) —> su soit une application conti-
EEB de GXP dans F [le plus souvent, F sera localement compact, do
80rte qu'on pourra prendre sur G la topologie de la convergsnce compac-
%8, ou toute autre plus fime? . Mors, sur tout espace F' de siructure
’. QF$ on définira une structure (G,F) au moyen de la fauille de fous

§ 1o icciorphiones do F sur B! (povr 1o structure d? )
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gxemples : 8) structure d'espace vectoriel & n dinensions sur les réels ;

on peut prendre pour I ltespace nunérique R , ot G est le ;;roupe liné-

aire & n variables, avec sa topologie habituelle ; b) structure de

gphére orientée & n-1 dimensions ; on prendra pour F la sphére de rayon

1 dans 8% (pour la distance euclidienne), avec orientation positive ;

¢ sera le groupe orthogomal & n variables.

Opérations sur leg fibres. 1) Soient G et T comme ci-dessus ; soit'g

| un SOUS-ZTOUDe de G ; g pourra &tre considéré comme opérant sur F, de

sorte qu'd cdté de la structure (G,F), il y a lieu de considérer une

structure (g,F). Supposons dcnec d'abord donnée, sur un cspace F', une

structure (g,F) définie par une famille d'homéomorphismes (?A) ée F sur
Ft ; il est facile alors de voir que 1'ensembie des homéomorphismes de
la forme 9,08 , avec 8€G , définit sur F' une structure (G,#), qul
sera dite dérivée de la structure (g,F) donnée. En revanche, si on se
donne sur P! une structure (G,F), aa moyen d'une famille dfhoméomorphis-
méa i@@}aaﬂ , on peut seule:ien‘t dire que, pour tout a€A , la femille
(0,) A g o, détornine sur F? une structure (g,F), dont la structure
(G,F) doﬂgée est la structure dérivée ; ces structures sont donc en cor-
respondance biunivoque avec les parties de A de la forne ag .

2) D'uns famille de structures (G, , F, ), on déduit d'une maniére évidex

tc une structure ('{fgi, ?S'E ), dite produit des précédentes.
EA Ld

Bspaces fibrés. Dans ce gqui suit, on comsidérera l'espede de struc-
ture comportant la donnée, sur un susemble E : a) d'une topolegie ;
b} dtune relstio: d'équivalence dans B : le quotient B de E par cetls

Pelation sers appelé L'espace de base (ou la base), l'application cavo-

nigue 7 de E sur B sera la projection de B sur B , et les classes dféqui-
; (e anogloa)
Valence P = "’é (u), pour ué€B , seront les fibres ¥ ¢) sur chsgue

fibre » . g'une struchture (G,F), définie comme il a été dit ci-dessus
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au moyen d'une famille d'homéomorphismes de F sur L Une telle struc-

ture, satisfaisant éventuellement (en fait, toujours, pour les raisons
gu'on va voir) & des axiomes supplémentaires, sera appelée structure
gibriforne (G,F), et E sera dit espace fibriforms (&,F). L'isomorphisme
dé tels espaces sc définit de la umanidre habituelle ; et un tel isomor-
phisne, entre espaces E, E' , induit un homéomorphisme entre leurs ,ﬁTEéK
~ bases B, B'. lais on peut aussi renforcer la structure en supposant la
base donnée & l'avance ; un isomorphisme pour cette structure, entrs’
deux espaces'E,E' de méne base B (ou encore dont les bases ont 6%té
identifiées par un homéomorphismue domné), est donc un isomorphisme de
structure fibriforme (G,F) qui induit sur la base B commune & E , E'
1'homéomorphisme identigue. :

Los notations étant comme ci-deseus, considérons, pour chague t€3 ,
la famille d'homéomorphismes de F sur Fi qui en détermine la structure
comnme une partie Ay de l'ensemble H de tous les homéonorphismes de F
§ dans E ; s0it E = t:Le)BAf . SiB€G , 9 —> 9o8 ost une application de
! Esur B, qui no laisse invariant aucun &lément de E si s # e : G se
trouve ainsi représenté comme groupe de tramsformations, sans point
Tixe, de ¥ en lui-méme. De plus, il résulte de ce qui précede que
(@;u);ﬁﬁ@(u) ost une application de ExF sur E , et qu'on a
?(u) = ¢'(u?) lorsqu'il oxiste s€G tel que @*=¢os'1, u'=gu , et
dans ce cas senlement ; autrement dit, l'epplication en question déter-
mine {canoniquement) une correspondance biunivoque entre E et le quo-
tient de E« F par la relation d'éguivalence en guestion. On dira gue
E est l’@usemble.grinciggg acsocié & l'espace fibriforme B .

8i g est un sous-groupe de G , on peut, comme il a €té dit, 4

i e P ot e
95 toute structure Fibriforme (g,F), une structure (G,F), dite

o
D
)
£
‘S
Lol
€0
O
=

P ; >
ente, avec la méme base et les»memgs fibres.
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- e
gn particulier, sur le produit BXF, on pourra considdrer la structure

(ie},F) définie par les homéomorphismes u —3 (t,u) de F sur les fibres

; it} ~F , et la structure (G,F) qui en est dérivée, et qui est définie

 par les fanilles d'homéomorphismes u-3(t,su), pour s< G ; cet cspace

est dc base B ; tout espace isomorphe & un tel espace sera dit trivial.

0n voit immédiatement qu'un espace trivial, de base B , est B-isomorphe

& B#F (ou encore : deux espaces triviaux, de méme base B , sont
B-isomorphes).
Solt E' une réunion de fitres de E fibriforme, ou, ce qui revient au
%
m8me, une partie ée B ¢¢ is fcrme E! = n (B'), avec B'c. B ; B se

trouve muni, d'une meuidre évidents, d'ure etructure fibriforme, dite

induite par cells ds E ; malsg, pour gu'orn ruisse sffirmer qus E! a

pour base B?, il faut gue la condition gqui résuite de Top.Goéu.chap.I,
D.55, prop.2, solt satisfalte ; il on ssrs sinsl en psrticulier si B!

- ost, solt cavert, soit fermé, daens B , ou bien sncove (Top.Gén.caap.I,

p. 58, ex.7), si B satisfait & 1'axiome suivant !
(F 1) La zelation dYéguivelence gui appartient & la structure
fibriforre de E est ouverte,
Cet axiome sera d'ailleurs satisfait de lui-méue si E satisfait &
llexiome suivant :
(F 2) Tous point de la base B de B a dans B un voisinage ouverc U

: =4 — : : .
tel que lfespace n(U) soit trivial (ce quton peut exprimer en disant

¢
F 1 signifie que, si W esl ouvert dams E , #{W} est ouvert

t xeW ; soit U un voisinage ouvert ae n(x) dans B , tel que
4

trivial ; = (U), étant de base U puisque U est cuveri, sst

r
= :
a 3 s % % = o BNt e ; 1 1R + envant A
wOne U-icomorphe & Uz F . Spit WY = W {} {5 (J) ;y ' ©8T guvery

{7 B 0% § ok - i ome ovwac 11« Y .
) ;g(u 1. done 1 de 1i'i80:0X phisme svec UXKF}
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ouvert dans U ; c'est donc in Voisinage de x dans B , qui est contenu
gans (W) |

- Il n'y a pus grand'chose & tirer de la notion d'espace fibriforme si
on n'impose pas d'axiome suprplémentaire (on s'en rend compte p.ex. en
exacinant le cas ol G est réduit & son élément neutre). On va d'abord
‘oxaminer des conmséquences de (F 1). 5i E satisfait a (F 1), il en est

de méme de toute structure induite par celle de E ; il -em—est de méme
de toutc structure induite 1ar celle de E ; il en est de mdme aussi,

b
‘X étant un espace quelconque, de l'espace X <E avee lé structure fibri-
forme évid@mt@, et cet espace a la base Xx«B (d'aprdés les rectifica-
tions & Top.Gén.chap.I, p. ¥6-57). Plus généralement, scit f une appli-
cation continue dans B d'un espace B' ; considérons, comme il vient
d'8tre dit, B'x E comme esyace fibriforme de base B' xB , et soit ©
la projection de B'x E sur la base, définie parYE(v,x) = i?jﬁ(x})
Soit T', le graphe de f dars B'x B , et soit E' = B (['p) ; la struc-
ture fibriforme dé B'x E incuit sur E' une structure fibriforme, dent
la base Zﬁf peut 8tre identifiée avec B' au moyen de l'homéomorphisme
(v,£(v)) &> v . L'espace fibriforme B' , de base B!, ainsi défini,

sera appelé 1'image réciprogue de E par ltapplication £ , et sera noté

o -
£(E) (notation provisoire 1). Bn particulier, si B'C B , et i ¢

est 11 application identique de B dans B , cet espace nlest autre gue

l'espace o (Bt ) muni de la structure induite par celle
. On aéfinira d'autre part le produit comie suit. Soit

in:
e Pfamille dfespaces Tibriformes, feoneoflvcaeab munis

".S

o3
L

e
¥ ), dc bases B, ; on définit de manier
o Sy ::.“-_;:;:;"-L (’3 & N
[T ® ), qui sera de

4

“Olie un estace de structure (‘ri G, 5

font a (F 1) (Rectific. & Top. Gén.chap.l
s produits infinis 1). Cela étsnt, supposons que lee B

il £23 - = awm Pl YN T ) e
e T T e s Rkt e dérin ig pax £4) = 5% st = %
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quel que 80it ¢ , de B sur la "diagonale® du produit'T"B BI ; l'image
réeiproque de l'espace '71-E6 » de structure ([ 6,412 Y, par t
gera un espace de structure ( TTG‘ 5 'TF‘ ), ayant méme base B que les
E, , qui sera dit le produit fibriforme des E_

Comme on a vu, si on prend pour F l'espace homogdne G, (espace de

groupe par rapport aux translatio. s & gauche), la structure de fibre

(6,F) = (G,Gs) n'est autre qu'une structure d'espace homogéne isouorphe

4 l'espace du groupe G par rapport aux translations & droite. Il s'en-

euit que, si E est.un espace fibriforme de structure (G,G,), on peut
considdrer que les éléments de G opdrent & droite sur chacune des fibres
de E (on peut dire aussi que E est en correspondance biuvnivoque avec son
“ensemblerprincipalﬁ)l 51 done on nots x8 le transformé de x€ E par
" 8€G , nos définitions entrainent
(FP 1) Pour chaqus E- B, 8 —»x8 est un homéomorphisne de ¢

dans B .

Naturellenent ces notione n'auraient pas grand intérét si on ne posait

avssi l'axiome suivant

=

(FP 2) (x,8) —> %8 est une application continue de ExG sur

Cet axiome eﬂtraine dvailleurs (F 1) (Top.Gén.chap.I, D.58, ex. 5).

Un espace ayant ces propriétss sera dit gspage fibré principal de groupe
G ; il sera dit propre s'il satisfait de plus & (F 2) (seuls les espaces
Dropres sont qualifiés de "f£ibrés" dans ‘la terminologie en usage ; la
uermlnglople proposée ici est nrovxsclre, et destinée & une snalyse plus
oxacte des structures, aprés guoi on pourra volr s'il convient ouw non

de revenir 3 1a terninologie actuelle). Un espace sera done fibré prin-
eipal si G opdre sur lui de naniére & gatisfaire & (FP 1-2) ; les fibres

& -, a3 3 /.\ R ATt
8cTont les traicctoires des dpoints de E (encemble des transformés dfun

méﬁe point par G).
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\ . », Ao = s <
‘goit E un espace fibré priacipsl,de groupe & ; soit F , comme toujours,

| w espace sur lequel G opdre (& gauche). Considérons 1'espace E quotient
ge ExF par la relation d'équivalence (z,u) = (z',u') définie par

111 existe 8€G tel que z' = zg”! ,> 4= oa ¥. ‘Ba tensnt compte de ce
qui précdde, on voit aussitdt qu'on peut considirer E comme espace Fibri-
forme (G,F), ayant méme base que E , et satisfaisent & (F 1) ; dec plus E
satisfora & (F 2) si E y satisfait, clest-a-dire si E est propre. Cet
espace E , de structure (G,F), sera dit agsocié & l'espace principal ® ;-

d'ailleurs E se trouve en correspondsnce biunivoque avec 1'"enseuble

D

¢

prineipal® de B , auquel il pout 8tre identifié. Ceci amdne & se posor

les questions suivantes : A) Stant Conné un espace fibriforme E , sous

 " guelles conditions peut-on me:tre sur son ensemble principal E une topo-

f locie qui en fasse un espace Tibré principal dont B soit l*espacc 2880~
Jcié ? B) quand c'est possible, est-ce possible d'une seule manilre ?

€) ou tout au noins, peut-on le. faire d'une maniére qui soit cancniquement
§ déterminée par la structure de E 7 Il semble bien d'ailleurs qu'on ne
puisse faire crand?’chose (en dehors des définitions gémnérales donunées

Plug haut) d'espaces fibriférzws qui ne soient pas associés d'une maniére
bien déterminée & un espace principal. Comsengons donc par. poser la
§d5finition suivante : |

On dirs que E est espage £ibré (G,F) si E est donné comme espacs

B(C,F) associs & un espsce f£ibré principal E de groupe G ; E sera dit

fopre si K est propre. [Les ospaces fibrés propres sont les "fibre-
»’Dunﬁlegﬁ des auteurs américg,j_ns] . Une structure d'espace fibz*ééompg'fb@
J9onc automatiquenent une structure d'espace fibriforme, satisfaisant a

\F 1), Quant & 1la réciproque (associer d'une manidére invariante, 3 une

®

B SiTucture fibriforme donnée, une structure fibrée), elle ne vas pas &

. 2 b 5 M wAariia g
C00ditions restrietives (comne on peut voir d;ms 20 cag ol G =me réduit
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a 1'éléunent neutre) ; le rapporteur n'a rien pu trouver la-dessus de
plus général que ce qui suit (Steenrod, loc.cit.), qui suffit pour la
plupsrt des applications :

soit F localement compact, et G (considéré comme ensemble d'applica-
tions de F dans F) muni de la topolosie de la convergence compacte ;
soit B fibriforme (G,F), et satisfaisant & (F 2). Alors on définit sur
E une structure d'espace fibré propre en mettant sur son enserble prin-
cipasl E , considéré comme ensemtle d'applications de F dans E , lu topo-
logié de la convergence compacte.

On étendra comme suit, aux espaces fibrés, les opérations définies
plus haut pour les fibriformes (et oh voit facilement que, si on les
applique & des espaces propres, elles définissent des espaces propres)
a) ctest immédiat pour la structure induito, et plus généralement pour
1timage réciﬁroque ; b) ctest immédiat avssi pour le produit fibrifoyme
(qu'on pourra appeler "produit £ibré®) ; c) soit, comme plus haut, g
sous-groupe fermé de G ; so.t E un espace fibré (g,F), avec l'sespace
principal B g ; si E est considéré comme espace fibriforme, on peut le
nunir d'une structure dérivée (G,F) ; on vérifie alors que celle-ci
peut 8tre considérée comme structure fibrée (G,F), avec l'espace prin-
cipal E congtruit comme suit. Op peut considdrer g comme opérant &
gauche sur ¢ , ce qui définit une structure de fibre (g,6). Considérons
1'espace fibré E', de struciure (g,6), a associé & l'espace principal ﬁg :
c'est le quotient de Eg % G par la relation entre éléments (z,s) ,
(2',87) de ce produit définie par il existe oc€g tel que zt=z0"" :
8! = gig W ; gur E', mettons 1a structure fibriforme (G,GS) dérivée de
8a structure (g,G) ; cela en fait un espace fibré principal, de groupe
G , qgl est l'espace E en question. On dira gue la structﬁre fibrée

(6,F) ainsi dgéfinie sur B est dérivée de la structure fibrée (g,F)
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 qui y était donnée. On observera que -ﬁg;ﬂg est une partie fermée de

:'Eg #G , saturée par la relation d'équivalence définie ci-dessus Gsns ce

dernier egpace ; conme celle-ci est ouverte (Top.Gén.chap.I, p.58,ex.5},
ji1 gtensuit (ibid.,ex.7) que son image dans ’E'G peut &tre identifiée au
quotient de B Xg par la relation d'équivslence induite, qui, entrs

'} s16ments (z,0), (z',6') de ce produit, s'éerit zo'=z'c! ; mais

§ (z,60) —>(z0",0) est un homéomorphisme de cet espace sur lui-méme, de
'sorte qu'en définitive le quotient en question pout 8tre identifié a4 E -

: &
‘P11 stensuit que ﬁg peut &tre considéré comme canoniguement plongé dansg

VE§ , que c¢'est une partie fermée de 'E'G , et que chaque fibre de "EG
contient une fibre et une seule de Eg . De plus, soit @ 1l'application
|canonique de G sur G/g, ; 80it w un point de 'E'G , clest-a-dire une classs
dt8léments (z,8) de ngG par rapport & la relation définie plus haut ;
£,(z,8) = 9(s~!) est une fonction continue sur ngG , constante sur
“Rles classes en question, et i1étermine donc une appliga’ci‘on continue

18

B £(w) de 1'espace quotient EG dans l'espace homogine 6/g ; et on vérif
P aussitét quion a £(wt) = t"’f(w) guel que soit t€G . Considérons de
plus 1l'espace fibré H , de structure (G,G/g), associé & Eg ; il peut
étre considéré comme guotient de E, ‘;c(G/g) par la relation "il existe
B . to1 quo w'=ws~! | PY = P " ; soit Y 1tapplication canornigue
o e E; x(6/g) sur H ; dans ces conditions, la fonction h,(w)= ”‘;r’(w,f{vs)}
65t une application continue de E, dans B , constante sur les fibres de
EG ; slle détermine donc une application continue h de la base B de Z?
B Sat auesi 1s base de E’g , ot de H), dans H . De plus, on vérifis
AUssitot que, si m est la projection de H sur B E noh est l'application
°f identique de B sur B .

i i ojection
Si, en général, H est un espace £ibré, de base B , n sa prejection

| : : 1 moh 801t
SUr B . ot h une application continue de B dans H telle que moh s0i
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EoEE

11application identique, on dira que h(B) est une pection de H ; la con-
paissance de cet ensenble détermine compldtement h , puisque, sibeB ,
ons B(B)N n({b}) (o).

Réciproquenent, supposons donnés un espace fibré principal 'E de
‘Sroupe G , et une applicatioa continve f de cet espace dans G/ g , satis-
eaisant & £(wt) = t7'£(w). Oa peut en ddduire comme ci-dessus une sec-
tion de l'espace fibré associé H , de structure (G,G/g). Soit d'autre
part Eg l'enseuble des points ws de E, , ob w et s satisfont & 1a condi -

tion ¢(8) = £(w) ; 11 est lnmédiat que E; , oh w et s satisfont & la

condition ¢(s) = £(w) ; il est immédiat que ﬁg est transforn en lui-
néme par le ;._r:;roupe g , consiléré comme opérant sur T'?.'G , et que chague
trajectoire dans 'ﬁ (par rapport & G) contient une tra "yecto:a.re et une
scule de B _ (par rapport & g) ; Egr peut donc étre considéré comme espa-
ce fibré prmclpa}., de group? g . Pour montrer que EG peut 8tre identi-
g 06 avec lt'espace fibré principel, de groupe G , dérivé de E'g ;.11 faut
 nontrer que 1'application (z,8) —»zs de Eg;((% sur B, détermine un
 homéomorphisme sur Eg du quotient de 'E'ga'-G per la relation diéguiva-
' lence correspondante ; et il guffit de montrer que c_ette application @s‘t_
| ouverte '(tr:msforme tout ouvart en un ouvert). Or un calcul simple men-
P tre que ctest 1& une conségusnce de la continuité de £(w). Ce qui pré-
§ cide montre mémo que les structures d'espace Libré (g,6) quion peut
mettre sur E; do manidre que la structure donnée de Eg en soit la
| structure aarivés sont en correspondance biunivogue avec les applica-
~4

e

tions continues £ de cet espace dans G/g gui satisfont & f(wt)=t £
| Four gque ces structures soient en correspondance biunivoque avec les
1 e Y a-ln A Ay
 SCctions de l'espace L£ibré essocié H , de structure v(G,Gj({; ) {(théoréne

d.L, nn ) , ;._1 faut que toute section de H détermine comie ci-dessus
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S application £ . Cela s'exprime aussi comme suit : soit h, une appli-

' cation contimue de E; dans H , constante sur les fibres de E; , et tells
que #ehy 16 s0it autre que la projection de E; sur sa base B ; alors la
relation h,(w)= Y(w,f(w)) détermine une application £ de E; dans 6/g ,
| gatisfaisant & £(wt) = t° 1£(w) , ot il faut que la continuité de h,
«entralne celle de £ . Il en sers ainsi chaque fois que ﬁ satisfait a la
ccndltlon suivante (évidem.ent satisfaite par les espaces propres) : ‘

(FP 3) Soit R 1l'ensemble des points (w,w! )CEGXE tels qu'il existe

s(w,w')é(z'r pour leguel wi=ws . Alors s(w w') est une i’onctlon con-

tinue sur R (& valeurs dans ) . | A

[N B, Ce qui précéde s'étend facilement au probldzme suivant : E étant
espace fibré (G,F), de base B , soit A une partie fermée de B ; supposons
donnée , sﬁ‘r 1'image réciproque de A dans E , une structure (g,F) dont la
structure induite par celle (e E soit le structure dérivée ; on demande
de la prolonger & une structure (g,F) dans B dont la structure donnée
' 80it la structure dérivée. Si l'espace est propre, ou plus généralement
8i l'espace principal de B satisfait & (FP 3), on a la généralisation du
théoréme d'Khresmann : soieni de nouveau H l'espace (G,G/g)'a,ssocié ak .,
§ et n sa projection sur B ; alors les structures cherchées sont en corres-
' bondance biunivoque avec les sections de H qui prolén{;,ent une secticn
donnée do ”QZ{A)} »

3 P e 3 3 ooy s 5
8i, dans ce qui précdde, ¢n prend g =je{ , on obtient des conditione

=,
&

qu'un espace fibré soit trivial. Pour que 1l'espace fibré principal
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E , de groups G , soit triviel, il faut et il suffit qu'il existe un

(Y

§ ®®plication contimue £ de E cans 6 , telle que #(ms)=f(w)s quels que

B Soient ywe E, seG ; il sfencuit que, s!il existe une application conti-
i3 5 ?
B Fdo E gons un espace Fitré principal propre . B! de groupe G , tells
Que F\W:ﬁ = 7(w)s E est chpwe gi B satisfait & (FP 3), alors il faut
g :
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»'gt 11 suffit, pour qu'il soit trivial, qu'il y existe une section (et,
'A‘pour qu'il soit propre, qu'il y existe des "aeptlons locales“).

0n va tirer de 1& le théordme de Gleason : G &tant un groupe de Lie

| compact (connexe ou non), tout espace fibré princiﬁal E de groupe G est
propre si c'est un espace normal. Soit M(s) une représentation ma trlcieﬂh,
npiddle” (biuniveque) de G . Si P(w) est une application continue quel-
conque de E dans l'espace de toutes les matrices dfordre n (n.= ordre de :
ﬁ(s)), il est immédiat gue H(w) = JOF(WS)M(S 1)as (intégrale prise au
moyen de la mesure de Haar sUr ¢) est continue, et qu'on a H(wt)=H{w (L)
| Par nornalité on peut prendre F telle qu'en un point a€ E donné on ait
det A(a)#0 ; comme 'det-H(w)g est une fonction numérique continue, cons-
tante sur les fibres de B , il y a donec un voisinage U de n(a) dans B
(B base de E , = =m = projection de E sur B) tel que det H(w}%o dsng
in(U) , de sorte que‘H(w) définit une app}ication continue de r(?} dans
 le groupe ' des matrices irversibles d'ordre m . Mais la théorie élé-
 mentaire des groupes de Lie montre que, si y est un sous-groupe fermé

: :d‘un groupe de-Lié T? , alors celui-ci, considéré comme espace £ibré

: brineipal dc groupe Y (les'fﬁbres dtant les classes suivant y) est
)“Propre. Si on prend pour y l'image de G dans T par l'application

1 8—li(s), le théorime do Glesson suit de 14 et de H(wt) = H(w)id(t), par
application des critdres donrés plus haut. La méne méthode est &évidemment
Susceptible de dOnner dtautres théorémes.analo;ues (exemple : E locele-
_ment, compact, G oous»gfoupe fermé guelconque du £roupe. linéairs).

Cartes d'un espace f£ibré propre. Four définir un eSpace $1b*% Sk

Buffit Svidemiuent de définir 1l'espace principal cor;espandanﬁ, Soit ﬁﬁgg

B un ospace fibré principal propre, de groupe G , de base B . Par hype-

] = 3 5 s i £ ¥ % ¢ o5 £
thése i1 oxiste un recouvrement ouvert (U, ) de B, tel gue a(U, ) soit

 Urivial quel que soit z¢ I (n étant la projection de E sur B}..
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POur chague © , soit done f'b un U

-1somorphlsme de cet ense'nble sur
fo 26 siompose U =UNU, , £ induit sur "V %) un U, -isomor-

phj,sme de cet ensemble sur U, _xG , et par suite ot %l o

Uw—-automorphisme de U _xG, ‘done nécessairement (comme on le voit
aussitdt) de la forme (x,s) —~>(X,g (X) 8), ok &,, ©st uno appli-
| cation continue de U . dare G ; et 11 est clair que, dans'

| = o nu ﬂUA , On a ,g;_)L e 8 8.1 - Réciproquement, supposons
: donnés un recouvrement ouvert (U,) d'un espace B , et, quels que soient
+, ® , une application continue ‘g'w_ de U, N U, dans G, de tells
 sorte gue £ 8 LB dsns U, _N i3 U.), 'quels gue soient

g.a., x, 4 (coequi, pour 2=p=.A , donne g,, =edans U_, et,
pour & = A . g.&‘b = g;; dang U M Uu_ ). Soit X la somme topologigue
‘d.'espaees X - respecltivement isomerphes aux produits U_» G ; soit ®,
g uxi i&‘;omorphisme de Xi' sur Uq’ﬁ G ; dans X , on définit une relation

? d'équivalonce en posant zZ, D z_  Ppour z € Xz y %€ X},_ »

:—- 9, (z,) = (x,8), (par.(zas) = (x,8"), avec xeU NU, ects=g  (x)s*.
10n voit immédiatoment gue le Quotien’g de X par cette relation (ctest-
é.' dire la somme des X aprés "identification®™ des points éguivalents)
peut 8tre considéré comme espace fibré principal B , de base B . Do

: Plus, pour que deux espaces E, B' ainsi définis au moyen d'un méme
)
(g* } (‘1535 U dang G soient B-isomorphes, il faut et il suffit '

! | L%
gau'i 1; existe un eystéme d'applications continues (h ) des U, dans

I'ecouvrement (U ) de B et de deux systémes d'epplications (g

fl

ey

L2 + B ,
Un observera que, si un espace £ibré (principal ou non) E sst prodre,

‘tel que gt h'1 h& dans U_“,' quels que solent =z, = .

~

:, i and- 3
B %%t point b de sa base B a un voisinage U homéomorphe & une partic

Wernce de gon image réciproque dans E . 851 donc B est fibré propre,
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ot 8'11 est sopare, resp. corpldtement régmulier, resp. localement compac

i1 en est de méme de B ; si F est nommal ,' tout point de B a un voisinage
Nfemé normal ; ete. : :

k. Wﬂ‘lﬁl- Ce théordme permet d'affirmer 1l'existence d'une
gection (dont une partie peut éventuellement &tre supposée domnée) dans
un espace £ibré propre dont la f£ibre possdde la propriété d'extension ou
dlautres propriétés analogues, et dont la bage est soumnise & certaines
conditions. Il serail tros désirable d'unifior les divers aspccts de ce
|  théoréme, mais cela semble difficile pour 1l'instant. On considdrera,
fpour la fibro, les conditions suivantes :

{(BEx 1) Quels que soient )} normal et A fermé dans X 3 toute applicae-
tion continue de A dans F pevt étre prolongée en une application conti-
Boue de X dans F  ("propriété d*exteﬁsmn“ proprement dite).

(Bx I1) Quels gue soient X normal, A ferzé dans X , et 1l'application

continue £ d'un voisinsage de A dans ¥ o.al ex1ste une appl}.camon conti-

me de X duns F qui coincide avec I sur un voisinage de A {non nécesssi-
| ronent ident:ique 3 celui sur lequel f ost dounée) [“pmpriété dlexten-

J sicn ouverte®, suivant une icée de Cartan] . Bvidemuent (Ex 1) entraine
g (Bx 11).

(Bx 111_) Quel que soit le simplexe S de dimemsion <=1, toute eppli-

| cation continus de la frontiére de S dans F peut 8tre prolongée a S

L8 est, ou bien un entier 371 , ou bien go ; cela revient 4 dire que

J

F 65t connexe "pathwise® et cue ses "groupes d'homotopie® #,(F) s'anpu-

on% pour m < n-1 11 en ect naturellement ainsi, avec n = o, si F

AN

~
adnet pne "rétraction®, ciest-a-dire si l'application identique ds F
st & 87 CH%er W
BUr F gzt homotope dans F & tne application constante | 1.
s 3 : e T y B2 T7TY o on
00 pent apssi imeginer dec variantes, D.OX. (Ex 1) ou (EX 1i) ou on

®¥ normal? par X compact® .



e
- 34 .

‘quant & 1a Dase B , ello sera supposée normale (il suffit en réalité

| éue los partios formées de B cui interviennent dens les démonstrations
si-dessous soient normales, de sorto guiune hypothdse du genre de

‘|i3 localement nomal®, ou enccre "E normal®, serait encore suffisante).
jour assurer la validité du théordme, il faut naturellément suj;)poser des
5; conditions d'autant plus restrictives pour B qu'elles le sont moins

pour F . On va considirer les suivantes

(B 1) B est paracompact [i.e.: B est séparé, et tout recouvrement ou-
vert de B admet un recouvremert plue fin, localement fini; ef.Dieudonné,
joaville (IX) 23 (1944) p.65, et A.H. Stone, Bull. AiS 54 (1948) p. ;
1 lout paraconpact est mormal ; tout métrisable est paracompact (Stone) ;
fiout localement compact, dénonbrable & l'infini, est paracompact (D).

(B 1I) Tout recouvrement ouvert de B contient un recouvremenl dénom-
fbrable {_vérifié quand B est de base dénombrable, ou guand B est réunion
Jiénonbrable de compacts ; on cbservera que, s'il em ¢ si ainsi, et si (U,)
Pest un recouvrenent ouvert quelconque de B , les ensembles ouveris V tels
foe ¥ s0it contenu dens un U, forment un recouvrement de B , d'ol on peut
-_ done extraire un recouvrement dénombrable (Vi) ; et pour tout i il reste
o(1) tel que V; < U (1)]

(B 111 ) B est un complexe simplicial, formé de simplexes de dimen-
Sion ¢ n [n est un entier 7 1 , ou bien oo |

Yar une section, on entendra, suivant la commodité du langage, soit
une application continue f de la base B dane l'espace fibré E , satisfai-

- f il et pammne
2t 3 15 copaiti on mn.P = aprlication identique de B sur B (7 est comme

)

Jhoujoy st 1%i £(B) @ par £ : 4
. oujours;a projection de E sur B), soit 1timage £{B) de B par ¥ ;

e,

4% Dour une section définie sur une partie A de B (qui sera done vn

L47]

Jtion go °§;(A) avec la structure induite par celle de E)
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goit donc E espace fibré propre, de fibre F , de base (normaie) B;

| oo se donne une sectlon s sur une partie de B ; le théordme fondamental
ipermet dtaffirmer l'existencs d'une section s de E, satisfaisant aux
céﬁditions indiquées ci-deseous dans chacun des cas suivants :

,(I) on suppose que F satisfait & (Bx I), et B & (B I) ou bien &

] @ 1I) ; s, st donnée sur uanc partie formée A de B ; on izmpose & s la
| condition de prolonger s .

(11) F sstisfait & (Bx I1), et B 4 (B II) ; s, est donnée sur un

: voisinage d'une partie fermée A de B ; on impose & s la condition de

| coincider avec 8y sUr A .

(II1) F satisfait & (Ex III ), et B & (B IX1,) ; 8, st donnée sur

un sous-complexe A de B (réunion de simplexes fermés de BJ) ; on impose
4 s de prolonger &, :
Démonstration de (I) . s_i (B I) est satisfait, on peut 1'appliguer &
! un recouvrement ouvert de B par des U, tels que les *:%(U ) soient tri-

¥ viaux (B étant propre) ; d'oh un recouvrement analogue, localement fini,

|} puis, par normalité, l'existence d’ un recouvrement (¥ ) localement fini,

g ; ol A
par des ensembles fermés Vb tels que les n(V } soient triviemx Pour
JC I, soit 85 = Au}%% ¥V ; Ajest fermé (parce que (V ) est locale-~

mont fini). Pour chague J , on considdre les sections de n(AJ),

en existe, qui coincident avec s, sul A ; il est iuzmédiat qu'on psut

Zormfler d'ol ltexistonce d'une telle section maximale ; d'autre part,

si ¥ (}; Ay , on peut étendre une section de 'z(-.J), coincidant avec s,

SUr A , & une section de W(AJUV ) , au moyen d'un ¥, -isomorphiame
entre "r‘xf('ff ) ot V »F , et en vertu de la propriété d'extension ds F ;
L 1

: - i ' & rargue
dlod 1g conclusion. Si (B I1) est satisfait, alors, d'apres la remarque

QU spit 1'snonecé de (B II), il oxigte un recouvrenent dénombrable

ert (‘Vi)igm de B , tel que chague V; sit mn ?olsin;ge U, pour
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lequel f%(Ui) soit trivial ; on posera slors A, =AU V, s ot
on définira, par récurrence ordinaire sur n , une destion ::ur A, qui
coincide avec s, , sur A, , (donc avec s, sur A =A) .

Pour (II), supposons les Ui' Vi, A, définis comie plus haut. On défl-
ra per récurrence une section s, d'un ensemble n(wn), oh W, est un -
roisinage de A, , de telle sorte qu'il existe pour toit n un voisinage
Jé de An sur lequel sn+i}coincide’avec B, - Supposons 8, construit.
Identifions ’%(Un) avee U » ¥ au moyen d'un U, -isomorphiste arbi-
raire ; dans "%(Uﬁ{ﬁwﬁ),

bt £ est une application cortinue de Unfiwn dang F . Soit U' un veisi-

2 - z .2 Y- 7 ek
e, sera représenté par une éguation u=f(w),

ce de ¥, , tel que 1) Found En ; scit £' une application continue de gl
gans F , qui coincide avec f sur un vsisinage de Anflﬁ’r(*ef tivemer
8 U7), voisinage qu'on peut écrire U'nWt , oh W' est un voisinage de
NT* dens B . Pos ons - anﬁ(W’L)g’ﬁ') ;; c'est un voisinage de A, ,
ona UNW = ﬁ?rxw* _ ilors on définira 8 g SOT W 1a@£§§6‘

conme la section de “(Wn+1: qui coimcide avec s, sur W! , et qui es?®
@éfinie sur U' par u = £'(w) . La section 8 de E, dont on veut démon-
itror 1'existence, sera alors définie par la condition de coincider avec
sur A, quel que soit n . On cbgervera que, si le recouvreiecnt (ﬁi}

st fini, s coincidera avec 8, , ROB geulement sur A , wais sur un

Voisinage de A ; on pourra donec toujours supposer qu*;l en est aimnei

chaque fois que B est compact.
Quant & (III), on construira les sactions, par récurrerce sur @ .

sur AUBR ot B. est le "sgueletie 54 m dinmensions® de B {réunion des
AVB , it :
implexes de B de dimension € m) ; nais il faut pour cela utilisex

théorone (qui va 8tre démontré un peu plus loin) que toul espace
sropre don. la base ect un simplexe (ouvert ou fermé) cst trivial;

f.,,\
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'} ou bien encore, si B est star-fini, on fait une subdivision de B assez
| fine pour que l'image réciproque de chague simplexe de la nouvelle

| gubdivision soit triviale.

Le théoréme fondamental permet en particulier, en vertu des résultats
exposés plus heut, de mettre, sur tout espace fibré propre (G,F), une
rstructure (g,F) dont la structure donnée est dérivée, chaque fois que
13espace homogéne G/g posséde ll'une des propriétés d'extension (Bx 1),

f (x 11), (BEx II1 ), pourvu que la base possddse la propriété correspon-
4
dante. Il en sera ainsi par exemple si G est un groupe de Lie eonnexv,

g un sous-groupe compact maxinal de G , et Bi B satisfait & (B I) ou &

4

§(B 11), puisquialors on sait jue G/g est homéomorphe & un espace eucli-
Bdien, donc satisfait & (Ex I). Exemple : G est le sroupe linéesire & n ) )
- QL IV
variables, g le groupe orthogonal ; appliqué & l'espace des vecteurs :

-

tanzents & une veriété difTérantiable orientable dénombrable & 1'infini,

‘fceci démontre l'existence dtua ds® & coefficients continus sur la variété

by

8 coefficisnts différentiables, pour lequel il faut

/
dfautres méthodes, d'ailleurs beaucoup plus élémentalres) /

‘f(nais non d'un ds?

nelévement des homotopies dans les q_paces fibrés. Sous des conditions

fgassez généralement satisfaites, la projection d'un espace fibré proprs
8ur sa base est une applicatior fibroide (eof. p.6) ; on ne va cependaﬁt
bag examiner ces conditions ici, parce que le théoréme de reldvement don-
né pour les applications fibroides en dit & la Tois trop et pas assesz

00ur ia théorie des espaces fibrés.

La méthode qu'on va suivre repose sur le théoréme fomdamental, et sur
ie %ﬁ@@g_suivant . goit Z un espace localement eomﬁact, sur lequel on
Suppoas da&ggé ;na rétraction F(z,t), i.e. une application continue de
T ;\[0 13 dans %, telle que F(2,0) = z , F(z,1)=a quel gque seit

~Z€4,; avec ac€Z, ot F(a,t)=a quel que soit t&l . Alors 1l'espace C des
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des applications continues de 7 dans un espace E quelconque, faisant
_correspondre & a un point dorné b de E , possdéde la propriété d'extension

'ouverte (Ex ﬁ) 8l on le munit de la topologie de la convergence compacte.

in effet, soiont X un espace normal, A une partie Permée de X s @ une
application continue dans C ¢'un voisinage V de A , ou, ce gui revient

au méme dfaprés la propriété Pondamentale de la convergence compacte,

goit £ une application contirue de VxZ dans E , satisfaisant a

f(x,a) = b quel que soit x€V ; on prolongera £ & (VXZ)U(X »{a}) en
posant f(x,a)sb quel que scit x€X . Soit W un voisinage de A dans X ,
tel que W V ; s0it T une fonction numérique continue sur X , & veleurs
ang [0,1], ésale & 0 sur Wet & 1 sur [ v ; alors (x,3) ._w;,;.fm ¥z,
x))] est une application continue 'd.e XxZ dans E , qui comc ide

avoc T sur Wx 2 , prend la veleur constante b sur X4 3a}; elle définit |
donc bien une application cortinue de X dans C , qui coincide avec ¢

sur W . | ‘

On va maintené.nt démontrer ce qui suit : soit Z le méme espace gue
¢i-dessus ; soit B! un espace satisfaisent & la condition (B IL) ; soit

E un espace £ibré de base B = ZxB' ; supposons que tout point w de B!
8it un voisinage U tel que ~?14(Z;<U) soit trivial (z = projection de B
sur B) ; alors E est B-isomorphe & un produit 2 <B! , ot B' est un espace
fibrs propre de base B'. Il suffit naturellement de considérer un eépaﬁﬁ
Prinéipal E , de groupe G . Soit <§)= 7 %G ; soit [ le groupe des
8pplications continues de Z dans G , avec la topologie de la convergence
Compacte ; on peut comsidérer [’ comme opérant sur CP s ou moyen de la il
B, (z,0)) > (z,f(z)8), ol £ET' , 2€2 , BEG . Considérons |
Uespace ¥ des applications continmues ¢ de Z dans E telles qu'il oxiste
mwe w(p)e B! pour lequel on ait nfe(z)] = (z,m) quel que soit

. 3 nyergence compacte
§Z ; munigsons B do la topologie de la converg Y ’
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ot considérons [ comme opérent sur & au moyen de la loi

(9,£) —>of (pc B , £€T ). 5oit U ouvert dans B', tel que "Xz #0) so
srivial dans E ; 1'applicaticn ¢ —> w(p) de B dans B' étant évidemmern
continue, l'ensemble des ¢ tels que w(g)e& U forme dans B un ensemble
ouvert, sat?ré pour: 1% et, en ldentifiant f;lt(Z#U) avec ZxUxG al

zoyen dfun (% # U)-isomorphisne arbitrairement choisi , on voit que lfen-

| gouble des ¢ tels que w(g)e U peut 8tre identifié avec U = I' , dtof

résulte (aprés l'hypothése feite plus haut sur E) qiue E est espace pric
cipal propre de groupe f et de base B' ; et on vérifie en méme temps
que E peut &tre identifié avec llespace fibré (T’ , @) associt 4 § ,

au moyen de l'application (9,(z,8)) — e(z)s de E;&CP sor E . Cela

' posé, identifions G avec le sous-groupe fermé de T formé des applica-

:T-ng

tions constantes de Z dans G ; si I_" est le sous~-groune fermé de |
o

» % 3
fomé des Pe T . tellep gue fla) =0 ,onag | = [;,G : on en con-

. elut qu'on peut identifier f' / G avec I; , et par suite., d'aprés

. le lemme démontré plus haut, que '[1 / G a la propriété d'extension

| ouverte. En vortu du théordme fondamental et de lthypothése faite sur B!

on en conclut qu'il existe une section dans l'espace fibré (1 ., T° f{;-)
associé &4 F , et par suite qu'on pout mettre sur E une structure (¢, T'),
6t sur E une structure (G, c? ), de base B!, dont leurs structures scient
Tespectivenent dérivées. Alors, si B' est l'espace principal, de groupe

G et de bagse B! , pour ces stiuctures, B se trouve représenie comne

=

Wvotient de E'x § = B'xZxG Dpar la relation entre élézentis

L - i i gt it "il1 existe t€ & tel
(3{ :-@38} : ‘:2‘{%, _Zé'ssﬁ) de co prcdi}.l‘t gui S éerit "il exist i

/5 5

ie ¢ - X?t‘i =t ; ot 4= 2 # ., co gui donne aussitit 1fiso-

E
10rphisne annoneé entre E et Z xE
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On va montrer maintenant, en premier lieu, que la condition

1 X ot
w(ZxU) trivial" esAt automatiquement satisfaite pour Z =1 =[0:1] ’
pourvu que E solt propre. in effet, si weB! s cette derniére hypothése

entraine que, pour tout t€1I, il existe un voisinage U, de w dans B!,

et un voisinage Jt de t dans I, tels que -;(Jt><0£) soit trivial ;
d'aprés la compacité de I, on en conclut qu'il y a un voisinage U de w
dans B', et une subdivision de I en intervalles fermés I, =l;t9,t 53 1?
(0£? < n, t,=0, t,=1), tels que ”?%(IQ % U) soit trivial quel gue soit

Y . On en déduit aussitdt, par récurrence sur » , que 'i( [O,tg 1»0)
est trivial quel que scit v , d'od le résultat.

Premier corollaire : soient f : f1 deux applications homotopes d'un
aspace Bf, satisfaisant & (L I1), dans 1la base B, d'un espace Tibrd
propre E, ; alors les images réeiproques f (B,), f,t(E ) sont des espa-
ces fibrés B'-isomorphes. En effet, par hypothése, il existe une sppli
cation continue £ de IX B! caps BG,' qui se réduit & £ sur t{)} * B
et & £, sur 3;1} x B! ; il suffit alors d'appliquer le théordme ci-dessus |
8 1'image réeiproque do Eo par £ , qui est un espace de base I XBF ‘

fn particulier, si B'¢c B o ¢ €t 8l l'application identique de B' dans B

O

est homotops dans B é. une application constante {ou, comue on dit, est
- :A%i 7 %
"bomotope & zéro®, ou "triviale"), l'espace induit par B, sur n:@aB‘)

est trivial (-z = projecticon de B, sur By )

€08

8i en particulier un espsce BY, satisfalsant & (B 11), est rétractile,

+ B o Pl i 3 £ F > ) 1 10U¢ f"f".'h ©
_Wout espace fibré propre de base B! est trivial. Ceci s'appligue enire

md

3utres : a) & tout simplexe, fermé ou ouvert ; b) & 1'étoile ouverte de
bout, sy 1plexc dans un complexe simpliciel (star-fini).

'l

roes | tions l ¥ avrait intérdét &
LH.B° ‘3@ (Eui pT ced@ Iggg diverses Qmestlgﬁ>. QU il ¥ aul ANDLCTo L &

y o A %3 riate das conoapoe
Al\‘&sﬁ’fﬁﬁr@. 11 est choguent p.ex. de ne pas savoir s 11 existe des eupaces
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ptautre part : est-il vrai ou non que les images réciproques d'un espace

£, de B! dans B, (notatlons comme ci-deesus) sont B'-isomorphes pourva
que £, , ¥y appartiennent & une mdme composante connexe de 1'espace des -
gpplications continues de B' dans BO (avec 1la *v'aoyﬁlogie de la conver-
rence compacte) ? Ou, ce qui revient au mbme : soit E un espace fibré

lsur un produit X%B s X dtant un espace connexe ; @ étant la projesétion
cle B sur XX B! , E induit, sur chague ensenmble w%‘({,}:x} # B'), un espace

§fibré, qulon peut identifier svec un espace de base B! ; tous ces espaces

@sont-ils B'-igowerphes ¢ (ce cui précéde ne pernet de l'affirner gue si

E est comnexe “pathwise®) | .

ot

=

Un ve revenir maintenant & la question laissée ouverte plus haut

: t o
Blconditions pour que ~x(Z %

- 3 3 B B B e
1tes soit E £ibié propr

x{
er U
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gtaprés ce quion a démontré plus haut, cet espace est trivial , clest-a-
sire guion peut deflnlr pour tout i une application continue 0, de V

-1
jons SL , de facon quton ait 033 = oy @4 dans V; NV, ; il revient au

wgme de dire qu'il cxiste des appllca’clons cont:.nues h des '\T % U dans -

_ -4
g , telles gue i3 = h hJ » A'oll résulte que n(Z;aU) est trivial.

En définitive, on a donec le w. Soit E fibré propre,
ie base B = ZAB! ; alors on peut affirmer que E est B~isomérphe 8
produit ZAE! , B! &tant £ibré propre de base B!, dans chacun des ca
puivants : 1) 2 = I , et B! satisfait & (B II) ; 2) Z est compact et
rétractile, B' est localement compact et dénombrable & 1l'infini

*

Ducas Z = 1 on va déduirs aﬂamtenant le theoréme de reléve' ent des

TS SRS Y

onotopies dans les conditions suivantes. Soit E, flbré propre, . de base
1 B, » avec la projection s, ; soit F, une application continue dans E,

i'un espace B' satisfaisant & (B II) ; soit £, = myeF, , et soit T une

', homotopie de fo , ctest-a-dire une application continue de IXB' dans BQ,§

Joui se réduise & £, sur iO} AB' ; alors on va montrer qufil eus’ce une~
-&-Ls\

fepplication continue F de I XB*! dans E; , telle que f = mpeF Consmé-»

rons l'espace f(E ), cfest-a-dire {par définition) l'image réciprogue,

_ lans l'espace Pibré IxB'x Eo , du graphe T de t (par la projection
'l e cot espace sur sa base IxB'xB,), qui est un espace fibré E dent la
bage Ff est homéomorphe & Ix<Bf. Il sensuit qu'il cxiste un isomor-
PPhisme entre E et un espace = XE! , ob B! est un espace £ibré de base
‘v B' ; B0it ¢ un isomorphisme d¢ IXE' sur E qui induise sur les bases
Ixp .y Tf de ces cspaces 1'homéomorphisme (t,z2) —»(t,3z,0(t,2)).
B8L g0

est la projection de E' sur Bt, il sfensuit que ¢ est de la forme

9(t,x) = (t,n'(x), Y (%,x)), avec =, [Y(t,lﬂj = f{t,n’(x):é . Considé-
Pons l'appllcatlon z —(0,2,F, (z)) de B! dans IXB'x E_ ; l'image de B!

cette appl;catlon est contenue dans E ; puisque @ est un igomorphisme,
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i1 existe donc une applicaticn o de B! dans E', telle que l'on ait
q[o,w(Z)} = (0,2,F (2)). Alore 1'homotopie F qu'il s'agissait de d6finir

gora donnée par F(t,2) = ¥ [t,0(2)] . |

'] De ce théordme, appliguc av cas oh B! est une sphére, on déduit immé-

diatement d'importantes relations entre les groupes d'homotopie de B,

ie Bo , et de la fibre de B pour ces relations (dont on tire une foule

o 7
ifie conséquences intéressantes en les appliquant & toute sorte de cas

particuliars) on renvoie & Erresmann, Eckmann, Hurewicz-Steenrod,

HBmnitehead, ete..

Classification des espaces fibrés. _Le probléme est le suivant : pour
e base B donnée, et un grovpe ¢ donné, on range dans une méme classe
tous les epgpaces £ibrés principaux de base B et de groupe G gui sont
B-isomorphes entre eux. I1 sl'agit 4! obtenir des ‘résultats sur 1! ensémble

de ces classes, p.ex. de leur attacher des imvariants, etc. Dans 1tétat

4 actuel de la question, ,onm est obligé de se borner aux espaces propres,
" et ,(sauf le cas oh G est discret) aux complexes simpliciaux ou aux
sspaces B qui s'y ramdnent ; c'est 13 natvrellement une situation fort
u bhourbachique.

1 On observe d'abord que, si B et B! satisfont a (B I1) et ont méme
mmoto ie, alors, en vertu du théordme d'homotopic, les classes

Q’espaces fibrés sur B et sur B! peuvent Sftre mises en correspondance

bin;nivoque comme spit : soiert £, TF les applications de¢ B dans B', et

@6 B' gang B ,

X applications identiques ce BY sur B! et de B sur B
s B resp. B' ; & la classe de E on fera

telles que foit! et L f soient homotopes respectivement

. Soient E; E! des

v . N =

®Spaces ribrés propres, de bese

SITespondre 1a classe de sor. imaze réeiproque par £', el de meme pour

'} i1 est immédiat que ce sonmt 1 des applications biunivoques,inverses

Muge de 1'aptre, des ensembles de classes d'espaces fibrés (propres)
L s = : e




Cct
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gur B et sur B'. En particulier, si un espace B a méme type d'homotopie
qu'un complexe simplicial B! le probldme de classification relatif a B
g rondne ainsi au probléme analogue pour 31 : Ozi a vu qu'il en est ainsi
| pour tout espace B qui & un épiderme, B' étant le nerf de cet &piderme,
5 _gonc p.ex. pour toute variété c_o?n'i)acte de classe €@ (et vraisem‘blab;ement
| pdpe, comne On a vu, pour toute veriété de classe 01, dénonbrable & 1'in-
-fini). Dans ce qui suit, on va donc se borner au cas ol B est un complexe
gimplicial (star-fini).
. Fn ce cas ; la méthode de description des espaces fibrés par "cartes"
| “5<; nodifie comoe sult. Comme on a vu, si E est espace fibré principal de'
‘i groupe G , avec la projection = sur B , 1'inage réciproque duns E de
| tout simplexe fermé de B est triviale ; bour chacﬁne, on peut done choi-
gir un isomorphisme sur le produit du simplexe par G ; il suffira alors,
| pour chague couple de simplsxeé fermés S,5' tel que S' soit sur la froﬁe
tidre de S , de connaitre la relation entre leurs inages réciprogues
dans E , relation qui s'exprime par une application continue de §' dans
G . I1 est facile de formuler dans ce langage les divers p‘roblémes de la
’Fhéorie, tels que : B-isomorphisme de deux éspaees, existence d'une
section pour un espace associd, ete. , »

(:)n‘ ne traitera pas ici de la méthode des fobgtructions™ ; le principe
0 est le suivant : Bm étant le vsqueletta 4 m dimensions du complexe B ,
00 cherche & construire par récurrence une gsection sur Bm dans un espace
£ibr6 associs & 1'espace prircipal domnné ; pour By, le probldme est tri-
8 Vial. Comme on o vu dans la cémonstration du théoréne fondamental, pour
»;le cas (IIr), la constructior se f£ait sans difficulté pour mg n si 1la
clest-a-dire a ses groupes dfhomotopie nuls

Lfbre satigrait & (Bx I1L,),

| B0t 15 gimonsion n-1 . Mcis alors, pour monter de’B & By, , on se

BBurte & un nopstacle” (ou ncbstruction"), c'est-b-dire qu'a tout simplexc
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| : ( agﬂw & Q\m\oe )
, de B & ot ci:.mensions est attaché un élément du groupe d.homtopig de

”_dimanemn n de la fibre. On léuontre qu'on obtient toujours ainsi un

eocycle & nti almens:l.ons, & ~.Boefficient8 dans le groupe d'homotopie en

P question, et que la classe ds ce cociycle (au sens de la cohomologie)
lgst un invariant de la classo d'espace £ibré donnée sur B . 51 cette
'ciasée est 0, alors on pout continuer Jusgu'au prochain groupe d'homo-
topie non nul, et & ce momen’; on se heurte & un nouvel obatacle (la
"deugidme obstruction®) qui est encore un cocycle, mais qui, lui, n'est

pas un invariant ; cependant, l'ensemble dees valeurs qulest susceptible

:.de prendre la classe de ce c¢ocycle est un invariant, dont 1'étude

k(fort difficile) est 1'umn des plus impori:—ant‘s probldmes de la topologie
& 1'heure actuelle ; certains cas particuliers (Hopf) donnent & penser
que cet ensemble est l'ensembhle des valeurs prises par un certain poly-
nome (dans le cas 8tudié par Hopf, une forme guadratique) dang ltanneau
‘de cohomologie.

| Une autre méthode est celie des espaces universels. Donnons dfabord
,:.lm lenuxe (qve le rappomeur aTexcuse dlavoir @ubuﬁ d'insérer beaucoup
blus t8t). Soient E, B' des espaces principaux de groupe G , de bages B
L T85p. B!, avec les projections =, =n'. Soit T une application continue de
B dans E , satisfaisant & Fix's) = F(x')s pour s€G ; acF est donc une
8pplication continue de B! dans B , constanie sur les fibrees de E! ,
done de 1a forme nQF fon! , ob £ est uno application continue de B!
Qans B . alors f(L) est pur définition l'ensemble des points (z!,x) ;
‘e BRI tols que £(z') = n(xz), avee la structure induite par celle de
L 8'XE ; on on conclut aussitét qu'en posant Pxr) = (n*(x*),F(x")),

: -4
(p 88t une application biunivogue et continue de B' sur £(&), satis-

. . oo 5 ; ¥ > S" 7OT n véri 5
}-,?alsam & P(xe) = fﬁ‘ﬁ(*”’)s. gi_de plus E est propre, on vérifie

.




: sb.szaegomaﬁtﬁ eqns\u ﬁh jaemeif i Br¥o
an fenis aiwotwod Juetvdo no‘nc arinondl o0 .exdiY : af 95

ne aiqoéomod'b equoxg el anrb ajieiaxfzee, H géﬁoiTﬁﬁﬁiQ
(szao omonon gl eh ‘ages us) sibgiocs oo b eseslo sl -eup. J6

etFes 12 . yys adunoh dadi

i S § Saes . {

£ ;r.z'.s.‘_,’ RET 2X ¢ g
R ¥ :
8 § g
T i : .
: s =
5 -~ s
£ -




=2

R | g6 . .
médiatement i b 4) est un isomorphisme [1,1 suffirait de supposer E'

| propre; et E satisfaisent & (7P 3) ; il serait intéressant d'élargir

Leos conditions | .

: ~ Cela posé, solent E, E  des espaces fibrés principaux propres de

groupe &, de bages B, B . Si on considére G comme opérant & gauche sur

d-‘au moyen de la loi (s,xo) P BXy = xo{s”1 , on peut prendre E, pour

fribre d'un espace E de base B associé & l'espace principal E ; par défi-
Buition, £ n'est pas autre chose gue le guotient de ExEO par la relation

Jd'éguivalence il existe s tel que x'=xs , x)= X,8 " ; autrement dift,

dctest 1la base de - ExEQ lorsgaiton considére celui-ci comme espace fibré

principal de groupe G aw moyea de la loi ((x,xg),s} ey (m,xos). Cola

-

gposé, on a vu plus haut que l'existence d'une section dans cet espace E
Squivaut 4 l'sxistence d'une application F de E dans E, salisfaisant é
Kws) = F{w)s fﬁeci a 6té exposé plus haut seulement pour le cas o la
fibre est un espace homogéne /Q , kais aurait di &tre fait pour une fibre

quelconque, ce qui se fait exactement de méme ; v.plus lcm]
On pourra donc affirmor l'szistence dtune telle "*p‘p" ication P (et

far suite d'une application f de B dans B, telle que f(E ) soil

‘ B-isomorphe 8 B) chaque fois jue le théoréne fondaiental per.el d'affir-

Ber liexisterce diune section dans E .

3 a - 3 o g X ] & 3 3 i T
Supposons en particulier gie Eq satisfasse & la cqndltmn (Ex I.I,;.n),

tlest-a-dire soit connexc (" sathwise®) et ait ses groupes dfhomotopie

Buls jusqu's la dimension n-1 . Boit B un complexe simplicial de dimen-

'sion <n . Alors tout espzce pibré primeipal propre de base B est B-iso-

=4 :
: 3 7 s st une application de 1
0rphe 8 un espace de la form? f%Eo)% ot rer Al st el

Uz

B T ; + "universel pour le
§ Geng Bo ; ce qulon exprimera 3n disant que E, est "univ reel pov

-

5i de plus A est un sous-complexe de

tals

vy,

: ;,,°,°mp_1e%xes de dimension. £ B"

3 N ”L‘: r Jv j..)
B comio ci-dessus, il existe, d?apr(s 48 thealeny = o
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me section de l'espace E prolonceant uno section arbitrairemont donnée
qur & , 00 encore une application F de E dans E s satisfaisant a |
f(ws) = F(w)s, ot prenant des valeurs données sur “REY

L goit alors E! un espace fibré principal propre dont la base B! soit
un complexe de dimemsion ¢ n-1 ; soit E = IXE', qu'on peut considdrer
cosio espaco fibré de base B = IxB' ; on peut, d'une manidre évidente,
lidentifier B avec un complexe simpligial de dimension ls n, dont}

pfc=§'0} »B! et Ay = {1}%1_3’ sont des sous-complexes. Supposons que B!

goit B'-isomorphe aux images réciproques de B, par deux applications £,

£, de B! dans B_ ; il y aura donc deux applications F,, F, de B! dans E,

0
B ielles que Fo(w's) = FQ-(W’ e, F,“(wgs) = F, (w?)s, noFy = f.on! ,
KgeFy = £yem! {ob m, , n' sont les projections de E, sur B, et de E!
ur B! ). On peut identifier r,, F, avec des applications de gﬂ}xﬂ =
w(a,), §1} <E' = n(A,i) (et = est la projection de E sur B) ;
s'ensuit gu'il existe unc application F de E cans B, , telle que
Kvs) = F(w)s , et coincidant avec F,, F; sur {O} KB i ‘:5 )

§ Pectivenent. Alors szoc;F oot do la forme fen , of £ est une applicetion

4 . B!  resg-

s B dans Ec qui coincide avec fo et f‘k sur A, et A, respectivenfxent s
autrecent dit, £ est une homctopie de £ en £, . On en conclut qu’
8Xiste une correspondance biunivogue entre les classes d'homotopis des
B e B dnne B, et les classes (au sens do la
B'-iqgmmmg ) d'espaces fibrés priucipaux propres, de groupe G, sur la

bage B'. on oxprime cette propriété en disant que E, est "classifiant

Pur ies complexes de dimension n-1 7.

i 5.~ - ~:n— {3
Un obtiondreit naturellement dea résultats beaucoup plus forts e n

SUDposait Lo posseue 1a propriéte d'extension" (Ex I), ou du moins

8 "propriste d'extensmn ouverte” (Ex I1) ; malheureuseucnt, dans les

2 e ui des groupes de Li
R pius intsresssnis (et partienlicr ceiui Ceg SEoUD e
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}.. ne connalt pas de tels eéﬁaaes fibrés (qui seraient donc universels,
‘xtméme classifiants, pour’tous les espaces de méme groupe et de base
tﬂ;tisfaisant & (B II)), et le rapporteur se contente prudemment de poser
%:aqpestion sang hasarder dlavig sur leur.existehce. En revénﬁhe, on peut
iw diverses manidres (les unes élérentaires, les autres faisant usage du
rrelévement des homotopies®) dsmontrer ce qui suit : dans un espace eucli-
gien & N dimensions, soit V(N ;1) l'ensemble des systémes de N-n vecieurs :
: ortho sonanx (ctest-a~dire l'ensewble des matrices X & N lig)nes et N-n
:olonnes satisfaisant & UX.X = 11‘3—:1) ; les groupes d'homotopie de V(#,n)
'annuleizt jusquta lg dimension n-1 . On peut, d'une maniére évidente,
_}onsidérer V(N,n) conme espace fibré principal pour le groupe orfhogonal |
8 N-n variables (sa base Gtant alors la "variété de Grassmann® des

: variétés lindaires orientées & N-n dimensions, passazit par O, dans l'espace
8 N din’.ensionsg, dongc é,ussi pour tout sous-groupe fermé de ce groupe.

>l s'ensuit que, si G est un groupe de Lie compact {connexe ou non) qguel-
bnque, et m un entier arbitraire, on peut, parmi locs espaces V(N,n),
trouver un espace classifiant pour tous les espaces fibrés de groupe G
‘flont ls base est un complexe de dimension é m . Pour des raisons analo-
1 es, on peut Gialement bien se servir du groupe hermitien au lieu du
roupe orthogonal.

Tl est claeir d'ailleurs que. dés qgu'on a un espace classifiant Eo
(notations comme ci-dessus), tout invariant des classes: d'homotopie des
8pplications f de BY dans Bo donne un invariant des espaces fibrés de
Dase B' , Par exemple, l'homomorphisme, déterminé par £ , ds l’nnnea& de
thOinlee de B éans celui de B') est un tel invariant, donc aussi
'image réciproque f( ¥ ), dens lfannean de cohomologie de B , de tout

1ément § de lfanneau de cohomolopie de B . En particulier, om peut
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f prés qu'on peut associer égan espace principal donné. De ce point de |
o, on peut dire que le rdle de la méthode des "obstruetlons” (du moins
én ce qui concerne la "premidre obstruction®) est seulement de donner une
interprétation géomdtrique, d'ailleurs intéressante, de certaines

tclasses caractéristiques" f\§ ) tandls que la méthode des "espaces

; 1verselg” les donne toutes d'un seul-coup, et donne en méme tenps
poaucoup dfautres invarients (homomorphisme d'anneau, etec.,); co qui

jonne pour ll'instent 1l'avantaze & celle-ci.

pddenda. - On va d'abord comblor la lacune sur llexistence d'une section

ans un espace fibré H de structure (G,F), associé & un espace principal

; H est défini comme quotient de ExF par la relation "il existe se€
=

~el gue X' = x8 ; ulo=su ? ; soit Y 1'application canonique de

O

i AT sur H . S0it T une application continue de E dans F , telle que

}(XS) = g~ 1e(x) ; alors x «f>gf{x,f(xl] est une application de E dans H;
ﬁonstaute sur cha:ue fibre, et déterminp donc une application continue h
Bans H de la base B de B , de sorte qu'on a Y [x,#(x)]= b(n(x)] . Ceci

inpligue que n h est 1l'application identique de B sur'V , ciest-a-dire

jue h(B) est bien une section de E . Réciproquement, supposons donnés
la section h(B), c'est-a-dire une application continue h de B dans H ,

belle que soh goit l'application identique. Pour x domné, l'spplica-

is velation Hfix,f(x)] = h.{n(x)] définit la fonction f ;
médiat que £(xs) = s~ 1r(x) ;'il roste donc & veir si la continuiié
e h entrafne celle de £ . Or, supposons (FP 3) satisfait, ctest-a-dire
Bupnosons qu'il existe une application contimwe (x,x') —>8(x,%) de R
M09 G, o R est l'emsenble des poinis de EXE de la forme (x,xe), telle

Considérons alors 1'application {x, xfsuf3.ﬁ§3(y x! Jut

)

e o(x,xs) =8
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_,‘ go Rx T dans F ; supposons aussi B séparé, c'est-a-dire R fermé dans

VE?‘E (Top.G6n.chep.I,p.57,prop.4, on tonant compte des rectifications

| B de 1'ex.5,0.58) ; RXF est done fermé dans HXExF , et saturé pour

1a relation entre éléuzents (x,x! St (x,]' %L ,u;) de cet espace définie
paf x=%x, Yx,u)s= Y(x} ;u}) ; et s(x,x! Ju' est constante sur

Jles clusses d'équivalence pour cetie rélation, de sorte gu'on a ainsi

'(en tenant compte de Top.Gén.chap.I,p.56,prop.3, qui s'applique au pro-

: quit B x(EXF) en tenant compte des rectifications) une application con- .
tinue i? s dans F , de l'ensemble R' des points (x,z) de EXH gqui satis-
\font a =n(x) = n'(z) (o0& = et n' sont les projections de E et de H sur
B), de sorte gu'on a @:)[x, V(x!,u! )]-: s(x,x')u'. On en conclut

Ygx; f{)(:{,z);gz z , de sorte gue la relation “g/{x,f(x)} = h{e(x)ﬁ
bguivant & £(x) s_'c?[x,h(n(x}):s , ¢6 qui montre que dans ces conditions
f est continue. ‘

Cn & vu plus haut l'appllcatlon de ce résultat & la représentation

d'un espace E sous la forme f(E ), £ étant une application de B dans

Bo (bases de E , Eo). Cela donne un critére pour que E et EO, de méxe
bage B = LBO, soioﬁt B-isomorphes ; il faut et 'il suffit pour cela qu‘il
existe une section dans l'espace E , quotient de Ex E, par la relation

Bl cxiste s8¢ G tel que. x' = x8 , ;{é & J;.cs ®* (ctest la base de E xE_ ,
congidéré comme espace .fibré principal par la loi ((x,x ):8) —> (xs,x 8)),
;:lbrsqz}}gn considire cet espace comme espace (G, E, ) dc base B . On pen
Baturellement échanger E et E,. On en déduit le critére symétirigue
Suizram; : pour que E et Eo soisnt B-iscomorphes, il faut et il suffit
Bouti1 cxiste une section dans B considéré comme espace £ibré de base
‘une gani@re précise : c'est 1l'espace de siructure (G;ziG:,Gsd}

i6 &4 liespace principal Ex Eo de groupe G XG , Gsd étant llesgpac
Vi ~3

T gt

=

groupe ¢ sur lequel GAG op3re par la loi ((S:B');t) —7 8
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| Voici encore, dans le méme ordre dtidées, une éondition pour gque,

'E 6tant vn espace fibré principal, de groupe ¢ et dc base B (avec la
prOJGCtion n sur B), la projection sur B de tout espace fibré H asso-
'cié & L soit "fibroide™. Soit F la fibre de H , ‘1’ l'application cano-
i pique dc E;{F sur H , n' la projection de H sur B . Si W est un voisina-
f‘ge de la disronale dans BXB , l'enseuble des points (x,x') de Ex»E

| tels qﬁe (n(x),n(x?)) €W est un voisinage W' de 1'ensemble R des
ﬁipoints {x,x8) ; supposons,qﬁ'il oxiste de tels voisinages W, W, et

. une application continue o dz W' dans G, satisfaisant 8 la condition :

| (FP 3') On a o(x,x) =6 , et ¢'(xs,x't) = =16t (x,x' )t quels que

E éoi@nﬁ (x,x')eW , ot 8,56 .

% L'ensemble W" des points (z,b) de HxB , tels que (w'(z),b)e W ,

| est un voisinage du graphe da n' ; on va y définir une application o
de ®" dans H , ayant les propriétés voulues pour gulon puisse en
conclure au earaetére'fibroide‘de H . Pour cela, on n'aura qu'a
définir © par : © [?f’(x,u),ﬁ(x')l = Y [x',0'(x',x)u] , pour

(x,x’)é W' . La vérification est immédiate (toujours en tenanl compte
des rectifikations 3 Top.Gén.chap.l, p.56, prop.3).

D'aprés ce gqui ﬁrécéde, (FP %1) équivaut & ce qui suit. Congidérons
le quotient # de W' par la ralation "il existe s tel gue :
(31«3§) = (xs,x's) " ; W peut 8tre considéré comme espace £ibré
(626, 6_,), de base ®' ; alors (FP 3') revient & l'existence d'une
section ééns'ﬁ , prolongeant la section sur la dla{@ﬂcl ont
l'existence résulte de (FP 3)

Enfin, il convient de donmner quelgques indications sur le probléms

 des egpaces fibrés nétagée® les uns sul les autres Soit H un espace

; fibré de structure (G;F), de base B ; 501t Z un espace Tibré de struc-

ftug {g¢}g;}a ot de bage B ; il siagit de savolir daus quelles gemditiag
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on peut motire sur 2z une gtricture glespace fibré de base B. Soit E

l'espace principal auquel H est associé ; soit Y 1ltapplication canoni-
que dc ExF sur H ; posons "Y"(u) = ﬂ’(x,u) Si E est connexe

n au sens des chemins®, les espaces fibrés ‘K&(H), de structure (G',F'),
de base F , sont F-isomorphes les uns aux autres, en vertu du théordue
d'honotopie, pourvu que H soit propre et que F satisfasse a (B II) ; soit
4’ i1'un quelconque d'entre eux. Supposons de plus : a) que}tout point
de B ait dans B un voisinage compact et rétractile (ce sera le cas p.ex.
8i B est une variété, ou bien un complexe simplicial star-fini) ; b) que
F soit localement compact, dénombrable a4 1'infini. Si donec V est un veoi-
sinage compact et rétractile d'um point de B , 1l'imare réciprogue de V
dans H , par la projection de H sur B , sera un espace fibré trivial de
base V , donc V-isouorphe 4 VAF , et par sﬁite 1'imare réciproque de

cet ensemble dans Z , par la projection de Z sur H , sera (VxF)-isomor-
Phe & V x éé Libk s'eﬁsu t,que dans ces conditions, on peut définir

sur 72 une structure d'espace fibré propre, de base B , de fibre €§ 3

le groupe Gtant le groupe ] des cutonorphismes de P (considéré comme
espace Tibré (G*,F') de base F) qui induisent sur la base F de Q@ un
loméomorphisme u —>su, avec BEGL ;rles F-automorphismesg de i@ forment

3 : . § % : B R =
d'ailleurs un sous-groupe invariant [° de [’ , et on vérifie que

)

3

P/ est alyébriquement isomorphe & G (plus précisément, si a€ ' ,

Dlication o -—» s(a) esl un homomorphisme {algdbrique) de || sur G).

la queation ne peut 8tre considérée comme bien-éclsircie tant qu'on n'a

Qabord 3 exzmniner la topologie la moins fine sur e qui, diume part,
fonde ¢ -—» z{a) continu, et diautre part; soit plus fine que celle

¢ : o s e e ~nditiona
La {}Q;&ﬂ‘}feﬁgﬁtuﬁﬁ@@ Con acte p il fa&d?&lt Volir dansg quelies concitions
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5“ —> s(a) sera un homonmorph: sue de'I1 sur G . On observera aussi que,
' si G se réduit & 1'4lément neutre, on 5 la question dfun espace £ibTé
7 dont la bose H ost donnée comme produit H = By F ; T s6 réduit

alors & IZ ~; ce qui condu.t & étudier le groupe des sutomorphisumes

d'un espace f£ibré qui laissent invariant chague point de la base.

g

a-dessus, en changeant les notations, on peut dire ce qui suit.

Soit H un espace fibré (G,F), de base B ; soit E son espace principal ;

| supposons la condition (FP ?) satisfaite ; soit 5 & l’application

cenonigue de EAF sur H ; alors les automorphismes de H sont en corraes-
| pondencs biunivoqus avee las applications continues ¢ de B daus G

qui satisfont & of{xs) = 8~ o(x)s, l'automorphisme correspondant & o
¢tent celui qui, au point Y(x,u) de B , fait correspondre

kf(xa (x),u). Si done 6y désigne l'espuce de groupe de G , sur leguel
i G opére par 1la loi (s,t) -—:>t3~1 = sta” ! , et E; 1'espace £ibré de
| structure {G,Gi) associé 8 E , les antomorphismes de H sont en
correspondance biunivogue avec les sections de E; .
Exemples. On va principalerent étudier les suivants : a) cas diun
sroupo et diune Pibre discrects ; b) cas d'un -roupe abél licn, et

cipaleient du groupe T ; de plus, on dira quelques mots des groupes qui

8e présentent dans les applications géométriques de la théorie {groupes
clagsigues). Le rapporteur sl'est apergu un peu tard, sur ces exemples,

~ort de restreindre les définitions générales aux structures
lesquelles le grcupe G opére sixplement sur la fibre F

ses humbles excuses & ses patients lecieurs, t denande la
permission (Phrysif sepientid, comme dit Barrow) d'élargir ees

L G6Tinitions comme suit. :
3 kO
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' La définition d'un espace fibré principal de groupe G reste inchangée.

si F est un espace sur lequel opére G (simplement ou non), ot B un espace
&rincipal de groupe G , on pourra considérer B4 F conme espaée principal ‘
de groupe G , au moyen de la loi ({x,u),8) —>(xs, s"@u) : 1a buse H de
cet espace, clest-é-dire le quotient de E F par la relation "il ex;ste
B¢ tel que x'=xs , u'=s Ta 7 gera l'espace fibré de structure (G, F)
sscocié & 1l'espace principal E ; et on appellera encors ainsi tout espa-
ee H! pour lequel on sfest donné un honéomorphisne de H sur HY. ou, to
gui revient au méme, une application guverte Y de ExF sur H! telle
gue les images réeciproques des points de H' par ﬁy soient les classes
ld'équivalence pour la relaticn ci-dessus. En particuller, si F = Gfg ,
oh g est un sous-groupe feraé de G (le cas oh g contiendrait un sous-
‘groupe distingué de G , auire que sz nfest plus exclu)? on voit im@é*
diatenent gue l'espace fibré H de structure. (G,F) = (G,G/g}; agsocié &

E , poul 8tre canoniquement i dentifié avee le quotient de B par la vel

{4y
2

‘tion x'e xg , c'est-d-dire svec la bage de B considéré comme espacs
£ibré principal de groupe g ; on écrira glors H = E/g (avec cette
notation, Ef& désipnera ls base de E , munie de la structure définie par
la projeetion de E sur cette base). Si g' est uvn sous-groupe formé de g ,
‘on définira d'une mepnidre 6vidente une application canonique de Ejg*
sur F /& . 8i y est unmus-groupe distingué de G , 1'espace B/y peut
étre 90331d°?é comme espace f'ibré principal de groupe G/y ; et, 81 ¥
| est contenu dans g , Efg pout 8tre considéré comme espace Libré de
| structure {u, , 6/g), associé & llespace principal E/y . Réciproque-
>ﬁ©nt, sl é opére sur une fibre F de telle sorte que les éléments de y

3 -

Snduisent sur F 1'automorphisme identique, ot si H est un espace fibre

447 b o 2b G ide Suas il i

' de structure (G/y, F), il y a lieu de B€ demander si on peut mettrse

' sur H une structure (G,F) dor:t la structure donnée se déduise.
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gst trivial, et que B% sera réduit & un point ; cl'est sous cette forme

wlon aura & se servir du lemme dans la théorie des revétements.

~ Soit d'autre part H un espace fibré de structure (G,F), associé &
g_pespace principal E, soit 1/ 3t applicatioﬁ canonique de EXF sur H .
B
il est clair qu'on aura Y(Ex F1) = Y(ExGF!'), et que deux ensexbles
V_A‘Y(E XFt), Y(ExF") seront ou non sans point commun suivant que GF',
;{GF" sont ou non sans point commun ; en partioculier, 8l uel¥ ., Bl'el .

| les ensembles Y (Exiu}), V(EX {u'}) coincideront ou seront sans

‘point commun suivant que u' appartient ou non & Gu . Si donc les Fn

i sont les classes d'intransitivité de F pour G , cl'est-d-dire tous les'

| que, si & est connexe, chacun des ensembles Y (E » F?) est connexs

fde
ot
oY)

conme image contlinue de E dans H . Si de plus les ‘r"p sont ouveris dans

'F. (ce qui sera toujours le cas lorsque F sera discret), il sfensuit,
puisque ‘g’ sat une application ouverte, que les ensembles ﬁf (BEaA FQ)
| formont une partition de H en ouverts comnnexes, de sorte que ce sont
18 les conposantes de H , et que H en est la somme topologigue.

' Premior exemple d'espaces fibrés : fibre discréte (revétencnts),

‘tion continue n (la projeetion) dang B , telle gue tout point 2 &E

‘,..
b
ot

-1 p : SR
L 8it un voisinage U pour lequel m=(U) soit U-homéomorphe & un produ
PUXF , o F est discret. L*ensemble des 2z €B pour lesquels T‘gyzr}
b8 une pui ssance donnée est alors ouvert ; cette puissance est donc

: ‘3‘31 stante sur cha ue composante connexe de B ..

ienﬁambles distinets de la forme Gu , les Y (ExF, ) forment une parti-

btion dc B ; ot, si ue F, , on a Y(E;&Fp) = Y (B x}u}). Il s'ensuit

On appellera revétementd'un espace B toubt espace E xuni d'une appli

'gi on désigne par GF' , pour F'CC F l'ensenble des su pour s€G , uefFt,

S o
Cax
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Désormais, on suppesera unc fois pour toutes gque chacun des espaces
dont on aura & considdrer des revétements _sera connexe et localeuent
connexe ; cette dernidre hypothése signifie que tout point a un systéme
fonda:nental de voisinages forné de voisinages connexes, ou, ce gqui revieni
au méme, qué les composantes connexes de tout ouvert sont des ouverts,
ou bien encore que tout recouvrement ouvert admet un recouvfement-plus
fin formé d'ensembles ouverts connexes. Soit B un revétenent dfun tel
gspace B ; soit E' une composante comnexe de E . Par hypothaese, tout

point de B a2 un voisinage connexe U tel que "%(U) puisse 8tre identilis,

au moven dfnn U-homéomorphisme arbitrairement choisi, avec un
U2 ., o ¥ est discret ; alors chacune des composantes Ux }ad de ce

produit est contenue dans B! ou bien étrangére & E', dc sorte que

E?ﬁ i

ouvert de

est dec la forme U=xF', avec PP C.F , ce qui montre que B’ est

% ot que c'est un revétement de B . Tout revétement est dome
somne topologique de revétements connexes, ce gui permet de se bormer &
i'¢tude de ces derniers. \

q0it done B un revitement de B ; on va mettre sur E une structure
d*ezj;},w fibré, de fibi‘a et groupe discrets, ce qui permettra d'appli-

Quer aux revéiements & la théorie des espaces fibrés. Choisissons arbi-

%

nt_un point & dans la base B de E ; soit ¥ = n(3e

sermutations de F , muni de la topologie dipcrate.

faites sur B, on & vu gue tous ces ensembles sont éguipotents, de svrte
s metire sur E une structure "fibriforme” (G,F)
spplications biunivogues de F sur une

annd- 3 3 el & oPre au moven oo
es applications, sur iequel b opere au moyen e

¢) —» go0 pour 9:iE , c€G ; on mettra, comme suit, une

g - ; s Tooip? >3 s
aepe o - 8 X PRl % o I 4 3 S £ xa A
sur B . goit 0.€E ;.soit ¢ (F) = =n(32,%) ; soit U um
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voiginage ouvert de Z, , tol Elue _';':(U) soit U-homéomorphe & UxXF ;

gque toute permatation de 7 induit un U-automorphisne de UxF s on

guion ait, quel que soit a€ ¥ , ?, (a) = £(z 0»%). A tout voisinage V de

,o»dans U , faisons correspondre l’ensemble WV des 9€ E qui sont de la

il

forme 9(a) f(z;a), avece zZV ; on prendra alors les WV com.e systéme

fondamental dc voisinages de 0, dans B . Pour justifier cette définition,
il faut monirer naturellement gue, si au lieu de U et f , on choisit un

sutre ensemble analosue U!' et une sutre application analogué £, on ob-
tient un systome fondamental dguivalent & W; . En effet, soit U la com-
nsaﬁfa connexe de 2 dans UNU' ; par hypothése, ctest un voisinage
. Pour z2€ U", l'application f1°10 P est un U?;automorphiéme de
, donec de la forme (z,m)‘ug;(zgcza} ; ob 0, est une perautation
e F , dépendant de z de telle gsorte que (z, a)-ma%aza 801t une applica- °
ion continue de U"XF dans I’ ; F taﬁu discret, cetie application est
lonc constants sur chaque composante cconexe U" x %a} de U"=xF , ce qui
emplique évidemmont que o, est ooaatant gur U" . Comze d'ailleurs on a
9;a; = £1{g ,u) quel qub goit a0 620 est la permutation iden-
il en est donc do méme de G, quel que soit z . Il est clair

&s que V esl un voisinage de z, dans U" , on a W W

iloh on coneclut que les systdnes de volsinages de 95, Géfinis au moyen

(ol

t £ ot de Ut ot £ rospectivement, sont bien équivalents, et aussi
=1 :
e 1'ensemble des 9eB  tels que ¢(F) < a(U) est U-homéomorphe &
’ 5 Aee 5 y - 3% £, 3 5 -3 =7 o . 2 he )
, e'egt-a-dire que E est un espace fibré principal- propre, de b&sa b3

-

% H S -~
croupe & : il est immédiat alors que E est l'espace fibxé ds




Bx0 & etquedodmod-U diom (U)n odp i

o, TAU ob etmddqromodus-U my diybuk 1 b ﬁcaia‘s:r\gf"fmﬁ;{
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.B.- Si on ne faisait Pes llhypothdse "B localement connexe", on

gerait oblizé de metire sur ¢ , non 1a topolog-;ie diserdte, mais celle

3!1a convergence compacte, ou (ce qui revient au mdme ici) de la
;@nverseﬂce simple, ce qui en fait un groupe totalerent diséontinu.
f{i'lfy aurait certainemont intérét & étudier les espaces fibrés a gre@e
;j;otalement discontinu. Gleason a démontré ; bour tout groupe G sat-isfa;i_
-?ant 4 des conditions dont je n'ai plus un souvenir exact (connexe,
localement compact, il me semble) llexistence d'un "plus grand" groupe
_can‘nexe'F tel que G = I'/y avec y totalement discontinu, ce qui
ﬁonne une définition du "revétement universel® et du "aroupe de

: = . Tt i
foincaré” (a savoir [' et y) pour un groupe G qui n'est pus localement

-;ébnnexe. Cltegt 18 naturellenent un théoréme d*“appliéatioix universelle®
| aa gens de EourbakiuSamuelj -

‘. Pour préciser c¢e qui prééé&e s 1k Afaut montrer d'abord comment on
obtient les composantes connexes d'un espace fibré principal propre E,
le groupe discret G ; soit E' une telle composante ; comme E est um
f©vitenent de sa base B , il en est do méme de E', et E! est ouvert
$lins T . 1o projection de B' sur B est donc B , d'ot résulte que, si
‘;ég , il existe 3eG tel que xs e E . Lés ensembles distincts de
“;:la forme Big , qui sont évidemment des composantes connexes de E et

‘sont done deux 4 deux sans pon.m: commun, forment donc une partition
¥

o

'%E Soit g le sous-groupe de G formé des s€ & tels que F"a =

ol

. = g s t ou non & une méme
519?5; 8i xze¢B' , les points xs, Xt appartiendron

Bposante connexe 3 E . & savoir E's, ouivent quion a ou non g8 = st

est,g,;ﬁiz.,@ suivent que 8 et t 3ppartiennent ou non & une méne clazss
talche guivant g . Si U est un ouvert connexe dans B , tel que

o v o
501t trivial, on pourra identifier ‘#(U) avec UnG , et alors
sora de 1a forme: D xtg s I8 aaoas BEE E' peut Gtre
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i dcrc comio ospace £ibré principal propre, de base B et de groupe gZ.

\\_.——a.~

On va appliquer ceci au probléme général discuts plus haut, d'un
{revete'nent quelconque E de B ; On a vu qu'en posant F = ft ({z }) ot

s est un point arbltralremwmt choisi dans B , on peut mettre sur T ,

g'une menitre bien détermindée, une structure d'espace £ibré iy
[ (6,F), ot & est le groupe des permutations de F . Soit ¢ 1'application
jdentique de F sur F ; c'est un point de l'espace principal ¥ suguel |
YE et associé ; soit B' la composante connexs de € dans B et
| comme plus haut, l'ensemble des s G tels que E's = E' ; alors Ef
est un espace principal propre, de base B et de groupe g . Soit °
l'epplication canonique de I xP sur ¥ (définie, avec les notetions
; ds tout & ltheure, par Nif(agw}a) = 9(a)). Puisque E est la réuniocn des
B's , pour s€G , on a ‘\((’T“E‘ *»F) = Y(E'# F) ; puisque E' est ouvert
 dans B, et que YV est une application ouverte de BExF sur B, ~
induit sur ' X P une appli 1au10n ouverte de ce produit sur E, et dé
' 1it done sur E une structurs fibrée (g,F), d'espace principal E' ;
ds plus, F, g et cette structure sont déterminés d'une monidre unique

' par le choix de z.. Supposoas maintenant E ‘connexe : alors, d'aprés ce

0
.

- Quion 3 vu, g doit opérer transitivement sur F ; si domc on choisit
‘%ans F un point x, et qu'on note g le sous-groupe de g qui leisse
% invariant, on peut canoniquement identifier F avec g/g', ce qui

| teraet atécrire E sous le forme E =TE'/g' ; ot E' , g, g' et 1'appli-

cation de F' sur B sont déterminés d'ume msnidre unique dés qulon a

. e F 3 = ¥ Il ot
Choiai 1 point XOEE , ce qui déternine le point Z5 ﬁ(x.n."* Ll ©F

b 1ongdiat g'ailleurs qu'un aatre choix de X, opérerait seulement un

e
%

brphisne sur g, &' et .
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- 51, dans la représentation ci-dessus, g' se récuit & 1'élément neutre,

.9 revétement E , qui alors est isomorphe & l'espace principal 'E'_ , sersa
git principal [N.B. pour préserver l'analogie avec la théorie de‘
galois, il faudrait dire "nommal" ; on pourrait méme envisager de suba-
-gituer "normal® & "principal® dans toute la théorie des espaces fibrés]- ;
fiz tel revétement peut donc &tre considéré comme espace fibré principal |
propre, connexe, de base B ; le groupe g , considéré comme opérant sur

L , ost un groupe d'homéomorphisme de E sur E qui opére d'une maniére

gimplerent transitive sur chaque fibre.,
goient maintenant B, E' deux revétemezits principaux de B ; représen-
itons«les comne espaces fibrés, de groupes diserets G, G' respectivement ;
Joient g un sous-groupe de G, g' un sous-groupe de G' ; soient H = Efg ,
§i* = £'/g'. Soient n, n' les projections de H, H' sur B . On va détermi-
goer les applications cﬁ de H' dans H qui appliquent chaque fibre de H'
dans la fibre correspondante de H , ou autrement dit qui satisfout &

: no@? = mt, D'aprés les principes posés plus haut, cela revient & déter-
fnincr les sections de l'espace fibré L = ‘}:'(H) (ici, cette notation
est quelque peu ambigiie, et est 2 éviter) ; cet espace n'est autre que
l'enserble L des points (%',x) des points de H'x H qul satisfont &
5'(x') = n(x) ; cet espace peut Stre considéré comme muni, soit de la
brojection (x?,x) —>x' sur H' qui en fait un revétement de H' (plus

| irécicénont, un espace £ibré (G G/g) de base H', & savoir justement

B llespece ?;'{H)), goit de la projection (x',x) —» x sur H qui en fail
revitement de H, soit de la projection (x',x) —> n(x) qui en Tall

0 rovdtement*de B , & savolr (conformément aux définitions général
produit fibré de‘ g ot H' (on notera l'analogie avec‘ le pmduiéz tenso-
extensions algétrigues a'un corps ; sSi on laisse de coté’ |

A
A U OS8uX

U8c connlare d'inséparabilité, la décomposition du produit tensoriel
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{gomme‘direete de corps est exactement paralldle & la reprééentatidn
jfproduit fibré de deux revéiements comme somme topologique de ses
giposantes connexes). Soient L, les composantes connexes de L ;

_}cune dlelles, d'aprds ce qui précdde, peut &tre considérée comme
6ten0nts soit dec H, soit de H', soit de B . Bne scction de L, consi-
rég/coﬂ;me revétement de H', est une application de H' dans L , qui
'sse invariante la projection sur H! ; mais uhé telle application @st
fcessairement un isomorphisme de H' sur une composante Lg [ceci, en
Briv ou fait suivant, gui surait df Stre mentionné tout au début : toute

Bplication continue d'un revétement coumnexe de B dans un revetement

goonexe de B, conservant 1es‘projections sur B, est une application du
renier sur le second, et par sulte un revétement connexe ne peut aéma%a
% ic section que s’il sst identique & cette section]‘.-Par congdquent,
; js applications CP telles que o @ = 5! sont en correspondancs
iﬁunivuque avec lcs composantes connexes-Lp du produit fibré L dqnt la
}>'jacti0n sur B! est biunivoque.

Gonsidbrons en particulier les applications, conservant la projeetidn
B, d'un revéiement principal E , de groupe G , dans un revétement

¢ 1a forme H = Efg , of g est un sous-groupe de G ; les 6léments de
‘fétant les classes xg , pour x€E , le produit fibré L de E et H sera
i*ens%nble des Glérents de ERH de la forme (x,x8g), aveec X€E ,
a_ﬁG ; et l'application (x, xﬂg) —> (x, ag) est un homéomorphisme de

b sur E;i(G/g ; com.e les composantes copnexes de B=x(G/g) sont

;iﬁe&ﬁent les ensembles B X {sg} , il p'ensuit que coelles de L son%

85 insces de B par les applications X —> (x,%xsg), pour sgtﬁéfg

# pro jectior de chacune dvel;ee sur E étant un homéomorphisme, il

f8usuit que chacune deflnit une application de Esur H , consarvanz lg

el

ot qu'il n'y a pas dtautre application de cette sorte.;g

Ojection sur B
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Pbm obtient ainsi les applicetions x—»xsg de E sur H , ok sg parcourt
ltenseible des Glénents de ¢/g5 . Pour H = E , on en conclut qu'un rové-
terment principal E ntadmet pas d'autre homéomorphisme en lui-méme,
transformant cha,ue fibre er. elle-mdme, que ceux du groupe G auguel ‘il
appartient ; G peut donc &ire identifié avec le groupe de ces homéomor-
 phismes. De plus, si H = E/g » 81 ¢ est l'application eanonigue "
x->xg de Esur H , et s8i CID est une application de H daus lui-méme,
conservant la projection sur B , on voit que @ocp doit &tre de la

forme x — x8g , et constarte sur chajune classe xg , ce gui implique

quion doit avoir gsg = sg ., ou s*igs . & ; si de plus @ est un

-

N
» ,‘.‘ .

honéomorphisme de H sur H , doit avoir les mémes propriétés,

> ..6.4

-

d'olh on déduit facilemént £ g8 =g ; les homéomorphismes en gquestion
sont donc toutes les applicetions de la forme Xxg -1>xsg s O 8 appar-
tient av "normalisateur® de g dans G , d'oh on coneclut que le groupe de
ces homéomorphisnes ne peut 8tre transitif sur les fibres de H que si
g est Cistineué dans G , auguel cas H est un revétevent principal, de
sroupe Gfg ; cotte transitivité est donc une condition nécessaire et
suffisante pour que H soit rrincipal.

Chajue fois que E est ur rev8tement principal, et qu'un revdtement
H pout &tre écrit sous la fcrme H = Efg , g étant un sous-groupe du
groupe de E , on dira que E domine H ; comie on a vu, une condition

P
ii

nécessaire et suffisante pour cela est que la projection sur E de

. chacune des composantes du rroduit fibré de E et H soit un homéomor-

shisme, On en conelut que si, de deux revétements principaux, chacun

‘domine 1'autre, ils cont iscmorphes ; la relation ®E dorine E' ¥ est

Fal W -]

L done -une relation dlordre entre classes de rovétenonts de B {en nmetiant

dans une méne clagsse deux revétements isomorphes ).
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. On dira qu'un espace B (supposé, comme toujours, connexe et localement
?' exe) est gimplement conneze si la projection sur B de tout revéte-
ont connexe de B est un homénmorphisme, ou, ce qui revient au méme, si
x.ut espace Tibré propre de base B et de groupe discret‘est trivial.

fout espace connexe, localement connexe, rétractile, et satisfaisant &

%B I11), est donc simplement connexs ; excmples : simplexes ouverts ou
Vorncs, étoile (ouverte) d'un simplexe dans un complexe simplicial
éetar—fini), etc. Si l'espace B admet un revlétement E simplement connexe,
j domine tout revétement connoxe H de B ; en effet, la projection sur E

' toute composante connexe du produit fibré de E et H sera un homéomor-

dtaprés ce qui précéie, il s'ensuit qu'un tel revétement E de

bhisme

af

' ] pe

Blors rovitement universel de B , ot son groupe s'appellera groupe

existe, est unique & un B-isomorphisme prés ; E s'sppellera

[
fot

‘jbﬂdamental de B ; il existe alors une correspondance biunivogue entre
fles classes deo rovétements cornexes de 3 , et les c;gsses de sous-groupes
e G conjurués dans G , cetle correspondance ayant lcs propriétés bien
feonnues (analogues aux résultats fondamentaux de la théorie de Galois).

. Si E est un revétement d'un espace B (connexe et localeuent connexe
:ﬁmmmatoujeurs), tout pdint de B a un voisinage homéomorphe & sa projec-
tion sur B , donc E est localement comnexe ; si B est connexe, on peut
Riooc considorer des revétements de E , et se demander si ce seront

{”éces sironent des revétements de B . 11 on sera en tout cas aingi

sque B satisfait & la condition :

s 2 &ten : at trivial
effet, lorsqu'il en est ainsi, tout revétement E de B est Trivial

ot tout revétement de E est trivial sur chacuns des

"

chaque U_ ,

. 4 , i .
Birosentes connexes des ensembles #(Ug ), m étant la projection do mEQQE

i -
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1 peut conclure de l1a Qne,bsi B satisfeit & (L8), et si un rovétenent

: do B domine tous les revétsments de B , E est simplement connexe.

ijnon, en effet, E admettrait un revétement connexe E' dont la projec-
jion sur B ne serait pas un noméomorphisme, et, en vertu de (18), Ef se-
oit un revétement de B , doac de la forme Eﬁ/g , ot E" est un revdtement
‘f,incipal de B, et g un sous-groupe du groupe de E" ; en écrivant alors
 @@ E domine B" (qui lui-méms, d'aprés les hypothtses qu'on vient de
:faire, domine E), on voit qus E et E" sont isomorphes, dtoh contradictior
u Lorsqu'un espace B satisfait & (LS), il admet un revétement universel{
5bn dispose, & ce gu'il sembls, de troie méthodes pour en 4SRONTIEYT

 §'sxiste1ce; dent deux sent “constructives®. La premiére est la méthode
géee &pp lications universelles (méthode Chevalley, conforme 2 la

‘méthode générale de Samdﬂg). Soit diabord (Et) une famille guelcongue i
; de revétements principaux d'un aspace B , de groupes respectifs G@ 3

{le produit'fibré des E_sera un espace fibré, propre ou non, de bass B
iuet de groupe 7:r G, , et n'sst donc pas un revétement de B si l'ensem-
#ble des indices 2z est infini. iais supposons que tout point de B admei-
;te un voisinage U dont 1l'imapge réciproque dans chacun des E,_ soit
:}triviale ; on peul alors, d'une manidre évidente, changer la topologie
f du produit fibré des E@ de elle sorte que l'image réciprogue de U
5,dans ce produif avec la nouvelle topologie soit U-homéomorphe au pi®-
dni t &é;U par le produit algibrique [ des 6, T' étant muni de le
;ﬁion dovient un revétement de B , et plus précisément un espace Tibré
Berincipal propro, do base B ct de groupe discret [’ ; de plus, en
nant conpte de ce qui a été fait plus haut, et du fait qu'on peut,
T

‘ £ . T
BUel que soit ¢ , éerire T sous la forme T =6, x L avec |

e
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jiscret, on voit que chague composante connexe de ce revétement est um
revbtenent qui domine tous les E, . Si done (U) est un recouvrement ou-
yert donné de B , et qu'on puisse, d'une manidre quelcongue, obtenir une
1im1tatlon de 1la puissance de 1'ensemble des classes de revétements
connexes de B qﬁf‘sont trivisux sur chacun des U , on pourra, par cette
iconstruction, former un revétement qui les donine tous ; en particulier,
}i,B satisfait & (LS), on pourra former un rev8tement universel.

| Pour oblenir cette limitation, on procéde romme suit. Soit E un
1revétement connexe de B ; soit n sa projection sur B ; soit (U ) un
recouvrement de B , tel que chaque enseuble n(U ) 80it U -hom>omorpae
Ji U xF , ot F est l'une des fibres de E , les U, étant ouverts ot
?ponnexes ; soit, pour chaque < , £ wun U -homéomorphisme de 0%(3@} aur
QU < F , de sorte que les ensembles ‘f@(U«,x {e}), pour aeF , sont
les conposantes connexes de ~de(U,L) ; ces cnsenbles forment diaillcurs
Efun recouvrement ouvert (U, . ) do E , de sorte guec, si x, et x sont dcux
‘fpoints quelconques de E , il existe une suile finie formée diensembles
fﬁ@m , dont chacun ait'un point ecommun avec le précédent, le premier
chonLenant %o et le dernier contenant x . Supposons X, choisi une fois
‘;pour toutes ; soit 2z, = ﬁ(xo} ; considérons toutes les cuites finies

fie 1a forme (z,,U, L 2210, LU ,2), ob 2z,€U, , 3, €U Nu,

«

é

; 'pourw'i‘{,pg._n, et z(:U ; & une telle suite correspond une sulte et
$ie soule do-la forme (xO, S PRRRTE SYL AN ,X), ol “(XP

%PWr 0¢pgn, =n(x) =gz, O&U%*o :J%CU¢F¢xPJWW?%$

7 fou.r 1< pgn et ng%n%% . Puisque, pour tout =x€E | on peut for-
B e ol suite, il s'ensuit gque la puissance d'une fibre de B est
u plus égale & la puissance de l'emsemble des suites.(zo:ﬁiﬁ i
%), pour 1z, et 2 donnés, ce qui suffit pour démontrer comme il a 6té

Mxpliqué l'existence d'un "revStement universel relatif au recouvrement

Poitpet o TR
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{U;)” (ctest-a-dire d'un rev8tement principal qui domine tout revétemen®
trivial sur chacun des U,), et en particulier celle du revétemént uni-
gersel (au sens absolu) lorsgue (LS) est satisfait.

Avec un peu plus d'attention, on peut tirer, de la considération des
suites ci-dessus, la comstruction combinatoire du revétenent universel
de toute manidre, cette construction parait indispensable, ce qui semble
réduire la portée dc la méthode Chevalley & un sinmple exercice dés agu'o
ne veut pas ée contenter du simple théordme d'existence. Soit, comﬁe

plus haut, (Uz) un recouvrement de B par des ouveris connexes. On va

:flui attacher un complexe abstrait & deux dimensions, qu'on appellera
faa cargagse [on a déja le nerf, le squelelte, la carapace, 1t ¢épiderne. .
¥ (sons compter la "matrice immonde") : & quand une chaire d'Anatonis

B topoclozique 7 (et méme tératopologique !)] 8 2.5 contrairement & ce

i gui se passe pour le nerf d'un recouvrement, il ne parait pas desirable
? de "raalisert la carcasse comme complexe euclidien, et il parailt préfe-
§ roble de la considdrer comme "complexe abstrait", clest-id-dire engenble
i'd‘é}éments-qui seront de trois sortes, les sommets, les ar8tes, et les
§ facos. Les somuets a seront en correspondance biunivogue avec les. U .
i}les arétes b1ﬁ%“~ seront en correspondance biunivoque avec les com-
posazzteg connexes U, % des intersections U_ =T N Uac , pour

. # » ; les faces © ARy seront en correspondance biunivoque

§ avec les ensembles non vides de 1la forme U o‘ﬂUx__,\. AL ¥ 5
:Pougw 2, x 5 A distincts ; on définit, d'une manidre évidente, los
‘is Wmﬂéé dtune ar8te, et les somieis et ar8tes d'ume face. Par un

| Chemin du complexe,- on entendra une guite finie de la forme

o

'(&o,boyai,...,an; n,anﬁ1), ol, pour ghaque i , b; est une aro.e de

fonuets 8, 844
on définit de 1e manidre habituelle une loi de composition

07 2nii s'appellent ltorigine et l'extremlﬁe

80 chemin ;
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jgeociative) entre chemins, (P,Q) —>PQ , définie chaque fois que .

grigine de Q coincide avec l'extrémité de P , et aussi le chemin p!

a pour origine et extrénmité respoctivement l'extrémité ot 1llorigine

» P) ; le chemin (ao) est unité & gauche pourbles chemins d'origine ao,-A
4 droite pour les chemins dl'extrémité 8, - Ltespace B étant connexe,‘

s carcasse est connexe (i.e. il existe un chenin d'origine et extré-

' t6 données). Soit R la relation d'équivalence la plus stricte sur

-““.

: POP! |, QoQ' entraine PQeOP'Q'), et telle que : 1) si D
Bt une orvéte de sommets a,a', on ait (a,b,a’,b,a) o (a) ; 2) sio

't une face de sommets a, a', a' et d'ar8tes b, b, B" , on ait

B0, ,b',a7,b%,8) o (a). Il est immédiat, par récurrence, que, 81 P

?}t vn chemin quelconque d'orizine a , on a P.P-1~>(a). On en conclut
B 105 classes d'éguivalence de chemins forment,}par passafe au quotient,

'ﬁ_':groupoi;dej le groupoide fondamental du complexe ; il est connexe ;

g:s unités sont les classes des chemins (a), oh a est un sommet quel-
iﬁnque.

:: [Il devient nécessaire ici de faire guelques remarques évidentes sur
; 05 roprésentations d'un sroupoide dans un groupe, qui auraient df étre
;faites au 8 des groupoides. Soit T' un groupoide connexe ; soient e,

ﬁﬁe unité arbitrairement choisie dans Db IZ le groupe des &éléments

ui ont ey pour wnité & gauche et & droite ; pour chague unité

e de | , choisissons un élément xy ayant e, pour unité & gauche

. “ . - - X3
& pour unité & droite. Alors; 81 94 est une représentation de lo

ns un groupe ¢ , il y aura une représentation et une seule ¢ de L

g waleurs

3

, prolongeant ¢ , et pour 1ajuelle les ¢(x,) ont de
bitroiremont données. Disons que deux représeptations 9, ¢' de 15

s G sont daonivalentes gtil existe une application 6 de liencenble ‘
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j; unités de T dans G telle que l'on ait o@f'(x) = e(e) ¢(x) e(e?)

: % sque e,'e' sont les unités & gauche et & droite de x . Alors, pour

'fa 9, 9' soient équivalentes, il Faut et 1lg suffit que lcs représenta-
’}ons gu'elles induisent sur IZ se déduisent l'une de llautire par un
jptonorphisme intérieur de & .

Soit alors B un rovétement principal de B , de sroupe G , qui soit
rivial sur chacun des U, ; pour chajue < , choisissons (arbitrairement)
n isomorphisme £, de "%(UA) sur U, xG , qui sera donc de la forme

-—»-;fﬁ(x) = (a(x),s(x)), avse e(x)eG ; do plus, comms les U, = §8%

ont, les composantes connexes de¢ U = G , toul autre isomorphisme ana-

Mocuo sera de la forme f£'(x) = (a(x),t,8(x)), avec t, €6 . 8i
=(a, b,o 1’%,...,a.,z‘ﬁ’) est un chenin de la carcasse de (U ),

g peut, d'unc maniére unique, déterminer par récurrence une suite

v 38 ) &‘olcments de G d> telle sorte qu'on ait s =e , e¢t, pour
1 :

5 bﬁz{""i’e{f’ p}) = “PT& ( tpt{;*tf"‘P { p‘+‘1‘§) ’. oe
Josera alors s(P) 8, - Om vérifie immédiaterent que l'on &

‘:fow'
v<p<?l1 ;- f (

~:}PQ) = s(?)s(Q), ot que s{P) ne dépend que de la classe de P , pour la
'Qlation a! équivalence définis plus haut, de sorte que s(P) définit une
r résentation dens @ du groupoide fondanental de la carcasse. Cette
Bprésentation dépend du choix des £ nais la classe de la représen;
latio- (au sons défini plus haut) n'en dépend pas, de sorte que, si E;
1 le sroupe des classes.de shenins ayant pour origine et extrémitsé
la représsptation de IZ dans G , déterminée pav
QP)g oat déterminde d'unme manidre uhique & un antomorphisme intérisur
es ae ¢ | ,

; Héeiproguement, supposons jonnée unne représentation dans un groups

édu groupoide fondamental [' ; elle déterminc une application Pounl



1

=0

f1'enseﬁble des chemins de la carcasse dans G , constante sur les
1ysg0s de chemins équivalents, et telle gue s(PQ) = s(P)s(Q). Pbsone

| 7.(39 ,.'D,' xﬂ,ax)] =8 2 ; et définissons un espace fibré principal
Jropre de base B , de groupe G , par la méthode des cartes, en formant
| somse topologique des produits U, % G , et identifiant un point
',t) de U, x G avec un point (x',t') de U, x G lorsque x = x'eU”"a‘,
ft=s,,t" ; on vérific immédiatement, en effet, que cette relation
jtre points (x,t), (x',t') de 1la som.e des U, xG est bien une rela-
ﬂéon dtéquivalence, ce fait résultant des hypothésés faites sur s(P),
& fait que les Ut sont connexes ot que la carcasse est connexc, on
Rivit gue l'espace ainsi défini est connexe ; si d'ailleurs s(P) est la
:,présentation déduire comme tlus haut d'un éspace E~donné a priori, on
:trifie que l'espace qu'on wient de construire est isomorphe aE.Ona
Binsi 10 moyen de construire tous les revétements principaux de B qui
}'mt triviaux sur les UL . En particulier, si on prend pour G le grouvpe
, ot qu'on considdre une représentation de ' dans Tl qui induise
| I; 1'automorphisme identigue, on obtient un revétement principsal
kB , do groupe Il , qui domine (d'une manidre évidente) tous les
Pevétonents qui sont triviauz sur chacun des U, ; ce revétement pourrs
}ire appels le revétement universel relatif au recouvrement (U, ). Si
fi*plus les U sont'simplement connexes, alors tout revétement de B est
::;vial sur chacun des U, , de sorte gu'on a ainsi construit le revéte-
$nt universel de B , et que le groupe 12 déduit du groupoide Tondancn-
?él de la carcasse nfest autre que le groupe fondamental de B

F On arrive au méme résultat, d'vne manidre non combinatoirs, par @d

chenins, quton va présenter maintenant en la généralisant

Bl 1. 5
Bliode des

felque peu, au moyen dfune notion qui se présente plus naturellemcnt

le

b S

& chemins dans beaucoup d'applications (prolongement analytique/,
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ot que le rapporteur-a provisoirement,baptisée fichenilles®, Observons
dtabord qu'on a, pour les revitements, non seulement le théoréme de
"relévenent des homotopies®™, mais un théordne de "reldvement des espaces
sizplement connexes", comme suit : soit E un revétement de B ; soit n.
la projection de E sur B ; so.t f une application dans B d'un espace
simplement connexe B! ; alors il existe une application F et une seule
de B! dans B , telle que f = moP et prenant en un point D€B une
valour donnée F(b)e ‘?s [{f{b)}] ; en effet, dtaprds le lemme (p.30-31),
1es F telles que‘:f = noF sons en correépondancé biunivogue avec les
sections do ~%’(E), qui, puisgue B! est simplement connexe, esi de la
forme B'AX H avec H ciscret.
N.B. De 14, on déduit facilement ce qui suit, qui préecise et géné-
ralise, pour les revéiteuents, le reldvement des homotopies : scient
E,B et n comme plus haut ; so.t Z simplement comnexe ; soit z,€Z ; soild
B! (comme toujours) connexe e localement connexe ; soit £ une applica-
tion de ZxB' dans B ; soit £, 1l'application de §.20}><B' dans B ,
induite par £ ; soit Fo une asplication de %20}343' dans E , telle que
£, = moF ; alors il existe une application F de Z AB' dans E , et
une seule, induisant F, sur 520};43v ot satisfaisant & £ = noF
Un en conelut pér exenple (en prenant Z =1 = [0,1]) gue le théorcne
dc relévement dgs homotopies cst vrai ici, mdme sans la condition (B I1)

gulon a 6té obligé de faire T .purer dans l'énoncé général, et plus

Pbarticulidrement gue tout espiace conunexe, localement connsxe et rétrac-
n

t connexe. Par silleurs, on signale (d'apris Spanier)

o

e généralisation du npoldvenent des espaces simplenent connezes",

2 - '3 : E % e i v8&e ment
Qui ost parfois utile : soien: B un revétement de B , E' un revéteument

' B, © et n' les projections correspcndantes, I une application do B!

flons 3 ; on demande s'il exisie une application F de E' daus B telle que
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fon' =anoF ; on obtient facilement une condition nécessaire ot suffi-
sante au moyen des sous-groupes fondamentaux de B et B! auxquels E et E!
appartiennent respectivement. et de lthomomorphisme, induit par £ , du

groupe fondazental de B' dans celui de B

*

Par une chenille dans B , on entendra une application continue T ,

dans B , d'un espace X simplement connexe sur 1equelwon a narqué deux
cert

point a,b ; les points f(a), ©(b) seront appelés eximine ot extrémité

de la chenille en question, qui sera notée (X;a,b;f). Soient
P = (X;a,b;£), P' =(X;a',b";£') deux chenilles, telles que llorigine

£1(a') de P' coincide avec l'extrémité £(b) de P ; soit‘X“ ltespace
simplement connexe déduit de la somme topologique de X et X' par iden-
tification du point b de X avec le point a' de X! ; soit f" 1l'applica-
tion de X" dans B qui coincice avec f sur X , et avec £' sur X' ; alors
la chenille P" = (X";a,b';f") sers dite le composé de P et P', et on
forira P" = PP' . 81 P = (X;8,b;f), on Scrira P~! =(X;b,a;f). 81 X
est réduit au point a de B , et si £ est l'application identigue de X
dangs B , la chenille E, = (i3a,8;f) est unité & gauche pour toutes les
chenilles dforigine a, et & (roite pour toutes les chenilles d'extrémité
8 . On dira que B est connexe "au sens @es chenillesﬁ 8i, quels/que
Boient z et z' dans B , il existe une chenille d’'origine z et d'extré-
mité z' ; il enm mera certainement ainsi si B est connexe au sens des
Chemins, et aussi si B admet un recouvrement par des ouverts simplement'
fonnexes ; on sﬁppoé@;a désoimais gque B est connexe au sens des chemins.
Dans l'enseuble deswchemilles, on considére la relation d!équivalence
ia plus stricte qui‘soit compatible avec la loi de composition(g'est¥
i°dire que ngapv', Qe Q' ertrafne PQ > P'Q'), et qui satisfasse & la
ondition suivante : soient 1. et ¥ simblement connexes, ¢ une\applicaa

lon de ¥ dans X , f une application de X dans B ; alors on sura,
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quels que soient a et b dans ¥, (Y;a,%;fc:@)C\Q(X;Q(a),w(b);f). On en
ponclut dtabord que toute chenille de la forme (X;a,a;f) est équiva-
lente & Ep(a)s 0% By , pour bEB , est la chenille définie plus hsut ;

puis, que, si P est une chenille quelconque d'origine b, p.p-?

est
équivalente & By . On en conclut que les classes d'équivalence des
chenilles forment un groupoide, le grougoide fondamental de B , dont
}es unités ey , qui ne sont autres que les classes des chenilles B, ,
sont en correspondance biunivogue avec les points de B .

S0it 2z, un point arbitrairement choisi dens B ; soit E l'enseable

des classes de chenilles dlextrénité z, ; le groupe U (B,z,) des
classes de chenilles d'origine et d'extrémité z, peut étre considéré
conme epérént (sans point fixe) sur B . Si B admet un recouvrement par
ldes ouverts simplement connexes, on pourra, comme suit, mettre une

topologie sur B : solt x, un élément de E ; ce sera ume classe de

_phenilles, d'extrémité z,, dont l'origine sera un point z, de B ;

ls0it U un ouvert gsimplenent connexe contenant 24 3 soit V un voisinage
ﬁuelconque de 2 dans U . Soit P, une chenille de classe X4 ; pour
tout zeU , soit P, la chenille (U;z,3431), ok i est l'application
iCentique de U dans B ; soit Wy l'ensemble des classes des chenilles
 £zP4 pour z€V ; on pfendra les WV comie systdéme fondamental de veisi-
Jiages de x, dand E ; on vérifie facilement que tout autre chaix de ‘U
‘}emplacerait ce systéme par un autre équivalent. En posant de plus

ﬁq = ﬁ(xi), E se trouve défini comme espace fibré principal propre,

lde base B et de groupe ['(B,z;). Par un raisonnement facile et bien
%Oﬁﬁﬁ, on montre alQrs gue E domine tout revétement de B et est donc
lle revitement universel de B . Comse on 1l'a fait voir plus haut,

e revdtoemont est simplement connexe.
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Bien que les chenilles puissent ainsi tenir lieu des chemins (et

soient méme plus "naturelles® & certains égards), il ne sembie pas

gu'on puisse se dispenser des chemins, en particulier lorsqu'il s'agit :
je passer aux groupes d'nomotopie supérieurs (voir IIé partie du rapport)
11 importe donc d'avoir des conditions pour gue : a) toute classe de
chenilles conticnne un chemin ; b) deux chemins équivalents en tant que
chonilles le soiont aussi en tant que éhemins, clegt-d-dire se déduisent
l'un de l'autre par homotopie avec origine ot extrémité fixes. Ces condi-
tions sont évidemment équivalentes aux suivantes : a') le rovétement
mmiversel (simplement connexe) E est connexe au sens des chemins :
') tout chemin fermé sur B est homotope & zéro (i.e. & un chemin réduit
i un point), ou, ce qui revient am méme, l'espace des chemins fermés

lans E (applications continues d'un cercle dans E , avec la topologie

de la convergence compacte) est connexe au sens des chemins. On obser-
'vera que, si un espace X est tel que, quel que soit xe X , tout poiunt
i.:u_ff:i.v..a,amm.errl: voigin de x puisse &tre Joint 4 x par un chemin dans X ,
;ées conposantes connexes de X au sens des chemins sont des ouverts

flct ne sont donc sutres que les composantes connexcs de X au sens de la
j~0pologie générale ), de sorte que, si de plus X est comnexe, il l'est
8ussi au sens des chemins. Supposons alors que B satisfésse»é +{1€e)
fﬁuels gue soient‘zeaB , et le vdisinage V de z dans B , il exiéte un
‘ioisiaags V! de z dans V tel que tout point de V' puisse 8tre j@iét & 2
bar un chemin dans V' ("connexion locale au sens des chemins"vg il revient
i néme de sﬁpposer qtle- les composantes éonnexes aun sens des chemine de
ioué ouvert dans B sbnt dee ouverts) ; alors tout revétement de B ¥
fatisfait aussi, donc tout revétement connexe de B , et en particulier
revétement univcrsel E , est connexe ; par suite, (LCC) entrains

') ot a). Supposons de plus que B satisfasse & la condition suivante
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tout point de B aun v01s1n;re V tel que tout chemin fermé dans V soit
homotope a4 zéro dans B ; alors B satisfait 4 la m8me condition. I1 y
‘aura alors un recouvrement (Ui) de E par des ouverts, connexes su sens
des chemins, tel que tout chomin fermé dans un U, soit homotope & zéro
dans B . L'application de la méthode combinatoire, décrite ci-dessus,

& ce recouvrement, permet alorsg de vérifier b'), si l'on tient compte
du fait que E eslt simplement connexe. [N.B. Le rapporteur se déclare, .
tout le premier, dégolité de cette manidre de terminer la démonstration,

qutil n'a méne pas eu le cowrage de vérifier em détail jusqu'au bout.

Une aubre manidre de proceéder sereit la suivante : les conditions gufon

ivient d'imposer & B entraineat que, si X est l'espace des chenxins fermés

s
W i

‘)..v

dens B , avec la topologie do la comvergence compacte, tout point su
fisemment voisin d'un point domné x de X peut &tre joint & x par un
chemin dans X ; par suite, il suffirait, pour démonirer b) ou b'), de
faire voir QQe X est connexe, et, pour cela, depontrer que l'hypothése
X non‘connexe" entratne l'ezistence d'un revétement non trivial de E
G'ost ce qulon vérifie, en e?fet, en appliguant la méthode générale de
définition d'un revétement par lcs classcs de chemins, clest-&-dire
gu'ainsi on perd tout le bénifice de la udthode des chenilles. Arrivé

1a, le rapporteur se dégonfls, et met la guestion au concours | .

Deuxidme exemplg d'espaces fibrés : groupe abélien

On va commencer par examizer on général le probléme suivant. Scient

G un groupe topélogique, 7 u1 sous-groupe discret du centre de G , et

Bolt y = GfZ . Soit H un es)ace fibré‘principal propre, de base B st

e

TOUPS Y ; 11 ﬂ'aglt de savoir s'il existe un espace fibré princi pal
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'vPlus exactement, on ~sxe donne un recouvrement ouvert (U 1') de B, tel que
H soit trivial sur chacun des U, , et on demande s'il existe un E satis-
 faisant aux conditions ci-dessus et trivial sur chacun des U, ; cetie
dernidre restriction n'en est naturellement pas une si les U sont tels
quc tout espace Tibré proprc de basc U«. soit trivial, donec en particu-
lier si les U, sont rétractiles et satisfont & (B II). Cela posé, on
Iirocéde par la méthode des cartes ; l'espace H peut 8tre considéré comme
défini par des applications continues £ 298 ' des U, , =U_nN U, dans
Ry - satisfaisant & O, A =0, 59, , - Supposons y connexe ot localeneni
§ connexe, de sorte que G soit un revétement de y , de groupe Z ; et sup-
rosons que chacune des conmpoaantes connexeé de chacun des U,L 801%

ouverie et simplement connexe (ce sera le cas, en particulier, si (U )

st un épiderme) ; alors on 7eout "relever" dans G les 6, ., : clest-a-
Jéive déterminer des applicat.ons continves s, des U , dans &

telleg que, sl 9 est 1'homomorphisme canonigue de G sur G/Z , on ait

-1 : ¢
g, =9e8 . alors B, B B, SeTaume application continue

flo- U A =0 NT N U, dans Z , donc congstante sur chague composante

connexe de cet ensemble, Pour simplifier les notations, supposons gue

‘ ‘ (U4 ) soit un épiderme, donc que les U, et leurs intersections non

§ vides soicnt conrexes, et sinplement connexes. Alors, si on pose

: =
/ = s 3 icati nstante ds
BZ, .. By B L Bo L ¢e sera 13 rune application cons €

» “ x & . & ‘ﬂﬂn -2 3 .

] U ., dans Z ; on notera a.ors Z _ , la valeur de cette fo Dbbon

#de plus, puisque les o, " satisfont & g € (e étant 1'élément

i ¥ @

1 P R = ' 8 vt
beutre de v), 6, ,«= 0, , , on peut supposer que les s .  on

B 6t6 choisis de manidre & sat.sfaire aux relations analosues, de sorie

-

flue 2z 4 ost nne fonction alternée des indices SR

D'giileur-s, si les o sont considérés comme donnés, tout auntre choix

7%
- . saligfaisant aux conditlons indiquées, sera de la forme
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= B , ok 2z ost une application continue, donc cons-

z
2% 1 &
ante, de Ui'u dans Z , alternée par rapport sux indices z , =

s %.

: - -4
par suite z, . ) Bera mu.tiplié par =z A

| étant donné, on fait un autire choix des G iy qui s'exprimers donec

E. -1 : : 4
ar 0" =g o s ¥ 2 2 s
_, LI e 5 Of . est une application continue arbitraire

e U, dans y , on pourra (puisque U, est simplement connexe) "relever®

Z A ; enfin, si
U e R ’ :

o, -4 :
G los ¢ , ce qui remplacers les s par 8 8 8. ot ne chanrera
% 7 % LR =

: ) ; H . £ yd . LR

‘.Ls 1cs Boiigin Ejfin, iﬁJU \ n'est pas vide, on vérifio auvssiid®

‘ "g - - 2 = 1. = a7 i’%‘
A N S L ‘ z, \V%?ia . Le groupe de cohomologie (de dimension

da nerf de l'épiderme (ﬁf) stintroduit donc de lui-méme, et ocan voll

ficients @#ans Z ; la condition nécessaire et suffisante pour

B il existe un espace E , tel que H = E/Z , est alors qu'on puisse

hoislr les 8 de manidre & gavoir z =0 , ou autrement dii gus
za txA

a8 classe en guestion s'annule. De plus, lorsqu'il en est ainsi, les

llasses dfespaces B non B-isonorphes entre eux, satisfaisant a la

testion, sont en correspondance biunivoque avec les classes ds

lohomologie de dimension 1 du nerf de l'épiderme, & coefficients dans Z.

orsque B a un épiderme, la question est donc entiérement résclue ;

D

i

S

plus, on a ainsi attaché, & tout espace H de base B et

g 2N EITY
3 I
S_; quyaux

invoriant, & savoir la classe de cohomologie du cocYie £z
. naturellement: une obstruction d'un

Lo snceds (relatif) de la méthode
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j'alt lieun égalemant~d'aborder le probldume en utilisant la théorie des
;vﬁtements ; non seulement ¢ est un revétement de y , mais B , quand
existe, est un revétement de H , de sorte que 1l'étude a priori du
roupe fondamental de H permettrait certainement de traiter le probléme
utrenent. Bien-enténdu;\;a«probléme'dellawdéterminatibﬁ“&ésmgroupesf)
;'hoﬂﬁ%epié”aéwces”bspaces ; comme il a déja 6té dit, le théordme de(
reldvenent des homotopies fournit immédiatement sur ces groupes des
.dications inportantes, masis incomplétes, qui constituent apparemment
.put ce qu'on seit de général sur la guestion actusllement ].

| La’méthode ci-degsus fournit des indications assez précises sur les
ispaces fibrés dont le groupe est'un groupe abélien "élémentaire"

{produit atun groupe fini et d'un groupe HRUxT® ; le facteur R peut
jion entendu 8tre 6liminé imwédiatement par application des théorémes

ic 1a Ib partie). On va se bormer aun cas, suffisamment typique, ol le
Broupe est T = R/Z , et ob' la base admet un épiderme (U,). La méthode
;?i dessus permat alors dfattacher, & tout espace fibré principal propre,
"? base B et de groupe T, une classe de cohomologie de dimension 2 du
furf de (U ), & coefficients dans Z ; l'annulation de cette classe est
Jne condition néceésaire et suffisante pour que l'espace en quéstion

T; 'sse.étre obtenu, par passage au quotient, & partir d'un espace de
i;oupe B ; nais gelui-ci ost nécessairement trivial, de sorte que 1'annu-
fiation de la classe de cchomologie est ﬁéeessaire et suffisante pour que
%ﬁespace 6tudié soit trivial. Soit alors H l'espace en question, et
;Bignons par C(H) lélclésse de cohomologie qui lui»est associée ; il esi
?abile, au moyen desf;éthodes ci-dessus, de montrer que C(H) est 1'unique
TxVariant de H , clest-a-dire que, si C(H) = C(H'), H et H' sont
}iscmorphes. Mais on arrive au méme résultat en définissant comme suit

?a loi de composition entre espaces H de base B et de groupe s
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Soient H, H' deux telsvespacss ; soit H' leur produit £ibré", qui est
~donc un espace de base B et de groupe TxT ; soit g le sous-groupe de
TXT formé des 6léments (s,t) tels que st = o ; alors H"/g est un
espace de base B et de groupe '(T)ﬁTX/g = T , qui sera par définition
- le produit de H, H'. On vérifie facilement qu'au moyen de cette loi
fde composition, les classes d'espaces H (par rapport la B-isamorphie;
 forment un groupe, et que C(H) est un isomorphisme de ce groupe sur le

_groupe dc cohomologic de dimsmsion 2 , & coefficionts entiers, du

nerf de (Ut). On a ainsi complétement déerit l'emsenble de ces classes;

on a aussi, si on veut, au moyen des espaces fibrés, une définition du

L groupe de cohomologie qui s'introduit &'elle-mdme, et qui est 1l'une
des transitions néturalles dz la topologie préhomologique a lthomologis
On sicnale aussi que, de 18me gue les espaces fibrés & fibre dié-
fcréte perseltent en quelgue sorte dfannuler le groupe fondanental d'un
'espace donné (en passant au revétezent universel de cet espace), les
espaces fibrés & groupe ebélien permettent, de méne, d*annuler le

' groupe de cohomologie de dimansion 2 (en passant & un espace fibré

f"universel" convenablement d5fini). Il y a lieu do se demander si

‘on peut, au moyen d'espaces Tibrés convenablement consiruits, agir de

méme sur d'autres groupes de cohomologié, ou d'homotopie, ou sur
d'autres invariants d'un espace donné. On peat s9 demsndor aussi si
ila méthode des "espaces universels®, si utile tant gu'il ne s'agit que
he fibres discrétes, ne pourrait pas 8tre appliquée 2 d'autres sortes
i‘ospaces fibrés (p. ex. espaces fibrés dont le groupe est un groupe
de Lic, connexe ou ﬁBn). Le rapporteur se contente de signaler ces

tuestions.
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fAutres exemples. Juequ'lcl, clest dans l'étude des variétés différen-

tiables que la méthode des eipaces fibrés a 6té le plus féconde en
;résultats. La, c'est & des sroupes de Lie qu'on au affaire ; et, pour
les raisons déja indiquées, on peut, d3s qu'il s'agit d'un groupe
‘connexe, passer & son plus grand sous-groupe compact, de sorte qﬁe
_fc'est de groupes de Lie compicts (et le plus souvent connexes) qu'il
s*agit principalement dans c3s applications ; plus spécifiquement, on
steat surtout occupé jusqutizi du groupe orthogonal (Whifney, Pontrjagi
’ZChern}, et plue récemment du groupe unitairs (Chern) ; ©es groupes |
“apparalssent dteux-mémes en jarticulier dés gqufon considdre l'espace
ldes vecteurs tancents & unc Taridté différentiable (groupe linéaira,
;5qui se raméne aussitdt au groupe orthosonal, c¢e gui revient & intro-
'7d01rc arbitrairement, sur la variété, wne structure riemannienne), ou
'ié'une variété a4 structure anilytique plexe (groupe linéaire couplexe,
{qui se raméne de méme au groape unitaire, ce qui revient & introduire,
1v&rbitr iirement aussi, use structure hermitienne sur la variété). Les
;hproblémes diimmersion d'une rariété dans une autre conduisant immédia-
!itemenﬁ aussi & la considération d'espaces fib?és avec les mémes groupes;
\‘il en est de méme de tous les probldmes relatifls & 1'étude globale des
??fbrmes différentielles ; une forme différentiolle a'est en effet

: | : el ool se

B (cr. rapport Sehwartz) qufun> seetlon{%Tﬁh gertain espace £ibré

7”(& groupe liaéaire) ayant poir base la Vanété étudiée. 11 n'est pas

Weons intérdt d?ebserver cue 08 mémes méthodes peuvent 8tre introduites
| > (abstraite, sur des corps quel-
tautre part, la plupart des espaces particuliers dont l’wtada_
mpartaﬁte pour la topoloszie actuelle sont, soit des espaces
rés, coit donnés d'une maiiére naturelle comme bases d'espaces fi-
{espaces de groupe, espﬁces honogéses, etcf), iais bien ontendu

e principes généraux exposis dans le présent rapport seraient
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tout & fait insuffisants dane toutes ces applications si on n'y ajoutait

pas dee résultats sur la thécrie homologique des espaces fibrés ; 1a,

ic'est la notior de classe caractéristique qui est féconde, ainsi que
quelques théorémes particuliers (théoréme de cCualité de Whitney, théordm
mes de Pontrjagin) qui peuvert 8tre considérés, si 1'on veut, comme des

=heorémes sur la structure hcmologlque des bases d'espaces fibrés
?unlversels", ou plutdt {suivant la terminologie de ce rapport)
Pclassifiants", et en particvlier sur la structure homologique des

}ariétés de Grassmann, réellcs et complexes (Ehresmann, Chern).

| Pour terminer, le rapporteur siexcuse, une fois de plus, du désordre
gui subsiste encore dans son rapport, et auquel il ne pourrait remédier
;ans en retarder beaucoup l'schdvement. ilais ce qui est beaucoup plus
grave que ce désordre (qui n'est, aprés tout, que superficiel), clest
?e caractcére incomplet et inschevé de la théorie sur beaucoup de points,
3aractére que le rapporteur g cru devoir mettre bien en &vidence plutdt
ue de chercher & le dissimuler. Il importerait surtout d'éeclaireir
;usqu*& quel point les conditions, assez peu naturelles, qu'on est
provisoirement obligé dfintreduire dans la plupart des théorémes fonda-
lontaux de la théorie sont vraiment indispensables. Tela s'applique
iqut particuliércment & l'hyrothdse %espace fibié propre®, ou hypothése
?e "trivialité locale® ; en un sens, on peut dire que la tnéorie des
fspaces fibrés on est & présent 1a od lthomologie en était du temps
Poincaré, lorsqu'on ne savait traiter que los variétés et les
fomplexes ; & présent:gue la théorie de 1'homologie sait traiter

len lour infligeant, il est vrai, des carapaces !) tous les espaces
ompacts,; il y a 1a un déséquilibre frappanf, éuquel Bourbaki se doit

7 remédier,

Surstim corda ! Macte animec, generose puer ! Utinam aveg caeli, etec...

e
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Notations
11 = I closed 1nterva1 !0 1.
™ e 1x ot
Thus a point x € I 18 x = (X1,...,Xp), O S x5 $ 1. We identify
(x2,...,%p) with the point (xa,...,x,,0) of I®*1, Tnhus
lefe L iaB o,
Int I = set of points of x = (X1,...,xn) With O <x3 <1.
F~1 = (ot IP pelative to IR, e

ot = ((me 1, e ). (Bode sa ﬁ

(CA((J?I(({ )

Thus . \
ch=l ~ po=1l _ n |
FR=1l = gn-1 v 18=1 Ledi
FR=2 = gh=l . -1
Extreme cases: Il = {0,1}, FO = (0) v (1), I° = Int I° = (0);7
T ER USRS B S TA RN 6= 15 7 e oy NS G S S L T o S BN S x

by conv,.(C® = (1)) F-l=¢c-1 =g,
Funetion spaces

Let X be a topological space. Denote
Falf) = C(1m,x)
with the compact open topology. If A is a subset of X denote
¥ FnlX,a)
the subspace of Fh(x) consisting of maps I? w3 X which
carry 2=l into A, 1.e. maps (ID,FPP-1) —w> (X,A). If further
a 1s a point of A, then denote
. FmlX,4,8)
to be the subspace of Fpl(X,A,a) consisting of maps (In,pnﬁi’cn-l)v
= (X,A,a), Notice that 7 . (X,a) = Fp(X,a,2). The element
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of ¥ (X,A,a) which maps I® into a will be denoted by (a,n)
{(bad notation}). -
Homotopy. Two elements of F _(X) for of FnlX,4) or of F (X,A,a)]
are called homotopic if they can be jeined by a path in F,(X)

for in F(X,a) or in Fp(X,A,a)]. This is an equivalence rela-
tion. The totality of homotopy classes of :?n(X,A,a) is denoted
~by"lTn(X,A,a). We write Trp{X,a) = Trn(X,a,8)" The element of
TWp{X,4,2) corresponding to (a,n) is called inessential and is
denoted by {=,n} . No topology 1s introduced in T,(X,A,a).

Low cases. JFo(X) = FolX,A) = Fo(X,A,a) = X if we identify

each point x & X with the mapping I%=——-> X which meps O into x.
Thus (a,0) = e. Homotopy translates 1ntq paﬁﬁwise connectedness
in X and Te(X,a) is the totality of the pathwise commected
components of X (to be defined earlier), it is independent of

the choice of a and may be written Th{X).

Fu(X) 18 the space (G(I,X) of all paths in X, Fa(X,A) is
the subspace of all paths with endpoints in A, while iFE(X,A,a)
is the subspace of all paths in X with initial point in a and
terminal point in A. Fai(X,2) is the subspace of all paths in
X with both endpoints in a. In the space Fi(X,a) we have a
continuous‘oomposition law (defined everywhere). Thus fﬂa(x,a)
coincides with the fundewmental group.

Homotopy groups. Let :

£1 Trmeib FalX,A,8), £(0) = (a,n), 2£(1} = (a,n)
be & path in FolX,A,a) with both endpoints in (a,n). Tms

fe Fal FplX,A,8),(a,n)).

Define an element _
£ ? n+l(x’A’a)
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as follows
f'(xlo--°axn+1) = f(x1)(xeye0e9Zn+1).

This correspondence fww-» f' gstablishes a homeomorphism of

the spaces :
Fne1(x,4,8) and Fal Fyix,4,a),(s,m)) n>o0.

Note thet this is valid also for n = 0,if A = &.

Using the above homeomorphism we introduce a continuous
composition lew in F,,;(X,A,a) such that (a,n+1)(a,n+1‘) =
(a,n+l). This composition law is compatible with the relation
of homotopy and converts iI,.3(X,A,a) into a group isomorphic
with Wil Fn(X,A,2),(2,n)). This also epplies ton = 0 if
A= a, .

The group 7Tin{X,A,a), n > 1 is called the n-th homoiopy
group of X mod A relative to the base point a. The group
Wp(X,8) = Wp(X,a,8), n > 0 is called the n-th {absolute)
homotopy group of X relative to the bese point a.

Note that Tai(X,A,a) and m(x,a} are defined but are not
groups. Nevertheless the elements {a,i} & Ti(X,A,a) and {QAM@,M

» \,,

Note further that ‘i'r'n(x,A,a) for n > 1 remain unohanged

o

fa} < To(X,a) may be regarded as neutral elements,

if X end A are replaced by their pathwise connected components
containing &, Thus in studying homotopy groups, we may limit our
attention to the case when both X and A are pathwise connected.
Induced homomorphisms. Let £3 {X,A,8)=—>(Y,B,b) be a continuous

mepping. Then for any g & FolX,A,a) we have £ % g & T nl¥,B,b)
and the map g ———> £0g is continuous. Therefore homotopy classes

in '}'n(l‘,f:'n,ﬁ) mep into homotoi)y classes in ‘3—’n(Y,B,b) and there

ult : :
TOBEEE .t Wa(X,h,8) —=> TH(Y,B,D).
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N;mrprove that £. i8 a homomorphism if n > 1 (or 1 n = 1 and
A=a, B=b). [Sufft e fee leun T, ) (D«@M )

' £, 1s the identity map.

\

(Axiom 2). If f: (x,'A,a)---i»(Y,B,b) and g: (¥,B,b)~=(2,0,¢),
then (gof)y = guofs.

(Homotopy axiom). If the maps £o,f1: (X,A,a)~——3(Y,B,b) are
homotopic (i.e. there is & map F: (XxI,A x I,a x I)~——p{¥,B,b)
with F(x,0) = f¢(x), P(x,1) = £1(x) ), then foz = fay.

Boundary operator. Each element f& '}‘n(x,)x,a) is a map

£ (18,721 0A"l)n(X,4,8). Since IZ-2 = FR-1 ang pA-2c oB-l,
his determines a map of: (In°1,Fn’1)-->(A,a). Thus '-Bfe.

p-1{(A2) ¢ The map o> Af is continuous end yields a map
D3 MplX,A,8) e Ty _1(4,2).
he map & is a homomorphism for n > 1.
(l(«xian By BTy (x,A,a)---HY B,b) and £' is the map (A,8) cmas- }
(g,b) defined by £, then tf:he commtativity relation ofs = £'49
‘ WnlX,A,8) == TH(Y,B,b)
o : Jd

'y
Tpe1(A,8)—eme>=T, _1(B,b)

Exactness. Homotopy sequence. Consider (X,4,a) and let
1: (A,a,8)=—>{X,8,a), J: (X,a,8)=>{X,A,2) be maps defined
by inclusion. Then the sequenoe of groupe and homcomorphisms
e ees e T gy e X 8, 2) e Ty (X pa )t (4, 0 ) e

48 exact (i.e, kernel = image). The proof is very simple. The

low part of the sequence requires discussion.




G
(&N AU . e
_‘\\(}bgé ;\k&u& %
Qo \:U’i‘é“ ’



-5- i
hs

Tl R o Wl hadeen Ty (X, A, 0) <22 Ty (X, 0) <232 T, (A, a)
Hore the first three objects are not groups. However if we
regard {a,l} as the neutral element of Mi(X,A,a), the kernel of
J» may be defined, and it is still true that kernel j; = image iix.
Similarly if we regard fa} as the neutral element of TV4(4,a),
it is still true that kernel © = image jw. With a similer con-
vention we have kernel ioy = image O , One could continue this
one step further by suitably defining Tio(X,A,a), If X and A are
pathwise connected, then To(X,a) and Ty(A,a) reduce to single
elements. . o |

One may also consider generalized homotopy sequences, Con-
sider (X,A,B,b), b EBC A cX, and the maps |
(A,B,b)~2=(X,B,b) —d—(X,4,b) -
Define D : Wy(X,A,b)e—~> T 1(A,B,b) as the composition of
TqlX,4,b) —2=>My_3 (4,b) 2en M, _,(4,B,b)

where k: (A,b)=——>(A,B,b) by inclusion. Then the homomorphisms
14,3%, and O make up an exact sequence. This can be either established
directly, or proved algebraicelly out of axioms 1;2,:5 and exactness,

Commbativity. The following theorem will be needed:

Theorem. Let X be a topological space with a continuous
interpgal composition lew and an element a such that aa = a. Sup~
pose further that the two maps (X,a)=—>(X,a) given by x==->xa
and x——»ax are homotopic to the identity map of (X,a). Then
'\T;f'x;a) is abelian, 7

The proof is quite easy. Given two paths £fand g in X
initiating and terminating in a, define a map F: I°——>X by setting
F(x,y) = f(x)gly). As a corollary of the theorem it follows that
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if X ‘is a topological group with a as unit, then M(X,a) is
abellian.

Now if n > O the space Fp.ilX, A,a.) which is homeomorphic
with Fi( Fnl(X,4,8),(a,n)) satisfies the conditions of the
theorem. Therefore Wil F pn+1(X,A,a),(a,n+1)) is abelian. This
is also true forn =0, 4 = a. COnlequehﬁly TaeelX,4,8) which
is isomorphic with Wi( '3=’n+1(x A,a),(a,n+1)) is sbelian. Thus
we have: :

The group T,(X,A,a) 1s abelian for n > 2.

Thé group Wp(X,a) 1s abellan for n > 1.

Systems of groups over groupoids. Let T be a (not neces-
sarily connected) groupoid with uniﬁs fel . Suppose i:hat to
each unit e there is assigned a group G(e) and that for each.
element p& 1T with ey a8 left unit and eg as right unit there
1s given a homomorphism ¥ (p): G(eg)+«==>G(e1) subject to the

following conditions: <
(1) If p is a unit (i.e. ey = p = eg), then ¥(p) is the
identity.

(2) If paps is defined, then ¥(pipe) = X(m)o ¥(pe).
The system & = -{G(e), 1 (p)} is called a system of groups ov

the groupold T. For any unit e the subgroup T(e) of T cmelpond-

ing to the unit e acts as a group of operators on G(e). If the

' ; groupoid TT is oofmecbad, then all the groups G(e) are isomorphic

.and the system & 1s determined up to an isomorphism by any

o;' the group G{e) and the operators of T(e) on Gle).

Example: the groups T (e) lead to a system of groups over - 220
Suppose now that 11 =TI(X) is the fundamental groupoid

of the space X. The units of 71 are then the points of X and the




x‘s{,
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elements of 1} are homotopy classes of paths in X. A system
@ of groups over 1I(X) is then called a local system of groups

over X (Steenrod).

Operators on homotopy groups. A pair (F,f) where f is a path
in A while F is a.pathvin'fn(X,A)n such that
Flt) e “Fplx,a, £(t))
will be called a t ube, The path £ will be called the seam of the
tube. The maps F(0O) and F(1l) will be called the entré.nce and t he

exit of the tube, The following properties of tubes have to be
established: | :
(1) If (F,f) and (G,g) are tubes such that the entrance of (G,g)
is the exit of (F,f) then (FG,fg) is s tube with seam fg, Tt
entrance F(0) and exit G(1).
(2) For every path £ in A and every @ & Jn(X,A,f(1)} there is a tube
(P,) with sesm £ and exit @ . U odlwwe
(3) Ir (P,f) and (658) are tubes such that the seams f and g are
coterminal and represent the same element of [[(A) and if the
exits fepresent the same element of Myp(X,A,f(1)) then their
entrancéds represnet the saine element of jip{X,A,£()).
(4) Suppose n>1 and suppose that (F1,f) and (Fp,f) are tubes with
the same seam, then for each t &I let F(t)eNn(X,4,£(t)) be the
product aﬁ» Fl(t) and Fg(t). Then @‘,_t) is a tube with seam £
entrance F(0) = Fy(0).Pg(0) and exit F(1) = Py(1).Fpll)e

i _ Assuming that this is proved let pET[(A) be an element with

endpointe a end b and leb x€ Mp(X,4,0). TUsing {2) construct a
tube whose seam belongs to p and exit belongs to x. The

entrance then determines (by(4)) a unique element p¥x of Mu({X,A,2).
The .following properties hold: :
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(5) p#x = x if p is a unit (follows from (3)).
(6) (pa)#x = p#{qux) if pq is defined (follows from(4))
(7) p#(xy) = (pax)(pwy) if n>1,

These properpi’ea show that 'n'n(x,a,.) form a local an. Lem
Tin({X,A) of groups(for n>1) over the space A, In particular
1T'1(A,a) operates on il (X,A,a), In each pathwise connected

component of A, the groups \in(X,A,a) are isomorphic,
The procedure has to be repsated in order to show that the

groups iTy(X,a) form a local system Tin(X) of groups over the space X.
I see no way of unifying the two arguments, X

The proof of (1) and (4) are purely formal, The proof of
(2) and (3) can be obtained quite neatly by repeated ( and
sometimes tricky) use of the fauowing general lemmas: If K is a
complex and L a sub-complex then Kx(0) v Lx Iis a retract of
K x I. This is the method used in Fund.Math, 32(1939),167-175,
Properties of the operators. If f: (X,A) —= (Y,B), P & T(a)
X & Tp(X,A,a) where a is the terminal point of p thonr falpax) =
£4(p) # £3(x). Similarly if £:X—=Y, p€ T1(X), x& TTy(X,a)
_where a is the terminal point of p then falpex) = £4lp) + fulx).

If x€ iTy(X,A,8), P& TT(A) and & is the terminsl poist of p
then o (p¥x) = p# Ix, '

" The.loeal system T[n(X) over the space X, induces a local
syst;‘“ovor A (using the natural homomorpbism of groupoids
Th(A)—Ti;(X)). The local systems

=TTy $8) Tl X, A ) T (R )— T(Adesee
yield an exact sequence of local systems over TI(A). ‘

In particular groups of the homotopy sequence of {X,A,a) have
the group T\‘i(A,a) as & group of operators and the homomorphisms of
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the sequence are operator homomorphisms,

If x& iVyiX,a) and pcT](X) has terminal point a then
p#x = p x p~1 (multiplication inTKX)). |

If x,5€ Tp(X,A,8) then y x y°1 = S(y)ux. :

If x €TipX,A,8) and y€ WolX,a)e Then xg,(y) = F.(y)x.
Indeed J,(y) x J (y)*t =2 Joly) #x = x sinceﬁ&,(y) =3, (5w i
Consequently the image of M,(X,a)->Wy(X,A,a) 18 in the center of
‘W’g(X,A,a).

Simplicity A space X will be called simple in the
dimension n (Oor nesimnle) at the point a& X if the operators of
T{X,8) on Wn(X,a) are trivial (i.e. if psx =x), If X is n-simple
at a then it is also n-simple at every point of the pathwise
connected component of X containing a, Suppose now that X is
pathwise connected, Then if X is n-simple at a then it is also
n-simple at every point of X. We say then that X is n-simple.

Let Ta¥(X) be the subspace of Tp(X) consisting of all the maps

¢ —> X which carry P into & point. Thus 3;*(:)=‘Le)x FalX,a).
If X is pathwise connected then X 1s n-simple if and only if every
homotopy class of };’(X) contains precisely one homotopy class of
},‘,(x,s). Thus we may regard the homotopy classes of 3';'(1) as
“elements of the homotopy group Tr,(X) (without indicating base point).

X 18 je-simple at a 4if and only if M;(X,a) is abellen,

A pair(X,a) will be said to be nwsimple at a€A if the
operdtors of My(A) on Tn(X,A,a) ere trivial, The d 1ssussion
is similar to the one above,

Connections with fiber spaces, Let T:B —> XDbe a fiber map,
acX, P= 'r:]‘(u, b € F. Then T induces a homomorphism

Ty s Mp(B,F,b) —r Ty (X,8)e It follows from the covering homotopy
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theorem that Ty 18 an isomorphism onto, Thus) .'m tfxe homotopy
sequence of (B,F,b) we may replace Ta(B,P,b) by ’n’ (x,a)
and thus obtain an exact sequence.

~ W (Fyb) ~—Tr,(X,8) «— Ty(B,b) Ty (F, 1) ~—
with the fundamental group W{F,b) acting as a group of operators
on this sequence. There are various easy conseguences of this

heacbemeu|: 2 Negyetemas

Connections with coverings, If <T:iB+X is a c overing then

theorem.

Ty(F,b) = 0 for 1>0 and therefore by exactness
Ta(X,a) =2 W,(B,b)

The 1somorphism‘ is induced by the map T and A.could bg derived :
using covering homotopy. There is a corresponding theorem for relative
homotopy groups,
Exanples
1) (8") =0  for i<n,  Use simplicial spproximstion theorem,
2) 17r3(8%) = 0 for i>1, Use the fact that S* hus R as a ‘sovering
space, A
J) Consider the Hopf fiber map ¢:85-—D-82 . Since the fibers
are S8t it follows from £9) and the homotopy sequence of the
fivering that

ity (s%) ,.,u;‘(sz) for 2,
The isomorphism is induced by ¢ .

e







P 1. rdditivity theorems.

' The additivity theorems are indispensable for establishing 126
the various theorems about the relations between homology and
homotopy as well as theorems on obstructions,

One of the difficulties is that the formlation of the
theorems involves several alternstive ( and eguivalent) définitions
of homotopy groups using mpa’fdirrerent simple spaces.
Let 4q be & Eulidemn simplex with ordered vertises @ <u.....
<dg o Let &g 5 bo the n-skeléfon of Bge
Amap £1( L q, 04 q.3495°) —>(X,A,2) deternines uniquely
an element alf) &€ Trg(X,A,8)e To define a(f) one needs to define
one "nice" map (13, FI°3,09°1) —-(2 4 00 0%,") e
A map £3(D atl,q, qﬂ)-—»(x a) determines an element
o(f) & My(X,a), The definition requires a "nicé" map (1%,F1~1)—>

( ")
A‘l"’loq’ dq+1
The functions al{f) and o(f) are related by means of the

following two theorems. i
Theorem 1, Let £3(2 ,& q,q_-'.L’dqo) —> (X,A,a) and let
5’(Aqoq-1adq°)“"“-‘) be the partal mep of £, Then Jalf) = o(f)
where 3 :Tg(X,A,a) “"'Trq-l.“’a)‘
Theorem e Let f:(&qﬁ’q, Aq+l’q.1’Aq¢1’q-2) e a (X,A,a).
5 o o
Lt T s (8440 q,q-1, 3°) —>(Bqt1,q,5 g41,0-1,4 q41,q-2) P°
the simpliciel and order preserving map whieh ctweacs Aq into the
i-th face of Mgsje Under the map Jt TWelX,a) —»Tg(X,4,2) we
Jetr) =&, (-1 ale th)
This formula 1s valid for g>2. For q = 2 the order of terms on the
[
h!t\ hand side has %o be suitable chosen and one of the terms has as
Operator from '“']_(A,a). In general the condition that
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Aq+1,q-2 - 5 may be replaced by d: s A at the expense
of applying an operator to the term a(fv¥’). However for g¢>2 this
more general theorem can be deduced from Theorem?2 .

Consider two maps f,g:(Aq. _dq°)—#{x,a) which agree on
0g,qe1 o Such two maps determine an element d(f,g)e wq(x,u).
This element satisfies the following properties
(1) a(f,g) + a(g,h) = d(g,h)
(2) a(f,g) = 0 if and only if £ and g are homotopic with bq,q-l
pointwise fixed duaring the homotopy.
(3) If £ end g carry Aq,q-l ifa subset A of X then
d(£,g) = a(g)=-a(rf).
(4) Given f and orgifg(X,a) there is a map g with a(f,g) =X ,

2. 189,
Once the results of the preceding section are established, it
is an easy matter to obtain the various relations between homotopy
and homology groups, In perticular it would follow that Trqts‘l)
is eyclic infinite., However, with considerable labor, it should
be possible to calculate Trq(sq) without using homology theory
and avoiding most of the material of §1, The knowledge of
TQ(8%) oould perhaps be used to establish the results of L
The direct method of calculasting wq(sq) runs as follows,
First calculate Tfj(S%) which is fairly easy using ooverings and
logarithms, Then eonsider the map E;f.3(8%°1) —»17,(89) whien
1s a special case of Preudenthal's suspension (Einhangung), The
proof that E is an 4somorphism onto can be carried out by elementary
means but would be fairly involved,



