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defense nationale, nous em 8che malheureusement

de presenter & nos lecteurs llimage Gu Haftre revitu de son nouvel
unifome.
2 B

de deux cobayes normaliens, Sanuel et Thom, soigneusement sélecticnnés pe

* Cartan pour leur réceptivitd motoire au virus bourbachique. Le Uongrds =

®
O
o)
0

~SUIlr en. ce jeune sang l'lenthousiasn

»f

de dimension infinie, menscés de démembrenent ssns conaition, Sur un plan

vidllissents ; ils surent déjouer les attentats perfides perpétrés du
bhaut des toits par de vils suppbts des ennemis de la vraie Lgthézatigue ;
~ -\

enfin les précicux docuaesnts bourbachigues trouvérent un asile slr dans
leur tﬂurnu vouée au i.altre, ornmés de son portrait et protégée par 1ls
2 £ - ] < (=)
- 3 3 3 3 . . 3 <,.
flamboyente devise platonicienne : TMpdses KbovpbxkuTekos s oz,

sion de la fin
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- Le Congreés fut sssentiellement consacrsé s
de la.Topolcgie générale et des chapitres II a VI de 1'algébre ; on en
trouvers le détail ci-cessous, et on verra comment il y a lieu d'espérer
éue 4 Tascicules pourront &tre donnécs = 1'impression avant le prochain
UbnéréS'interCOﬁzl ental (Pixé & 1'hiver 1946-47). Dz sourdes tentatives
de diversion furent menées par Cartan sur lss arriéres de Bourbaki, ders
le but sour: nols d'empétrer le Congres dans les Pfilets de sa Logigue ;
elles furent heureusement déjoudes. Un essai de discussion sur 1'Intégre
tion ne réussit pas davént e ;- il ﬂpﬂéyait quelle diable occupe tmujours
en‘cet endroit dss ;ositiO“s en hérisscn Lprte*ent défendues. uﬁ.attﬁu;

de la Topologie COADlY

le Secours
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gnfin, signalons gue Dieudonné ne mengua pas 4'exécuter son numéro rituel
¢

an Plan général, réduit cette fois & la 1°7® partie, mais agrémenté dtune

gariante, le fil conducteur ; le résultat est le guivant f

I. ZIEnsembles
é{// e

II. Algébre & —----- III. 7Topologie générale

R

} 6 forael, 6 toi clair Bourbaki,
Vas-tu no géchirer dars ur scess de crise
e Goursat Tilandreux, niroir de 1l'inalyse
Héfonseur sttardd d'un passé gui a ful.

e 0
)

e
m

= b
- et D

(01 el 1000)

B Ougsy
(7




Livre 117 (foroiozie ~éndralo).- a) Chap.V et VI aciuels : Le Congres

décide tout G'cbord la suppression pure et simple du §

5:ée 1lactuel
v

chap.V, sur les topologies des groupes linésires, jugé vaseux et tout &

fait inadéquat guant aux méthodes smployées. iLe sujet lui-mdme ne pourra

— “~v

Sur la demende de Well, on procéce ensuite & un nouvel examen du plan
générel de ces chapitres. Aprés une longus discussion, le Congrds

adopte Tinalement le nouveau découpage salvant, en 4 chepitres asu

Chepitre V : Croupes & 1 paraméire.

g 1. Sous-zroupes et groupes guotients de R .

@ 2, Zesure des grandeurs.

% 3. Caresctdrisation topologigue des groupes R-et T .
§ 4. Forclilions exponentielles et logerithmigues. ;

>s projectifs.
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. L'espeace nunmérigue S

tance euclidienne ; boules et sphéres.
cti

n A R
R A
v
’..J
(6]

. Bspaces projectifs réels.
Chepitre vII : iLes sroupss additifs Bg.
% 1. Sous-grouses et groupes guotients de R© .
A§ 2. Représentations continues de R° et de ses groupes gquotients.
§ 3. Sommes infinies dans les groupss 7 e

Ea-nitre VIl : Nombres corplexes.
§ 1. Hombres complexes ; guaterrions.
g 2. liesure des angles.
§ 5. Produits infirpis de nombres complexes.
§4u Egpaces numérigues el espaces projectifs complexes.
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entendm gu'on ne revient pas sur le détsil du texte actuel,




les fotes historigues seront discutées ultérieurement, lors du petit
Congrés cul se tiendra en Décembre 1545 & daney ; Weil et Chevalley
epverront leurs observations é ce Congres par correspondeancs.

b) qur.J¢I et VIII actvuels. Ces chapitres deviennent donc les
,chap.IX et X dears le rouveau plan.

Le chep.iX (Utilisstion des nombres réels en Topologie générale) est
adopté & de faibles mcdifications pfés ;;1les plus importantes de ces
dernieres sont la suppression de 1l'Appendice (on conssrvera en exercics
la déserminstion des valuations sur @), la suppression du n%1 du §3
" (8carts invsriants sur un groupe non abg;ien}, et le remeniement du 5
{espaces de Baire) conformément & un papier Certan gui réduit su sirict
nécessaire les notions introduites. Ces mo
notables pour nécessiter un nouvel etat du'chagitre, ¢guli ne sera donc
plus discuté en Go“grcs.

Le chap.X (3201en chap. X*LI Topologies des espaces fonctionnels) est

dans un état beaucoup moirs satisfasisent. Le § i est a2dopté zvec de

fah

-
-

légéres simplificetions é'exposé (notamment dens la convergence uniforme

locale) ; 1le § 2 (ensembles éguicontinus) est jugé acceptable pour le

fond, mais de forme confuse, et Cartan est charzé d'un nouvesu vlan de
) 3 & oz

gui enverra une rouvelle rédaction d'ici la fin de
§4 est réduit su th. de Weierstrass, au th. sur

fonctions continues sur un produit de compacts et

1o reste est réparti entre les §§1_et 2 , & 1l'exception

% rédigés par Cartan et ¥ieil, une nouvell
Tédaction d'enssmble du chapitre sera tirée, et discutée le plus t8t
POssible, afin de  pouvoir donner le fascicule & l'impression svart le

Congrés de 1'hiver 1946-47 . :
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2 2 .—-,->~.\ \ g ‘han i P . o .
Q}Z.fﬁ—]-'-z—(“l“-’coreb 4) ¢hap.II (algébre linéaire). La rédaction Muueile 5

(stat 4) est complotercnt remaniée aprés confrontation avec la contre-

rédaction Chevalley. On adovte le nouvesu plan suivant -

% 4. #odules.
g;' 2. Applicatiorzs lindaires.

: é} structure des espaces Vectoriels.

?;4. Dualité dans les espaces vectoriels.
%5; Restricticn du corps d'ecpérateurs.

¢ 6. liatrices.

8 7. Algebres.

Delkaglo f.l,’i 2 1. Définition des modules et des espaces vectoriels

B = = s :
(n° inchengé). 2. Sous-modules et modules quotients (n° inchengs)
g fe u\/ ®
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5-. Procduit Ge xodules NHu .laueU_IS (On -A-__e conserve gue

lag @éfinition des annuleteurs, ot les 6 premidres ig_nes de la p. 1)

5. Combinaisons linéaires (structure du sous-module d'un module uniteire

engendré par une pertie donnde ; en particulier structu itun modulse

zonogene. 6. Sorme et somme directe de soas-moaulcs (e

la somme dirccis reste sensiblement inchangé, seul le Bé alinéa de 1z
u

P.17 disparait). 7. Systémeslibres. Bzses (la déf. @

< <
(a ) est eharigée ;. 3, .LL a, = 0 entraine -/tb =0 ‘pour teut ¢ . Ies
seules bases considérées sont donc les "bases régulidres” de l'ancienne :
Tédaction. Comme cas particulier des systedes libres, élément libre
(ancien &1¢ment régulier), puis définition Ges modulss rég 1liers ). 1
§3 s 4. Boplications lindsires (n® inchengé). 2. Arpplications linéaires ;

tiong gt Sl ol : - e :
98s dlun module cuelcoricue dans une somme Girecte, puis les gpplicetions |
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ations linésires. "%, Produit de

fel=0D Ao Eay s IY o2t . Rane A e ey S o
avee 1z trarsposés G'une application). 6. Rang dYupe matrice sur un

S5 e B e e e o s Lt = e A
~corpe. 7. apvlication gux éguations linéaires. 8. Changement ds base
T / 7 1

; s N e PO c0CLi0n Dhevus = 3 at I An L 3 e P T o
} {suivze la redaction Chevalley). S. iatrices équivslentes. 10. Latrices
e
| e g - = = o 5 0 7 i s

semblebles. . 11. satrice d'une application seni-lindaire.
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i :
2. mocdules réguliers sur un annezan dl'intégrité : immersion dans un espac

“vectoriel sur 1z corps des quotients (th. de Chevalley). 3+ Forzcs Iiné-

4
.

2 i __.:.....-,j—.‘-—#——'—‘::':;:—“:?* v -'c': = ~ U' [ﬁn + -, D O e
: S ©U cuatlilc SUT Ul HOGULIE TSEUxTI®e \ITEoPOITE zvec—2e-gdualitéd sur

l""eﬁ"f}&ec vectorial (-p-r-}m:»;::-g'nr? -_E_:{'r) 2 ’—‘_”———_’_’_d/

§7 z LS §¢4 sctuel est inchangé ; y rajouter 1l'algépre infinie a'un

monoide S tel gue dans S tout élément u ne puisse se représenter gque dlu

res comne composé de deux éléments (application :

(0L

nombre fini de mani
séries formelles de Dirichlet, en prenant pour 8 le monoide multiplica-
r N ). Aprlication de l'slgébre d'un monoide : passage d
‘:abélien & opératsurs guelcongus & un module, eﬁ consicdérant le monoice
. libre engendré -
Ecomme annesgu d'op

La rédaction du chap.II suivant ce nouveau plan sera discutée au

//Pongrés de Décembre 1945, Weil et Chevalley envoyant leurs observations

)

- Par correspondence ; sauf imprévu, elle Goit &tre ensuite livrée &

<

'impression.
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b) Chep.III (Algébre multilinéaire). D'une fagon générale, la rédac-

tlon,actuelle est Jjugée tres SuLlS'alSante pour un état 43, et il semble

_,qu'elle puisse &tre publiée rapidement en gardent le méme plsn, avec
queloues retouches dont voici les plus nouables :

o

§ 4 - & prop.h est supprimée, son corollaire maintenu en petits

\../

= o _© R .2 s =
caractéres. Le n°4 (produit tensoriel d'un nomdre gmelcongue de dules

est considérablenent zbrégé, en laissant au lecteur le soin de fommuler

12 plupart des énoncés. sux n”° 5 et 6, on se borne au cas n=2 >
an.np6, la Gualité ne se fait que sur les corps ; il en est de méme

pour les temsesurs. Avant l'algdbre tensoriells, insérer un n° sur les

‘matrices considérées comme tenssurs nixtes et la définition invsariante

de 1a trace comme tenseur contracté (cf. exerc.4).

H
(S
®
0
|0
o)
n
B

g2 : Alléger la rédacti or du n°2 ; la prop.3 est surprin
gue le n 3 tout en
@351 Le § est-réduitl & la notion de formes alternses et ce llantisy-

Zetrisation des tenseurs et des fommes, avec la prop.2 sur 1l'identité

des formmes sliernées et antisynétrisées, et il est for rdu evec le g4,

- = = 2 2 g o e S~ Ssa Lo
94 (ex-5). On adopte les notations det(w), Get(X). iprés la pros.1,
A - = T o S A gl ke = R B - i A 4 = £25% -
eChange simuliang des lignes et des colonnes. Puls déterminant¥ dlunse
B ~ A s -~ ~T} 2T = B ok e = o e
Batrice dont les deux sgsfgoles é'indices sont écquipotents mais xnon
. T 0 ~ E 3 = 5 o & 5 < s v =
icenticues 2 nmgtrice A X et la prop.4 en exereices evelorremnent
e z ot = ¥ B e s S = RIS HE SHOE T X
de Lgplace s rrriné, on ne conserve que le développement par rspport &
by e ey S v AR AT e ~
une colonns Lz prop.12 est rerortée immédiatement aprés la prop.5 .
3 - b | £ S5 A - = S - ~
L6 ealcul des relations de Grassmenn est supprine.
5 ( <A B R 4 Sk SR Be s D gl c FTe v rAdir T At ArionT oo Pam o
Zetex—0 ). La prop.1 est suppriméa. * Le ‘prodult Interieur se fecra en
e o T Y Gna Soes e = SRS S g e S R R =
UEilisant 1'isomorphisne eontre p-vecteurs et (n-p)-formes, sauf si
S 3 - —— T 5 ~ o ~~ - Y ey =
Carten sait rég iiger son effroyable fourbi de contraciwion en une 1/&gave.

L ol - 2 i e = i & E Ly 5 = i e = -
(a¢d01ate ¢t les relatvhons de Jacobi sont rejetés en exercices.
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=TA0
-vﬁi possible, la nouvelle rédsction tenant couote de ces remaniements

d'impression

et Vi i ¢ Lnin €S grands S8 ¥ ; ougellies

récdactions gui dsvront

3 . e e = g 4 et e T e
cuent) ; sur un anneau d'intéegrité, elles forment un

S 3 E S e ) 3 a1 e e A
substitution de séries formelles dans une série

. e = % = i et g
polynomes sur des élements rera-

=
fte
i
(O
L
\
]

L N s AT = 3
2 OBCEIORS POE

L)

nomes suxy

oy + 3 - % ~ o Lo
rosbipnnelles. Frsetions

Tationpelles sur un corps commutatif, & un nombre guelcongue d'indéter-

I nd = 3 2 oy = = ST s s S -~
HAlnees, Cas perticulier des séries Io1? raelles & une indeLerninee ., caracs
= SN g .

= T = 3 St L A e T S L
Lerisation de leur corps des frections (séries commencant per un Terne

dlexposant < 0) en particulier, développement en série formellie d'une

Bombre guelcongue de variables.




ACYs

.
-

ynomes et des séries formelles. On ne définit que

-

§4. pDérivées des _ne
\

od

|

1a dérivée premiere (aérivées partielles pour les séries formelles &
plﬁsieurs indéterninées). Dérivée d'une somme, dlun produit, d'une série
obtenue par substitution de séries dans une série ; dérivée alune fractio:
ratlonnelle. Critére de simplicité d'une racine d'un polynome & une

ipdéterminée.

uhap Vv (Divisibilité).

§1. groupes et semi-groupes ordonnés. Conserver des deux premiers

Oy

§§ actuels ce gul est nécessaire pour la théorie de la divisibilit
Paire aussi les propositions correspondantes.(celles gui marchent) pour
les semi-groupes ordonnés ok inf(X,y) existe et satisfait

inf(xtz,y+z) = z+inf(x,y)

§ 2. Divisibilité dans les anreaux grithmétigues et les annesux princi-

paux. Conserver le plan du '§‘3 actuel, en supprimant toutes les
genéralités sur les idéaux.

§3* Divisibilité dans l'annesu des entiers rationnels et dans les

anneaux Ge polvnomes. Conserver le plan du §44 actuel ; supprimer Xz

Italgorithae d'Buclide. Ajouter la décomposition d'une fraction ration-
nelle en é&léments simples. Rejeter en exercices les alternants et la

décomposition des polynomes homo"eneso
: y &

54~ todules de tvpe fini sur un arzeau vringipal. Garder la méthode
S 3

.~ Ce T Ry = SR g
e5. sssayer e ialire dtegbord les

H

Chevalliey pour les diviseurs élémentai

modules indécomposables, puis l'unicilé de la décomposition en modules

[
O
@
cl

V}Qdécomposables, et enfin seulement l'existence d

Le th. de Heger-smith est suppriné.

';35; Récuction G'une matrice sur uvn corvs comuubatif. Le pler zctuel
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secives e 1'unité., cvorrs finis. Uciliser les dGiviseurs ¢laoien-

Lo

teires pour lz dezonsirsrion de la rrop.1. wonner llexpression.du tol

pose. @m_au noyen ce la fonction de wbbius. svire llextension algebri-

S
at

guement fermes un corps fini et son groupe de velois.

% . Lorps orionncs et corvs ordonnables. Le plem actuel est conservé.

simplifier la cém. du th.i en supprimant ls condition (KPV), on obtient
ainsi en mSze temps le th.1 et la prop.4 . Dans le th.2, remplacer a)
par laz concition que K est DPythagoricien, et modifier en conseguence

la prop.7

Appercice. uxtensions ssloisiennss infi nies.
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$514 -
i un sous-groupe partout dense d'un groupe ordonné G est archimé-
dien, G est archimédien. En particulier, le complété dlun groupe
‘archimédien est archimédien.

Définition du groupe sdditif R de la droite punéricue. Clest le

coaplété du groupe additif Q de la droite ratioanelle. () gtant
archinécien, R 1l'est aussi. Hombres irratiosnels : ils forment un
ensexble partout dense. Définition et propriétés &1én

x5 Foks }xi - Longucur d'un intervalle d'extrévités x ot

entair de

(h\

’XQy‘ ; invariance par translation.

Caractérisation axiomatigue de R .

Tout groupe archimécien comrliet non discret est isomorphe 2

"
£

il en résultera gue tout groupe archimécien non discret est iso-~
:morphe & un sous-groupe partout dense de B . Eo particvlier, tout
sous~groupe de R non récuit a {O} est, =oif fornd des a»ultiples

entiers d'un élézent # O , ‘soit Lartout demse ; tout sous-grouse
& 3 i

’

3

ferngé de R , différent de R , se cozpose des multiples entiers
d'un élérnent.
Zemme : Dans un groupe archimédien coaplet non disecret, la d-Vl=

slon par un entier %O esl possible d'une maniére et d'une seule.

Car si F o= 1im X XV Y 1inm x.entl{olx .« _s"zl existe
: :-:—’&,:;}O plx,y) 5 x—=>U,x5»0 [olx,5)/n) s
(eritdre de Cauchy) o

t cette limite 2z est telle que nz=y . En out
nz = nz' entraine nf

Cela posé, soit G archimédien coaplet non diseret. Choisissons

arbitrairesent acG , a0 . ésignons par dfq is guotlicnt dz g
é

par l?ezltier \’:]Lii ; par pa,!lq lti }}ro“ i de a/q var J_,c—\.‘_lai_ i &2 E) .

98 8" lin afq'= .0 ‘d%aprds Archizéde, donc tout x est Gral a
Qes 17 - ,

1in a/qap(ajq,z)

q —s s

clest dire que les pafq sont partout denses.

e
5
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or, iis forment un sous-groupe G! isonorphe au groupe Q s Ge
6 et R sont isomorphes.
Upicité : il y a un seul isomorphisme f gk de G sur R tel que
f(a)=1 car dans un tel isomorphisme f(pa/qa)=p/q nécessairencnt, et
l'iéonorphia'ﬂe de G' sur () se prolonge d'une seule manidre en un
isomorphisze de G sur R .

Dans 1'isouorphisase, la relation d'ordre est conservée si a >0

inversée si a <0 ; car il en est ainsi pour G' .

Théoréme _de la borne supdrieure. Toute paftie A C R, majorée et
non vide, bosséde une borne supérieure. En effet, les traces sur A
des intervalles [a;~4>[ oh a€A , forment la basec d'un filire de
Cauchy, d'aprés Archiméde. La limite de ce filtre est un point
adhérent a A , et majore A .

En particulier, toute suite croissante majorée a une limito.
Cetle propriété, pour un groupe ordonné G ; entraine que G est
'isomorphe & R oua N': car G est archimédien, et ne peut étre

partout dense dans R sans 8tre = R .

La droite numérigue achevée. On adjoint a R deux élé::ents 5 e OO

~—

> tout élézent de R , -~ oo < tout 6lément de R . R ainsi

obtenu est totalement ordonné ; la topologie de R induit sur R

|

celle ce R . On constate gue toute partie de K- possdéde une borne

Superieure (3 cas & examiner) ; donc R est con act, et comme Q

s

€st partout dense dans R , R aurait pu s'obtenir & partir de ()

Par le procédé du § 1.

R étant coapact, toulte partie bornée et fermée de R  est

Coapacte ; réciproguezent, toute partie compscte doit Stre feramée

dans R , donc ferade et bornée dans R .
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Tout intervalle de ﬁ étant "sans trou" , -é- est connexe ; R aussi.
Les parvies connexes de R (resp. -F‘{-) sont les intervalles de R
(resp- ﬁ ). En particulier, 1'inags d'un intervalle de R ou §
par une applicstion continue dans R ou E? est un intervalle.
Tbu;e comnposante connexe d'un ouvert étant un ouvert, est un
intervalle ouvert (1limité ou non) ; ces composantes forzent unc

famille dénoabrable.

Tout groupe ordonné comzexe non réduit & 1l'unité est isomorphe a R

e

Tout groupe topologique G homéomorphe a R est isonorphs a R

car on peut l'ordonner, et il est connexe.

La multiplication des réels. Foncticns iogarithnicus et exvonentislle:

Chague 2#0 définit un automorphis=me conting  x —> 5,.(x) ¢e 2i-
tel que 8’(’i)::a - Ces automorphisnes forment un grouve G , dont S,
est ifunité ; csux gui conservent liordre sont cenx cour lesguels

£

a2 >0 , ils forzent un sous-groupe G+ . On ordonns G en posant
si agb (car a Db entraine Sa(x) < & (x) pour tout x
rationnpl, donc pour tout x ; et x gy entraine S {x) <8 (y) ).
G cevient un gouye topologique ordonné, connexe puisgue }O,-‘rcvo
o

-est connexe. Donc G est isomcrphe & R (et en particulier

G s'obtient en cozbinani les opérations de G+ avec: la syzétrie
X=2 -x ; C est aussi abélien, et on a la régle des signes.

Yn e ainsi défini le groupe multiplicatif des réels #0 ; clest
un grouve topologique ordonné, qui a deux coapcsantes connexes.

Le produit ab est continu sur G x & o B est coniinu sur G . Mais

le produit de x iar a a-aussi pour valeur S (x) ; coeci permetd de
<

B . - = % - z = s a - SRR 4 A ~ - N
Gefinir le produit de Q prar un nombre, et e€tablii 1z ragle de distri-

1vits : : E e 2 5 e S
but}_v.‘xte. U constlate gue le wTeaudi,  pour les <¢idiasntis de 5
cot - 2 N e 1 :

Qihcide gvec ceiui d4fipi en Algebre.
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L'isomorphisze f de G sur R tel que f(u)=1 so note log -
a
cas a2 >1 , a <1 . Hotation &* pour la fonction réciproque.

Existience de x1/n pour x >0 (ce qui prouve Q,—é R).
: +

Liico-= 3 = e note log -
Y - x_;a—)

La fonction log fournit un honéomorphisme entre les intervalles
- suivants : ]»oo ,+<>°[ et]o,+00[ - )—oo ,O[ et)ﬁ,'i{ 2
]-oo ,0) et )0,1] - En feisant intervenir les translations

et syaétries, on voit qu'il n'y a que ti’ois sortes d'intervalles
(2 des hoadomorphismes prés).

—

Bxtarsion & R des opération

®
0

définies dans R . Propridtés d

0N

i
fonctions nunéricues gui font intervenir 1'addition et la =plti-
- plication. Voir 1la rédaction actuelle.

Cozplénents sur les noyaux de groupges ordonnés. Une fois donnde

D

L généraliser aux

la définition, on constate rapidement gu'on

L)
@

Boyaux de groupes ordonnés la plupart des propridtés des groupes
ordonnés. Ainsi :

Tout noyau de groupe archinédien est abélien, et isomorphe a
un noyau porté par la droite R . Tout noyau de groupe ordonné
Connexe, non réduilt a l'unité, est iéonorphe & un voisinage de 0
dans le groupe R ; autrement dit, c'est un noyau de groups & un
baramétre. Tout groupe connexe G dont un voisinage de ltunité

est un noyau & 1 varanéire, est isomorphe a R ou T . Pour le

Voir, on remarque d'abord que G est abélien ; puis on définit un
Bozozmorphisme de R sur G , et on utilise le th. sur les sous-

€rounes fermés de R .
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CRITIQUES DIEUDONNE AU
CONTRE-PROJET CARTAN

T o e o o owe me e T o

Les aétails du contre-projot Cartan ae semblent en général excellent:
sur la plupart des points od il donne des démonstrations différentes
de celles de la rédaction actuelle, il améliore nettement ces dernidres
et 1a rédaction définitive devra tenir compte de ces heureuses innova-
tions. Je suis par contre complétement opposd au remaniement complet
gu'il fait subir & l'ordre actuel, ne seraitl-ce que parce gue son nou-
veau plan violec outrageusezent deux des : principes bouroach"ues les
10

ailieux établis ; ratlacher toujours, dans la mesure du poscible,

les faits particuliers aux faits les plus sénéraux ; 2° pe pas faire de
Teratolovz@ par plaisir quand on Leut s'en dispenser.

L'amour passionné de Cartan pou? les espaces totalement ordonnés
pe date pas a'hier, cozxue chacun sait ; tant que l'idylle ne met en Jeu

~

ey is Bourbaki

Gue les intéressés, personne ne peut y trouver & vec
estzén droit de s'insurger lorsqu'on veut lui faire partager ces fré-
quentations nalszines ! Jusqu'é preuve du contraire (& fournir, natu-
rellezent, par 1l'intéressé), la théorie des espaces totalesment cordonnés
8st de la Tératopologie pure, une "théorie (F)" dirais-je, en 1'honneur
de notre maitre illustre : pariail exesple de théorie goénérale construi
te rFour un seul cas particulier. Or, dans le contre-projet Cartan, tout
88L subordonné &4 cels : alors gu'on s'est donné beaucoup d

Ch. TI pour ¢&établir des critéres généraux de compaciié et de connexion
Bour les espaces uniformes, voila gu'on nous proposeé ici ée déncantrer

£

les Bropriéiés de cettie nature Lour la droite, en faisant appel aux
theorOﬂes sur les totalezent ordonné s acuevés. Clest vouloir & tout
Qu'on ge paie notre iéte ! Il sexble en outre qu'eon ne puisse rien fair

Sans blonger la malheureuse droile, qui n'en peut msis, duans son




h: : ' : AMe

e L
porrible "achéveuent” , triste exemnple de l'intervention bien connue

du diasble en Mathénatique : et su lieu de passer au plus vite, en
jétgnt un voile pudique sur cel espace honteux, il faudrait en faire

le pivot de toute la théorie ! Pour ma part je ne marche pas.

Si on veut d'autres exenples de ce golit du barcgue et du singulier,
.qﬁ'on admire la définiiion des fonctions semi-continues inférieurement,
‘lorsque l'espace des valeurs n'est pas achevé : & quoi cela peut-il
bien servir ? L'auteur ne nous le dit pas. dais le joysu, & mon sens,
est le défiritior du produil de ceux nombres réels, avec le grand
rétablisseanent pour trouver le prcduit de U par un nombre, et la
*econstatation" remarguable que, pour les nexbres rationnels; on
retrouve le produit habituel ! C'est de la haute voltige ; zais on
se desande ce que pensera le ﬁalheureux lecteur lorsgu'il voudra
appliguer la mém méthode'au produit des p-adiguss, par exemple, ou
a la complétion d'un espace linéaire 7

Je regrette particuliérezent, dans le contre-projet Cartasn, la

©

dislocation du ch.VI : 1'idée de faire sortir llexponmentielle et
les fonctions trigonondtrigues d'une zéme source, le théoréme sur
les groupes a uﬁ paranétire, :.'a toujours paru une des plus heureuses
de Bourbaki ; il serait désolsnt qu'elle disparaisss. 5n outre,

on ne VOit guére le bénéfice de cette opération ; pourqguoi a-t-on
besoin de 1'exponenticlle dés le début-? Dlaprds le texte, cela
.servirait & la définitiorn du produit ~(voir ci-dessus), aux
homéonorphismes d'intervalles (o4 la fonction x/(i+|x}]) Jjoue

A S B g / :
a¥antageusesent le x8me réle) et coflin & définir x'/B | pour lequel

1

o

le théorcme sur les homéoncrphisnes d'intervalles fournit une défini-
tion indépendante naturelle qu'il serait dommage de ne pas donner. Tout

cels ne Justifie pas,'é mes yeux, le bouleversencnt proposé.
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CONTRE-PROJET DIEUDONNE POUR
LES CHAPITRES IIT et IV.

Radl ol R P

CHApITRE 111 . On blogue dans un 2 5 toutes les guestions relatives
aux noyaux de groupes généraux, actuellement dispersdées dans le '§1

et insufflisamzent développées pour la suite -

? 5 . Noyaux de groupes.

Définition (celle du texte) ; carasctérisation des Voisinages de
1lorigine, avec le notbre minimum dlaxiomes (voir le projet Cartan
en Annexe). Sous-noyau ; Tesiriclion d'un noysu & un Yoisinage de
1tunité. Hoyau engendré par un voisinage de l'unité (il existe un
Voisinage syadétrique Vo de 1'unité tel gue, pour tout volsinage W
de l'unltv, toul clément de V, soit composé d'un nozbre fini dt&lé-
aents de W). Hoyau quotient. Structures uniforues (gauche, droite,
bllahere) sur un noyesu. Compléiion d'un noyau. Lsomorphis suie, isoanor-

phisme local.

CHAPITRE IV . Nombres réels.

§1. Hoyaux de croupes ordonnés.

Définition d'une relation dfordre sur un noyau de groupe topologigue
(abélien ou non), -compatible avec la structure de ce‘noyau (voir
Annexe). Propriétés des ensembles P (&ldments rositifs) et W (81¢-
dents négutifs. Inversement, ces propriétés définissent une siruc-
ture diordre compatible avec la structure de noyau. -

La topologie définie par la relation d'ordre est localoment iden-
tigue & celle du noyau. Cas ok on se donne d'abord la relation a'ordre
et ot on en déduit la strucilure de noysu {veir Annexs ; tas particu-

lier des groupes ordonnés {giobaux).




“142,

- 2t

5i N' est un sous-noyau partout dense d'un noyau de groupe ordonné
N , la relation d'ordre induite par N sur N' est compatible svec 1la
structure de sous=-noyau de N' . Réciproquement, une structufe dfordre
sur B! , compatible avec 13 structure gde noyau, 50 prolonge dlune
maniére et (localement) d'une seule sur N .

Dtoh la complétion atun noyau ordonné.

Condition pour gu'un noyau ordonné soit engendrd par un voisinage
quelcongue de l'unité : noyaux archimédiens. Tout noyau archizcdien
est abélien (ddémonstration de Cartan). Tout noyau connexe ordonngd
-est archinédien (s'il existe =z >e et ¥ tel que x® -y quel gue
soit n entier >0 , 1l'intervalle [e XJ engendre un groupe contenu
dans le noyau, qui est nécessairement ouvert et fermé, et ne contient
paé & » d'0d contradiction). Le conplété dfun no Oyau archiadédien est
archimédien. Cas particulier des groupes globaux.

¢ 2. Définitions et propri¢tés fonaanentales de la droite nunérigue.
5

Groupe udaitif R défini comie le conplété du groupe additif.
Q des rationnels. Il est archimédien. Les irrationnels sont
Partout denses. Existence d'un systdme fondamental dénombrable de
Voisinages. Fonctions Xf, XT, ix} , propriétés. Longueur d'un
intervalle ; invariance par translation.

Caractérisation des pariies comnao*ns‘de R (théorime de Borsl-

S

Lebeswue) bar le critére de compacité des un;forﬂco et Archimd

a

£
LS e

Q

Théoréne de la berne supérieure (on se raméne & un euseuble contenu
dans un intervalle compact, et on appligue le raisonnerent de Cartan).
- Caractérisation des intervalles par le th. de la borne supéricure
(i a ot 1 sont dans I et a <« b, tout ¢ tel gue = £c LD “est

dans 1 ),




i
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Caractérisation des enseables Cconuexes sur la droite (comne dans
la rédaction sctuelle). La droite est localement connexe ; tout
enseable ocuvert a une fazille dénombrable de conposantes (par llen-
semble dénombrable partout dense).

§ 3. La zulliplication des nombres réels. Prolongenent de Xy et

de 1/x de (2 a R (en a appliquant les théorémes &énéraux de prolon-
gement). Prouriétés ; R est un eorps ; continuité des golynomes |
et des fractions rationnellss. '

Caractérisation des homéomorphisaes dtintervalles (fonctions con-
tinues et strictement monotones). Applications :°10 classification
topologique des intervalles (3 en“eces, deux & deux non hoaéonor-
phes), & l'aide de la fonction x/(i+]x]). 2° Dérinition de x1/?
poﬁr n entier >0 . '

§ 4. La croite nunérigue achevée. Rédaction actuclile, gllégés des

8e¢ries, et abrégée si possible. On peurra rezarguer, si on veui,
gue la croite achevée aurait pu étre obtenus par le procédsé général
a'achdvement d'un ensenble ordonné guelcongue (et non ssulement

G'un totalezent ordonné) gutil aura fallu donner au chapitre sur

‘les ensenbles ordonnés, dans ls Livre I .

§ 5. Fonctions nuzérigues.

Rédaction actuelle, en ordonnant nieux les aiverses propriétés,
€ozmme le veut Cartan. Comne application des linites suivant un
filtre, somme c'une famille de nombres réels : on ordonne par inclu-

8ion les parties finies de l'emsezbles d'indices I , on a zinsi un

2 =
. - . Cq . 2 - 3 A s
ordonn¢é filirant ; 81 & est le filire des sections correspondant,
S"’
€yre 3 b Z e TR 33 \ omad <> did
la fdull;e x Jdo 1 @& pour somme lim o (a§ - x.). 8i cette
A

linite existe lorsque H parcourt le filtre < ; toutes les

WA
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propriétés des somzes de nombres réels se dédﬁisent trés aiséuent
de ié et des Prppriétés aes limites. Somae d'une famille de
fonctions nuaérigues.

$ 6 . Approximation des nozbres irrationnels. Puissance de 0,

Conze fait.

appendice I. GiEspaces toialement ordonnds. On y zetirait tout le
§1 du contre-projet Cartan, abrégé de préféfence, et de nosbregx
exercices.

Appendice I1. Hombres p-adiques. Y faire ce qui est actuellezent en

exercices aprés le § 5 , sussi succinctenent que possible. 11 serait
bon d'avoir d'autres exercices sur le sujet ; on en demande aux

spéciglistes.

CHAPITRE VI. ¢ 1. Utiliser les =méthodes de Cartan pour les grouges,
adaptées aux noyaux de groupes, coame il le signale & la fin de son

contre-projet, et qui sinmplifient considérablenent 1l'exposs.

Annexe (d'aprds des papiers Cartan).

I. Hoyasux de croupes générsux. Il seisble préférable de commencer a

donner la définition du texte, paralldle & celle ues groupes topolo-
&igues. ii-B.- Ceci n'est pas l'opinion de Cartan, qui voudrait uni-

Guement partir du filtre IB‘ , comme il est exposé ci-dessous.

Qn en déduit les propriétés du filtre I§ des voisinages de 1'unité e

dans le noyau :
(EGVi) Quel que soit x suffisamment voisin de e , et UE€
existe V e I§ tel que xVx~ ! .U

(NGVII) Quel gue soit U'G'I} S L éxigté ¥E ) tel guo ¥V U .

TRk
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(FGVIII) Quel que soit U € 13',>i; existe Ve 23' tel que v e B,
(NGVIV)' Quel que soit U e ')3 ; GEN
Dans l'énoncé de ces axioues, il est entendu que l'existence des
expressions xVx"1, v ; ¥ qui ¥ figurent-est en outre affirmée.
Béciproquement, donnens-nous un ensemble B £iltré tar un filtre IK :
satisfaisant & (HGViy) pour un élément e de E ; supposons définies
sur un ensemble V  du filtre i[f des fonctions x.y et x-1 , et de
sorte gue les axiomes (NGV ) et (NGVliI).soient remplis. On cozmence
'par.déduire de ces axiomes que, pour tout n entier >0 il existe
un Vné I} tel que le coaposé (pour le moment non associatif) de n

éléments de Vn cu de leurs inverses existe toujours. On peut alor

0}

énoncer en prenief lieu les axiones algébriques sur les fonctions
x.& ot x™!
(i{(}]':) - wuel que soit xeV , e.x = x .
(HGEI). Luels que scient x,y,z' dans V3 , x(yz) = (xy)z .

De ce dernier axiome, on déduit 1l'associativité d'un produit de
n éléments contenus dans Vn -

Rt % . e S 1 4+ —
(“GILI) Quel gue soit x:éVé , KB E oG

Enfin, on peut énoncer (NGVI) en supposant x et V contenus
dans V. . '

5

Reste & montrer que

ct

la structure satisfuisant & ces axioaes es
une structure de noysu de groupe :
» 8l X assez voisin de e , x=e ; en eifet, on a
g m e =1
T.X =X X =606

1) si ‘XZ::X

I
S

-1 2 -
8t X" 'x® = (x7'x)x = ex
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2) si x est assez voisin de e , xx~'=e. En effet, on a
XX X =% dene w arlogacl -1
d'ot, dtaprés 1) , xx"1 = e .
3) xe = Xx 1x = ox = x .
& =i xy=o 2" xy = §:1e = ,donc y=ey=x"1.
5) Bl ax =x , axx°17§;éf, donc as = a = e .
6) (xH =0 , done (x'1)°1x°1x = ex =x , d'od (x°1)nie=x.

fDans ces 4 dernicres propriétés, on a toujours supposé les éléments
gui y figurent suffisanmenl voisins de e .

De 4) , on tire encore que (xy)°1=y‘1x"1, ear xyy-qx'1=xex°1=e
toujours en supposant x et y assez VOisins @e e .

Ceci posé, on définit une topologie sur V; en tkranslatant a
gauche ou a droite les ensembles de XK ; et on voit gutavec cette

1 3 ' ~ =
sont continues (néme raisonmeaent gue pour

topologie xy et x~
un groupe).

I1I1. Hoyaux de groupes ordonnés.

On considére un noyau de groupe sur un enseable E , et on suppose
que E est muni d'une relation dfordre telle gue les intervalles
- ouverts contenant e forment une bass du filtire '15 . On suppose
en outre que x <y entraine xz Lyz et zx< zy pour Xx,y,2z
suffisamrent voisins de e . ¥i ces conditions sont remplies, on dit

-que la relation d'ordre sur BE est compatible avec la structure de

)
’

[
N

,l_‘

(

d0yau de groupe. La topologie du noysu est identigue & c«

L

délfinie par 1l'ordre.
On peut inversement définir la structure de noyau ordonné en

-

: : : 1 Sl etk : -1
Partant de la relation d'ordre sur E., et des fonctions x.y et x :
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supposées définies dans un intervalle ouvert V, contenant e . Sur

ces fonctions, on postule d'abord les axicaes (HGi) 2 (HG:EI) ,(:’sIGiII)

lorsque les expressions qui y figurent sont définies. On surpose

Loanaok - :
applique Vg dans V, que xe=x , xx '=e et enfin que

en outre que x~
x £y entraine xz < yz el zx  zy si x,y,z sout dans Ve o
On en dévuit en premier lieu que, si x pe , xeV_  ,onax e

1

En effet, si on avait x*' Se , on aurait =x 'x >ex , ce qui a un

*

* -1 ; : = e
sens pulsque X e,VO , et donne e >zx , contrairement a4 1l'hypothése.

= = e & -4 -
dontrons ensuite gue X »y , x et y dans Vo 5 entraine y : > X ;

z

C'lest evident 81 x e3>y , d'aprés ce qui précéde ; il niy a &

I

A

exaniner que le cas ot x>y »e . Om a3 alors x5 >yy = e ,

: -1 -1 : -1 - ‘ -4 =
et comme y <e , xy .gXe=Xx; dome xy £V ; alors x '(xy =)
a tn seus et est ézal & (x 'x)y ! = y'1 , et de x;v”‘ >e , on tire

-1 -1 -1 -1
BN ) =Y  >XxX ‘e =X ..

Le raisonnement de 6) (veoir plus haut) montre que (x~ 1) 1=x =
donc que V, est synétrique. Le raisonnezent de la rédaction acluecl-

le perzet alors de voir gque x.y et x"1 sont continues au voisinage

de e , d'oh la structure de noyau.

-




