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OBS ERVATIONS DU CONGRES DE PARIS (18-20 janvier 1947)

H e g ff;li'«“n' H
sur le Chap, X de Topologie générale,

e

Titres du § 1: pour les n°% 2 et 3, on préférerait: "convergence uni-
forme sur les eneemblas d'une famille",[ef. le terminologie de la
a8£.2], :
Peby prop.2: référer bventuellement £ la condition de stparation des
espaces uniformes, Modifier
PeTy prope.4: AXXEXZINYAE 1'énoncé de la prop.; HHEFPIHNEP LIAHAEAXELL
KAXAEWHEX QXX EY ARMBHEREAL TANTABTEAXPHARTRENX " 01t P un filire sur
F (8,7) ; pour que P soit convergent pour la structure Ug , il
faut et 1l suffit qu'il soit un filtre de Cauchy pour Ug et qu'il
converge pour 1A5‘",' Lignes 4 et 5 de la démonstration, &crire:
"eootel que (u(x),v(x)) ¢V quels que soient u et v dans H, et x dans
A; comme u, (x) soe™s Ligne 7 de 1z dém,, supprimer "mais"; lignes
8=9 de 1s dém., supprimer :'"on 2 (u sV) € W(4,V) pour tout v €H, ce qu
démontre gue”,
Ps7, théor.1:ligne 7 de 1la dém. (1ere ligne de la p.8), remplacer "il
faut prouver®" par "il suffit de prouver”,
P.8y th,2: ligne 8 de la dém., rajouter "en vertu de 1la continuité
de u" entre "d'autre part" et "il existe un voisinage®,
E.10s prop.6: on demande le retour 3 1'ancienne rédaction (prop.4
de la redaction antérieure):" Si un filtre.... dans un ensemble 4,
il converge uniformément dans 1'adhérence A " A Za fin de la dém,,
supprimer en conséguence: E= .
Question genérale de 12 topologie déduite de la structure uniforme

U(EsF) o= On a oublié, au Chap.II (Struct. uniformes), de dire que
la topologie déduite de la struet. unif, borne sup, d'une familleg
de struct., unif, U,, est la bornme sup. des topologies dkduites des
W, I1 faut réparer cet oubli au Chap.X (ou d43j4 au Chap,IX, &
propos des écarts), et appliquer ici 2 la topologie ZETAIEE de 1l'es-
pace uniforme fﬁg (Ey#). Ce principe permettrait d'alléger des &non-
cés, ou tout au moins des éémenstratiens, relatifs 2 la topologie

de la convergance compacte: on est chague fois ramené &u cas d'un

ﬁkﬁ;w*&v“ espace compact et de la conwergence aniferme.j?ar ex.:"prap.7p.sar
laguelle nous faisons d'ailleurs toutes rbserves: la bonne caracté-
risation de la %opologie de 1la convergence uniforme sur un espace
compact est celle donnée PEE au § 2 , corollaire de ls Prop.7. lous
demanderons du reste que ce "corollaire” soit érigé en théoréme! Ia
props 7 du § 1 pourrait 2tre relégube en exercice,
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e, P
Pelly props8.- A la fin de la dém., 11 est canularescue de faire ap-
pel au théor, qui dit que tout sous-groupe ouvert est fermé: prouver
directement, ce qui est immédiat, que 035(E,F) est fermé,
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§ 2, np gg 11 rédzction de la remarque 1 qui suit 1a prop.2 : "dans
1'2noncé de la Prop«2; On a supposé le filtre qD(x) econvergent pour
tout x , il suffit de supposercp(x ) eonvergent ", ,
$ 2, n® 2 : 11 faut arriver le plus vite possible £ au coroll, de
la prop.7, qui devient theoréme. Voici des suggestions precises sur
l’ordre 4 suivre., Le n 1 prend fin aprés la prog.z et les remarques
qui la suivent, Le n° 2 commence anssitét, avec la prop.4, dont on
abrégera an mazimum la demenstraticn. Puis, uniguement pour espaces
comgacts : prop. 3 auivie de 1l'actuel eorols de la prop. 7, qui devid
ent théoréme et s'énonee ainei: "soit E un espace compact, F un espac
uniforme séparé, H umne partle de l'ensemble ggs ag liecations eentlnuej
de % dans P ; sur H, ia togologie de 1&.@anver§§ﬁce EERFAEEE est la
moins fine des toyologies séparées telles guef "ayplicatioa (ayz)—o
_ulx) de HYE dons P se%%*eentinue~“'ﬁn“tza&&i% ‘ensuite ces résultats
pour un B topol, quelecngue et 1= cenvergehce BuT les parties compac=—
tes, Prendre la peine d'expliciter dans. le eas &‘un espace localement
gompact, et donner le eorellalre (important): "si 10 est un ensemble
. d'applieatlens eontinues d'un o4 localement compact dans un P uniforme
: separé, et 8i H est muni d'une tepologze telle gue (u;x) > ul(x) soit
une applicaticn continue ﬁe BXB dans B, et telle que H soit com et,
alors cette toselagie sur H est celle de iz convergence csmgacte“
[Cela sert dans la théerie _des noyaux de groupes de transformations],
Annoncer 1'étude ﬁes ensembles eompacts pour la eonvergence compacte
(§ suivant). - ﬁa.nteaant, on peut traduire les résultats précédents
dans.le langage des 9pplzeations d‘espaees produits: vienment iei le
~eorellaire de 1ls Drop. 4; et la. 9rep._5 gul n's pas besaln de nouvelle
&émsnstraticny~ ETH AU EX2 cette traduction pourrait faire llobjet
d'un n 3 pour décharger le n° 2.~ Ainsi finit le § 2.
'§ 3, n° 1: supposer tout de suite que les easemblea de G sont fer-
nés, ; :
§ 3 n® 2: ligne X1 du n° s Supprimer “autre”

ReSAniRRaHlTLNEE SHERE Remarque suivant la prop. 1: au lieu de "la
eonditlcn necessalre que nous venons é'cbtenir”. ecrlre #lt'equiconti-
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nuité de H relativement 2 toute partie Ac © », ‘ 7
§ 3, n° 3t técher d'éclairer la lanterme le plus t8t possible: le
lecteur se demande o 1'on veut en venir, Dire, au 4 moins pour le
théor. 2, qu'on va s'intéresser 2 la convergenee compacte,

§ 34 n° 4: le théordme est-1i1 4'Arzels ou d'Ascoli?

§ D3 n° 5: donner l'exemple: si E est un groupe topologique séparé,
muni de sa structure uniforme gauche, et si est un espace uniforme
séparé, si enfin x—af(x) est une applicatien uniformément continue

de E dans P, alors les x ,>réuw) forment une famille uniformément
équicontinue.

ﬁ 33 n° 6: dire que le plus petit emsemble convexe contenant une fa-
mille &quicontinue est &quicontinu avee méme module d'eculcontinuité.
Iden pour les enveloppes supéricures et inférieures finies, Alors

le corollaire de la prop. 7 se raméne immédistement 3 1a PToeps 24
Qubli: pour la prop,2 du § 3, il faudrait faire la remarque explicite
gque les Bléments de H sont des fonctions continupes.

D'une meniére générale, ce § 3 laisse une impression pénible, mais
nous n'avons pas su faire mieuxi Il faudrait pouvoir ailéger, mais

¥y e~t-1il vraiment guelgue chose'en trop? L'touicontinuité est-elle

. intéressante en soi,ou seulement dans la mesure od elle en%raine la
compacité 2 ' ,
Restent les n°% 7 et 8 relatifs aux graape§~éfhcméﬁmcrphismes. -

Il nous semble qu'il y a 2 choses, X'8suicontinuits et 1= compacité
des groupes envisagbs, et 1'&quicontinuité semble avoir un intérét
pour elle-mbme (prop.9), indegenéammeat des eritéres de compacité,
D'autre part, pour chacune de ces questieas, il y aurait deux points
de vue: le point de vue global, le seul envisagé dans l'actuelle ré-
daction, et le point de vue loeal, dont il é%ait question dans 1a ré-
daction antérieure, Enfin, reste la guestion de savoir g2%il y a inté-
rét 2 envisager autre chose gue des gropees d'hombomorphidmes, notam-
ment au théoréme 4: guel est 1’intérét¢ de eés‘gr&upes de permutati-
ons.gui ne sont continues gue sur les eampaets? Avez-vous des exenple
ﬁrécis en vue % :

?ailé ‘beaucouyp ée'qaesﬁicns, EBYIEE FAAE Aumquelles nous ne voyon
pas de réﬁense nette, CARTAN suggldre qu'on substitue au théor. 4 le
théordme suivant (formulé dans le eas d'hsmeemerphiames d*un espace
localement eompae@k "Soit G un groupe é'hcméomorphlsmes ‘d'un espace
localement compaet B. 8i, lorsqu'en munit G de 1a topologie de la
convergence compacte, il existe dans G un voisinage symétrique H de
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1'6lément neutre qui soit relativement compact dans ¢ (E,m), la
- topologie de G est compatible aveec la structure de groupe, et G&est
sous-groupe partout demse d'un groupe ) d'homéomorphismes de E,
groupe qui est localement eompact pour la topologie de 1a convergencd
_ecompacte.” Pour la démonstration, on montre que uov et} % sont des
'applications continues de GXG (resp. G) dans G, uniformément continueq
sur H¥H (resp. BY; ces applications se prolongent en applieations
continues de HXH dans G (resp., de H dans H), et on montre que G se
compose des uov, od ucH et veG. »
En conclusion, il y esurait lieu d'&tudier une nouvelle rédaction
%8 sur les groupes 4 homeomorphismes, avant de dcnner le manus-

om0

des n
erit 2 1'impression,

Bien entendu, la prop. 11 tombe, puisque nous avons demandé une
PTODs analogue pour le cas d'un ensemble quelconque (pas seulement
un groupe) d'appllcatlons continues (ecf. § 2, n° 2),

§ 4: approx. des fonctions continues numérigues,
Dans l'thothése ol ce § est maintenu au Ch.X (Voir plus loin),
il importe d'abord de ne pas tratner le boulet des applic. eontinues
4 valeurs dans un espace normé: ou en n'en parle gu'td la fin, ou, si
wfan en parle au débuty; etest pour les liguider immédiatement, sans
cacher son jeu et sans attendre le eorollaire 1 dont la démonstration
est scurrile, El faut tout de suite montrer que les pmrtitians conti-
ffhues de 1l'unité permettent d'approcher les fonetions & valeurs dans
A,F par des comb. linézires (4 coeff, dans F) de fenctions nunérigues,
_Aprés quoi on ne parlera plus que de‘ces dernilres,
: D! autre part, lao lecture du § prouve sans conteste combien il se-
rait commode de pouvoir parler de. "partition subordonnée & un recou-
vrement ouvert fini", On demande done 2 nouvean que la d&finition en
-~ soit donnée au Chap,IX.
Enfin, quelles gue soient les méthcdes gu'on utilisera, il est
finfzniment désirable d'expliciter le "th, de Stone" sous 1sa forme:
Yannean de fonetions numériques eentenant les constantes, et séparant
les points de l'espace". lLe plus souvent, e¢'est sous cetie forme qu!
on a & 1l'appliquer, Nows soupsonnonsesuscis HeETE
5 L Question méthode: il est clair gue jous les thécr; d'approx. de
ee paragraphe sont des conséquences immédiates du th, de Stone ci-des-—
ﬁg:g:?‘ﬂ*w susz,par conséquent; si onwpauvait,demontrer directement, le plus vite
%:ﬁf&ﬁ& - possible, le th, de Stene,-tout serait fini, Mais nous ne connaissons
pas de éémpnstratien.qui ne fasse intervenir au moins un petit bout
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de Weierstrass, ne serait-ce que le développement en sé&ie de (1-u7§
f‘f On est alors rament 4 montrer que tout espace vectoriel/ae fonctions

continues numérigques, rbticulé (£¢V entratne B\ eV), qui contient
les constantes et sépare les points de 1'espace (eompact), est partou
iggsea%%nse%n%nsgmbigunggéfonctions cont, num,;ce qui se démontre av

& AE X HES AL LLEhE .dxEXII&KIEﬁKﬁXXXKXﬁKIKxXIZXiﬁZXlﬂXﬁﬁZ&Kiﬁﬂi
KﬁliiﬁixiﬁéﬁﬁlxIZXIEEK§XXEEXﬂﬁlﬁiﬁfﬁﬂﬁKXEKIXilﬁxﬁxIﬁiﬁKEEXEZXI6ﬁ5XIK
EEEZE Yals cela néeessite aussi le "lemme de déeomposition® dans un
reticulé, ce qu'on peut considérer comme une raison pour rejeter cet-
te maniére de faire, ou au contraire comme un argument en faveur du
lemme de décomposition, qui n'intervient pas seulement dans la theor§
de 1'intégration,

81 on se rallie au point de vue du rédacteur ét,qu’on nette 4 Xa
base des th, dtappr, le th, de Weierstrass, alors on & besoin de 4é&-
montrer £ part l'approximation sur les produitsy (ce qui est inutile
dans 1l'autre manidre de faire, puisqu'elle résulte de Stone), et en

outre i1 y a l'inconvénient esthétique d'avoir {pour démontrer la
_ props3) 4 faire un prolongement &'Urysohn gui, aprés eoup, ne sert
& rien, °* ,

Reste la question de la ‘méthode 5iempléyerf§our démontrer Weiergiy
strass, Ces gquestions de méthode avaient 4 peine 2%& envisagées lors
de l'examen de la préckdente réiactiom (&%tat 3), qui %2%tait la premi-
ére od l'on parlft de 1l'appr. des fonctions numériques, Argument con-
tre Bernstein: e'est artificiél sans le contexte des probabilités,
et cela n'"explique" pas la raison de l'approximation par les poly-
-nomes, qui réside, nous semble-t-il, dans 1le fait que, sur le groupe
additif de la droite numérique, le produit de compositicn d'une fonec-

~tion continue, nulle en dehors d'un compact, et d’un_gglvnnme est
un polynome de m8me degré. L'approximation avec les polynomes-noyaux,
qui donne en mlme temps 1'approximation uniforme des dérivées quand
celles-ci existent, pourrait fort bien 2tre donnée dans le Livre &lé-~
mentaire, et il apparait finalement que c'est bien dans ce Livre que
- serait la vraie place du th, de Weierstrass, - Argument pour Bermste
 précistment parce gue e'est artificiel, c'est 2 sa place dans le Ch,
—X, o 11 est impossible de donner des idées générales,éur la guesti-
on, et od on doit se bornefr & arriver d'une maniére ou d'une autre
au résultat, puisque c'est ce résultat gu'ocn désire,

En conclusion, pourguoi désire-t-on tant obtenir ce résuliat aun

Che X7 On a l'impression que e'est pour "rehsusser l'intért du

—
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Chapitre”™ | Ce qui nous parait bien dans la ligne des Ch.IX et X,
cl'est l'approximation sur les espaces produits et l'utilisation des
partitions continues de 1'unité. Weilerstrass ne peut arriver que par
raceroc. ,

Hous posons donc encore une fois la question de savoir si Welergtyd
strass doit étre maintenu #H en Topologie génbrale. 5t nous posons
aussi la question du produit de composition et des noyaux sur la
droite, pour le Livre &lémentaire,
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THEORENE, - Soit G un groupe XAFEIAZIGHE d'homéomorphismes d'un espaé%
localement compact E, EFEUPEXAURIXAXUNE X KADBIBELEX LEFHRATIHYE X AFEE
mﬁnitggt1aXEXKXﬁﬁKXKXEXKKX@XEK&EXXXKXXEXEEEXIXK@EXXKﬁXXBKXXﬁ%%%%%%gé%%XﬁKXKXE
top. de lagdAAEXTXEHEIXXEARLIXAEL (Zupposons 1l'existence d'un voisinage H de 1'
conv. COMPaytnent neutre e, qui soit relativement compact PEREAXAXXADEXLTLZIE
dans ‘&(E’ng@%%?gﬁ%{%%%%fﬁ( %giug%ﬁrg'éreze%gl)lbeAlors la topologie de
EXERE R T B A T A R H T G EE A BB LR PAATEY e 5 & 5o} sous-groupe parbout
dense d'un groupe.E'd'homéomorphismes de E, localement compact pour
la topologie de 1ls convergence compacte.

TEAEX AL 2N F 8§ L EENE XK ERRFE X AR E XX EX KB BB AL L EX A B B BB E X EEAABXREXLE
BERFZXEFAREFEE Y XA X XERE LT XX AETHER EEERLGH BXREXXEXA B AR BERE AT ELERD PELXAB
X&XKKK§XXKKK§§XX§XXEKX&&XﬁKKXﬁEXXﬁﬁEXZFEKKXi sur H

On et montrey que u v et ﬁlsont uniférmément continues lorsqu'on
munit % de la structure uniforme de 1la convergence compacte..

De plus, u v et u sont continues sur G. I ALZIFAZ X XZAKEFERER
AEYBXAEHE IO A RY RIS MR XHA I FEXEANALEXAE Soit G 1'adhérence de G,

et H 1'adhérence de H dans (ﬁC(E,E). L'application uev de HYH dans G,
et 1l'application u de H dans H, se prolongent en application unif.
continue de'ﬁiﬁ'danslg, et en appl. unif, continue de H dans H.

Cela prouve que les éléments de H sont des homéomorphismes. Reste &
prouver gue Efse compose des u VvV, ou u %: et v G; les éléments de
G sont donec des homéomorphismes, et il reste & vérifier que'E'est un

groupe.




