COTE DELES 007

TEXTE  GEOMETRIE. ESCORIAL
[EN 3 ETAPES]

FONDS

NOMERE DE PAGES NUMERIS

NOMBRE DE FEUILLES PRISES EN COMPTE

14
14



d% IBTRIE, ESCORIAL.

"f. Th/orie locale de 1’ensemble des fonctions continument différenti-
ables dans R".

Définition de 4f, f prenant ses valeurs dans un vectorigl ar-
bitraire. Dérivées partielles (non 4quivelence). Fonctions continu-
ment différentiables (équivalence avec lés dérivées partielles con-

tinues).
Fonctiong de fonctiong; invariance d’ﬁne relation entre différen-
tielles (sans coordonnéesg) . '

Cas des flonctions & valeurs numériques: espace vectoriel des
différentielles.

Transformation continume t différentiables conservant 1’orie
gine, dans R" (localement). La différentielle = transformation 1i-
néaire tangenté. |

| La condition nécessaire et suffisante d’méomorphie locale
est que 1z transformation 1iééaire tangente soit biinivogue. Moyen
d’expression: par 1’algébre extrériefure, et par le jzcobien. Les
‘transformations homéomorphes continument différentisbles conservan
o forment un groupe G. L’ensemble des fonctions continument diffé-
rentiables est invariant par G, et réciproquement,

Plus généralement, un systéme de fonctions f;(x)y x dans Rn,
1= 3830 ¥ = {fl’fQ"."fp} déerit dans RP une variété v;
le rang @eexmystimes du systéme des df; = le nombre des f; indépen-
dantes = la dimension de V.

xRy
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(N.B, Définition de 1= différentielle: c’est un 41ément d’un
espace vectoriel, mmimmxfuik correspondemt d’une maniére biunivoque
et homomorphe aux classes de fonctione ne différant gue par un
o(distance), défini sur 1’ensemble des f@ncticns qul ne différent

d’une fonction linéaire que par un o(distance) ("lindarisablest) )



II. Variétés localement différentiables.

Définition.
Espace des différentielles; espace linéaire tangent (comme dual
du précédent).

vorrespondance des VP dans V© avec les variétés lindaires dam
1’espace tangent.

Structure induite sur une VP contenue dans V@,

Construction de 1’algebre linéaire sur 1’eppace des diffé-
tentielles et sur 1l’espace tangent. Element linéaire & p dimen-
sions. Emxmesxdiffé Tenseurs sur VO,

(N.B. Dans les formes de Pfaff, il faut introduire de nou-
velles espéces de fonctions comme coefficients).

Systémes de Pfaff. Variétés intégrgles.

Différentielle ("extérieure") d’une forme de Pfaff, Regles
de calcul.

Systémes complétement intégrables (& partir des équations

différentielles ordinaires, avec existence par Leray).

III. Groupes de Lie. Espaces homogénes, par le repére mobile.

IV. Espaces de “iemann, de Cartan, de Bourbaski, et tous autres.




GEOMETRIE. ESCORIAL.

I. Théorie locale de 1’ensemble des fonctions continument différenti-
ables dans R°.

Définition de df, f prenant ses valeurs dans un vectoriel ar-
bitraire. Dérivées partielles (non équivelence). Fonctions continu-
ment différentiables (équivalence avec les dérivées partielles con=-

tinues).
Fonctions de fonctions; invariance d’une relation entre différen-
tielles (sans coordonnées).

Cas des flonctions & valeurs numériques: espace vectoriel des
différentielles.

Transformation continume t différentiables conservant 1l’ori-
gine, dans R® (localement). La différentielle = transformation li-
néaire tangente.

La condition nécessaire et suffisante d’hméomorphie locale
est que la transformation linéaire tangente soit biunivoque. Moyen
d’expfession: par l’algébre extrériefure, et par le jacobien, Les
transformations homéomorphes continument différentizbles conservant
o forment un groupe G. L’ensemble des fonctions continument 4iffé-
rentiables est invariant par G, et réciproquement.

Plus généralement, urn systéme de fonctions fi(x)’ % dans Rn,

i 2352000305 § = (fl,fg,...,fp) décrit dans RP une variété v;
le rang s=zxxsysizxex du systéme des df; = le nombre des f; indépen-
dantes = la dimension de V.
xBx
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(N.B., Définition de la différentielle: c’est un 41lément d’un
espace vectoriel, mmXmrxRakk correspondzat d’une manidre biunivoque
et homomorphe aux classes de fonctions ne différant que par un
o(distance), 4éfini sur 1l’ensemble des fonctions qui ne différent

d’une fonction lindaire que par un o(distance) ("lindarisables") ).



Notion de structure locale et peincipe de globalisation.

I. 50it o un point (&it "origine") dans un espace topologicue E. On
congsidére les transformations Ty définies ERyRoRXIRNERX@AREXIRYVER

exxkopeivgigweg dans un voisinage suffisgmment petit de o dans E, pre-
nant leurs valeurs dans E, telles que To = 0, et topologiques dans
un voisinage de o; deux transformations T sont considérées comme

égales si elles le sont localement, i.e. si elles sont égales dans
un voisinage de 0. Les T forment un groupe, le groupe topologique
local en o dans E. Soit G un Sous-groupe quelconque de ce groupe:
G constitue par définition une structure locale de E au voisinage
de o (géométrie locale, au sens kleinden du mot géométrie).
—H—Seit-V-un-espace- -queleonque, -O0n suppose qu’lon. dlt fait correspondre
—a—tout-point- ﬂ§i§§;¥£nxgxx%-uﬁe—feﬁct}oﬂ, éf : -e—Gans-un-voisinage
~{kk%}ﬂif&8n3r~et representany tOpologlcuenent celui-ei sur un voigi-
nage-de- p, et-on- sup@ose que- si @fux /ff”:
13T, On, suppose 3 prnseat que E estznn espace R (plgﬁfégnéralement, on

pourralt prendre un espace dé groupey, ou un“éspace homogéﬁé).



ceux de....

On rappelle ce qu’on entend par BRRMEHARXEXFURKUPEXXEXREX
structure d’an ensemble fondamental c’est un sous-ensemble d’un
certain ensemble conmstruit par lec opérations fondamentales
(produit, et ensemble des parties)ykxeffe effectudes un nombre
fini de fois, & partir de E et de certains ensembles auxiliaires
AyBy...yL supposés donnés. Les ensembles aingi construits s’appe-
lant 1’échelle des types sur &, ceux de 1?’échelle des types sur
une partie E’ de E peuvent &tre considérés comme des parties de

™

1’é4chelle de E, de sorte gmexiz qu’une structiire de E induit une

y

ts3

structure de
Dang un espace topologigue Z, deux strucwtures de E seront
dites localement équivalentes en p 8’1l y a un voisinage de p sur
lequel €lles induisent la méme structure. tRurnkurllenertydsifinie
Une classe de structures éguivalentes au voiginage de p constitue
une strucutre locale de E szu volginage de p (on peut en définir
éventuellement par un groupe, cf. feuillet clejoint).

Soit E un espace topologique avec une structure locale sP
en tout point p. Soit f une clasce d’homéomorphies de certaing en-

-

sembles ouverts dans E sur certains ensembles ouverts dans un es-
pace E’, satisfaisant aux axiomes: I. Tout point de 5’ est une
valeur 4’un f au moins. II. Si on transporte & &’ par les f les
structures locales sp, toutes les structures définies en un méme
point de B sont identiques. (N.B. Le seul cas intéressant est
celui ol il y « dans E une classe G’applications homéomorphes

d’un voisinage de tout point sur un voisinage de tout point,

transformant les unes dans les autres les structures Sp

de Possel. On donne E, E’;'dans E, une classe de t*ansfarmatlons

homéomorphes de certalns ensembles ouverts sur certains ouverts;



famille F
et une giazze de représentations homéomorphes de certains sous-

ensembles ouverts V’ de E’ sur des ensembles ouverts V dans &
on suppose que les V’ recouvrent E’, et que si un point p’ de E?
appartient A deux V’, il existe un voisinage de p dont les images
fiagn dans E sont en correspondance par une fonction de la famille
v, C’est un procédé pour réaliser ce qui a 4t4 énoncé
précédemment.

Exemples: variétés loealement différentiables, localement
analytiques, localement confiormes, etc. Examiner 3 ce point de

vue les espaces de Cartan, lorsqu’Bhresmann aura 1ivré ses secrets,



y j?;
!ﬁﬂié&é&i%ﬁzalement différentiables.

1° On définit en tout ﬁoint p de R” une structure locale, en se

donnant la famille des fonctions (mumériques) continusment diffé-

rentiables dans un voisinage de ce point.

2¢ Spit F la famille des fonctions définies dans un ensemble ou-

vert¥ de R®, 4 valeurs dans R™, homéomorphiques, et continument

différentiables. Ce sont les fonctioms qui transportent de tout

point ol elles sont définies 2 son image la structure définie

au 1° (et ce sont les seules).

un espace topologigue

3° Soit VB unxixxxxxxétéxxuﬁéﬁxéﬁ%%ﬁ%é% (supposé donnd); on sup-
homgomorphes

pose qu’on s’est donné une clasce de correspondances §§§§§§%§ﬁ§§

entre des ensembles ouvertslde R® et des sous-ensembles #z W’

" de VP, de telle sorte que VP goit la réuniom des W’ et que la
structure locale (i.e. la famille de fonctions) définie en tout
point de e par transport & partir de celle de R® soit toujours
irvd4peddankexde la méme pour deux W’ quelconques-recouvrant le
point. On dit alors que V2 est définie comme variété localement
différentiable, et que la famille de fonctione définies (d’ﬁae
manidre unique par hypothése) au voisinage de chaque point de vt
est la famille deg fonctions continument différentiables au voi-
sinage de ce point sur VE. V
ﬁ§yen technique pour vérifier que deux W' recouvrant un méme
point ¥ définissent la méme structure: la famille F du 2°.

Interpréitation de la variété localement différentiables par un

systime de coordonnées local(défini & une transformation ¥ pris).



DELES OV

11, Variétés localement différentiables.
Définition.
Lgpace des différentielles; espace liréaire tangent (comme dual
du précédent).

“orrespondance des VP dans V® avec les variftés linéaires dam
]’espace tangent.

Structure induite sur une VP contemue dans V'

Copstruction de l’algébre linéaire sur 1’eppace des diffé-
rentielles et sur 1l’espace tangent., Element lindaire &4 p dimen-
cions. Empmezxdiffs Tenseurs sur V9.

(k %, Dans les formes de Pfaff, il faut introduire de nou=-
velles espéces de fonctions comme coefficients).

Systémes de Pfaff. Variétés intégrales.

Différentielle (Yextérieure) d’une forme de Pfaff. Régles
de calcul.

Systémes completement intégrables (& partir des équations

différentielles ordinaires, avec exlstence par Leray).

III. Groupes de Lie. Espaces homogénes, par 1le repére mobile.

IV. Espaces de *“iemann, de Cartan, de Bpurbaki, et tous autres.
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I. Théorie locale de l'engemble des fonctions cogtinument

différentiables dens K°.

Définition de 4f, f prenant ses valeurs dens un
vectoriel arbitraire. Dérivées partielles (non équivalence).
Ponctiong continument différentisbles (équivalence avec les
dérivéee partielles continues).

Foncticne de fonctions ; invariance dtune relastion entre
difrférentislles (sans cooxrdonndes).

Cze des fonctions & valeurs numériques : espace
vectoriel des différentielles.,

| Traﬁsfornation continunent différentiables econscrvant
l'or; lne, dans B® (100a¢ewent) La différentielle = trans-
-formaticn 11néa1re uungente. o

Eé ccnditlon nacassazra et suff ;anue dthomécmorphie
locale est que la traasfarmaulan lindaire Laaéente goit
biunivogue. moyen_d’exgraga;on : par ltalgébre extérieurc,
ec par 1eljécsbian; Les téénsformaxiona homéomorphes conlbi-
-nument cifTérent1aoles conservant o forment wun groupe G.
u'cnsnﬂbie des $onctlons contlnumuni différontiasbles est
invariant'uar i, et ré cxpxagaemnnt

Pius generalenenu, un syst&ae de fonetiocns £, (%),

i
% daps Rn, i= .,2,...,p ; ¥ = (2, 2,...,f ) déerit dans
2P une variété V ils rang du systéme des df = le ﬂ@ﬂbre
des £, 1ndapenéantes = lg dimension ds &.. (
{¥.B. ﬁéfiﬂition de la fferantielle : ctest un &lénment
diun eBpacs veetcriel correspondant d'une manlere bivnivogue
et hfﬂo‘orphe aux classes de fonctlong ne dlfferant que par

un o’éls*anee), définz EJr l'ensemble &es fonCulORS qui ne

dlffcrant d'une fcuctlon lzneaire que par un o(aistance)

(“1in63?hsablee“)



Principe de piobalisetion.

On rappelle ce qu'on entend par structure d'un
engenble fondamental B : clest un sous-ensemble d'un cer-
-tain ensemble construit par les opérations fondamentalos
{(produit, ot ensomble des parties) effectuées un nombre
fini de fois, & partir de B et de certsins ensembles auxi-
-ligires A, B,..., L supposés domnés. Les ensenbles alnsi
construits s'asppelant 1'échelle des typss sur B, ceux de
ltécholle des types sur une pertis B! ds B peuvent Bire
copsidérés comme des parties de cenx de 1'échelle de H,

Py

.8e.porte gu'une siructure de 8 in ﬂu;t ane sitruciure de Ef.

9 ™

Dang vwn espaece tep&leaaque 5, deux structures de B
seront dites leéalemen? gau ivalentes anp s'il ¥ a un
7oisinage de p‘saillsq'el’allea induigent la méme structure.

: E@a classe &e s e’ar@s ‘g?i?aiedﬁes au velsinase de D
coﬁsta Lue uae struct“" }1aégie-ﬁé i aﬁwvaisiﬁsge e p
_(Qn veul en d48finir év eniu@li@mgnt par un gr@“éaé ce.
_:%Qll&@u'ﬁi°30iﬁt,v.-_ : :

Boit E un gpa@r topologique avee upe structure locale

~

‘hombéomerphles &e'

3 .
[
tsd

&

SP an uant point p. 8cit £ une clasce
certeins ensembles ouverts Cans I sur certains ens mbleg
ouveris dans un espace E‘, satisfelsant aux axiomes ;

Z. Tout point ée'E' e@t nze valenr dfun f zu moing.

ﬂ” I

w

s A x

« 83 on transporis é B! par les £ les gitructures locales

%3 [ <] (-‘!"*";“"'.v'-. & Lo 3
UF0S LOLH1CB

A

toutes les struc ﬁﬁ.méme peint de E

D
s

i %
pa < 2 . CEpon e A E s oy 3
sont identiques. .. (E,Bb, La~seal cas intéressant est eelni

e i1 ¥ g dang & une Cl&ﬁu@ M9aﬂrlieatiens homéomeorphes

dtun voisinage Qe,taaﬁ Qﬁiﬁﬁ sur un voisinage de tout point,
1

%

i
3 e = + PO o2
tran ,?ﬁabt les unes dans les auirss lss structures £_).
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“éthode de Posssl. On domns B, E' ; dans E, une classe de transfor-
-nationes homéomorphes de certains ensembles ouverte sur certains
ouverts ; ot ume famille ¥ de représentations homéomorphes de
certains sons-cnsembles ovverts V' de E! gur des ensembles
ouverts V dens % ; on suppose gue lee V' recouvrent E', et que
si un point p' de EV appartient & deoux V', il existe uwn voisi-
-ngge de p dont les images dans E sont en correspondance par
nne fonetion ce la famille ¥, Clest un procstdé pour réalisor
ce gqui a été énoncé précédenment

Ezenples : varistés loecalement différentliebles, localo-

L) -
b

-ment analytiaues, loealemant confcrmes, etc, Examiner

Ve
Q
(o)

S

poinﬁ de vaa nea egpaces de ) Jban, loz ,qn Ehresmann sure

livré ses aacr@tn,

Hoticn de szruauura-loeale et_principe ge Elaﬂuliuatlcn.

I. Soit o un point (dit Jar;alneﬂ} dans un espace taoe logique .
On considdre les transformetions: T, définies dans un voisinage
sufPigamnent petit de o dans B, prenant leurs valsurs dans hg
telles que TPo = 0, et topologicgues dans un voisinage de ¢ ;
deux transformations T sont considérées comme épales gl ellés
le sont lcoalement, i.e. si elles sont égales fans un volsinage
de 0. Les T Sorment un groups, 1e'groupe tupologiqué lgcal en ©
dans B. Soit G un souvs-groupe guelcongue de ce 5rauwa : &
constitue par définitlon une szracaure 100&16 de E an voisinage

=

de o ‘gé trie l@eale, an. sens Klelneen du met géometrie ;.

P
¥EXLE
S

@x

tég logalemsnt différentianies
1°. On définit en tout point p de B? une structure lccals, en so
donihant 1o famille des fonctions (numéricues) continuement

gifférentiables dans un voisinsge de ce point.

¢ ¢ % & &

i
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27 « Soilt T la famille des fonections définies dans vn ensemble

e ~B A < n
ouvert de £, 4 valeurs dang R, homéomorphiques, et continu-
-ment diffirentiables. Ce sont les fonciionz gui transportent

de tout pelnt ol elles msont définies & son image la structurc

d6finie su 19 (et ce sont les seules).

w4 3 3 g ‘,“B e
}7 = Soit V" un espace topologigue (supposé dnnné} cn BULTDOSO
gu'on sglest donné ume classe de correspondances homéonorphes entro

des ensembles ouverts W de i et des sous-sngembles cuveris W!
de V7, de telle SQrte que 7" goit la réunion des W' ot gue ia
structure lcecale {(i. €. la famille de fonctions) définie en
tout point de V© par transport & pariir de celle de B eo
gurs iz néae pour,deux-ﬁ?'Qucicaﬁ ques recouvrant le noint.
Cn éit alore gue V' est définis.comne variéié localemant

gifférentiztle, et que la Tamille de fonctions dé

naniars waicve par hvaozascc} 213 vol¢inape Ge ch

gus deux W! recouvrant

o AELE 3 2 A oA . = 31 e B
an méme polipt ¥ Qéflui%ﬁﬁ&u lao méne 4arueture : da famille Z

du 2°. Initerprétation de la ?arlete localoment différentiable
neT Ur ay*,sﬁe de ﬂcozéenn o8 iﬁwdl {défimi.a une transforma-
~ficn F_greﬁﬁ.

°

5 R

lagl dun précétent JooF
; R 3 : s ay .
- Corraspondance des V&5 dan ? avec les variétés lindairses

dans liespace tapgent. 0 7.
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Structure indulte sur une VP contenue dans Vn.

Construction de l'algebre linéaire sur l'espace des différen-
-tielles et sur l'espace tangent. Elément lindaire & p Ginensions.
Tonseurs sur V-.

(N.B., ULzne les formes de Pfaff, il faut introduire de nou-
-velles espéces ce fonctions comme coefficients).

Systémes cde Plaff. Varidiés intégralies.

Différentielle ("extérisurs?) d'une forme de Pfaff. Hdgles

de calcul.

A

Systémes complétement intégrables (& partir des éguations

différentielles ordinaires, avec exictence par Leray).

Ii. Groupes de lie. Espaces homogdnes, par le repdre mobile.

7. Espaces de Blemann, de Cartan, de Bourbaki, et tous autzes.

P

Ajouter guelque part : Uountact ; veriétés k fols

différentistlog. - - Géométriz textile.




