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§ 1. Définitlon des espaces topologiques.

On dit gqu'on définit dsns un ensemble fondamer tal E une

__structure topologique, si l'on définit une famille O de par-

ties de E satisfaisant sux axiomes suivants : 0,toute réunion
- X

d'ensembles de O est un ensemble de O ; 05 toute intersection

finie d'ensembles de O est un ensemble de 0. Les ensembles

de 0 seront appelés ensembles ouverts de ls stmmture topolo-

gique qu'on a définle dans E, E lui-méme sera pmm appelé un

espace topologigue ou simplement un espace et ses éléments

seront aussi appelés ses points.

D'aprés:gg%’g;sembles (références) l'axiome O1 implique
que l'ensemble vide appertient & la famille 0. L'axiome O2
impligue de m8me que l'espace entier E appartient & la famille
0. L'axiome 02 peut asussi 8tre décomposé en deux axiomes com-
me suit : OQa l'intersection de deux ensembles de O,est un

ensemble de O ; Og, 1'ensemble &% B appartient & O.
Exemple de Mandelb£§jgghw‘ l

méomorPhisn |

///“’Suivent les définitions généfales (références) on dit

qu'on a établi une isomorphie entre deux espaces pourvus de
leur structure topologicue si l'on a établl entre eux 2&5%
une correspondance biunivogue quil transforme la famille des

ensembles ouverts S%F 1tun en la famille des ensembles ouverts
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sur 1ltautre. Deﬁ%ﬁé%%embles sertnt appelés topologiquement
isomorphes ou par sbus de langfNege quand sucune confusion ntest
4 craindre, isomorphes,

?f Sur un méme ensemble fondementsl on peut définir des xkm
structures topologiques différentes au moyen des différentes

femilles de parties de E qui satisfont aux axiomes 0 /O H

1 2
bien entendu les espaces topologiques ainsi définis seront
considérés comme différents, De deux structures topologiques

s e s e -
définies sur un mBme ensemble E au moyen de deux famildes Op02\
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la premiére sera dite plus!ﬁéégg que la seconde si 0 O, .
81 chacune des deux structures est pluséﬂéﬁﬁ@/que l;;Ltre, 13
est clair qu'elles sont identiques., Exercices somme noté.
fm Un moyen simple de définir une famille de parties d'un
ensemble E satisfaisant & 1'axiome O1 egrde partir d'une famil-
le de parties quelconque(zg gqu'on appellera lz base ejt de pren~
dre pour famille 0 la famille de toutes les réunions d'ensem-
bles de /3 , Pour que l'on ait ainsi défini une topologie, il
faut et il suffit que cette famille O satisfasse 3 O2 ou autre-
ment dit que toute intersection finie de réunions d'ensembles
de B soit une telle réunion‘?gr}/vertu de l'associativité (ensem-
bles, références) Ajine condition@nécessaire et suffisante pear
cela est que toute intersection finle d'ensembles de 0% solt
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une réunion d!'ensembles SoientCEi,

3
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deux familles satis-
faisant & cette condition ; pour que la topologie définie &

%

partir de /4, soit plus ﬁ{ que la topologie définie & partir

7

de 11 faut et il suffit que tout ensemble de [ ; solt ouvert

(o

/ <

dans la topologie définie par 7 ;3 51 de plus tout ensemble
de -  est ouvert ete... les deux topologies sont i#entiques.
Exemple des rationnels d'abord sens la base, ensuite avec la

base.
§ 22 Ensembles fermés extérieurs, intérieurs, etec...

Unx ensemble F est dit fermé si son complémentaire est
un snsemble ouvert, Par passage au complémentaire les ax{omes
01’ 02 se traduisent dans les théorémes suivsnts gul leur sont
respectivement éguivalents : wune intersection d'ensembles
fermés est unz ensemble fermé (en perticulier 1l'espace entier
est un ensemble fermé) et toute réunion finie d'ensembles fer-
més est un ensemble fermé ( l'ensemble vide est un ensemblé

fermé). Remarquons qu'il résulte de ce qul précéde que 1'en-

semble vide et ltespace entier sont & la fols ouverts et fermés

[O1)

S1ils sont les seuls ensembles jouissant de cette propriété,



on dit que l'espace est connexe ; c'est une notion que nous
aurons & étudier plus tard en détail et dont on mesurera 1'im-
portance. Pour qu'un espace goit non-connexe, il faut et il
suffit qu'il soit la réunion de deux ensembles fermés non-wi-
des, sans points communs ou ce quil revient au m8me de deux en-
sembles ouverts non-vidés sans points communs .

Aria Ve 13 = e oy T 2 . . .
jA e g =) | 1 one ¢ e 1l OoTrann 2o 1 3 oo » 17 4
Apres ls Lgne o aacctylograpnis inserer ce gui sulit ¢

La frontlere et 1z fermeture sont dps enseﬁbles fermes s
la fermeture d'une réunion finie est la réunion des fermetures,
Exercices sur la fermeture des intersections. Ensembles den-
ses par rapport & un autréd., En- sembles partout denses., Tran-

sitivité.

8 3. Systémes fondamentaux de voisinages - comme dans

Weil, pages I4 et 15.

S8i & chaque point d'un espace on attache un systéme fon-
damental de voisinagesy une condition nécessaire et suffisan-
te pour qu'un ensemble JfL soit ouvert est que pour tout point
o) iﬁ b2 11 existe un voisinage du systéme fondamental attaché

(qui soit
a ce 001nﬁ contenu dans Sl .

Récippoguement, supposons que dans un ensemble fondamen-
tal E.on ait attaché & chaque point p un systéme de parties de
E 3 considéronsfla famille O de tous les Ezmimkx ensemblesiii
telle que si p%?iz.il y ait un ensemble du systéme attaché & ‘
p qui soit contenu dans£ 1 . .Cette famille 0 satisfait évidem-
ment 4 1'axiome 01. Nous allons donner les conditions pour

gqu'elle sagisfasse aussi 2 1l'axiome 0o et que dans la struec-

ture topologiqué qu'elle Béfinit les ensembles du systéme at-

tachés & chaque pointysoient des voisinages de ce poiht#§¥;{f

P, (&

Tout dtabord Uour que dtautres systémes attachés de méme

/{{XNQ AN /4 ylome é"*‘ «fj’??ﬂﬂ/&/( {] /ﬂ&w‘f’!)
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aux pointx de E définissent la m8me famille 0, il faut et il
suffit qu'en tout point de E les conditions suilvantes soilent
vérifiées ; etec... S'il en est ainsi en un point p les deux

systémes seront dits équivalents au point p., Ete...

8 4. Fonctions continues. Comme dans Weil¢%prés la défis

nition des fonctions COHtlHUPS dans tout 1'eSpac§/ /

- e LA

O@ncerez premler exemple. 4§@ deux espaces topologiques E B

1?7 —2
sont deflleS & partir d'un mBme ensemble fondamental au moyen
de deux familles d'ensembles ouverts 01, 05 la condition néces-
saire et suffisante pour que la fonction identique considérée
comme définie dans Ei prenant ses valeurigjzsg E2 soit conti-
nue egtque la topologie de El soit plus F£&Tble que celle de Eg;
pour que les deux topologies soient identiques, i1 faut et il

suffit donc wue la fonction soit cohtinue dans les deux sens.

Cas plus général de 1'homéomarphie entre deux éspsaces.

8 5. Diverses maniéres de définir des topologies.

Voir ltarchétype et feuillets dactylographiés,

§ 6, Limites et suites
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Une structure topologique définie dans un ensemble fon-
damental E, permet d'attacher & toute partie de E un certain
nombre d'ensembles dont les définitions suivent :

4) On appelle point intérieur de A tout point p tel qu'il
existe un ensemble ouvert contenu dens A et contensant P.

La réunion des points intérieurs de A est un ensemble ouvert
qui peut &tre définiz comme le plus grand ensemble ouvert con-
tenu dans A, On 1l'appelle 1'intérieur de A,

Remarque : 1'intérieur d'un ensemble peut &tre vide.

2) Un point intérieur au complémentaire de A est dit point
extérieur & A,

Ces points peuvent 8tre caractérisés par les propriétés sui-
vantes : 1l existe un ensemble ouvert contenant le point et
ne contenant aucun point de A,

3) Les points qui ne sont ni intérieurs ni gxtérieurs &
A, sont dits points frontiéres de A et leur ensemble s'appelle
le frontiére de A, C'est aussi la frontidre du complémentaire
de A,

Pour gu'un point eppartienne & la frontiére de A, i1 faut et
il suffit que tout ensemble ouvert contenant le point contienne
au moins un point de A et un point de son complémentsaire,

Toute partie A de E définit une décomposition de E en trois
ensembles deux & deux sans points communs : 1'intérieur de A,
mlextérieur de A et la frontidre de A,

4) On appelle fermeture de A 1la réunion de son intérieir
et de sa frontidre ; on 1a note par A, Pour qu'un point ap-

partienne & A il faut et il suffit que tout ensemble contenant

ce point contienne su moins un point de A.
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dansg ce cas p eat dit point d'agcumu}ation de Aj;- ou bien 1l
existe un enserile ouvert contenant p et n- contenant.saucun
polnt de A différent de p , dans ce cas p'appartient & A et
est dit point isolé de A .
Ainsi A est 1 réu-fhon de l'ensemble des points dl'sccumulatiny
omxde A et de l'ensemble de ses points isolés,
Ltensemble des points dlaccumulation de A est appelé ensem-
ble dérivé de A ,
Un ensemble identique & son dérivé est dit parfait .
La frontiére et lz fermeture sont deé ensembl es mEmEXRRRXEN~
fermés.,
La fermeture des réunions et la réunion des fermetures.
Exercice sur la fermeture des intersections
Exerclice : tout ensemble Remm&xaxk parfait est férmé.
Ensemble dense par rapport & un 2utre ; ensemble partout den-

se ; transitivité,




