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Rapport Indgalités.

1. Laids préliminaire sur les inédgalités. Exemple: indgalité de Schwarz
démontrée a) par la forme quadratique, b) par 1’égalité de La-
grange.

2. Fonctions convexes. Définition par 1l’arc au dessous de la corde;
conséquence: la pente de la corde est croissante. Condition néces-
saire et suffisante de convexité: dérivie premiére croissante. ,
Droite d’appui. Croissance d’une fonction convexe & 1’infini.

3. Indgalité fondamentale: si JQ- est une mesure positive et‘§dT% =
si £ F est convexe dans le plus petit intervalle contenant les va-
leurs de f (éventuellement::tQO-auX'extrémités), alors
'F( gde’L) S XF(f)dly\,. Si F est strictement convexe et f non con-
stante, indgalité stricte. - Exemples: cas des sommes et des
séries. _

4. Applications: & a) F(t) = tkg k 71,0 £t 4092:@, dp = -%d*(ﬁ‘:
;g&ggll 4 de HBlder. Id. pour k {1 (renversé). Cas d’égallté.

b) F(t) = log I/t, O L t4X : inégalité de la moyenne géomhtrigue
7éow@@§¢@Abn Cas des suites-finieg;.lnégalité de H3lder retrouvée pax (avec
oy

&me& : : un nombre quelconque de fonctionsg) par une vieille astuce,
. &, 2 r
A:’W“- : 5. Moyenxfzes. Mcyenne d’ordre r: £ 50, > O, hlk = ff dyt/ fd?a )
; gexfMxxxastxfing Si WG, est fini: 1) /g, est continu dans (0, ¢, )

2 2) “i“est indéfiniment dérivable,3) r 1ogvﬂ' est strictement con-

vexe; 4) WI existe.e+ = moyenne géemetrlque° S)iVZ est cr@Aosante'

- . );lﬁn+w= b@rne‘Zi érieure (en ffsure) ‘ i
gopplile (Frrmele] teovmporgppn ﬂ@%@é@y
$u/1ﬁoga11t&’6 Minkowski, k7)) I (et inégalité renversée pour k < 1)

cas d’dgalité; démonstration par H6lder{pour les fonctions non

ey bornédes, emploi des fonctions troenquées, avec la réprobation
du comité; on met au concours une démonstration sans fonctionsg

tronquies). Inégailté de Minkowski powr la moyenne gé@métwlqﬁe.
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O et 0: suite.

IV. Séries de Taylor: cercle de convergence. Calcul &u rayon, Série
de Dirichlet; intégrale de Laplace (avec dp )5 abscisges de con-
vergence (ordinaire et absolue).

Comportement sur lz limite de convergence. Série de Taylor: on gz va
bmerexanxxrzy étudier principalement le cas "coefficients et va-
riables positifs". a) Th., meEnxtauk directs: Abel divergent, fezar
Cesaro divergent, réciproque de Karamata, Abely &_coefficients
quelcongues, Cesaro convergent-divergent. b) Th. taubériens: th.
de Hardy Littlewood (conséquence Gu 3e Th.tzubérien de I). Thé-
oréme de Karamata, énoncé pour Taylor, 4noncé pour I’intégrale

de Laplace, d4monstration.

V. Fonctions oscillantes. Notations de Hardy (et de Landau). Reégle de
1’Hospital (fonctions continues) (pour les séries, Gegenbeispiel

= (-1)" + Vn, vp= (-1)B).

Semmatiens: au minimum, procédé par 1la moyenne arithmétique (cas des
séries, cas gEx continu, cas général par L’intégrale de Stiel-
tjes). 2e théoréme taubérien. Autres procédés de sommation ? Ques-
tion A 1’4tude.

Intégrales divergentes de lz forme Yf.elgdx: th. de Hargdy.

P
= sEEEsEs==EE

Théoréme de Hard.y-=Bourbak}e Application &xZx au comportement & 1’in-
fini de l’intégrale de Fourier d’une fonction de ﬁ1; cas particu-
lier: coefficients de 1la éérie de Fourier. Comportement #ezxes
de 1’intégrale ou des coefficients dans des cas plus restrlctlfs
(variation bornde, fenction n fois dérivabie, ...?).

Intégrale oscillante de Dirichlet (2?7 cf. Hardy; signalé avec toutes

réserves au rédacteur)
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RAPPORT INEGALITES.

Lefus prélimineire sur les inégalités. Exemple : inégalité de
Schwarz démentrée &) per la forme guadratique, b} par
1'égalité de Lagrange.

Fonctions convexse. Définition par 1tarc au dessous de la corde ;
conséguence : la pente de 1la corde est croissente. Condition
nécessaire ot suffisants de convexité : dérivée premisdre
croissente. Lroite d'appul. Groigsance d'une fonction COBVEZS
& 1'infini.

Inégalité fondementale ; si ﬁfﬁ sst une mesurs positive et!j2$fhg
si T est convexe dans 1z plus netlt intervelile contenant les

rvaleurs de £ (é‘irentuellament T == &LZ exir emnes), glors

7{ ,’ffd ft)é.j (f,d‘f 81 ¥ est‘stuctemaﬂt convexs ot £ cons=
-tante , iz&e&,alz.te stricte 3= Examplss : cas ges sommes et 4es
séries.
Am}lica.tlons : a) F(t) = ¥, k1, 04t &>, ds«_ = % :

néga$ite de Es_ggg, é. pour k<;1 (ren?erso) Cag 4'égallité.

" b) F(t) 1og 1/ %, 0<gt<\s@‘ inegalitp de 1z moyemne géomdirigus.
Cag des suites finles ; interprétation geométrlqus.( #) Inégalitéd
ée Hﬁldet retrouvée (avec un nombre quglccnque de fonctions 1)
par umne vieilis aétuce. ) iy /

ioyennes. Moyerne é’ordre.r : fzzé A r}é %}@f =(J$z¢f‘&j/@f&) llg
Si ﬁ@h est firi : 1)‘”’6 est continu dans (C,r, ) oA
2)§C&est indeflniment darlvable 3)r log‘ﬁézest strictement
comexa s 4) T:& existe ot = moyenne géonmd&trique 39 'E

croissante : g)’ﬁ?{,{_ = borne supérleure (en mesure).

Soeie?

Notion de procuvis sca}.aire de 2 fonctions,
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6. Inégalité (tririele) "compegnon de Minkowskif.
Inégalité de Minkowski, k »1 (et inégalité renversée pour k1)
cas d'égalité : démonstration de Weil par Holder. Inégalités

de Minkowski pour la moyenne géométrique.

Cas des sommes finies : interprétation géométrigue.
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Y. GCénéralitég. Notations de Hazdy <'/xJ, définis pour des fonction:

d'un point P»~»“U dans un espace topologlque, 8 1l'aide des notions
de Tin et lim. On précisera P, dens la notetion quand c'est néces-
-gaire. Les fonctions eﬁvisagées gardent un gigne constent dans:
un voisinage assez petit de PO

Hotations (indicielle) de Landau ; on signale l'usage des
notations sans indices.

Toutes les fonctiions ne sont pas comparsbles. Exemples.

Propriétés &lémentaires. Changement de variable. Intégration
pour les fonctioie d'une varizble : théordme de 1'Hospital (avec
Une Mesure p051@%ve ouelconque) gpplication aux séries.

Differeﬁtl tij (pour les fonctions d'une vameblex s impossi-
nb l;ie en geaerzl Eyempleswﬂlneoxem@s tavbériens, 18 ot 3
tbécrems comme sxemples (mesure contwaus ou denombéao*s} : pour

trois dancnstratlons (1nte&ration arginaia3, scomation

le 1er

partlelle, 1nt ie Stleltjes peur les auires, intégration ordinaire.

P

II. mvpes de cro *smgceg Théordne de Du- Bois-Reymond. Fonctions (H)
def;nies par reezrranee, Axemples, Démonstiation du théorsme de
h&rdv gue 2 fonctzsns (H) aon+ com?arables ; elles forment wn coros
ordonne non archzmedleﬁ. Srdre a';nilnltuﬁe dfune fonction (H) par
r&ppcrt s une autre, Limites de la croissance des fonctions (H) ;

constrvctlon ¢tune fanctlan crulsqan“ plus vite que touta fonction

(5).
Differ@ntlat;oa es relsz tinns de crOLSsance entre fonctions h},
, Exemples.
1Il. Sommatlons ggéggivese nctloaq f?, comme fonctions de comparalso
)
fonctlops & croissance (P) Plus généralement, étude ﬁui?(&}”ﬁ? {g):

plus ow moins teonne approximation suivant la croissance de %3 .
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IV. Séries de Taylor : cercle de comvergence. Calcul du rayon. Série
de Dirichlet : intégrale de Laplace (avec d}A) ; abscisses de
convergence (ordinaire e% absolue).

Comportement sur la limite de convergence. Série de Taylor : on va
étudier principalement le cas "coefficients et varlables positifsl.
a) Th. directs : Abel divergent, Cesaro divergent, réciprogue de
Earamata, Abel 5 _coefficients guelcongues, Cesarc convergent-Giver-
~gent, b) Th. teubériens : th. de Hardy Littlewcod {conséguence

du 3 Th. teubdrien de 1). Théoréme de Karamata, énoncé pour

Teylor, énoncé pour l'intégrale de Laplace, démonstration.

-
oy

. Fonctions oscillantes if tat;e 8 de Enrav {et de Landau). BRdgle

i

de l*Hosplﬁal (Lonctlong cont 1nuws) xpour ies séries, Gegenbelsplel
u (-1)" 1/n,_'14 (=12, Développ@men%s asymptotiques, avec un
Lacueur asc1llaat. | h |

aemmatlons : au minlmum, provede gar lg moyenne arithmétigue (cas des
sérles, cas conuvnu, cas general par ltintégrale de Btlelitjes T

28 theoréme tauoerlen. Autres progeées de sommation % Question

v

116tude.

S g s
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;nféwraie dlverg»nte de 1a forme _&}{f ei =dx @ th. de Hardy.
Theoréme de Hardy-Bourbaki]rﬂppllcaulon an comportement & l'infini de
’1ntégrale de Tour;er d'une ;onct;oa da L1 ; cas particulier :

coefficients de la serle de fourler. Comportement de l‘ln»é“raie
ou des coef“aclents dans des cas plus restrlctlfs (v , jation
bornee, fOﬂCLlOB n fois éerlvable, i ?).

Integrale oscillarte de Dlrlchleu (???_cfd Hardy ; signalé avec toutes

serves aul 1edacteur) -

Méthode des cols, instalment ot autres. (2)-
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Développements esymptotiques généralisés. Exemple : inversion de
%=y -~ 9(y) psr approximations successives. Développemepts
ordinegires ; irtégration, opérations algeébriques. Formule de Teylor.
Convergence des intégrales. Critéres logarithmigues. ‘
" Bvaluatior asymptotique des intégrales divergentes (ou restes
d!'intégrales ccnvargentes) de fonctions & croissance (H).
Convergence des séries. Partir de la série géométirique et
aller dans les deux sens. Exemples numérigues de Hardy.
Evalustior asymptotigue des sommes divergentes de termss
T T

croigsance (H) de _B . Exemples.

Yn

o s . 3 - z =3 -3 & 3 -
croissance (H). -Anplication & 1'étude de 2, v, comnaissent la
"
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