COTE DELBE 007

TEXTE  ESPACES TOPOLOGIQUES
INTEGRATION

FONDS

NOMBRE DE PAGES NUMERISEES

NOMBRE DE FEUILLES PRISES EN COMPTE



ESPACES TOPOLOGILQUES,
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Intérieurs. Frontiére. Extérieur. Notion de fermeture (point ds la
fermeture ¢e A = point voisin de A).

dous-ensembles : topologie induite.

Voiginages ; - Tanilles équivalentes.

Produits dlespaces Lopologiques.

Fonctions continues, 3 définitions en cercle : a) p voisin de 4 —
£f(p) voisin de £{A) ; D) 81 V ouwvert =—=7#{pj, il y a U cuvert
~>p tel que £(U}) eV ; - ¢) B8i V ouvers, £=1(¥) ouvers.

Espaces séparables normaux = nétrisables séparsbles.

Hétrigue ——ptopo..ogique.-

Bspases compacts, 3 définitions : a) par l'interseciion d'ensambles
fermés, b) par BO&BL”L@E@S@&S, ¢} par les limites ds

£

Znsembles compac%g_/fcompact formé.

Variétés. Trianguiabilité : énoncé ; démonstration 777 pour deux
dimensions 7Y%
Dimension (méthode etandard).
Topologie combinatoire sbélienne. (Notation différentielle 79%)
Intsrsecticn. Enlacemsnt. Théoréme de Jordan %97 Degré topol
-gigue ; convergence d'applications, etc. Indice de polnts fixes ¥
Groupe de Polncaré. Surfaces de recouvrement.

Théorie de l'espace des fonctions continues. Convergence

-~
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[NTEGRATLON

I. FAUILLES D*ENSEMBLES ET DE FONCTIONS.

Lafus iniroductif 9 Eansemble fondamental.

L. Tribu d'ensembles.

Intersection et réuanion dénombrables ; différence.

Tribu engendrée par une famille

Engembles de Borel dans les espaces topelogigques. Tribu engsndriée
par les g1 (o< yzB8), T conﬁ . Cas des espacss suclidisns.
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Dans les especes méiriaables, cfest la tribn engendrés par les ens.

o}

ouverts et fesrmés.

1.  Fonetions bourbse ki ues.

Cn ¢ Lééra Gauzx ssp&cas f*n‘ameataux £~ , & dans lesquselsz

< 9. - -

gont définis ﬂehx tz 3 n appelle fonection bourbachigus

43' e o &
valeur est dans 7 , et qui sst telle que £7'(U) scit dans %

T = 57 B G : LS 3 £ 4 A
sembls U de . Remargue : il suffit que la propridté soit

o
o
&

yreie pour les ensembles F dfune famille engendrant %4 .

Théordme fondenental : Une‘renc ion bourbachigue de fonction

bourbachigue est uns fonction bourbachigue.

Démonstraticn triviele.

Exemple : fonction de Baire. {-ﬁ?, ﬁffa@nt tepologigues, les
tribus sont cellies Jes ensemb;es de nors?} Les fonctions counitinues
sont de Baire. Ces des espaces euclidiens : il suffit de d&finir

nar des intervalles. ;
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JII. Fonctiops pumérigues réelles.

On considére des fonctions définies dans un espace fondamental
i/” ‘dens lequel est définie une tribu { , et dont les valeurs sont
dans la droite.

Ponctions bourbachiques : truc des o, partout deuses.

i
On g alors 1z théoréme sulvant : si :9(111, Un,eeey U } est

de Baire dans urn ensemble ouvert de l'espace & n dimensions, ot si
f,ﬁ, fg,.“ p fn ecnt des fonctions bourbachigues telles gue le point
(£45 T55000, fn} p0it dane 1'ensemble ouvert, ¢(£,, £,,...,% )
est encore bourbachigue.

Applicatlon : 81 f, g sont bourbachigues, il en est de 16 &ms
de ,;%.f . i 54,,, de fg, de */2, _

Si @est la famille dss fQI&C‘G.&.OﬁC‘ bourbacamues , los BoIne,

borzzs , 1im, lim de fonctions de #san‘t dans %‘ .

V. ZFomctions ron _néeatives.

On va concidérer des fonctions dans é? dont les valeurs sont
des nombres » 0 ou + >=. -

Ponction ceractéristigue. Fonction étagées.

Théordme fondamenital. Lo condition nécessaire ot auffisante

our qu'une fonction soit bourbachigue est gue f puissse se metize

—
sous_la forme = 2‘ ¢ @E .
1 i

II MESURE
Un ou plusieurs lalus scurrlles.
Fonction d'ensembls complétement additive.

Définition de la mesure positive.
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II1 INTEGRALE ATTACHEE 4 UNE MESURE.

’On considére wvne tribu ﬁ et une mesure P dont le cheup de
définition est B .
On considére la famille (?des fonctions bourbachiques réslles
» o (Fonctions mssursbles). On sppelle intégrale attachée & j** une
fonctionnelle Joulssant des propriétés suivanites : elles est définie
pour les fonctions de ¢ et 3a valeur est un nombre 2,0 (event. + ==} 2
elle se multiplie par ¢ =i on remplace f par cf i
elle est complitement edditive
ga valeur pour la Fonction caractéristigue d'un enseunbls E ds “22
est égale & }*E, |
EODGulOD.S 1nt,,bzables _ =
- Conséquences : si fz,g, on & Jf "fu.} 0 = !gga, ajﬁdﬁ? en
partioulier, / g dp ¢ / 2dg -
; b) si £ eat linite de la suite monotons non décroissante (£,),
j £ apn est limite des intégrales { £, a0 -
, c) La condition nécessaire et &uffisante pour gue j fap =0
est que 1*ensembl«a des points oh f}g soit de mesurs nulle. ?onctio;m

ézales en mesure. S;gne (congruence module 4 fA; _
d} Om & Tim j pEE £, Théordme de Carathboderi gl £ Qg,
g sommsble - 4'od Jhéoréme de Lebesrue (si lim £ existe) et thearﬁme
de Fatou. . 3
Unicité de 1'irtégrale : triviale _
Existence : a) pour les fonctions étagéés
b} Lemme : si { est étagbe, et si ¥ est au plus

égale & Zci @E ; 1iintégrele de ¢ est au plus égale & Z o ‘%i’
4 i ' ‘ 7 : 4 =

k4



Le lemme perme’ de définir 1'intégrale ; les propriétés 1),2),7

gont évidentes.
Remarque : 1l'intégrale de f est la Borne des intégrales dos
fopctions étagbes ai plus égales & f. -

Cal

"
néciproguenent, tout ronctionnelle 8 £, définie dans o , et

i

souissant de propriétés analogues 8 1),2), est une intégrale relative
& une certaine mesurs %kE, définie danse ﬁg .

Cheaneement de_ls D8311€ de base.

e
i

On considdre wie fonction Y de @- et la fonctionnells ;f%/i%ﬁ
Elle jouit ?es propriéiés 1},2}0 1Lz mesure qui }ui correspanéy@gt
SE = f&g%d;& , etona rYap = [ £ o
De plus, l'eva" % %%E O enuragne fbg = 0,
Léfw ition des 1equrec de base k&et des fonciionnellss de baso

Repergue : ¥ est ds2ini presque paftamu par. ¢ .
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crodult de mBesures

Prolongement diape mesurs aux naru"b des cnsembles de Mesurs v

s

Jdesure “foﬁu,t ‘ ﬁeflnltiOL de Saks. Dloh : interversion des

rebions, théorame de Fubini.

—-xn-_

Extension aux.;cnctlons dont les vsleurs sont dans un S9DELS
vecltoriel.
On introduit dse coefficients ki en nombre double du nombre des

dimensicns de l'espace. (n 89 linite aux ronctions intégrables

{ef. Jerr nologie ).

1§

Mlm7t8tiOF Gu ﬂcduWe ce 1‘1nteg ;, au moyen de L’ &galité qui

dopne la distence dans un e&paoe vectoriel conme BOTES.

o

Lasg **rflculzar a 28 foa“tzon réallee¢

o]

ténéy alLsatlon Ges théoremas de bmbeswua Caratheodory.

e 5 8 ¢ & @



_5-

(suite de IIX). Thiorémes de Cara, §§548 - 556 (faire un choix).

IV. MESURES DEFINIES PAR DES PROCEDES PARTICULIERS.

= v e 65 B S G S0 @ ST ©5 L9 SO 5 S & &P

1) Fonction de Cera (passags & la limite pour les suites croissantes? )

Obtention Sd;ﬁem:igig 8 partir dtune fonction de Cera :

propriété de Czra. Fonction mesuraeble (X ) = fonction bourbachique.

Dens un ensembls mesursble de X fini : condition de mesurabilité
de Lebesgue. Définition dfune fomctlion de Cara, & partir d'une
fonction o A : unicité si o = X . Extension (de 1llunicité) &
une réunion dinombrabls d'ensembles mesurables de mesure finie.

-Tout E mesvrable (pour X définie & partir de o A) est un

A 3%- mesule z;ulle.

Théoréme de Ceraweil.

2) Mesures de Bgc.cn (sur Beral 3 ) deux conditions {les fonctions
contz.mzes sont mesurables ! les fonctions continues, nulles en
dehom d'm: enc;emble c:;mpact sont mteg,rables) Dans un espace
metrzsable s les ensembles ov.verts (femes) sont mesurables.
Tout B mesurable Fo_+ ‘mesure nulle (F fermé} ; toute fone-
-tion mesurable’;—afgnc. de 'ié elasse {ou 2% 22).(mod. ég}

Condltion suffisante pour ciue la 1 eenmtmn» goit vérifice
(par Caraweil) | s |
Sommes de mesures de Badon (fs.m_es y oa . convergentes sur tout
| ensemble con;aet)
Hesure de Radoz: p*olongée (aux. eneembles de mesure nulle).

TQéoréme d.e R‘i EEZ ??“ (On aema.nde d‘améliorer les conditions).

&z e ¢ € & ¢
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%) Espaces euclidiens. Mesures sur la droite : a) Lebesgue = Haar
b) Stieltjes = monotone.- Hesure des angles (= Haar, par le
groupe des rotations).($)~ Espaces ET : a) Lebésgue = Haar
(pour les translations) ; b) Radon (exemples : mesures
diserdtes, »Hroduits, etc.).

V. MESUBES OSCILLANTES.

€ Eman nm es £ o o o

. ¥ 1la
Théordne = @ - A (par démonstration de Chevalley). Théordms

de Wikodyr {ef. Szks).
Czs de la droite, Tonetione & veristlon bornéds, abesolus continuité,

intégration par parﬁies.

: dfune fans,ien i’e;aehb?ea par rapport & ums autre, par

Dérivés
n
E" avec

les systéace dérLVants, prov;sclr“%=az dans lss

Lebesgue soune Mmesure de base {Application : densité d'un

i

ensemble = 1 ou O presquse partout ; impossivilité dfun
t

snssmble zleichverteilt en mesurs). Diod changeoment de
varisblea.

e e R T B T R

(=)
/ %_a Haar ¢v. groupe multiplicatif des nombres réels.-




TREMINOLOGIE (1)
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SERIES

A termes . ( conve: rpente (S £ini)
e S larg® convergente (Sg¢+ed

Osc. : larg® convergente (st ou 5~ £ini)

Absolument convergents

Improprement convergenie (Ordre fixé 11)

(T. positifs : divergent=non convergent)

e e i S e e B s S ' s
DECZENRETERES

INTEGRALES.

Fc. pos. 2 1nt%grable
mesurables (larg’ intégrable

Oge. ¢ largt intégrable
Absol® intégreble |
Impr. intégrabvle (ordre £izéi)

(Fonc. pos;tives mesurables

e et ey e e s i s T S s P
= _..‘_,"csqu-a-g-—-oo-——-m
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£y moment &'introduire cette terminclogie, on défipirs nesure et

intégrale sur un espace discretl.

= = e

=

Séries Convergent S isencosee
Convergent JOTE - -
Divergent siscsnsces

Pseudoconve vent o

o+

s e o oGP BB W CS £ TS S &

S e e

b

8' ot § finis ¢

= conv. au sens large
oun 8~ fini

m+

S et S° infinis

Biﬁergent, Sn tend vers'ﬁne limite.

Tntégrales I1d. aves #intégrable” au lleu de convergent.

= s @8 s
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