Rédaction N° 154
COTE : AWMS 003

AUTEUR :

TITRE: INTRODUCTION AU LIVRE I (Etat 2) (sic)

Annoté par André Weil

FONDS: ANDRE WEIL

Nombre de pages numérisées 007
Nombre de feuilles prises en compte 007




/Efa/{' 9. /%wﬂf}z) 2

; % ‘I>‘? U |
ON"AU LIVRE I. =~ o An TS 08
=iy ]

- (IL Y A)une mathématique, une et indivisible: voild la raison d'gtre
du présent traité, qui prétend en exposer les éléments & la lumidre 'd'une
& tradition de vingt-cing sidcles. Or, depuls les Grecs, qui dit mathéma-

L tique 411 démonstration; il est méme douteux qu'il existe et qu'il puisse
existerfdes dé&n : A

ronstrations \en dehors des mathématiques Jau sens précis et
rigoureux que ce mot a regu des Grecs et qu'on entend jlul donner ici. On
& le droit de dire que ce sens n'a pas varié, car ce gqui constitualt une
démonstration pour Euclide 1'est toujours 3 nos yeux; et, aux époques oll
la notion a menacé de s'en perdre et ol de ce fait la mathématique s'est
trouvée en danger de mart, c'est chez les Grecs qu'on en a recherché les
~ paradigmes. Mals i ce vénérable héritage sont venues s'ajouter depuis un
sldcle d'importantes conguétes. s
En effet, 1'analyse en quelque sorte grammaticale de textes mathéma-
; tiques d'abord choisis parmi les plus simples a permis, définitivement
X sans doute, d'en déterminer la structure, du double point de vue du voca~-
bulaire et de la syntaxe. Il a été ainsi constaté gue tout texte mathéma-
tique, d2s lors qu'il est compldtement explicite c'est-A-dire rédigé sans
omettre aucun intermédiaire ni rien lailsser 3 faire au lecteur, peut, sam
sans logiquement rieh perdre de son contenu, &tre traduit dans une langue
'Jmmmhhﬂ@A conventlonnelle ne comportant qu'un petit nombre de mots/assemblés sui-
: vant une syntaxe qul ne comporte qu'un petit nombre de ragles tppet invi-
: olables; un texte ainsi traduit est 4it formalisé, et se note en primecive |
par une écriture idéographique comporsant pour chaque mot un signe unigue.
La description d'une partie 4'échecs au moyen de la notation usuelle,Emt
Erxiaxtexformaitsdy une table de logarithmes, sont des textes formalisés; |
les formules du calcul algébrique ordinsire en seralent aussi si l'on a- |
vait complétement codifié les rdgzles zouvernant 1'emploi des parenthdses |
et qu'on s'y conformét strictement, alors qu'en pratique certaindes de
ces rigles ne s'apprennent gudre qu'd 1'usage et que 1l'usage autorise d'y

: faire certaines dérogations.
é4véuﬂim@m& En principe, la leerrsctioy d'un texte formalisé od%&%géic N
] puisqu'elle ne demande qu'une attention en quelque sorte aéeaniqns; clest
ainel qu'un mathématiclen fait le plus souvent confiance % un confrire
quil lul transmet le résultat d'un calcul algébrigue, pour peu qu'il sache
que ce calcul n'est pas trop long et a été fait avec soin. Il va de soi,
d'ailleurs, que les chances d'erreur augmentent avee la lonzueur du cal-
cul; du moine n'est-on pas exposé, dans un calcul formalisé, asux fautes
de ralsonnement que risquent trop souvent d'entralfner, dans un texte ma-
thématique écrit en langage courant, 1'usage abusif de 1'#ntuition, 1'as- i
sociation d'idées, et les autres sources des pétitions de principes aux-
‘quelles est exposé le mathématicien., En falt, 11 est vrai, le mathémati-
cien qul désire s'assurer de la parfaite correction ou, comme on dit, de
“1la "rigueur" d'une démonstration ou d'une théorie ne recourt gudre, sauf
‘dans la discussion des premiers prineipes qui fizure dans certains ouvra~
~ ges modernes de logique, 2 1l'une des formalisations complites dont on dis-
pose aujourd‘'hui, ni méme le plus souvent aux formalisations partielles
et &éncompldtes fournies par le calcul algébrique et d'autres similaires;
] 7 11 se contente en général d'amener 1l'exposé % un point ol son expérience
f .~ 8t son flair de mathématicien lui enselignent que la traduction en un lan-
: ~ @age =61 compldtement formalisé ne seralt plus mim qu'un exercice de pa-
tience (sans doute fort ?énihle); 11 en est alnsl par exemple des exposés
modernes des débuts de 1'algdbre dite abstraite, et aussi de la plus zrax ‘
grande partle des Eléments d'Euclide. 31, comme il arrive mainte et j
mainte fols, des doutes viennent % s'élever, c'est en définitive sur la |
possibilité d'une telle traduction qu'ils portent, soit qu'un méme mot ;
soit employé en des sens variables suivant le contexte, soit que les
régles de la syntaxe alent été violées par 1l'emplol inconscient de modes
de raisonnement non spécifiquement autoriéés par elles, soit encore qu'
une erreur alt été commise. Ce dernier cas mis & part, le redressement se |
falt invariablement,px tOt ou tard, par la rédaction de textes se rappro-
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chant de plus en plus d'un texte formalisé, jusqu'2 ce que, de 1'avis
général des mathématiciens, 11 soit devenu superfidu de pousser ce tra-

essal-de la cdorresfion ¢*un texi€ mathématique. : : :
La méthode axiomatique n'est 3 proprement parler pas autre shose
que cet art de rédiger des textes alsément tradulsibles en un langage
formaliséxy. Ce n'est pas 12 une invention nouvelle, bien que les langa-
ges formalisés en solent une; mais son emploil systématique comme instru-
ment de découverte est 1’aa.desrtrg17‘,erig;n;n;“&sfls mathématique con-
temporaine. Peu importe en effet, s'1l s'agit d'dcrire ou de 1lire un
texte formalisé, qu'on attache aux mots ou signes de ce texte telle ou
telle signification, ou méme qu'on ne leur en attache aucune; seule 1m-
porte 1'observation correcte des régles de la syntaxe. C'est ainsl qu'un
‘méme calcul algébrique,pENX comme chacun salt, peut seérvir & résoudre
des probldmes portant sur des kilogrammes ou des francs, dss—pieas ok

: . Ce méme avantage s'attache, et pour les mémes ralsons, &
tout texte rédigé suivant la méthode axiomatique: une fols établis les
théorémes de la topologie 5éaérgIé,-anfyeut»lesjapﬁliquer'h-volonté.k

|1'espace ordinaire, 2 i'espace de Hilbert, & bien d'autres encore. Cette
faculté de domner Ges contenus multiples aux mots ou notlonms premidrcs
d'une théorie est meme une im r&sntévssurca~d?enrichiséémengAda'1*1ﬁtu-
'ition du mathématiclen, qul n est pas nécezsairement de nature spatlale
ou sensible comme on le croit parfois maie qul est plutdt la connalssan-
ce instinctive du comportement des &tres mathdmatiques, sldée souvent
par des images de nature trds varide mais fondée avant tout sur leur fré-
' quentatlon journalilre. De plus, et c'est ce qui nous. importe particuli-
drement en ce traité, ls méthode axiomatique permet, tsrsugs lorsqu'cn a
affaire 3 des notions mathématiques complexes, d'en dissocier les propri-
étés suixamy et de les regrouper autour d'un petit nombre d'entre elles
qui se rencontrent également ailleurs, styxgomme c'est-3-dire, pour em-
ployer un»mqt*qniﬁsgﬁaw&éfini'§1ﬁsflaiﬁ'aveﬁ;pré;iﬂiena;éeﬁies:clisget
suivant les structures suxquelles elles appsrtiennent; c'est alnsi que,
parmi les propriétés de la sﬁﬁéreg“leﬁ unes sont topologiques, XmExamx
xxlx'd*sntzvsHaaﬁt”aléébri@uas;‘d'autmeg'enécra»psuyeht-étra'eensi&éréet
comme relevant de la gdométrie différentlielle ou de la thdorie des grou-
pes de Lie. Quelgue artificiel que uisse devenir parfols ce principe
de classification d®s mmismxsm que s'enchevétirent les structures, c'est
lui qui est 2 la base de la répartition en Livres des matidres formant
l'objet.dgvcéitraité;' : ; < ; e :
e o8

- o o

grammaire, de méme la méthode axiomatique, avons-pous dit, a été peati
ée blen avant 1'inventlen des langages formalisés; mais sa pratique
somsalente et non plus seulement instinctive ne peut reposser” que sur la
connaiseance d'un tel langege; aussi nous proposons-nous d'en déerire uy
dans le pr¥sent Livre. Nous en déerirons un, disong-ous, et cela suffi
ra; en effet, aters qu'autrefols on a pu erolre gde chague branche des
mathématiques dépend: d'intultions particuli®res qui lul fournissale
ses notlons et vérifés prexidres, ce gqul edt entrainé pour chacune la
ndcessité d'un lanzage formaltegd qui Ju appartint en propre, on axrm
salt aujourd'hui qu'il est Pasgib»---1egiquement:parlaat,,éa:rairg dérl-

L)

ver toute la mathématique fi'ugs~Sourc®unique, la théorie des ensembles; |
c'est 12 1l'uns des plus impeftantes découvertes des cent dernid®res an-
> ; AR : |

.lons du présent

nées, et ce n'est pas }'Une des molndres ambiLlons du pro: srEité
dexiransfarmerxeails @qsxzhtixzixnx‘euv:agé_qu: sak$rgé§voraer;@ette
gibilité en réalifé. Nous n'aurons donc qu'¥ exposer les principes 4'
seul langagg-formalisé, & indiquer comment on pourrdd{ rédiger en ce
langage le« théorie des ensembles, puls 3 faire volr codwent s‘lgaéren.

et 3 mesupe

' dans _e6llef-cl toutes les branches des mathématiques au
& notre attention se portera sur elles. = : :
Nous dédcrirons donc au Chapitre I les premiers éldments deN
maire du lanzase formalisé que nous avons choisi; et, d®s ce chapidwe
Ferses manieres d'abreer LegucoUTp 2= sxton ;‘_2} s
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De méme que l'art de parler correctement une langue préexiste 2 1a
grammaire, de méme la m8thode axiomatique, avons-nous dit, a été prasigud
pratiquée blen avant 1'invention des langages formalisés; mais sa pra-

3 tique consciente ef non plus seulement instinctive ne peut reposer que
i N\ sur la connaissance def principes généraux gouvernant ces langeges et la
3 traduction en ceux-ci’des textes mathématiques courants. Nous nous pro-
posons en ce Livre de donner la description complite d'un tel_langsge;
g en commengant par 1'exposé de principes généraux qui pourralent s appli-
8 quer 2 beaucoup d'autres semblables. Est-il possible, sans pétition de
,L[a,gM principe, de falre cette description, Au—fat¥ que les langagzes formall-
sés sont destinéds & la mathématique, et qu'en les décrivant on ne peut
gudre s'empécher de falre usage de la numération ? 51 étrange que soit
cette question, $ixfautxbisnxsexiaxpassryxpuisguexyxripordrexxpuisgus de
bons esprits semblent en avoir été embarrassés, comme 8'11 était absurde
% que la grammaire d'une langue gﬁt s'éerireyiEbivs dansx une autre langue,
s Woli adeed dans cette langue méme. I1 est convenu d'appeler métamathé-
tiques les portions de texte, écrits en langage courant, ol est faite
%a description, 1'étude et la discussion dmxim d'une langue formalisée;
dds notre Chap.I, les passages métamathématiques sont écrits 2 1'usage
de lecteurs sachant quelque peu raisonner au sens ol ce mot est entendu
vulgairement, sachant compter jusqu'® trols, et sachant aussi falre usage
zéfaAuuu7wé_dos nombres décimaux en tant que repéres, capables de se reporter/au
¢ n® 15 ou & la p.25; nous ne discuterons pas de la possibilité d'enseigner
un langage formalisé 3 des &tres n'ayant pas xkimitm atteint % ce degré
de développement intellectuel. Mais en fait la métamathématique peut X
» aller beaucoup plus loin; en effet, tandls que 1'analyse dite
sclentifique diumsxiaxxuzxdis d'un texte en langue vulgalre ne peut en
définitive étre dissocide de 1'étude psycholozique du sujet parlant ou
éerivant, un langage formalisé se préte & des études proprement mathéma-
tiques du fait que ses éléments constitutifs sont par hypothése tous ex-
plicités; mitxgmismxpemixsnxexamimsrxiss pourvu donc qu'on fasse compldte-
ment abstraction de toute signification gu'on aura pu 2 1l'origine attri-
buer aux mots ou phrases d'un texte formalisé, ce texte devient un objet
matériel particulidrement simple, assemblage d'objets préalablement don-
nés dont seul importe Xfaxdrm l'ordre qu'on leur assigne. SoumEBRIXEEBXX
\Extinii-Fer=rT—Téxtttmd d'appliguer aux objets matériels le raisonnement
/ mathématique ? Sur cette gquestion, le mathématiclen que nous sommes n'a
pas 3 formuler d'opinion; mzzepiim acceptons sl 1l'on veut comme un fait
dtexpérisnsexgutanxakeutiixixdesxesnsiustonsxyalabiesxan d’expérience
que cette application conduit 2 des conclusions valables dans certaines
conditions qu'enseigne iiexpérismceyxssizxsdmizyxisxrak )
zatigueyxappiigudxauxxapjetsxguexsentxissxiextesxfarnaitsdsyxdavientxxx
1'expérience, et par exemple lorsqu'on applique 1'arithmétique élémen-
taire 3 des gquestions purement énumératives et combinatoires. On a?pelle
logzique mathématigue la branche des mathématiques appliquBes qul s'occupe
d'%tudier ainsi les propriétés formelles des textes correctement écrits
en langage formalisésm, c'est-2-dire qui les étudie en tant qu'objets ma-
tériels indépendamment du sens qu'on pourrait y attacher; @NxEN 1'Appen-
dice du Chap.I en fournit un échantillon.particdlidrensni~Sinpie, (1)
Donc, dans le présent Livre, nous décrirons un langage formalidé' '

(1) Pour des raisons purement technigques, nous avons cholsl un lan-
gage qul ne se conforme pas strictement ixiaxdssexipiiem aux indications
ci-dessus, car 11 comporte des "liens" quil ne sont pas des mois du lan-
gage mals ee superposent & ceux-cij ispxxenpiaixnexseraiixdtxtizsnrsxnuix
Femenixindtspensabliexkxmatre 11 elit 6té facile dmxisx d'en éviter 1l'em-
ploi, au prix de quelgques complications supplémentaires. Leur interven-
tion ne change naturellement rien d'essentiel A ce que nous disons ici.
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et cela muffird suffira 3 notre objet. En effet, alors qu'autrefols on a
pu croire que chaque branche des mathématiques dépendait d'intultions par-
ticulid®res qui %=m lul fournissalent notions et vérités premidres, ce qui
et entrafné pour chacune la nécessité d'un langagze formalisé qui luil ap-
partint en propre, on salt gujourd'hui qu'il est possible, logiquement
parlant, de faire dériver toute la mathématique actuelle d'une source u-
nique, la théorie des ensembles. C'est méme 12 une des plus importantes
découvertes des cent dernilres années; et axmsixdrsxamkiifsmxdmxprissxt
notre dessein est de transformer cette possibilité mmxriaiitd en acte.
Nous n'aurons donc qu'l exposer les principes d'un langage formalisé u-
nigue, & indiquer comment on pourrait rédiger en ce langage la théorie
des ensembles, puis & faire voir comment s'insérent dans celle-cl toutes
les branches des mathématiques au fur et A mesure xueEr que notre atten-
tion se portera sur elles. Ce faisant, nous ne prétendons pas légiférer
pour 1'éternité; 11 se peut qu'un jour les mathématiclens s'accordient &
se permettre des modes de raisonnement non formalisables dans le langege
exposé ici; sulvant certains, 1'éSvolution récente des théories d'homologle
dites mxiomatiques donneralt & penser - :

21511 faudrait slors, sinon changer &= compldtement de langage, tous amu
moins élargir les ragles de la syntaxe. C'est 3 1l'avenir qu'il appartlen-
dra d'en décider. :

: Au Bhapitre I, nous @se donnerons les premiers éléments de la xramf
grammaire du langage formalisé que nous avons cholsi; et, dds ce chapitre,
nous indiguerons diverses mmid manidres d'abréger beaucoup les textes é-
erits en ce lanzage, par l'introduction de mois nouveaux ?dits "signes a-
bréviateurs") et de ridgles de syntaxe additlonnelles (dites "rdgles déri-
vées") en assez grand nombre; ce falsant, on obtlent des langages beau-
coup plus maniables que le langage formalisé proprement dit, #xmm et que
le mathématicien n'a aucune peine 3 retraduire en ce dernler &i besoin
est, mals dont on n'a déja plus la certitude qu'ils puissent 8tre alnsi
retraduits d'une manidre puremeéent mécanique; du moins faudralt-il, pour
qu'on en fit assuré, compliguer les régles de syntaxe gouvernant 1'emploi
des mots nouveaux Xxmm 2 tel point mmiiimxdm que leur utilité deviendralt
1llusoire; 12, comme en calcul algébrique #xdaxz et dans 1'emplol de pres-
que toutes les notations dont se servent ordinairement les mathématlciens,
on préfire un instrument maniable 3 un autre théoriquement plus parfalt
mais par trop incommode. Au Chapitre II, en nous servant des facllités
plus grandes qu'apportent ces premiers "abus de langage", nous compldte-
rons (2 un saul "axiome"™ prds, qui n'apparaftra qu'au Chapitre
1'énoncé des rdgles du langage formalisé de la théorie des ensembles;

~ d'autre part, melant de plus en plus les textes en langage courant aux
textes assez rares écrits en langage formalisé, nous enseignerons au lec-
teur, par la pratique, l'art de traduire de 1'un de ces langagzes dans
1'autre. A partir de ce moment, le langage formalisé tel qu'il a &té en-
seizné tout d'abord ne sera plus employé; le reste de ce 2z traité sera
écrit comme le sont en pratigue tous les textes mathématiques, c'est-a-

dire en partie en langage courant et en partie au moyen de formules con-

,/)(/ stituant des formalisations partielles, particulidres et =im incomplites

et dont celles du calcul algébrique fournlssent 1'exemple le plus connu.
Souvent méme on se servira du langage courant d'une mani®re encore bien
plus libre que celle que suggérerait ce qui précdde, par des abus de lan-
gage volontaires, par 1l'omission pure et simple des passages qu'eon présume
pouvolr 8tre restitués aisément par un lecteur tant solt peu exercé, par

-~ des indications intradulsibles en langage formalisé et destindes & faci-
11t32cette rsatitutioné d'autres passages également intradulsibles zomnsii

@ jowh

dasxiddesyxouxdesxsonmentsires contiendron§ des commentaires destinés &
rendre plus claire la marche des 1dées, au besoln par un appel & 1'intui-
tion du lecteur; l'emplol de toutes les ressources de la rhétogique devi-
ent dds lors légitime, pourvu blen entendu que 1'ossature logique du

texte demeure intacte, lLes preﬂtg;s«exemplea en seront donnés, d2s ce
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8} ce lanzage, par 1'iptfoduction de mots nouveaux {(dits "signes abre 2;1:
atdyrs") et de reézleg’de syntaxe adgitionnelles (dites "rdgles JEfas
o'} en assez zpind nombre; ce faisant, on obtient des langades beau-
sg maniabl@e que le langpfe formalisé proprement dit, et que le
\en 7" a-aucune peing”’B retraduire en ce dernigp~langage sl be-
soin est, maY€ dont on n'a plus la certitude qu'ils pwtssent etre ainsl
retradults A'und manidre pdrement mécanique; du mgifis faudrait-il, pour
. gqu'on en fut assuidd copfliquer les rigles de syritaxe gouvernant 1'em-
[ .\ _phol deg mots nouveawy da tel point qu'ils en déviendralent presque inu-
| > s<7tilispbles; 1, compé B calcul algébrique €t dans l'emplol de presque
> ’ . €s les notatiors dond\ge servent ordifairement les mathématiciens,
Créfere un ingtrument manjable 2 up autre théoriquement plus parfalt
f Xineonmed mals par tropN\uncogr6de. Au Chapltre 1I, en pets servant
| 4es facilitép plus §randas qu'aDygrtent ces premiers "abue de langaze”,
=< . | nous complyferons 1'énoncé des reglgs du langage formalied de la théorie
S <) | des ensepfles; d'autre part fielant Bg plus en plus lesS textes en lan-
Zé?ésags codrant aux textes apdez rares échNts en langade formalisé, nous
?3%§§3?ensci; erons au lecteur,” par la pratiguen\les ppr¥ncipes de la traduction
&7~ | de JVun de ces lanzageé dans l'autre. A paPylp de ce moment, la langage
>5) | formalisé tel qu'il 4 été enseigné tout d'gkONd ne sera plus employd; le |
‘ 2N réste de ce traité sera écrit comme le sgmt en Watique tous les t6xtes

x| pathématiques, p’est-2-dire en partie of langege dQurant et ey fartie
_,'4 | au moyen de fgrmules gul constituent des formalisathons partielles, par-
S 2 §§%t1cu11éres ¥ kncompldtes et dont pélles du calcul s

5 3 _ Zorique fournis-

> 'sent 1'exemple le plus connu. Sopfent mére on se servifa\Ju langage cou-
/irant d'upé manidre encore bien Alus libre que cells Que sudgéreralt
lqui prééede, soit par des ab ' : solt Ds

% de lanzage volont
/sion gure et simple des pg#bages qu'on présump”
[‘res¥itués par un lecteurtant soit peu exersge
S| epftons de nature trés/variable|destindes & faciliter 3e

- BESSaEe £85 slva~ — i g -2 -85 s s : My
Livre, au Chepitre III, qui expose sdmei la thémtexdss théorie des en-
tiers, des ordinaux et des cardinaux, et au Chapitre 1V qul expose la
théorie de la structure d'ordre, la plus simple de toutes les Structures;
au Chapitre V sera précisée m la notlon xé#mfix de structure s'-a% que les
notions générales qul s'y rattachent. : : 4 ,
Réd1zé suivant la méthode axiomatique, et conservant toujours pré-
7 | sente, comme une sorte d'horizon, la possibilité d'une traduction ZEmm
en la langzue formalisée, notre traité prétend donc & une rigueur par- |
falte, prétention que ne démentent point les feulllets d'errata au moyen
desquels nous avons corrigé et nous continuerons 3 corriger lee erreurs |
guiy qui s'y glissent de temps % autre. 2wf Du falt justement que nous
nous tenons constamment sussi prds d'un texte formalisé qu'il semble
possible sans longueurs insupportisbles, la vérification, en principe,
7’| est ailsée, et les erreurs (inévitables dans une aussl vaste entreprise)
peuvent &tre localisdes sans excessive perte de temps. C'est dans le
méme esprit réaliste que nous envisazeons ici la question de non-contra-
diction, 3xix 1'une de celles qui ont le plus préoccupé les logiciens
modernes et qui sont ;ustamga;i&‘l’prigine de la création des langazes
formélisds. On dit qu'une théorie makim¥ mathématique est contradictoire
si 1l'on y a démontré 2 la fols un théordme et sa négation; des rdgles de
raisonnement usuelles, qul sont i la base des rigles de la syntaxe des
langages formalisés, i1 résulte alors que tout théordme est & la fols
vral et faux dans cette théorie, qui perd donc tout intérét. Par sulte,
comme nous le verrons plus en détail au Chapitre I, dis qu'on se donne |
le droit d'utiliser dans une théorie un théoreme qul est faux dans cette
théorie, on se trouve virtuellement 2 1'intérieur d'une théorie contra-
dictoire, et on peut s'attendre & s'en apercevoir effectivement en dé-
montrant 3 la fois un théordme et sa négation. Pratiqué‘ccnscleamentg,
ce procédé est une méthode de démonstration bien connue, dite “"par 1'ab-
surde"; si au contraire on a aboutl involontalrement & une contradietion,
on ne peut la laisser subsister sans que solt frappée de stérilité la
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 théorie oh elle s'insdre, et 11 importe de remonter & sa source pour la

- faire disparaftre. Le plus souvent, remontant de proche en ?roebé le ma~
. thématicien finira par s'apercevoir d'une erreur commise; c est méae 12 =
“ un des plus slrs moyens dont on dispose pour s'en apercevoir. Sinon,

- ¢'est que la contradiction observée est inhérente aux principes mémes qu'
on a mis 3 la base di ématique; c'est ceux-el donc qu'il faut modi-
hé424E¢?&Z%7@i@5E?!%%Zﬁ&%k!?!%@ﬁ??ﬁ!@%ﬂé@uﬁﬁ5?ﬂ§ﬁ#€ﬁ?!!§!4¥éﬂ§@"??;?’.‘f
fier, sans compromettire si possible les parties de la mathématique aux-
quelles on tient le plus; & 11 est clalr qu'on y parviendra d'autant
plus facilement que 1l'usage de la méthode axiomatlique et d'un langage for. .
malisé aura permis de formuler/ces principes| axsexplusxdaxnetierxpinsdx
lus disti ment/et d'en séparer plus nettement les conséquences. C'est
ce qul s'est passé b date récente, lorsqu'on a éliminé les paradoxes de
la théorie des ensembles par 1'adoption d'un langage formalisé essentiel-
lement &quivalent & celul que nous déerirons icl; et c¢'est une révision
semblable qu'il faudrait entreprendre si ce dernier & son tour se révé-
lait contradictoire. A vral dire, de 1l'avis des logiciens modernes, cela
ne semble gudre probable. Peut-on espérer aller plus loin, et acquérir la
certitude que cela n'arrivera jamais ? Sans ENXZE® entrer & ce propos dans
un débat peut-&tre futile, et en tout cas hors de notre compétence, =xrxd
sur la notion méme de certitude, observons que la loglque mathématique
permet d'examiner les problémes de non-contradiction par les méthodes
propres du mathématiclen. Qu'une théorie soit contradictolre revient en
effet & dire muexsaxtradustism qu'elle peut se tradulre en un texte for-
malisé correct sboutissant & la conclusion ¢ # ¢, ou plutdét 2 la formule
qui s'écrit sinsl en abrégé su moyen des conventions exposées plus loin;
11 n'y a alors rien d'absurde & imaginer qu'on puisse Ximm rxXkmxxx
"3 émontrer” 1'impossibilité d'un tel téxte. En falt, on a donné de telles
"3émonstrations" pour certains langages formalisés partlels, molns riches
que celul gque nous nous proposons d'introduire mails assez riches pour qu'
on(pﬂisiaj;[écrire une bonne partie de la mathématique classlque. On peut
se demander, i1 est vral, ce qu'on & "démontré"™ ainsi; car, si la mathé-
matique était contradictoire, son application aux objets matériels, donme
en particulier aux textes formalisds, deviendrait illusoipe; 11 faudrait,
pour échapper 3 ce dilemme, que la non-contradiction d'un langage formall-
sé plit 8tre”ddmontrée’ par des ralsonnements formalisables dans EEsxlanxus
un langage moins riche et partant plus digne de conflance; or um théoreéme
céldbre de 38del dit que cela est impossible pour peu que le langage en
question solt adéquat aux besoins relativement mdm modestes de 1'arithmé-
tique. 8n revanche, dans les dénonstrations de non-contradiction "rela-
tixes? tive", on ne falt usage que de ralsonnements combinatoires trés
' simples, qui se traduisent en un langage formalisé assez pauvre, et qu'il
ne semble gudre possible de mettre en doute sans renoncer & tout emplol
rationnel de nos facultés intellectuelles: par exemple, pulsque dans ce
traité nous définirons sous le nom de "point", “"droite”, "plan" des no-
tions pssx satisfaisant 3 tous les axlomes de la gdométrie élémentaire,
11 s'ensuivra que toute contradiction déduite de ces derniers donneralt
lieu 3 une contradiction dans notre théorle des ensembles; c'est en ce
sens que tout ce quil s'est falt en mathématique jusqu'® ce jour est apte
3 &tayer notre confiance dans les fondements de notre science. Autrement
dit, s1 nous croyons gue notre mathématigue est destinde & survivre,
qu'on ne verra Jamals les parties essentielles de ce majestusux édifice -
8'écrouler dd fait d'une contradiction soudain manifestée, nous ne pré-
tendons pas gque cetie opinion repose sur autre chose que l'expérience
renforcde par le ralsonnement. C'est peu, diront certains. Mals voild _
vingt-cing sid¥cles que les mathématicliens ont pxix 1'hablitude de corriger
leurs erreurs et d'en voir leur science eurichle, non appauvrie; cela
leur donne le droit d'envisager 1'avenir avec sérénité. &

"
Note du rédacteur) Au lieu de "sachant compter... ou ¥ la p.25%,
{ire Ser sackant lire  éerire at comvter” ? (cf.Etat 6, Chap.I, p.9 1)



