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2 Décompo ition canoniguc diune apnl

oicnt £ une ”ppllCaELOE continve dtun cspace topoloique & dang un

eopuce topolosigue F , B la relabtion d'éyuivalence f{x)=f(3y) dons B .

Congidér

L»’*

rons 12 déconmposition canonigue f= VYoeges de T, oh ¢ désigne

ltapplicastion co ngnlfue deAi

sur B R , g unc application biunivogue de

/R gur £(EB) , et g/ 1?¢oplAcati@a canonigue du sous-espace LB}

ans F (Zrno.R, §§,n‘3§). D'aprds le th.1, 1'application Yog de E;’B
d

dens P, déduite de [ par passafe au gu uotient guivant la relation R ,

cat continue ; il en résulte {§«%2QG§} gue 1fapplication g est aussi

coniiinus.

Bn sénéral, 1la ‘9_1catLoa biuvgivogue et continue g nfest pas un

;omecJQrphlsue de B/R sur £{E). Pour gue g soit un noméomorphisme, il
/ ue g € s

o

Paut ot il suffit gue l'image par g dtun ensenble ouvert {resp. fermé)

<

-

dens Qfﬁ soiﬁ un cnsemble ouvert (resp. fermé) dans £(B) ; autrement 4i%,

N

51 Paut et il suffit que 1timg-e par f do tout ensemble ouvert (resp.:

]
oy
Sogun
v}
o
ot
o
g..,., 1]
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(*-J»
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o
&
[
i)
N
Ql:»a-x
s’
g"’\
(8]
o]
G
(o]
£
o
g-a
[

formé) saturé (pour 1 relatio

uverd (rvsn;_fcrmé)'aéns P . La proposition suivante donne une condi-

¢ simple pour qu'il en soit alnsi ¢

continue h ds F dans £ , telle cue fa;' soit lfapplication identigue

deé F sur lui ﬂgae, alors l?énpli ation g AGduite de f par passacse abn.

s &
cuotient suivant R, esl un HomGono T de &jd aur F .

tn effet, les applicatiouns continues g &% voh sont biunivogues et
raeiprogues llune de lfautre.

= £

idérops, dons un DI

txeople.- Cons
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Si a est un point de F , l'application x —>{(x,a) de E dans Ex P

t

est une application»contiﬂue h telle que pryeh soit ltapplica-
tion identique de E sur lui-nméme. Diaprds la prop.1, llespace
quotient de EXF par la relation d'éguivalence pf4(z;~p? (zt3
ect donc Lonéonorphe 8 E .

&5

4. Troncibiviié de l’,upace auvoticnt.

PROPUSIVICE 2.+ goient B et o deux relations di'Guuivalence dans un
: s P o i o H
cspace toﬁQIOglaue %, =llne gue R culiaipe 8 , et soit S/R la relation

d'écuivalence guotient dame l'espace E/R  (ims.R, § 5,n%)

v

i@m.canonlqae £ éa lfespace gquotient /& sur llespsees ouoiient

{ﬁfﬁ}/{aﬁﬁ} est un homéomorphisns.

o

En effst, en c@mpgsaﬁt ltapplication canonique ds E!ﬁ'gur

£

E}f(gjﬁ}g et 1ltapplication canonigue

cpplication continuve g de E sur
ticy ﬁ’nqu¢vuaeLce glzl=els) ;

sage au quotient suivant s, est

L

.

P AONE SORTISTL R v T, = G, A % s o 3 Faem, 5 S
seicnt B umm cspacc topolojiqus, R v z d*Cquivalcnece dans B

o

=% &
5, OU 9@ g8%

nanons e
las it ) [¥434

T



canonigue (Ens.R, 5 ,0%5) de A[i{ﬂ

nontrent donc que

e
®

PUOPUBIYIGH 3.~ L'gpplicatior cancnioue (Dbi

sur fv(.fx)

les résultats du nY3

univoque) de lfespace

sur lo gsous-¢s

nage f(il) d.()

‘guotient A/Rf

gufelle soit un hondouorphigne, il faut et

®

cot continue ;

s/

11 suflit cue tout snsenmble

pour

ouvert (resp. fermé) dans £ ¢t saturd pour

la trsce

d'un ensemble ouvert (recp. ferms) dans B et _saturé pour R .
Exemples.- Comme dans la premiére édition.

CGROLLAIRE 1.- 81 1'une des conditior

vérifide, l'oppli-

homéonorphisnme

e
©

cation osnonique de A/R, sur £(a) est un

a) A oot

ouvert ot saturd pour R
b) A cob fermé et saturd pour R ;

pour R .
Supposons Gfabord gue A soit cuvert et saturé pour R . alors, si

BC a e;t ocuvert dans A ¢l saturé pour H , B est ouvert dans E et
\ saturé pour R . On rsisonne de m@me dans éa cas b), en considérant les
partics fermées de A , saturdes pour ﬁﬁ 5i R est ouverte {&éfaz},l

A saturé pour B , et 81 B est un ensemble ouvert dans A el saturé pour
R, 5 B oot la truce sur 4 dTun ensemble G cuvert dang B ; comme B est
saturé pour B, , B sat aussel la trace sur £ do liensenmble U obitenu en

saturant C pour R ; l’hvpotﬂﬁsa ent gue U est cuvert dans B .
On raisonne de méme lorsque R osi sn considérant les @gfties
fermées ds A , saturdes pour R, . -

CORCLLAIRE 2.- g8'il existe une applicati atingue g de B da A tells
que, pour tout xe¢E , g(x} soit eongru & x modulo R, llapplication
canonigue de ﬁ/ﬁﬂ dang E/E est ur ngA sur E/R

TEEEA LA TEYT T oA x CCFTTCA T s e sTTTe e s 0 s e gETEEL NSEEEEERERERERE]




- 7 =

\ﬁ_

¥n effet, comme toute classe d'équivalence suivant R rencontre A

1timage csnonique de A/B&

part, si U est ouvert dans A et saturé pour K,
hypothdze & l'ensemble obtenn en sabturant U pour
5 :
o g el - i ¥ o .
me, g(U) est ouvert dans Z {3 4,th.2).

6. ?reéu;t de deux esnac&q_gv

Soient B et F deux espaces L@ycze rigues,
dans B , 5 une relation d?esalyaleg ce

canoniquo de B

hsifgg} ds

sur B/R , g 1

plication

pa

cor.% du %a,?} G&, 1z relatio

Efast autre gque la reolation prgduit RAS
tion canoni {(viunivogue} ée (B P}/{R %B)
{1ec.cit,} ast deﬁa coa inue en vertu du th.1

8i R et

oA Y N %
BAF sur (&/8)<(F/8) est

dans  4/R est identique & E/R ; dtantre

...‘§
, &(U)
R ;

identique payr

comme g est conti-

‘dnuivasleonece ouveries

(dér.2) 1ra splicatior ganonique de (ExFJ/(R
est un honéongrphisne el H;&S agt ouverts.

*R?i[ﬂ}

Diaprés le critére général du n®3 et la 4&1.2, nous devons monirer
pe ltimare par h=(f,g) de 1o ut ensenble ouverd g EXP est un
x (e 2 £ 3&.3

gnooable ouvert dans

(/R) #(

U est de la Torne 51%3 i

wuisgue tout susen ble ouvert dans EXF est 1
élénmentaires (‘g%no‘%)e Oor, on a h{AXB)=f{a
et P£(a) (resp. g(B)) est ouvert dans B/R (r

e

Comme dans la preni

Exemple.-

J- 3 & e
que B et & scient

sur (E/R) x(F/s) ntest

/ 4
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7. Séparati on diun egpace quotient.

=

Cherchons & quelle condition un espace quotient ' B/R est gépars.

La Géfinition des ensewbles ouverls dans g/ﬁ (ngi} donne aussitbt la

0]
O

ndition suivante : il Addﬁ et_il suffit gque deux classes d'éguivalence

o=t

disvincles guelcongues dsns E golient resp@ctiv@neﬂt contenuves dans deux

cugenmbles ouveris ‘atxris sans point comuun. lous allons donner dlautres

coanditions plua maniables.

THEORMAE 2.- Pour que 1'espace quoticnt B/R soit sépard, il faut gue,

dans EXE , l'ensenble C d@flﬂl<§ v la relstion R goit fermé. Cette

concition néec G“Sdlf@ est suffisante l$?53aa ia relation R cst ouveris.

En effet, dire gue C est fermé signifis gue i {m;b ?EI {ciest=A-dire

si a et b ne sont pas concrus module R ¢ ouvert U

de a et un voisinase ouvert V de b teles gque UxV ne rencontre pas C 2
or: dYautres termes, aucun point de U nlaest congru modulo R & un point

de Vi Ccoi'@?éxg?ime encore en 2isant éa@ ics onsembles A et B , obtenus
en saturant U et V pour B , ntont gucun point commun. Il est clair gue
cetie condition est remplie si Efﬁ cet séparé ; il suffit en effet
alors de prendre U et V des volisinages é@?arzg saturdés des eclasses
dfdéquivalence de a 8t b . Dfs a?re part, 8i { est fernmé et si 1la relation
R est ouverte les ensembles A ut B sonl des cnsembles ouverts satu xésg
contenant respectivement les classes d'équivalence de a et b , done E/R
;51 ést sépard.

Lorsque R n'egt pas ouverie, on peut donner des xemples oh € est

~

fermé et E/R non séparé (cxerc. ) . -

COROLLAIRE.- 8i l'espace guotient E R est sépard, les classes dléquiva-
lence suivant R sont desg cnsembles feindés.
1y 2 oy iy i Figa 2 /o 4 RN ~r P % S 3 2
Four dénontrer que E/R est sépard, on p sugol faire usace de 1ls
rrepocition guivante

...................................... T T T T LS ETE T Ty (R F e T T T OT AT LT 1% P 3 S F T S T A T T Er P T r oo es (1 s Iy Des e i s R T i e e s T sk iniiis
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PROPOSITION 5.- 8i, pour tout couple de points distinets a,b dlun

cgpace T ., il cxisbe une application comtinue £ d'un sovs-espace ouwert

-

A dec B, contengnt a et b , dung un espaco adéparéd B' telle oue fal)#f(b),

glors B ept séparé.

¥n effet, soient V’,“’ deuz voidin@;es sans point comaun de T(a) et
-1
{(b) rcctﬂctiveﬂent §oPYr ) pl fxw‘} sont dos volsginases de a et b
rogpzetivencnt ot nfont aucun point commun, d'od la proposition.

_Pour un espace quotient E R , or untiliscra ccite proposition de 1

panidre puivante : X ¢t ¥ étant coux classes 4'éguivalence suivand

B , on iormera une application continue £ 4'un’ cnsenble ouvert
A CE ; saturé ?cnr‘ﬁ et contenant X et ¥ ., dans un cspace sdpard
B!, de sorte que :

1© £ scit constantc sur toute classe dféguiva leaee suivant R 2
cgnteﬁué dans s

2° £ premns des valeurb Gistinctes sur X et Y .

fl,

Cormo A/B pout 8tre idsnlifis & un sous-ensemble ouvert de E/R
feof 1 de la D Dro 0D.3), on pourrsa a@giicnér iz prop.h & 1'egppiication
g ée Ajﬁ éuns B éuuQ,ue def par @agsagé au quotiecut, puiequev
cotte application est contunae {th.1).

COROLLAINE.~ 81 P est une spplication continuc d'un espace E dans un

espace sépars B! , et R la relation dféguivalence  f(x)=f(y)

guotient ﬁ/R est sépard.

PROPOSITION 6.- Soiecnt B vn espaecs réulisr, F uvn engsable Termé dans 8

i 5g 3 H A e e e -G
1o relation ¢féaus ivalonee cusobh en dcentifiant cnlre cux ies points
i o ey o L S e T e ATR Smen S 2y = Dt RS = S g L. ¥
do ¥ (autrement dit, lo velation dféguivalchec dont los classcs sont F
=
: : y 7 Ty 5 M T APy iag N e af +
ot lug czocivles iy} mour X & g #} . L'eguace guciicent E/R  est
(%]

s TT A A R T AT THT I o a s AT et st ew s s s sa s i1ttt iiniet
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sans point commun de X et Y respeciivenent. Considérons 1'cnsemble

fermé H , compléacnta rc de V el soit K 1l'encoerble saturé de B 5 il

°
2 L

G
1

O

ferné par nypobhdse, done C K est un voisinsze ouvert et saturé de X,

contenu dans V ; on ngontre de méne l'existonce dfun voisinage ouvert

et saturé do Y , contenu dans W, co gui achive de prouver que E}R est

P. 67, avant les exercices, ajouter ;

CliOLLALLE. - Dans un espace localescnt compuct B , tout _cnsomble

compact possdde un voisinase compsel.

2

En effet, concidérons  comme plonié dang l'ccpace compzet Bf obtemn

en adjoicpant & B un gOlﬂt & l?znfi 14 @ . 31 A est un easenble compact

!

w

]

@

iy

dans B , 1l existe dans BE' un voisinege V de A4 et un voisinapge ¥

<

= - _.7, (: G e -)7__?:," 5 e = b2
sans point comrmn (prop.8) ; conme [, W ect relativenent compact 1l en
eet de méme de V :

Applications propres.

LPIHITION 5.- 3oient B ot E' deux espacoes logalement compacts. On dit

aulunc application continue £ de B o
st
cngemble compact K B , £(K)

DO T -~ s 8 ; o g A e 4 Ay e o
PalPUGIUIUE 12.~ Zolent B et B' deux cs _compacis el

= . A £ 2 A > 4
non GQ”T;’}aGtS. _adjolirnant 8 E et
A % A e § L St o ot p JR i § i s
E' respectivemsnt lesg pointe & 1%infini » et ©f . Pour gu'une applicas

tion convinue f dc B dans E' goil vropre,

ISERSEEEEERERRRRERE]
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En effet, si f est propre, pour toult ensemble ¢

ompact K CE' |

-1 <4
f(ﬁK)m {: £(K) ost le complénentaire d'un ensemble compact dans B! £

par définition des voisinases de » et o dans F et Pt |, £(x) tend vers

ot lorsque X tend vers ® ; la réeiproc

i 7 £39 0 2 waem a ey G ey S TN TEINY Y
L 1%.- 31 L egt ung anplication nropre

oy s e B o
ue s¢ dénontre de méne.

compact £ dzus un cspage logs loient onpacth BY
cneeuble Termd dans ¥ eol vn ensenble fernd dong

C = 4 - B fuasod ; i Y- U G- I
de la prop.i2, pour tout ensemble fermé A dans B

g e 5 & £ wyez v 24 . y Tt e O R TT Y
dang ¥ ; £ pouvant 8tre prolongde cn uns 2

dang P, T{(a)UP(e) = £la) u-égfi est compact dans F', done f{A) est

Loraces guotients dtun espaes localenont compact.

Un cspace guotisnt 4 un espace Ageu$ ment compa
sairemen. localement compact, méue sil cst sdpar

£3

toutefeis la proposition uhi?&ﬂte :

B3
o d e o
25V COLpAagT. U Deus

ct n'est pas néces-

PAOPOSITIOH 14.- goient E un sspuce localement compsct, et R upe relation

d'écuivalence dans R telle cue le ssturd nour B de i out cnsenble compact

ons liespace guoticnt

Goang B s0it un ensexble eompact. Dans ces conditi

<

2, &

ai propre.

montrons diabord gque R est ferxrmds ; il suffit

R est localenment compact, ot 1'arplication canconigue de B sur &/R ]

de prouver guec si A
tout ensemble coﬂydcu

stnrd A 17 £ .
salure e K , guli est

de ANK , qui

IEREEEEEEREERRR R
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Considérons E coxnuc sous-espace de l'espace coapact &' obtenu en
adjoinent 4 K un point & 1'infini ¢ . Soit ®Y la relation d'équivalence
dang B'Y dont les class“s d‘euulvalahpe sont les classes suivant H et
ltsusesble {9} 3 d'dpres ce gul grbc‘d%3 lu relation B' ost fermée dans
l’cszace égmpact A , Gone {prop.7) aﬁ/fﬁ ezt conpust. Ur la relation HA
cot induite par #' sur B, et 5 est uﬁ.cﬁﬁsmblc ouvert dans B! | séturf
your KR! . Par suits>(§ 9., 00T.1-66 Jo Drons3), Q’E-csi izonorrhe & ltima-
g6 ds'E éags ﬁﬂfﬁf " gar,l'applicaticn canonigue ¢ de E' sur Ey!a! 3

or, 9(E) est un ensernble ouvert dans liespoce compact BY R |, et son
complémentaire est réduit & un peint ¢(e). BE/N est donc loealezent com-

pact, et 1la prop.11 ﬂontxe gue ¢ est une application propre de E sur ¢(B)|

CUNMOLLAT UK, - Soient E et F deux espaces localcizent compacts, £ une appli-

cation j RIOPIo de E dans F , R 1= réiatiem d'dauivalence f£{(x)=C(y) dans
B L'““illcﬂtlon canoniguc 1 de ﬁ/ﬁ sur ©{B) , déduite do f par ddcom-
wosiﬁisn cauonigue (é 03),v53 ui_ hor @“dr%ﬁisme,'

&E effet, si ¢ est ‘*uppll3$&‘on canon iqa@‘i@ 5 saﬁ gfﬁ 3 poar'tgui

337
£ &3

cnsemble fermé zaggﬁgﬁ - @(ﬁ} eel fermé dans E , done (prop.it
£{ 2{a))=c{n) est fefnu dans (&),

BSLaces quasi-compacts. (Touvte o

fromt

télépance de ce paragraphe si ell
jo propose donc que ce so0it blogqué en un n® en potiis caractéres, & la
Tin du parasraphe, ou misux, que ce soit rejeté en 4 ;rendice)

Gn Git cvtun ccpoece topologicue & oot i-compact a'il catisfait &

1taxiome (C) =ais nfest po nt sépard ; un csgace compact

est donc un espace cussi-comp

..................................................................................... B T T E ] B R S R B P 5878 B ST Y i D PR e S e w1 ns b ST R b e oy S ST T E VPRI 85 Ba B B &G
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ios démonstrations données zu n1 pour 1fscuivalence des axiomes (C)

(ct), (¢m), (C"¥) no font pas intorvenir 1° h pothdass que l'espace ost

sépard. De méme, la démonstration de la prop.? montre que si un filtre

sur un espace quasi-compact a un seul point adhérent, il converge vers
ce point. .

On dit qufune partie A d'um es pqas topclogique E est un ensexble

gussi caﬁﬁact si le Qusaespace 4 de E est un espace quasi-compuact.
. : (b ey i a1, B s ‘ 1
Pour que A soit mms quasi-compact, il Taut et il suffit gue. tout recou-
vrement ouvert de A duans B contienne un recouvrement fini de A .

ori un onsenmble qaasieeamyact) dans un

pede

_— Un cnsenmble compact (ot a fort

§

sment Termé (exere. J;

?

( espace topolosique non sépard n'est po

mais 1z démonstration dée la prop.4 prouve gus dang un espace guasi-=com-
pact, tout cnsexm ble fermd ect Qu181- comp.ict.
On it gutune partie A dfun espace topolo:igque B esl un cnsemble

relativemsni guasi-comnpact si son adhdérence & dans E est un ensembls

— 'qaasi;compact. Dans un copazce non sdpard, un ensenble compact (et a
7 fortiori un ensemble guasi-compuct) nfest pas toujours relutivenent

3

snasi-compact (ex :orc. ). La proposition 5 cst eopcore valable yuand on

U

v reaplace focompouet® par “quuulcccmna £%, La désonstration ds la proﬁgé
wontre encore qua la rdunion de deux onsembles f&ﬁsiéccm@actg esl un
onsemble guasi-comnpact.

81 B astrun espace quazsi-compuct, B un éép;e topelogique guelcong

£ une application continue ds E dens BY #{#) est un ensecmble cuasi-

> compact, comme le montre la démenstraticn du th.1. On noters pnr contre
/ 1

o

gue si f est une application biunivoqus ¢t

e, e - - R + o B AT e ooy A . o T T
o hact B cur un senace topolosique E' nfest pus necessalrencni un
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Lbes images canoniques de A et B sont slors des ensernbles ouverts non
vides duns E/B s €t forment unc partition de B/B ; €& qui est abaurde.
74, sunpriner la rrop.8, qui passe en exercics.

P.103, 1l serszit bon de faire passer le lemme en FProposition (on

sten sert aillenrs par la suite).

3 TS - PO 3 : s 2 : 3 S 4 5
- 1LY, vprés la démonstration du th.t, ajouter :

i

" - £y -
Beuarcus.- 4 toul recouvrencnt ouvert fini K =(U. )

3
LT - e S > + & 3 e it SR P .4 e
coupact E ; faisons correspondre, dans x:ﬁx.g lc voisinsse

e B i»} (G #U;) de la diagonale /\ . Les ensembles ¥ Torment
&"g . s

un sysiéme fondamental d'entourages de la siructure uniforme de & }

en effet, si V est un voisinagze quelcongus de A dans Ex B , pour tout

X€E , 11 existe un voisinage ouvert | v de x dans E tel gue u, ﬁ€} (G ¥

Comme A est co&p&ct il existe un nombre fini de points x, tels que

los QX % by Torment un recouvrement de /\ contenu dans Y ; conme
i i '
les UK ¥orment &videunent un recouvrement de B ; Botre assertion ecst
g _
dérontrée. En raison de cettie propristé, on Git souvent gue l'unigue

structvre vniforrme de 5 est la siructure vniforse des recouvrements

ouverts finis.

P. 110, ajouter & la déf.2 : : |

mJ
)
o
lj
3
3
£y
[6]
3

r»

Un _dit guune partie A d'un esuace uni

gl le souc-cspace uniforme A de E est précombpzct.

Hemarguc.- Dane un espace vniforne £ , un ensenblée relativement
compact 4 est précoupact, puisque A ssi compact, donc complet, et 4

3 : s B £ 4 =
partout dense dans A , ce qui nontre (93

T T T TR G T i T T TS snilftia bititoaninanh
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au complété du sous-espace A . Par contre, un cnsemble précompact

2:7 nlest pas néeesgairenment relativement compuct, comme le montre

le cas oh 8 lui-ufie est préc apact, 1als non compuct.

s

P. 111, faire passer la prop.2 en prop.1, et remplscer ls prop.1 psr

un Corolliuire, avee la démonstration suivantie :

sn effet; soit U un volsinare ouvert guelconque de & ; lfencenmble

:
i

Hoes i

g

U cot fernt¢ et ne rencontre pas 4

o

TOTRY W T B E
apres 1o prop.i, il existe

Sy

:
: IaF ] ’} P & > = Ja_4 E % g‘” - b A
un sntovraie Vde ¥ tel gque V(AINVIB)=¢, ¢t a Tortiori V{s) .U .
s 5 T E Z
ee gui ﬁcm@pire le corcllaire.
¥, 413, aprés la prop.4; ajouter les corollsires sulvants
COBCLLAINRE 1.- Soit B un espsce lecealenent coapact totalenent discontinu.

Pour tout xe¢E , l'ensemble des voisingses & lu fols ouverts et fermés

de x Torme un svstéme fondusnental 4o voisinares de x .

En oifet, seit ¥V wn voisinare ouvert relativement compuct de x , et

PR 37 % oy e 4 ¢ e 2 S @B oA 3 g ede s Al 3 R A e
supposons V non fernd ; alors la fronlidére 7 C¢s V cst un onsenble -compact

UNV oot ouvert et fermé, car il est ézal & UNV . supposons done que

tous les voisinages ouverts et fermés de x dans E renconirent

csrstrpsr bt n AR RnEt
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COLOLLAIRE 2.- Soit ¥ un espace compsect, R la relation didguivalence

dans B dont les clasgses sont les composantes connexes de B .

Liespace guotient B/R  est conpuet et toitulesont Giscontinu.

Or sait d6ja (chap.l, 811) que E/R est totalencnt discontimm ; tout

revient & voir que #/R est séparé (chap.Il, §1C, prop.7)..0r, soient

A et B deux composanies cornexes cistincics de £ ; dtaprés la prop.4,;
il existe un entourare U de E tel qu'um point guelconque de A& &t un

point guelcongue dc B ne puissernt 8tre joinls par une U-chafne. Or,

2 <
ltcnscible V (resp. %) des points de B qui peuvent &ire jJjoints 4 un

{xrop.3), donec saburdé pour R ; ¥ et W sont done ded voleinses ouverts
de A et B veospectivensnt, saturds pour R el ke se renconirant pas,

ce gui pr.uves 1ls corollzire.

ceococececsSooSoom o



