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: § 1. Espaces triangulables.
1. Simplexes euciidiens.- (II-B : Ce n° ne pourrs €tre mis au point que

lorsgu'on aura pris des décisions sur les espaces affines).

Soit E un eépace veetoriel topolocique’réel séparét:Soit (xo,x1,oo-.x )
‘une suite finie de points de E . La variété lindaire affine V engendrée
'par les Xy est l'ensenmble des barycentres des Xy a;Pectés des masses .Xi 5
pour tous les systlmes (A 1\1,...,)\_ ) tels que Z )\i =R o8y
pour tbut roint x de V , les )\i sont uniquenment déterminés, les X sont

affinement indépendants ; 11 revient au méme de dire qu'aucun des x4

n'appartient a 1a variété lindaire affine engendrée par les autres.

Lorsqu'il en eat a1n31, les nombres )L ,J\ ,..u,)\ f s appellent les
: o 1 , n

coordonnées baorycentriques de x relativenent & (xo,xi;.,.,xn) . La dimen-
gion affine de Vest n , et 1'applicc1tion X —> ()Lo,_k.,',...,)tn__ﬂ est -
une opplicotion lindaire affine de V sur R .

Définition 1.~ Un oppelle simplexe euclidien de dimension n l'enveloppe

convexe d'une famille tinie (xo, x1,...,xn) de (n+1) points de E gffine-

ment indénendants.
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Un tel simplexe euelidien S est 1l'ensemblc des poinis dont les coordon-
nées baryecentriques relativercnt & (xo, Kygwee ,xn) sont > 0 (EVT,

chap.II, §1,prop.8).

Un sinplexe euclidien est un espace compact (EVT, chop.II §41 prop.1).
Un simplexe cuclidicn de dimension O est un point. Un simplexe ewclidien

de dimension 1 est un sesment fermé d'extr8mités distinctes.
n '
Soit x -_koxo e § nXp un point de S ()\.1 7 0,:2 )\i=1). Si deux
tL=e
des JLi sont >0, x n'est pas point extrémal de S + Done les noints extré-

moux de S sont les x ; Lo seule donnde de l'ensemble S définit done
i

1'ehsemble des x; (mois non lo guite (xo,x1,...,xn)); Les x; sont aoppelés
les sommets de § . L'enveloppe convexe de (p+1) commets distinets de S est
un simplexe cuclidien de dimension p , appcld face de dimcnsion p de S 3
en pﬂrticulier, les commets de S sont les faces de dimension 0. Soit tou-
jours V la voriété lindaire affine enrendrée par les Xy o La réunion des
}faces de dipension (n-1) est 1o frontidre de § relativénent avV s ondit
que c'est lo cogue de S . Les points de S n'appartenanf pas & la cogque,
c¢'est-d-dire les points dont toutes les coordonnées'barycentriques rela-
tivement aux X; sont > O, sont dits pbints intergeé de S . Te point de S
dont toutes les coordonndes barycentriques relafivement aux Xy sont
égales est appeldé centre de S .

Soient S et S' deux simplexes euelidiens dans des espaces vectoriels
Eet B, (x 09% 0000k, ) les sommets de S , (yo,y1,..‘,yn) dss points de S',
Loutpﬂ les applications linda aires fo*nee ¢ de E dons E' iolles que A
u(xo)=yo,..., u{xn)ayn ) ont neme restriction v 4 § , et appliquent S dons
8, v(S) étant 1l'enveloppe convexz des ¥y » On 4it que v est ane applica-
tica lin cire affine de S dans S'. Si les ¥4 sont les sommets de §!',

v est un noméomornhlsme de S sur a1,
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Prenons notamment. E'= RY! ot solt y; le point de Rn+1‘dont toutes
les coordonnées sont nulles, sauf la i°P° qui est égale & 1. Le barycentre
~des Y3 affectés des mnsses )Li est le point de coordonndes
(J\o’)\f""’)\n)‘ Le sim?léxe euclidien 8' de sommets y,; est dont 1'en-
semble des points (4\. ) de R™ tels que A {25, Z’“ J\.i = 1.
Tout uimple:e eucliuien de dimension n est homéomorphe a S'

‘Soit S un simpleze ecuclidien de dimension n dans E . Ordonnons ses
sommets en une suite (xo, x1,...,xn)-vSoit Sy 13 face de S qui a pour
' gsommets (xo, x1,..{,xi). Soit y; le centre de Si o on a8
- : -1 — 1 wr+ )
¥ = %, ¥y == (xo+x1)..._ In = g Bty tecadx, ) .
Les Yy sont affinement indépendants. En effet, on peut supposer x0=0,

o gsont lindairement indépendants 3 il est clair

aunquel ces- ZysKnyees X
qg'alors Yqs¥psee+,s¥, sont lindaircment indépendants ; comme y =0 .
notre assertion est démontrée. ' '

Ceci p@sé, soit S un sinmplexe euclidien. Pour toéte’suiterstrictement
croissante 22 =(SO,S1;...,SP) de faces de S , les céﬁtres yo,yi,.;.,yp

de 80,51,...,8 sont, dfaprés ce qui_pféééde, affinéﬁent indépendants.

2 :
Ce sont donc les sommets dlun simplexe eunclidien sz . Les T 5 sont appelds

les simplexes cuclidiens déduits de S por subdivisionvbarycentrique.

Pronosition 1.~ Soient S un simplexe euclidien, .G; 1'ensemble desg suites

Lo e ad o e . .
strictement croissontes de faces de S Zour 22 € @5 s 801% TZE l'ensem-

- est une

ble des points internes de T . Alors i fanille {3 )
» ‘ 25 i 23 >e®

partition de S .

En effet, soi+ x €S . Ordonnons les gommets de S en une suite
(X 9%q 900 sX,) de fagon que les coordonnées barycentriques (A.,Aﬁ,...,)n)

de x par rapport & (xo,x1,...,x ) solent croissantes. Définissons les

n

. indices strictement croissants L. dhesingds

p Por leg conditions i
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).1=0 pour 0<1i<i, , J\.i1>0;
A‘i =J\-i1- pour 11$i<12 . )\»127.)-11' 3
(1) ' ‘

S0 00000080

J\.i:J\.ip pour 1p$i<n .

Soient S; la faoce de S de sommets (xi,xi_._1 peeeaX, ), et ¥; le centre
de Si - Alors, x est barycentre des points Yy 9 3y ,...,yi affectés

des masses ..._": =J\.1 (n-1,), Pv?()‘- “)"i )(n-ia):"'vl‘ "('A'i ""\‘ p-1)
(n—-ip+1), masses qui sont >0 3 done gt point interne du simplexe

euclidien de sommets Yi i yiz,...,yi . .uécip?-oquement tout point inter-

ne de ce siuplexe euclidlcn est de lo forme p1yi1+ Ra¥y +...+ppy .
avee des p; > 0 de somme 1, donc de la forme J\.oxo +./\. x1+...+)\_n o« b
1es .)\.i étant 1iés aux Ky par les formules précédentes, donc vérifiant
les conditions (1) 3 cecl prouve que les faces Si 5 12,...,31 sont
bien déterminées par x , de sorte que x ne peut etre point interne que

d'un seul simplexe TZ .

Lemme 1.- Supposons E norms. Soient S un simplexe cuclidien dans E ,
(xo X ‘,...,xn) Ses sommets. Alorg, le diomdtre de I'ensemble S est égal

au diamdtre de 1'ensemble des xy °*

En effet,' soicnt x€S , yeS . Poséns X =
(4\.130 ,Z _/\,1 = 1). Alors

n :

i I y""” ﬁ too Ay 'A'ixi)ugzg‘-m)‘;”y'xi” < (max Jly-x; PF A,

En particulier, “y—-xi | < max || X4-%; || - Dono " y-X " max nxj—xil )

ce qui prouve le lenms.
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Proposition 2.-~Suppesons E normé. Soient S un simplexe euclidien de

dimension n dans E

» T un simplexe euclidien déduit de 8 par subdiv1sion
baryecentrique, d et d’ les diamdtres de S B T & On 5 d'<. d .

Solent Kos Zygees X, les sonmets de S . Soient Ly = 13_1 (x +x1+..+xi),
e

(resp. y!' = T L 0¥ +...+x )) les centres des simplexes euclidiens de
sommets x

0?Xqr+s%; (resp. x Xq +%4 ,...,xj). On va nontrer que
I‘y——y'l‘ < H'STI-T d , ce qui, aveec le lemme 1, prouvera la proposition.
Supposons par exemple 1  j . Appliguant 1'inégalité (1)', on a
”v'~y"é “y'-xkﬂ pour un k <3 4 et dlautre part

“y"‘xk “=” 3-1-- {x +x1+...+x.)-x,l,“ = —lT “ ZZ (Xg G xk.)“
ZJ I =, ‘ﬁ:” ghesgre.

5 Co_;cr"exes simplicia ux.- Définition 2.~ Soxt K un cnsembls. Un ensemble

@ de porties f‘inias de K définit sur X une structu:ce de complexe simpli-
cial s'il possdde les propriétés suivantes :

(CoI) Toute portie de K réduitc & un point appartlent 8 CI)

(CSII) Si Leé @ , toute partie de K contenue d:ms L appartient & @
(CS III) Bou’c é1lément de K npp@rtlent seulbment un nombre fini de
parties de ¢ . |

L'ensemble K , puni de cette structure, est appelé complexe simplicinl

ses _éléments sont alors o appelés sommets ; les ensemb_lés de <I> sont appelés
les simplexes de K . e
| I-B.

T‘ilenbersf-oteenrod 'ﬁeléﬂunnt en exercice les complexes infinis)
On anpelle dimension d'un s:.mplexe de K 1e nombre de ses éléments

diminué d'une unité. On appelle dimension de X 12 borne supérieure, finie

ou infinie, des dimensions des simplexes de K .
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L'axiome (CS;;) entratne que la partie vide de K est un simplexe
(de dimension -1).
Ixemple.~ On dit que K est un complexe simple si K est fini et si
les simplexes de K sont toutes les parties finles de K .

Définition 3.- Solent K et XK' deux complexes simplicisux. Une application
¢ de K dans K' est dite simplicisle si 1'imaze de toutg simplexe de X

est un sipplexe de K!'.

L'application identique de K est simpliciale. Ino conposée de deux
applications simplieiales est simpliciale. :

Soient K un complexe simplicial, K' une partie de K » munie d'une
structure de complexe simplicial. o1 fout simplexe de K' est un simplexe
de K , on dit que K' est un sous-complexe simplicial de K . Il revient
au méme de dire que l'application identique de K dans K' est simpliciale.
Un sous-conplexe simplicial de K! est un sous-complexe simplicial de K.

Un simplexe de K contenu dans K' n'est pas nécessairenmen un simplexe
de XK' 3 1'ensembie K' peut done, en géndéral, 8tre muni de différeﬁtes
structures de complexe simplicial pour lesquelles il est un sous-complexe

simplieial de K . Si tout simplexe de K contenu dans K' est un simplexe

de K', on dit que K' .est un sous-complexe simplicial complet de K .

Exemples.- 1. Tout complexe simplicial fini K est sous-complexe
simplicial du complexe simple unique porté par l'ensemble X . :

2. Soit K un complexe simplicial. Pour tout entier n 20 , l'ensemble
des simplexes de dimension < n de K définit sur l'ensemble K une structure
de conplexe sinmplicial Kn de dimension< n Kn est un sous-complexe

simplicial de K . On dit que Kn est le gguelette d'ordrc n de K .
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5. Soient X un complexe siﬁplicial, H1 et H2 deux sous-complexes sim-
pliciaux de K . Dans l'ensenble H1L)H2 , concidérons les porties qui
sont ou bien des sinplexes de H1, ou bien des ginplexes de H2 . L'ensen-
ble H1L}H2 est oinsi muni d'une structure de complexe simplicial qui en
fait un sous-complexe simplicinl de K .

4. Soient K un complexe simplicial, H un cinplexe de K . Pour l'unique
structure de complexe simple portée par H , H est un sous-complexe
simplicial de K . On identifie en général le sinplexe H et le complexe
sinple qu'il définit.

3. Espace topolozique sssocid & un complexe simplicial.- DSfinition 4.-
Soit K un complexe simplicial. Dons 1'espace gE s considérons le sous-
espace formé des points ()\},)1, ¢ Rossddant 1o propriété suivente

Llensemble des keX tels que J\.,\, f: O est un sinplexe de K , les

Aoggat 20,88 5 A, a1

Ce sous-espace est dit associd & K et est_notd }Kl

L'espace |K| est sépars.

Soit‘H un sous-complexe simpliciallde K . Identifions RH au sous-
espace de RY fqrmé des familles (.)\_k)keK tellee que )kk = 0 pour
1:¢II. Alors, lH] gltidentifie & un sous-egpoce de ]K‘ . Ce sous-espace
est fermé dans iKi ; en effet, si x = (J\k) 3 !K' n'est pas dans lH’ :
l'ensenble K1 des k ek tels que J\k > 0 nfest pas 'u.n simplexe de 5
elors, pour tout point y de ]Kl assez voisin de x , ona y %,IH‘ :

IDxemples. 1. Soit K un complexe simple de dimension n (n fini). Alors,
,Kl est ll'ensemble des systlimes ()\0,1\1,...,)\[1) tels que ‘}\i 349 5
ZS:LO j\i =‘i, doﬁc est un simplexe euvclidien de dimension n. Si K' est

un simplexe de K de dimension p , ]K" est une face de dimension p de ‘Kl

Si K" est le squelette dtordre n-1 de K 4 \K"l est la coque de lK‘
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2. Solent K un complexe simplicial, n un entier > 0. Si K, est le

squelette d'ordre n de K , | Kn‘-s'appelle le sguéletfe‘d'ordre n de | K] .
3. Solent K un complexe simplicial, H1 et H2 deux sou°~complexes

slmpllciaux de X . Soit H le souu-complexe ginplicial de K défini sur
~ _l'ensemble H,UH, dans 1'exemp1e 3 du n°1. Alors, on a

|2y = |5 | U ‘Hz‘
4. Soit K un eomplexe simplic1a1. Tout sinmplexe L de K de dimension n

définit un sous-espace |L‘ delK\, qui eot un sinmplexe euclidien de dimen-
sion n. Zn particulicr, n
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Soient K et K' deux complexes simpliciaux, ¢ une application simplieinl:
de K dans K'. Pour tout simplexe L de K , de sommets ky» k1,...,kn s les
8léments cp(ko),(p(k1),...,cp(kn) sont les sommets (non nécessairement
distinets) d'un simplexe L' de K'. Soit Y, l'application lindaire affine
de |L| dans |T'| qui transforme ’ki' en 'cp(ki)' (i=0,1,...,n). S5i T, et

I, sont deux sinplexes de K , ¢L1 et Y coineident sur 5| nlLy) -
2
Donc il cxiste une application et une seule ¥ de |K| dans |K'| qui pro-

longe les WL ; cette application est continue en vertu du lemme suivant 3

Lemme 2.- Soient X et Y des espoces topolozigues, (X:I.)i‘eI un recouvrement

ferm& lacalemeont fini de X , wy une application continue de Xi dans Y .
Quels que soi-nt 1€I et j€I , on suppose ague w, et Wy coincident sur

Kif'\}{j - Alors l'opplication unigue w de X dons Y gui, pour tout i€l ,

prolonge w; , est _continue.

Soient xeX , et V un voisina-ge de w(x) dans Y . Soicnt J une pertie
finie de I, et V un froisinage de x dans X , tols aue vNX, = # pour 1.
Pour tout 184 . soit Vj un voisinage de x dans X tel' que (x"‘)ew
“pour xt'¢ Vj('\Xj « L'intersection de V et des Vj est un voisinage V! de x
dans X , et ona w(x')éeVW pour x'e V! . Dot le lenme. j

. Revenant aux notations antéricures, l'application continue ¥ de | K |
dans lK'lest dite ‘assoc'iée é. © . In'image par ¥ du squeiette d'ordre n de
|E| est contenu dans le squelette d'ordre n de |K'|. i |

En particulier, si H est un sous-complexe simplicial de K , et sl ¢
est l'injection canohique de Hdans K , ¥ n'est autré -que 1'1njection de
|E| dans |K‘ par loguelle nous avons d6jd identifié |H|€z un sous-espace
de |K| . ' ' '

Joient KT’ K2 ,K3 des conplexes simpliciaux, ?, (regp. 1;2) une appli-
cation simplicicle de K, dons K, (resp. de K, dans KB)’ -'4'1 (resp. 11:2),
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l'application associe de |K,| dans |K,)\ (resp. de (K, | dans)K [). alors,
w20w1 est l'application associde & P00, - ‘En particulier, soient K et
K2 des complexes simpliciaux, L un sous-complexe simplicial de K » P une
application simpliclale de K, dans K, , ¥ l'application associde de ]K |
dans |K, | 3 alors, la restriction de ¥ & ]L | ntest autre que 1l'applica-

tion associde & la rcstrlctlon de ? 1 .

4. Espaces trisnmuldés.- Définition S5.- Soient X un egpace topologigue,
K nn complexe simplicial de dimcnsion n . On appelle trisnsulation de X

de nerf K un homéomorphisme de 'K[ sur X . L'espace X , muni de cette

triﬂnﬂulation, est appelsd es pace triansuld de dimension n .

Un espoce topologique Y est dit trian~ulable (resp. trian-ulable de

tzge'fini) s'il possdde -une trian~ulation (zesp. une triansulation de
nerf fini).

Un espace triangulable eét localement compaet 3 un espace triangulable
de type fini est compact mdtrisable (prop.3).

Soilent X un espsce trianzulé, t la triangulation X son nerf. Ltimape
par t du squelette d?ordre n de )K} s'appelle le squelette d'ordre n de X.
De monildre analogue, on définit les sommets de X , les simplexes de
dimension p de X , les faces de dipension q et _les points internes d'un
simplexe de X , 1'8toile st(x) d'uﬁ sommet x de X . Tout point de X est
point interne d'un simplexe bien déterminé de X . ETtant donné un recou-
vrement K de X » on dit que t est plus fine que K si, pour tout
sommet x de X g st(x) est contcnue dans un ensemble de 3( o Si X est un
espace métrique, on appelle diamdtre de t la borne supéricure des diamatrea

des simplexes de X .
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Soient X et X' deux espaces triangulés, t et t' leurs triangulations,
de nerfs K, K'. Soit ¢ uhe application de X dans X'. On dit que @ est
simpliciale s'%& existe une application simpliciale w de K dans K' telle
que ¢ = tloyot , ¥ désisnant l'application de |K| dans |K'| associde

‘& w . Une application simpliciale de X dans X' est donc continue.

Définition 6.~ Soient X un espoce topologique, Y un sous-espace, H un

éogglexe simplicial, K un sous-complexe simplicial. On appelle triangu-

lation de (X,Y), de nerf (H,K), un homSomorphisme de |H | sur X qui

transiorme tKl'gg 3 Le‘cougle (X,Y), muni de cette trionsulation, est

appelé couplé triancoulé. _ :
On dit gu'un espace topodlo~igue X et un sous-cspace Y forment un

couple trianculable (resp. trionculable de type fini) si le couple
(X,Y) posstde une trisngulation (resp. une trionsulation de nerf fini).

(Fout-il parler des dimensions d'un couple tiiangulé ? des "triples"

trianculés 7 ete.). ’

Si (X,Y)test un couple triansulable, Y est uh‘sous-espaée fermé de X .
Proposition 4.- Dans’l1espace pumérique RE ’ soient X gg ¢orps convexe
compact ¥ sa frontidre. Soient H un complexe s;mplé de dimension n ,

K sén sguclette dlordre n-1. Il existc une triégéﬁlation de (X,Y) de nerf
(H,K). o ‘

L'esp&ce \H]'est'un corps convexe compact dans RP ,'et IKI est sa
frontidre. Ia proposition sera done ‘démontrée si nous Stablissons que,
vour tout corps convexe compact X dans RY , de fronticre ¥ , il ecxiste
un homéomorphisme de X sur la boule Bn qui transforme Y en Sn « Par trans-

‘lation, on peut supposer que O est intdricur 2 X . Soit x un point de Sn

‘Ia demi-droite fermde D d'orisine O définic par x coupe Y en un senl

point y = ¢(x), et DNX est le segment fermé dlextrémités O, y 3
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en effet, ’rl'ensemble des nombres )\)O tels que A xeX a une borne
supérieure p>0 , et px , qui appartient &4 X , n'est‘ pas intérieur & X ;
done pxeY ; dlautre part, si AxeX et AtxeX (_A_) o, _A_’; 0), avee
par exenmple J\.< oy ’ Ax .est intérieur & X (EVT, chap.II, 31,prop.15).
I1 est clair que ¢ est une application bijective de Sn sur Y , 1'applica-
tion réciproque ¥ n'étant autre que l'application y — Y __ ;5 on voit
en outre que V¥ >est continue ;.éomme Y et Sn sont compacts”,ycg est un
homéomorphisme de Sn sur Y . D'autre part, ce qui précdde montre que X
est réunion des ensembles disjoints A Y (O'S)tsﬂ : aloi-s, 1'appli-
cation w de R® dans R" qul transforme O en O et tout point x;éO en
lxl] o '-%-n ) d6finit une application bijeétive de B sur X qui prolonge
v .« Il est clair que w est continue en tout point x}: 0 ; dtautre part,
si x>0 , w(x) tend vers O parce que fw(x)|| < U|x]| , U désipnont le
maximum de la norme sur X . Done w est un homéomorphisme” de l'espace

compact Bn sur l'espace compact X .

Proposition 5 (exercice ?).- Soient X un espoce topolosigue séparé,

K un complexe simpliciol, f unc application de 1'cnsemble @ des sim-

plexes de K dans 1'ensemble des Dpartics de X , sotisfoisant aux condi-

tions suivantes :

a) El_e_s_ £{L), pour L ¢ @ s forment un recouvrement 1ocalement>'fini
de X . 1 '
b) Pour LeP , Led ,ona £(INT') = £(1)N £(I1).
¢) 51 Le ¢ , il existe un homSomorphisme ¢, de |I| sur £(I) gui,
pour tout simplexe H L , transforme |H| en £(H).
Alors, il cxiste une triansulation de X de nerf K gui, pour tout
Led, transforme \L' en £(L).
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Pour tout L€ P , solent Y, un homéomorphisne de |L| sur [L] , et
(pi, = ip]i'owﬁ . lous allons choisir les WL de fagon que, pour L é-@ , L1E @ .
L Lpi, solit un prolongement de goi . Supposons les WI; choisis pour
tous les simplexes de dimension- <n , et satisfalsant & cette condition.
Sol¥ L1 un simplexe de dimension n de K s lés Lp]':' ’,7 pour tous les simplexes
'L de dimension <n contenus dans 1}'1 » d8finigsent, en vertu de 1l'hypothise

de récurrence et du lemme 2, un homéomorphisme w de la cogaque de \L1‘

; 1 :
prolonge w ; en vertu de la condition ¢, ceci sipnifie que ﬂ'I. doit
: ; , i
prolonger un homfomorphisme donné de la coque de [L1] sur elle-m@me.

sur un soug-espace de X L doit &tre choisi de :Eagon que @ owI-'
1 1

Utilisant la prop.4, nous sommes romends & prouver ceci : soit 0 .un
homéomorphisme' de Sn sur Sn + alors 11 existe un homéomorphisme 0! de
Bn sur Bn prolongeant € 3 pour &tablir ce point, 1l suffit de poé;er‘
t - > £ ‘~ 1 o . i i
ot (x) --"1.” 0 (W) pour x €B , xf 0, et €1(0)=0 ‘:L!exlstence
des '&]!I‘ est ainsi démontrée par récurrence. _
Ceecl posé, pour L€ CE a8t Lle CP » 9L et pl, coincident sur

: il 3 : '
8] N 3= |TN 1| avee PE ey
anplication continue ¢ de iKldans X gui prolonze les (pﬁ . D'antre part,
¥ . : = -1 “ -
pour Lecﬁ et Lte (P < E;‘)ﬁ et g1, coincident sur f£(L)NZ2(L')= £(LNIY)

o 2 ‘
avece %(‘\L' ; or, les £(L) constituent un recouvrement fermé localement

. In vertu du lemme 2, il existe une

fini de X ‘(ear, X étant sépard, les £(L) = (?L(L)'éont conpacts) 3 done

-4
(lemme 2) 1'application 7 de X dans |K] qui prolonge les (P]'; est continue
Il est clair que ~tpo7 et 1'(0 o} sont’ los applications ldentiques de X

et ‘K‘ respectivement. Ceci achdve la démonstration.

5. Subdivision barycentrigue.- A tout complexe simplicisl X , hous allons

associer un nouveaun complexe simplicial K' :
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1) Les 61¢éments de K' sont les simplexes non vides de K .
2) Un ensemble f£ini de simplexes non vides de K est un cimplexe de K!
pi et seulement si cet ensemble est totalement ordonné par inclusion.

- I1 est clair que l'ehsemble K' est ainsi muni d'une structure de
complexe simplicial de mBme dimension que X . On dit que K! est le com-
plexe simplicinl déduit de K por subdivision barycentrigue. |

Soit H un souc-complexe simplicial de K . Soit H' le complexe simpli-
cial déduit de K par subdivision barycentrique. Il est clair gue H' est
un sous-complexe ginplicial de K'. Ce sous-complexe s;mplicial est complef

En effet, considérons un simplexe de K', clest-a-dire un ensemble fini
{Lo, I, ,...,I.n} de oimplexes distincts de K tels que L &L, c... €L ;

supposons que ses sommets, clest-d-dire I L1’°"’Ln . soicnt des

:
sommets de H', clest-a-dire des simplexes ge H ; alors, {Lo, L1""’Ln,}
est un simplexe de H’ d'od notre asseftion. '

uoient X un complexe eimplic1al K' le complexe Siﬁpll@lwl déduit de K
par subdivision barycentrique. ﬂOHu allons définir une appllcat;on conti-
noe © de ]K'f dens | K| . Gpnsidérons un simplexe L':{;O,L1,...,Inj-de
K', ot les L. sont des simplexes de K tels que L c:L <:;..c:L . Les
centres x; des simplexes ]L | de lKl sont tous contenus dans le simplexe -
) nl s solt aleors @L' 1'a ppllcatlon lindaire affine du sinmplexe }L" de
]K‘[vdans le sinmplexe I n‘ de’ ,K‘ qui, pour tout i , transforme le
sommet y; de !L"aSSOCié a Li en x; - Soit ¢ 1'application'continue
(lemme 1) de [BG] dans )Kl qui prolonge les ?L' . Cette application est

annelée l'onplicatlon canonigue de ‘K" dans [K’ 5 Si H est un sous-

~complexe simplicial de K, et si H' est le sous~complexe simplielﬂl de

K' déduit de H par subd1v1310n bqrycentrique, 1° restrlction de ? & |L'l
est l'application canonique de ‘L'l dans ,L{
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Proposition 6.~ L'application canonique ® de ]K“ dans |K| est un homéo-
morphisme de |X'[ gur |E|. 8% Hest un sous-comgiexe simplicial de K ,
et si H' est le sous-complexe simplicial de K!' ddduit de H par _subdivi-

sion barycentrigue, on a o(|H'|) =|H]|.

[lontrons gue © est surjective, et pour cela que, pour tout simplexe i
de X , on a 9(‘K'|) > |L|. Soit (LysDyse-+,0,) une suite strictement
croissante de sinplexes de K contenus dans I ; cette suite est un sim-
plexe L' de K!, et.Q(lL'{) est le simplexe eueclidien qui admet popr
sommets les centres des simplexes esuclidiens [LOI,[L1|,...,|Ln| . Done
¢('K'l) contient tous les simplemes euclidiens déduits de \Ll par subdivi-
sion barycentriquc, et par suite ’L] (prop.1).

Ilontrons que v est injective. Soient Xy 0%s deux points distincts de
|K1 , et montrons que ¢(x ) f Q(xa). Soit L{ (resp- Lé) le simplexe
de K' tel que x% (resp. x;) soit p01nt interne de }L'l (resp. ]Lé[)

Hous awstlnﬂuerons trois cas : a) Si L{ = Lé s 18 restriction de P &
‘L{l est injeective puicqu'elle applique les sommets de ’L{! sur des
points affincment indépendants (n®1) ; done ¢(x1) f g(xe) ;

b) Si L{ f Lé s 6t si les &léments de L{, Lé sont des simplexes dé K
contenus dans un mfme simplexe L de K , Q(x1) eti'g(xz) sont points
internes de deux éimplexes euclidiens distiﬁcts déduits de ’L’ pdr
subdivision bafycewtrlquv, done ¢(x )'f ¢(xq) d'aprds 1la prop.t.

e) §i les 616ments de L et de Lé sont des simplexes de K qui ne sont
pas contenus dans un nfme simplexe de K , il ems’ce un ¢lénment k ek
qui n'est somnet d'ocucun des simplexes 8léments de L; s 6t gul ect sommet
dtun des simplexes é1ldments de Lé (por exemple) ; alore, lo coordonnde

J\k de Q(x1) (resp. @(xg)) est nulle (resp. >0), done @(x1) f ¢(x2).
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Maintenant, si H est un sous-complexe simpliciol de K » €t 81 H' est
le sous-complexe simplicial de K' déduit de H par subdivision barvcentri-

que, la restriction de o & )H*tn'est autre que l'applicetion canonique
de[H'l dans IH', done @(]H'l) =|H[ d'aprds ce qui préecdde. En particu-
lier, si M esf un simplexe de X , et si II se dédult de M par subdivision
barycentriéue, la restriction de @Aé.\M“ést'un homéomorphisme de l'espace
compact | M'[ sur 1'espace compact }H‘ . Done la restriction de 'é a |uf
est continue ; conmme 1es simplexes lMl forment unt recouvrement fermé
localement fini de |K| , on voit que “é est continue (lemme 2), ce qui
achdve 1la démonstratioﬁ-

Définition .- Soient X_gg espace topolozique, t une triansulation de X

de nerf K . Solent K' le complexe gimplicial déduit de K par subdivision

barveentrigue, ¢ l'homéomorphisme camonigue de |K!'| sur |K|. Alors,

toy ggt une triansulation de X ; de nerf K 3 on dit gue toy est déduite

de t par subdivision barycentrigue.

Proposition 7.- Soient X un espace métrique, t une tricnsulation de X

de nerf fini K . Soit t, la trianpulation de X déduite de t par i -

subdivisions barycentrigues successives. Alors, ;é*diamétre de ti tend

vers ' C gquand i —>+ oo .

Soient K1,K2,... les complexes simplicisux déduilts de KozK. par
subdivisions barycentriquﬁs.successives. Soit 9y l?homéomorphisme
canonique de |X,| sur }Ki-1‘ (1=1,2,...). Alors pog.0...0p, n'est
autre que la triansulation ti.de |K | déavnite de ls triangulation ideﬁtique
par i subdivisions barycentriques successives. Soient 51 le diamdtre de
ti (on munit ’Kl de la distance euciidienne Induite par celle de RK),
et n la dinension connune de tous les Ki « Par réeurrence sur i , on

obﬁieﬁt aussitdt les résultats sSuivants : 1) pour tout simplexe I de Ki "
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ti induit une application lindaire affine de L sur un simplexe euclidien
de BX 3 2) il existe un simplexe U de K, 4 tel aque ti(I-) gsoit l'un des
sinmplexes ecuclidiens déduits de ti—1 (1) par subdivision baryceptriqde.
Alors, la prop.2 piouve que §; < E%T 61_1 « Donc, 61-}0 quand
i —>+ 00 , d'od la proposition, puisque t est uniformément continue.
_E_S_ Approximotion simpliciale.- Définition 8.- Soient X et X' des espaces
trisngulés, © une application de X dans X'. On dit qu'une spplication ¥
de X _d_a__Qg X' est une approximation simplicigle de ¢ V¥ est simpliciale,
et si, pour tout x€X , ¥(x) apportient é.u‘ ginplexe unigue de X' dont

- p(x) est point interne. ;

Théortme 1 (2 pproaimation simpliciole).- oo;;ent X un espace triangulable,
X' un espace trianzuld, v une aopplication continuc de X dans X'. Il

existe un recouvrement ouvert KX de X possddant la ';gropriété gsuivante :

pour toute trisnpulation de X plus fine que K ® posstde une

approximation simpliciale.
En effet, soient t' la trionsulation de X', X' son nerf. Les ensem-

bles st(]!c" 1 K'E KV forment un recouvrement ouvert de X', donc les
ensembles f?p(st(lk'l )) forment un recouvrement ouvert K de X .

Soient t une triangulation de X plus‘fine que V4 , K son nerf. Pour
tout ke X , choisissons un Slément k' = Y(k) dans K' tel que

st(] 1") = go (st([’"! ))e. Is'prplication % de K dons K' est simpliciale 3
ear, si k1 '1‘2""'kn sont sonmmets d'un cipplexe de K , les st()kil)
ont une intersection non vide, done les st(]ﬂ:(ki)l) ont une intersection
non vide, donc les \lt(ki) appartiennent & un m@me simplexe de K! .

Soit w l'application simpliciale de |K‘ dans IK']associée ay, et soit
¢' l'opplication simpliciale correspondante de X dans X'. liontbns que o

est une approximation simplicisle de v . Soit x€X . Soit S (resp. Sh)
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le simplexe de X (resp. X') dont x (resp. (p(x))' est point intei*ne. Pour
tout sommet y de § , on a x€st(y), done o¢lx)e ¢(st(y))c stlo'(y)),

~ done v'(y) est un sonmet de S*'. Ainsi, ¢'(x)€ ¢'(8)= S, ce qui

prouve notre assertion.

Corollaire.- Soient X, X! des cspaces triansuldés, ¢ une opplication con-
tinue de X dans X'. On suppose gque le nerf de la triansulation de X est

fini. Soit X, l'espace triangulé ddduit de X par n gubdivisions bary-

centrigues successi¥es. Alors, pour n assez grand, l'application p de
Xn dans X' posslde une anproximation simpliciale.

In effet, soit K le recouvrement ouvert de X dont le th.1 assure

l'existence. Munissons X d'une métrique compatible avec sa structure
uniforme. Solt € >0 . Le diandtre de la triansulation de Xn est ¢
pour' n > n, (prop.7). Alors, pour .tout conmet y de Xn s le diamdtre de
st(y) est < 2€ -pour n > B JJe corollaire résultera donc du lemme

sulvant

Lemme 3.~ Soient E un espace compact, J un recguvrg' nent ouvert de E .
11 existe un entourpse V de T tel que, pour tout =x€E V(x) soit

contenu dans un cnsemble appartenant & i i (mp.{;én., hap.II §4

exerc. 1!).

En effet, pour tout xe¢E , il existe un entourage W de E tel que

: W (x) so:.‘!: contenu dans un ensemble de K . Soit Uz un entourage de E

tel que U < YI . Soient Xy 9Xpgeee Xy, -des points de E tels qde

Uy (X4) 5000, xn(xn) forment un recouvrement de E . Soit

Y = Ux1”Ux2’.‘°"”an < il gst un entourage de E . Pour tout xe? 5
choisissons x; de fagon que x€U, (xi) « Alors, Vix)c U 1(x)

i i

U, (xi)‘:wx (xi) done V(x) est contenu dans un ensemble de XK .
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- 7. Produit d'espaces trisnrulés.— Soient K1 et K? deux conmplexes simpli-

ciaux. Dans l'ensemble K1 xK2 s -cOnsiddérons les parties contenues dans

ane partie de la forme L1XL2 , Ot Ie1.est un simplexe de K, et Lp un

1
sinplexe de I’ « Il est clair que ces parties vérifient les axiomes

(CSI)! (CQ"I): (bSI I) dua n® . On a donc défini sur K1 xK une structure

de complexe simplicinl, appels pfoduit oinp_iciJ_J; de I"1 et K2 s et noté
K1AK2 " S‘i K1 est de czimenulon n, et A’2 de dimension n, , Ix,* A K:2 est
de dimension (n1+1)(n2+1)-—1 ‘ |

Des points (x1 ,xe), (y1 ,;,rg),...,(z1 ,,zg) de K1 xKe sont donc sommets
d'un sinplexe de K1 A K2 si et seulcnent si (x1,y1 ,...,21) sont sommets
d'un sinplexe de K, et (xz,yz,...,;zz) sopmets 4'un sinplexe de K, .

Si I:1A et LQ sont des sous-complexes simpliciaux de K1 et K’e respecti-

venent, L AL est un sous-complexe simplicial de K A K < 891 ?4

- (resp. (;:2) est une application simpliciale de K1 (resp. L ) dans un

comple,ce u::.*iplicml K1' (resp. K ), alors 1l'application

(x, ,xe) - (_Lp1 %) gog(xz)) est une application simpliciale de K, AK,
dans K! A Kj - Les projections T , T, de K, A K, sur les ensembles
facteuxs sont simpliciales. :

Soit P (resﬁ. 92) 1'application de lK1 A Kz\ dans \K1 \ (resp.]Kz\)
associde & Tl" (resp. Tl;" ). Alors, Py et Po définissent une application
continue p , dite cgnonigue, de !K AK ‘ dans )K ]xl l - 81 L, L
sont des sous-complexes sinplicisux de K1 ,Ka, les restrictions de Py et

& 1L1 A I’ZE sont assocides aux pfojections de 1l'ensemble I, AL,
sur &, et L, ; donc la restriction de p & |Z, AL 5| n'es t autre que
yll'anplication canonique de |L, & L ! d‘,ns L ‘XILQ‘

Supposons les ‘ensem’oles K1, K2 totalenecnt ordonnés, et munissons

liensemble K, X K, de 1'ordre produit. Cet ordre induit un ordre sur tout
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simplexe de K1A Ka. Considérons les simplexes totaclcment ordonnés de
K1AK2 . Ils définissent sur l'ensemble K, x K, une nouvelle structure

de complexe sinmplicisl. Ce complexe simplicial est noté K1x Kz et

anpelé produit des complexes simpliciaux K,, KZ' (Cet abus de lonrage
est en zénéral sans inconvénient, car les ordres totaux de K1 et K2

sont fixés une fois pour toutes dans les théories ol on foit usage de ce
produit). On voit aisdément que la dimension de K1x K, est la somme des

dimencions de K1 et K2 (utilité pour Bourbaki ?). Il est clair que
K1;< K2 est un sous-conmplexe gsimplicial de K1AK2 . Si I»1 et I.2 sont

des sous-—compl_.exes ginplicioux de K1 et Kg respeetivencnt (nunis des
ordres induits par les ordres de K, et Ka), L, % L, est un sous-complexe

gimplicial de K .KK .
L'espace IK x K., ! est un sous-espace de IK LK2| L'application

canonique de |K' AK, l sur [de]K | a621nit par restriction une appli-
cation continue  , dite encore canonique, de ‘K,;& K,' dans K, |x|K,]|-
Dlautre part )Ia xI:pl est un souo-—eopace de }K1xK2‘ , et la restric-
tion de ‘Ia X L l est l'application canonique de ‘I. xI-zl dans

|2y} < | T l |

Proposition 8.- L'ﬂpgllcatlon canonigue de ’K X Kz' m JE )% | Ky | est

un homéomorphisme de |K xK,| sur | K [x|K,| qui_transforme |T,x I,| en
EARES NP

Tous 2llons p;occder en plupieurs étapes.

1) :)éi:.nl‘m on dtune application )1 de ]K ]x IKQ' dans |K X K2| H
soient =x¢€ ‘K”, yél | s xety se mettent de manidre unique sous
les formes

x =A lx ‘+.)\ Ix ‘+...+),p|xp] y = pc'yolw1,y1|+...+ p.q|yq‘
ol les )\.i (resp. P‘j) sor;t >0 et de somme 1., avee X, <Xy< o oL X

p <
yo<y1,<...<yq . Pour O<mgp et O0gLng4q , posoms

Pm:’- g -A-i : . o_' =Zn P’j .

tzo
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Soit (’t’ e 7"p+q+1) la suite des nombres p, et o-, rangés de telle

sorte un '&‘ ’t’ < '--<?.'p+q+1 « (Remarquons que T otg = Vprgdt = 1).
Pour tout entier r = 0,1,...,p+q , soit z,, le sommet (xi, yj), ot

i (resp. j) est le nombre de scalaires Pu (resp. o-n.) fizurant dans la
sulte (2’0, '6’1,...,2'1,_1) s .on a done i+j =r ,'et B est

(%549 yj) ou (Xi'y;}ﬂ) suivant que 7
simplexe de X,x K, . Posons alors z = ZPM Loy =ty 1) | z; | (on

t=0
+

convient que ¢ _, = 0) ; comme ZP 1 (t‘i -%’1_1) = p+q_ ‘Z" = 1,

z est un point de ’K1 xK2§ . Ce point ne dépend que de x et y . Car dans

o est py on o-j . Il s'ensuit que

, de sorte que 50,21,...,zp+q sont les. sommets d'un

la déiinltlon précédente de z & partir de x et y , la seule ambigu‘ité
.possible est cellg-ci : lorsque P_i bl on e:!, ri-l-j = 2’1_,_3_,_1 * Py =o—j ’
et 23 4941 peut etre (x4, yjﬂ) ou (x4, yj) ; mois comme alors

o - T’i-&—j = 0 , ceci n'influe pas sur la définition de z . On & done

13 +1
bien d6fini une application Ti de é 1!;4 i dans )K x Ky P _

2) lontrons que Yo 7 est 1l'application identique de ]K ,;( | X, |-
Conservous les notations préeédentes, et soit P4 {resp. 92) l'applicat;[on‘ :
de K, x KEB dans QKQE (resp. |X,]) essociée & la projection de K xK,
sur K, . Tous allons montrer que p, (z) = x . La démonstration de
p_,ﬂ_,(:;’)zy étant analogue, notre assertion sera 6tablie. Or, soient'xi un
; comme premiére
| projection } on a, pour O\<~€-$ k y 8 g® (xi,yj.'_e ), o i+ =

sommet de K,‘ s @ By Bogaeec By les z qui admettent x,

d'autre port, z,_q = (X, 4y ¥5) o B = (X4, Tyu). Alors, la

.coordonnée de 91(2) relative au sommet‘xi est

7+
2 gl R o e Ai'

“QZ
Ceci &tant vrai pour tout 1 , on o bien 91(2.) B,
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3) Lontrons gque '1(' est surjective. Tout point z de ,K,x K2| est de 1a

4 :
forme Z‘l-o §r | 2.| » aVee 2 L2002y « Solent (yo,x1,...,xp)
(resp. Yor y“'...,yq) les premiéres (resp. secondes) projections dis-

tinctes de Zoy Bpaccs o Bg - En adjoigné.nt des Zy pour lesquels .? =O .

r
zl"” = (x1+1’ yj). Posant Z }i y Boit Py -'t" dans le

6:0
second cas, a'j 2’ dans 1e premler cas. Ceci définit

on peut supposer que, si z_ = (xi,ya), alors 2., = (x;, Yj+1) ou

PSP S e gPy = ,;1;_ 0p € ;€ v § Oy =
Enfin, soient =x = Z‘::o (P:L"pi 1)]151' s ¥ = Z;;;, (o4= 054 )!yj‘ :
On vérifie aisément que ’(. (2,3) = B¢ :
4) Ce qui précéde montfe que % et TL sont des applications bigectlves
réciprogues. Lo restriction de 7( & )L xInEl est l'anplxcation canonigue
de II'N‘LZ‘ dans [L | lLal done applique | Iy x Iy| sar |, (x5, '
dlaprde ce qui précbde. En particulie_, si L1 et Iu sont des simplexes
de'K1 et K 4 'vl est un homéomorphisme de l'espace compact ’L1x I‘Z‘
sur 1!es1oace compact 'Indx )I.;_,l Ainsi, la restriction de ‘71- 8
|5 lx’]} ‘ est continue ; comme les ensembles |I, V'I‘zl forment un recou-
vrement ferm$ loeolement fini de )K1 ‘le | on voit que Y est continue,

ce qu.i achdve la démonstration.

} 2. Homotopie.
Dons' ce § » on désigne per I 1'intervalle [0,1J de la droite numérique

1. Applications homotopes.- Définition 1.- Soient X et Y deux espaces
togolo;;igues p et ¥ deux applicotions continues de X dans Y . On dit gue
¢ et ¥ sont homotopes g1l existe une application continue é de XxI
dans Y telle gae cP(ﬁx,O) = o(x) et @(x,ﬂ = w(x)_p'og . tout x€X .
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Désignons par ‘@ (X,Y) 1l'ensemble des applieations c‘ontinues de X
dans Y .

Proposition 1.- Dans l'ensemble €x,7), 1a relatiog "p et ¥ sont
homotopes" est une relation d'équivalence :

I1 est clair aue cette relation est réflexive dans € (X,Y). D'autre
part, solt (P une application continue de X XI dans Y telle que
@ (x,0) = pix), @ (x,1) = ¥(x) pour tout xeX H soit‘\fl'application
continue (x,t)->P(x,1~t) de XxI dans ¥ ; on & ’\f(x,O) = Y(x),
’Y(x,ﬂ = p(x) pour tout x€X s cecli prouve que la relation d'homotopie
est symétrique. Enfin, solent ¢, ¥, w trois applications continues de
X dans Y , et supposons que ¢ ot ¥ d'une part, ¥ et w d'esutre part, solent
homotopes. Il existe une application continue @ de xxJ[o, %] dans
Y telle que @ (x,0) = plx), (P £X. -2-) = ¥(x), et une application con-
tinue @ de XX[ %) 1] dans Y telle gue C? (x, g) yix), @ (x,1)=w(x)
Lt'application unique li) de XxI dans Y qui prolonge @ et est

<
continue (lemme 2, 1), donc ¢ et w sont homotopes, ce qui achéve la

démonstration.

Proposition 2.- Soient X, Y, Z des espaces topolosiques, ¢, e ¥, des
applications continues de X dans Y , ¢, et ¥, des applications continues

de Y dans 2 . 81 p, e¥ ¥, dlune fs P 28 Uy d'gutre part, sont homo-
topes, Ps0p; &8 ¥y, sont homotopes.

En effet, coit @ (resp. @ ) une application continue de X xI dans
¥ (resp. de Y xI dans Z) telle que @ (x,0) = ¢4 (x), @ (x 1)«-«&1 {x)
pour xX¢X , %(y,O) = (pa(y), @z(y,‘i)« ﬂlz(y) pour er « Solt @
l'application continue de Xx I dans Z définie par F(x,t) -@1@(1: 3%
On a @(x,O) = 9,(p,(x)), Cﬁ(x 1) = “'2('*1 (x)), ce qui démontre la
proposition.
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[1-B. 51 p;. et p, sont bijectives, est-ce que %2 et ¢, sont
homotopes ? Sinon, ci mérite un Z] ’

D’une manitre imagdée, dire que deux applications ¢ et ¥ sont homotopes
gignifie que. © est continument déformeble en ¥ . Cette idée peut se mettre
sous forme précise @

Proposition 3.~ Soient X un egpace 1oca1émnt compact, Y un espace topo-
lozique sépord, © et ¥ deux Sl4ments de EI(X,Y). Pour que v et Y soient
homotopes, il faut et il suffit gu'i}_ existe vne aypplication continue

t—>op, de I dans ‘@(X,Y), muni de 1a topolozie de lo convergence
compacte, telle que W, =9, 9, =¥ . :
En effet, ceci n'est auntre 'que la prop.9 de Top.gén., chap.X, §2 s
anpliquée au cag ol (avec les notations de cette p:»éoposition) -
ST PaE e, | |

Lzl

Pronosition 4.~ Solent X et X' des espaces tria ansulés, (p une ﬂnplicatlon

continue de X dans X', ¥ une ﬁpruroximtion gimplicinle de ¢ - Alors, ¢ et

¥ sont homotopes.

En effet, on peut supposer gue X et X' sont les espaces IK] et |K'| |
associds & desg coinplexes simpliciaux'K K'. Posons, pour x € |KQ et t&I
@(x,’c) = (1-t) o(x) + % W(x)eR . Alors, @ est une application continue
"de XX I dans R‘{ telle que @ (x,0) = olx), <§ (x41) = Y(x). En outre,
comme ©(x) et ﬁ(x) appartiennent & un m8nme simplexe de |K'|, on o
@ (x,%) &€ | K'|, d'ok 1a proposition. |
2. Applications inessenticlles.- Défini’cion 2.~ S0it X un espace topolo-

gigue. S0it R 1a relation d'équivalence définie dans X% I obtenue en

identifiant entre eux les points de X x {O} L'esgaee guotient

(XxI)/R egt oppeld cdnme de base X .
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(On pourrait peut-8tre donner la d¢éfinition, plus géndrale, du
mepping eylinder - Chacun sait que les cBnes sont des cas pa:r’ciculiers
des cylindres).

81 9 désisne la surjection oanonique de XxI sur (XxIYR » la
restriction de T & X x {1} est un homSomorphisme de X x 31} sur une
partie de (XxI)/R (Top.gén., I, 2® 6d.,9 9, cor.1 de la prop.4).
Dtautre part, l'application x —»(x,1) de X dens X<1 est un homSomor-
‘phisme de X sur X X {1} « En composant- ces deux applications, on obtient
un homéomorphisme de X sur une partie X' du cBne de base X s Par lequel
on identifie X & X'.

Ixemples. 1.- Soient E un espace vectoriel topologique rdel séparé,

2 un point de E oy X une partie compacte de E ne contenant pas a et
rencontrée en un point au 'plus par toute deml-droite issue de a . Soit ¢
' l‘applicafion 'continue (%) —> a+t(x-a) de XxI dans E , et soit R la
relation d'équivalence définie par v dans XxI . L'espace (XxI)/R
s'obtient en identifiant les points de X x{O} » et © 88finit un homéo-— '
morphisme de (XxI)/R sur @(XxI) (Top.gén., I, $10, cor.! de la
prop:8). Donc on peut identifier le cdne X' de base X a 1'ensemble X" des '
éléments a+t(x-a) de E(xeX) 0<t<1 (ensem’ole qui n'est pas un cBne
aun sens du Livre V), l'application canonique de X dans X! s'identiﬁant’
& 1l'application identique de X dans X" . |

En particulier, pour %out entier - n » 0, le cfne de ba.se' Sn peut
ainsi stidentifier & B ‘

24 Soient K un complexe simplicial fini de dimension n, et xﬁK .
Définissons un complexe simplicial fini K' de dimension n+1 : l'ensemble
K est Ku{x} ; les simplexes de K' sont les enserbles L et Luix},

ot L parcourt l'ensemble des simplexes de K ., Alors, K est un sous~complexe



.\f

VBt 1ol 2

“- 26 -

'simplicial de K'. Ceci posé, le cOne Y de base \K\ s'identifie |K" i
1'homéomorphisme canonique de- 'Kl dens Y s'identifiant & l'application
identique de ‘K\ dans | K'|. En effet, dans 1l'espace rEK' ,‘K"est l'en-
semble des 6léments x + t(z-|x|) (ze]Kl, 0t £1), de sorte qu'il

suffit d'appliquer ce qu'on a vu dans l'exeuple 1 . i
Définition 3.- Soien-§ X et Y deux espaces topologigtie © une application
continue de X dans Y . On dit que ¢ est tnessentielle si ¢ est homotope

& une application constante de X dans Y A

Proposition 5.~ Pour gu'une application cgn‘cigue @ dée X dons Y soit |
"inesgentielle, i1 faut et il suffit qu'elle se p:co;ogge en une agglicatio

continue du cOne de base X dans Y .

!

|

En effet, soit X' le cBne de bagse X . Pour qa'il existe une a;pplioation
continue de X! dans ¥ provlongeant © , i1 faunt et‘ il suffit‘ qu'il existe
une application continue @ de X xI dans Y constante sur X x 30}, et
telle que CP(:: 1) = ¢({x) pour x€X , clest-d-dire que ? soit homotope

-

‘& une application constante.

3. Iype d'homotopic d'un espoce.- Définition 4.- On dit que deux espaces
X et Y ont mtme type d'homotopie (pourquoi pas "sont homotopes" ?) s'il
existe une application continue "np de X g_a;z_gg Y , et une anplication conti-
nue ¥ de Y dans X , telles gue + 1) po¥ goit homotope & 1'°QQlicatiog

identigue de ¥ ; 2) Yop soit homotope l'application identzqueﬂe X

Par exemple, deux espaces homéomorphes, ont m@nme type d'homotopie.

Pronosition 6.- Ia relation "X et Y ont meme type d'homotopie" est

une relation d'éguivalence.

En effet, 11 est clair que cette relation est symétrique. D"auti'e part,
soient X, Y, Z trois espaces topologignes, et soient P49 '411 » Yo et Wz ‘
des applications continues de X dans ¥ , de Y dans X , de Y dans Z et
de Z dans Y respectivement, telles que (;)10‘411 et waotpa solient homotopes
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& 1l'application identique de Y , Y0y homotope & 1'applidaﬁon ideﬁtique
de X et g oy, homotope & l'application identique de Z . Posons p = §,0P,
Y = w1o13:2 . Alors, YoV = gogo((p1o¢1 )oxpz est homotope & gpao*qxe (prop.2), |
done & 1'application identique de Z (prop.1). De meme, Yoy est homotope

4 l'anplication identigue de X . Donc X et Z ont méme type d'homotopie.
Définition 5.- On dit gu'un espace topologique est contractile s'il a

méme tvpe dthomotopic gu'un point.

I1 revient au mépe de dire que l'application identique de cet espace
est 1neSsentielle. Done, toute application continue d'un _espé,ce contracti-
le danc un cspace topolonigue est inessentielle, et toute application
‘continue d'un espace topologique dans un espace contractile ect inessentif
"xemples.- 1. Solent E un espace vectm‘iel topolorfique, X une partie
convexe non vide de E . Alors, X est un espace contractile. En effet,
on peut supposer que 0&X ; solt @ 1'application continue de Xx.I
dans X d6finie par @ (x,6) = tx ; slors, X -—->@(x,1) est l'application
identique de £ , et x —9@(:{,0) 2st unc application constante.

2. En particulier, l'espace numérigue Bn ést contractile. Donc le
compldmentaire d'un point dans Sn , qui est hondomoryhe & R® (Top.gén.,

vi, §2, prop.4), est contractile.

4. Espaces k-asphérigues.- Proposition 7.- Soient X un esvoce topologioue

k un entier » 0 . Tes propriétés suiventes sont équivalentes

a) Toute opplication contipue de S, dans X (0€ngk) est _inessenticlle

b) Tou.i:e application continue de S dons X (0€n<k) est v rologgeabvle

; eb une '\nplzcatlon continue de B dans X .

e) Pour tout complexe simplicial finl finl K de dimension £ k , toute

applicetion continve de JE| dans X est inessenticlle.
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d) Pour tout complexe simplicial K de dimension < k+! et tout sous-
complexe simplicial H de K , toute application continue de |H| dans X

est prolongeable en une application continue de IK' dens X .

Lt'équivalence de o et b résulte de la prop.5 . La condition c\entratne
la condition a d'aprds la prop.4 du § 1. Nontrons que 1la condition d
entratne la condition ¢ . Soit K un complexe simplicial £ini de dimen-
sion £k 3 soit K le complexe simplicial construit & partir de K eomméf
dans 1'exemple 2 du n°2 ; si la condition d est remplie, toute applieation
'continue de |K| dans X se prolonoe en une application continue de ’K"
-dans X ; or, on 2 vu que |K'| s'identifie au cbne de base 'K'A, done 1la
condition ¢ est remplie (?rop.S){ : | '_

Enfin,~supposons vé:ifiée la condition b , et montrons que la condition
4 est Vérifiéé. Soient doné K un complexe éimplicial de dimension <:k+1 .

H un sous—complexe “impliCidl de X , ¢ une anplication continue de ]Hl

dans X . Soit Kh le squelette @'ordre n de X . Supposons démontré que ?
est prolonzeable en une application continue ¢, de [H' L)‘K ! dens X ,
pour tout entier n <:p s et montrons que ¢ est prolongeable en une
application contime ¢ de |Hl|J IK ] dans X . Soit L un simplexe de K
de dimension p qui ne soit pas simplexe de H « Ona p<< kHl . Daprds
la condition b et la prop.4 du §‘! la.restr'ction de g, 4 & 1l coque de
IL! se prolonge en une application continue ¢q, de {LI dans X . Il suffit
alors de prendre pour Wp l'applicati?n de |H|{J[Kp' dens X qui prolonge
Pp.4 @t les pg 3 cette application est continue en vertu du lemme 2 du §1.
Définition 6.- Un espace togologigue vérl;iant Les conditions équivalentes
de la prop.7 est dit k~asphérigue Un espace O-ggphérique est sussi dit
connexe par gres. i
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Dire qu'un espace X est connexe par arcs revient & dire (condition b
de la prop.7) aque, &tant donnés deux pointa X, X' de X , i1 existe une
application continue ¢ de I dans X telle que »(0)=x , ¢(1)=x!. Comme

I est connexe, la composante connexe de x dans X contient x!. On voit
done qu'un espace connexe par arca est connexe. In réciproque est

inexacte (exerec.).

I1 est clair qu'un espace k-asphérique est k'-asphérique pour tout
entier k'<k . Un espace contractile est k-asphérique pour tout k .

~ Soient X et Y deux espaces ayant n8me type d'homotopie. Si X est
k-asphériquec, Y 1l'est aussi. Car y BOit @ une application continue de S
dans Y (0€n<k). Soient P et Wl' deux qpplications possédant les pro-
priétés de lo déf£.4 . Alors, @ est homotope & (poy)o é pel¥e P),
et, puisque X est k-n sphérique, Yo é est homotope & une application
constante @ de S dens X ; alors, é est honotope é. Po cﬁ' :

¢lest-d~dire & une application constante.
Proposition 8.~ La sphdre Sy41 &8t k-gsphérigue.

En effet, soit n un entier <k , et soit 9 une application continue
de S dans S » Soient t et t' des triangulations de S et Sk_'_1 , de
nerfs finig, de dimensions n et k+ (§1,prop 4). Soit tp la triangu-
lation déduite de t par p subdivisions barycentriques suceessives $
le nerf de tp est encore de dimension n . Pour P assez grand, il existe .
une application simpliciale ¥ de sn (munie de tp) dens Sk+1 (munie de ')
homotope & (31, cor. du th.1 , et § 2, prop.4). Or, W(S ) est contenu
dans le scjuelette de diﬁension n de Sk+1 y de sorte que ¥ n'est pao
surjective. Done V¥ applique S dans un espace contractile (n° 5, exem-

Ple 2) et par suite est inessentielle. Done ¢ est inessentielle.
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2+ DRétractes.- Définition 7.~ Soient X un espace topolosigue, A un sous-
agpace de X . On dit cue A est un rétracte de X si l'applicaotion identi-

que de A peut se prolonger en une application continuec de X dans A -

autrement dit g8'il existe unc rétraction continue de X sur A (langage

qui n'est pos d6fini dans BEns.II ! ).

Remargue.- Si A'est un rétracte de X , et si v est‘une application
eomtinue de A dans un espace topolosique Y » p se prolonge en une appli-
cation continue ¢ de X dans Y ¢ il suffit de poser VY = Wop , P Stant
une rétraction continue de X sur A .

Proposition 9.~ Soit (X,Y) un couple triongulable. I1 existe un voisi-
noge U de Y dans X et une rétraction continue de U sur Y homotope &
l'application identique de U . En particulier, ¥ est rétracte d'un de

ses voisinares dans X .

Considérons une triangulation de (X,Y) de nerf (jK »l). Par subdivision

barycentrique, on peut supposer que H est un souu-complexe sinmplicial
complet de L . Iin outre, on peut supposer que X lei s ~|H( « Soit U
la réunion des ét011es des sommets de lHI . Alors, U est un voisinage de
| 2| dans | &} qui, on va le voir, pocsdde les pr opmiétés de la proposition
Pour tout EE‘K‘ » soit I le simplexe de K tel que x soit point interne
de {I_ |, et soit (.A_l,(x)) la fonille des coordonnées de x . i x€U .
on a IL | & U 0 A p(x) >0 pour au moims un Leh , done

T(x) = ZlceH .)\. (X)) > 0 . Posons o(x) = ‘ZkeH -'E'Tx-)' )\k(x) Jkj| .
Les ke H tels que ).,Jx)} O sont des sonmets de H appartenant & un
mére sinplexe de K ; comme I est complet, on voit que p(x) € ]H]r\‘L | -

L'anplication ¢ est une rétraction de U sur )Hl dont les restrictions

aux lnx)r\U sont continues, donec qui est continue (31, lemme 2).
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Le segment ouvert jolznant x a v(x) est formé de points internes de
] Lxl, donc le segment fermd jolgnent x & ¢(x) est contenu dans U .

Alors, si nous posons @(x,t) = (1-t)x + to(x) pour x€U et tel ,

-_4? est une application continue de XxI dans U telle que Q?(x,0)=x ’

@A(xn)' = v(x) . D'ol la proposition.

6. Rétractes sbsolus.- DSfinition 8.- Soient X et Y des espaces topolo-

gigues. On dit due Y est un rétracte absolu de voisinasge pour X s8i,
étant donnds une partie fermée A de X , et unc application continue )

de A dons Y , il existe un voisinage U de A dans X et une application

continue de U dans Y gui prolonze ¢ ._Si ¥ egt un rétracte absolu de

voisinage pour tout espace normal, on dit simplement que Y est un

rétracte absolu de voisinage.

Remarque.- Soient E un espace topologique, T une partiec fermée de T

qui soit un rétrﬂcte absolu de voisinage pour E . Faisant dans 1a Aaéfi-
nition Y = feXal o kel et pccnunt pour @ 1'applicatlon identique
de F , on voit qufii existe un vbis;nage U de F dans E dont E est un
rétracte. Ceel Justifie dans une certaine mesure la terminologie.

Lemme 1.- Soient Z un cube, Y un sous-espace de 2 , rétracte d'un de ses

voisinapes dﬁns Z . Alors, Y est rétracte obsolu de voisinage.

En effet, soient X un espace normal, A unc partic fermée de X , o une
application continue de A dans ¥ . Il existe une application continue V¥
de X dans 2 qui'prolonge v (Top. gén., IX, § 4. n°2 Remarque). Soient
V un voiQ1nage de Y dans Z et w une rétraction contlnue de V dans Y .
Soient U = W(V), qui est un v0131nage de A dans X, ot ¥, la restriction
deyabuU. Alors, wow1 est une application continue de U dans Y qui

.prolongg 9 .
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Proposition 10.- Un espace trisngulable de type fini est _un rétrocte abely |

de voisinage.

En effet, on peut supposer que l'espace considéré estll'espace }K{
agsoclié é un complexe simplicial fini K . Soit K' le complexe simple
unigue défini par‘lfensemble K . Alors, K est un soas—éomplexe gimpli-
cial de XK', donc (prop.S) BK! est rétrocte d'un de ses voisinages dans
!K'l. Or,fX'l est un simplexe euclidien, done est homéomorphe & un cube
(’§1, prop.4). La proposition résulte alors du lemme 1.

7. Prolonpement des homotopies.~ lemme 2.- Soient.K un espace normal

A une partie fermée de X , U un voisinage de 8 dang X , gt o une appli~

cation continue de (UxI) u (X x{O}) dons un espace topolozigue Y .

Alors, il existe une application continue ¥ de X xT dang ¥ gui colncide

avee v sur AXI % surva{O}.

En effet, comme X es% normal ,il existe une appliéation continue w de
X dans I telle que w(x)=1 pour =x€A , w(x)=0 poiir;x¢0’ . On a alors
(x, tw(x))e (UxI)U (X x {O}) quels que soient x€X , t€I , de sorte
gu'on peut poser Y(x,t) = Lp(i, tw(x)). Ii est clair que ¥ posstde les -
propridtés requiseé. : : :

Thédzjéme 1.~ Soient X un espace normal, 4 une partle fermée de X , Y

un espace topolozique, © une application continuc de (A xI) U (X xio}. )

dans ¥ . Il existe une opplication continue ¥ de XxI duns Y gui pro-

lonpe © , 81 l'une des conditions suivantes est remplie :

1) Y est rétrocte absolu de voisiname pour XxI .

2) {t&x1) u(xx%_o}) est rétracte absolu de voisinose pour X x1I .

In effet, il existe un voisinage V de (AxI)U(Xx$0}) dans Tx1I ,

et une applicaftion continue 9, de V dans Y Qui prolonge v : ceci résulté,
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dons 1'hypothdse 1, de la définition mBme des rétroctes absolus de voisi-
nage; et, dans l'hypothdse 2, des remarques des n°° 5 et 6. On pourra
appliquer le lemme 2, et la démonstration serc achevée, si on montre
qu'ilh existe un voisinage U de A dans X tel que UxICV . Or, soit
:xeA 3 pour tout tel , il existe un voisinage Ut de x dans X et un
voisinage W% de t dans I tels que thﬁ% .V ; recouvrant I par un
nonbre fini de voisinages .Wii ‘ W%z,...,\‘f%n » et désignant par Ux l'in-
tersection de Wt1 : wtz'.“'wtn s on volt que UxxI;V $ alors., sl U
est la réunion des Ux pour x€A , U est un voisinage de A dans X tel
gus UxlIcV . ‘ A
Corollaire.- Soient p , 0~ deux applicotions continnes homotopes de A

dans Y . Si p est prolongesble en une applicotion continue de X dans Y ,

il en est de g_gme de & .

In effet, soilent f4 un prolongenment continu de p &4 X , 9y l'applice-

tion (x,0) - Py (x) de X x {O}- dans Y , 9, une application continue de
ArXI dens Y telle que cpz(x,O) = p(x), 92(::,1) = p(x) pour x€A.
D'aprds le lemme 2 du § 1, 1'application v de (AXxI)U (X x{O}) qui pro-
longe Py et Py est continue. Alors, l'application x —> Y(x,1) que
permet de construire le th.1 est un prolongement continu de o- & X .

vI:a condition 2 du th.1 est remplie lorsquc le couplé (X,A) est
triangulable de type fini. En effet, X xI est clors compact, done normal.
D'autre part, supposons le couple (X,4) triengulé, le nerf de la trian-
gulotion étant fini. D'aprds la prop.8 du §1 » 11 existe une triangula~
tion de X xI , de nerf fini K , telle que AXI et Xx iO}soient
les espaces associés & des sous-conmplexes simpliciaux de K . Ceci montre
que l'espace {(AXI)U(X x {O}) est triangulable de type fini, donec est

~ un rétracte absolu de voisinage (prop. 10).
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Lo condition 1 du the.1 est remplié dons Teer hypothised suivanted
1) Y est un espoce tricngulable de type fini 2)'X cst soilt métrisa—
ble, soit paracompact. ZEn éffet, Y est alors rétracte absolu de volsi-

‘ nage (prop. 10), et T xI est normal } ctest évident‘si X cst métriscble
(car alors X xI est métrisable) 3 si X est poracompact, il suffit
d'utiliser les résultats suivants dtune rédaction ultérieure‘de

Top. gén. IX : le brbduit dtun paracompact et dfun conpact est para-

compact 3 un paracompact est normal.

(I1-B's Souf erreur, un métrisable est poraconmpact, de sorte qu'on

n'a pos l'eir fin en énongant les conditions ci-dessus. [lbis qu'est-ce

qui sera démontré dons Dourbaki ?) .




