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Conn entaixeg.

ba rédae etion ékamt un ebnpi%re 2} '(n‘> ?) le rﬁéﬂeteur a ra elé dong

- le é,@ guelques-uns des définitions et rés sultats 'qu?xl a at?11 sés

Te § 2 contient les théordmes essenticis : ex ”tenee de sections
lorsgue lc couple (base, fibwe) est "adapté® au seﬂs du §‘£. Cette
notion de couple adaptd senble sssez connode dans les applze tlgms,

notannent parce qa'elle est locale par rapport ﬂa 1e£ esgaee ce qui

B o

ermet dfutiliser le fait gutune variéts est loca u1e§::;ent un polyeare

(I1 va sens dive que, tout au long de la rédaction, om a soigneusement

¢

6vité d'utiliser le th. de triangulation des variétés différentisbles.
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1) Im grande majorité des

' 2) Un certain nombre de &émﬁnatraﬁian~ valent sans chaﬁﬁemeni

8 pag de groupe

-2 -

le th. de reldvement des honotoples
SEAYW ~(cité Sioux, par euphonie, dans ce gui suit) gui a

dlexiger un groupe structursl.
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. 12 notion de couple adapté, les contorsions indvitables

Pas gue les épidermes

on a guivi ls nméthode &a

1

Lneog—

De xaeon géndérzle la guestion des

rtruetural esbvhcrflblememt enb&tante,
! Bn gros, l= situation est la suivente:
fugnels? onb un groupe struciural.

stil nty

TIT).
ies £ibrés & groupe structurasl svee
encore Vrais saas groupe siractural

ont
fé 2 3,4,
guelgues

sur leg ver.

amﬁ Cﬁonv entable
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iables.: Par contre, les

¢8 7,8 ¢

gi 1'on veunt

pouveir traifer un groupe de Lie a Tois

G&i

connexe arbiiraire, il fant &

L1 4

Peter-Yey

'\
'7

vl et le fait gue %f? = B® 55 ¥

B2l

52

s/eroupe tompact meximel de

31 l'on se Borne aux grouves compacts., “etermﬁéyl suffit. 8i enfin on

8¢ borne aux groupes ﬂompaets'ofthﬁgcma&z§ unite oL Sy n@leetlﬁueg (371

res

leurs sous-groupes "vigibles® {per exemple les groupes e@mpacﬁs de

B

e

ecentre réduit & % ﬁ‘) les démonstrations

1

edeviegnnent &

(mais i1 fant les varidtss diffdrenti iables). Le rédacteur

illustre Ib%tre le zoin de choisir ce gue l'on doit gorder.
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Leg Annexes contiennent quelqgues résultats plus o moins lids aux
guestions traitées préeédemment. ITt'Anmexze I est surtount destinde A5
gens gul-veulent regarder l'honmologie des Fibrés. Lthnnexe II est
orientée vers l'homotopie : la Prop.5 notamment est la olé de Llappli-
cation des espaces de leeets au caleul des Eroupes d’hemd%apie,
Lthnnexe III justifie le point de vue "eontina® = Addg qae,l’eﬁ'a tne
section continue d'un £ibré on en a une seetion différentizble

(d6monstration tirde du bouguin de Steenred) .
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30. Rappel.

Tayant & parler que G'applications continues, nous diroms applica-
Bion 12 ol 1'usage est de dire application continuwe. IBne chose pour
le mot geetion. . '

Le symbole I désizne le segment Zb,?}

Deux apﬁlieations f et g'd'an ﬁéme espace X dans un pfre espace Y;:’”
sont dites homet@gem gtil exis Le une 'wplicatioﬁ P IxXI =T +telle
que 3(250} £iz) e? Flz,1) = g(x} pour Hout xzé.& . I relation
v £ et'g sont humm%opes" egt une elation afﬁausﬂlemce.

Qn di% ue deuz esp&ceu X et ¥ nmt mﬁ %vﬁé‘ ﬂGd@iO?Le.Sfil existe

b

deux soplications £ X —=Y

@
!<!

©

u

=X telles Qus_f@g et gof

sowenﬁ naﬁatopes aux apnlications ;ﬁeatiqmea,de Y e% de E s respective—

e

ment. Un eayaee X.qui = m@me type dthomotople gufun peint est di%
contractile 3 11 revie ﬁt au rfne de dire gne 1's application identigue

i

E—2>ZX est homa%c@e & nne appli&gsien congtante {et, de ece fait,
& toute application coﬁstaﬁﬁe); '

Soit '%? une classe dlespaces topolegiques (par exemple, tous les
gapaces normaux, ou tous les espaces nétrisables Ge type dénovbrable,

ou toms les espaeces campactg}s_@n dit gqu'un espace Y est un ATR poux

iz elasse @ s Ol Un € -AlR, si étant do ﬁmme uns application £ dans
Y dtune partie fermbe & d?an esPQeelx appartenant & 1la oclagsse 4§

11 existe un voisinag e Ude A dens X et une applieation g : U= qui

e

coincide aveg £ sur 3 . Un complexe simplicial fini est un ATR pour

1s clasgse aes'espaees.normaux ; i1 en est de m@me dfune veridétéd d4if-
férénﬁi&bléuccaéaete (cfaAVar.Difj, Chayp. zlobzl - oa.ceci est démontré
en smpnoswat seulement la variété dén@ﬁbrable & 1?iﬁfiﬁi s mais dons ls

suite ( 8) pous n'avrons besoin que éa cas compﬂct, sensiblenment plas)
: fagile).
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'J‘-e signale le th. de prolonzement des homotopies, utile =i 1'on wveut

démontrer directement le th. de reldvement des homotopies (ef. §4,
possibilité e¢) : Soit A fermé dens X normal, et U voisinage de A dans X.
5i £ est une application de U’xIUXxiO} dans un esyace Y , il existe
g :XxI =Y qui coincide avec f sur & x T UX ;\z{)} -

(Démonstration ¢« soit u :‘ X —>»I telle que ulx) =1 si x€h ot
nu{x)=0 si x ¢ gtf ; on pose g(x,t) - lx,teulx)) I, A

Bien entendu, si Y est un AR  pour une classe eanten&affﬁ;&‘.’!ﬁ on
tire de 14 un énoncd plus -sym@at-ziqae g toute application de. &xIUX;«:%O}
dans Y peut se prolonger en une application de X xI dans ¥ .

Yotons B 12 boule de dimension n+f, dont le bord est la svhére J

1 n’
Alors, &étant donné un espace X , les prodridids snivantes sont Squiva-
lentes (k ébtant un entier donnd)

(1) Toute applicotion F S‘n - X est homotope & une applieation

constante sl n<gk .
{(1i) Toute application F S“n =X o83 'zﬁrsloz@ea@le & BB‘H- _’s§:§. ngk .
(1ii) Toute mpplication £ 3 P—» X ect honotope & une application
constanie, si P est um eémz&lexa simplicisl fini de dinmension <k .
(iv} B8i P est un sous-complexe d'un conmplexs simplicial Q de dimension
< k+1, toute application de P dans X peut 8
I1 est elair que (i) &> (i), et que (iv) => i’ii‘i) => (ii). Tout .
revient & montrer que (ii) => (iv) : on part Ge £ : P—>X , ¢t on
proleonze & P U Q‘n par récurrence sur n iﬁén étant le squelette de
dimension n de @ s 85 k+1). Pour effectuer le ﬁrel&ngea&ent de :@u Qﬁ '
g PU Qﬁﬂ on doit prolonger & tout n+i-simplexe une apgzli,eation donnée

sur son bord, ce qui est justement possible dlaprds (ii).
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Un espace vérifient les conditions équivalentes (i (34),0111) et
P ¢ ’

(iv) est dit k-zsvbdérique. Un espace O-zaphérique est un espace connexe.

par arcg, un espace i-asphérique est un espace connexe et sinmplement
par arcs, etc.

B

¥

(

conneXxe

Ia sphdre S . est k-asphérigne. Csrs.si £ 2 S = 8,4 8% une appli-

S bt 41 41
+i0r guelconque (n< k), on sait que £ est homotope & une aprlication
licigle (%th. dtappr

oximation simplicisle) ou encore & une avplication
différentiable (th. dtapprozimation dﬁjﬂéreqzlaulCJ Gone gui laisse
dchapper au moins un point. I1 s'ensuit gue £ est bien homolope & une

avplication ccﬂvtanbe.

Rappelom enfin le fiﬁ&?lﬁﬂ@ TCl”biVG ux espaces

nons feroas usege par 12 suite 2
si e est un vwouye %opolomlquc& on 4i% qa’an egpaee Pfuur legquel G

apere conti r&menu et & drai%e est un espace prgnciga sx baaz tout eouple
{x,y) d*élémen igfae P il existe an-plos un élémeat.gézﬁ tel que ¥ = gox
et 8% cet éié&éﬁﬁ'g'eét fonction continue du eouple”fﬁgif {15 d& il
xiste, bien en %c&éa} Glest 1lin X‘éme (FP)*. T, haseféé3P est liespaee'
guotient Q/G « Die E‘CQ P est trivial s 111 ezt isonmorphe & BxG : il
faat~et'i1 suffit, pour cels, qaﬁll posstde une gegtl oﬁaAEéf- évzdente
pour localepent trivial. V ‘ '

51 P est c@mglé ement rnmwlier et si @ est un groupe de Lie, P est

[«l o

localement triviel {th. de Gleason - Hous ne l'utiliserons qultan § 8,

of lton pourrait dfaillears s'en passer).

31 F est un espace ol G opbre & gauche, on définit l'ecspace £ibrs
agsocié & P de fibre F comme llespace E = P x c ¥ . espace guotient de
PAF par 1z relstion diéquivalense (x,z.f) = (x.2.£). Un %el espace

: - gz £

“

sera dit gspace Fibré & ~roupe structural.
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Enfin, nous re amontrﬁrans des espzees £ibrés sans Lroune ﬂ;rueﬁural 5

ctest 1z donnde de trois espaces E,B,F et d'une applicetion
Pt E—>38 4%els gue pour toud point 2 € 11 vy 2i% un voisina age ouvert

o

g 7 ey g « e s ) : -
de x et un homdomorphisne W p~ (U) - UxP +el que p soit transformé,

S w9 ” i o o e 43 it e =] T~ T —
par cet hondomoroh sme, en la projection canonique de UAF  gue gon

Lement compaet, un tel espace peut toujours &ftre associsd

des sutomprphismes

de P punt dée ls tepoloric de la converpence eong

= (55

vour g et g €G).
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3 1. Cotiples adaptds et biecn odaptés.

: V4
DEFITITION 1. Un couple (X,F) diespaces topolozigues est dit adapté

g'il posside l2 pronriété suivante - .

(AD) ~ Pour toutc pariiec fermée A de X et toute applicstion £ d'un

voisinase de & dens F , il existc une application g.t X ~>F gui

]

coincide svee f sur 8 .

On notera que, si X est normal, on peut exiger que g ecoincide avec
sur un voisinage de A (appliquer (AD) en renpla agant A par un voisinsge

ferné conveuable).

En effet, soicnt A fernd dans X , U ouvert contenont A s £ one appli-
cation de U dang T 3 soit V. un ensemble ouvert de X 4 1 ane AC VTV e
3Fg;'U s €t S0it © une application ﬁe.X dans le7ségmeﬁ% EG,?E =3 telic

ue )

<

=1 8f xcA et v(x)=0 oi =meX ¥V .
Puisgue P est contractile, 11 exisite une epplication G ;-

2

et un point £ € F tels que G(y,0) =£_ et B&(y,1)=y pour tout veF .

!

Considérons alors liapplication h ¢+ U —>F définie por la fornmule
hix) = G(£(x),0(x)). Ona hix) = £(z) si xeh , et h(x}ﬁfg si

x€U-V . Boit g : X-ﬁﬁf‘l*applieaﬁicn gui ccinecide av¥ec h sur U et ess
constante et ézale & fc sur. X-U ; cette application 2 bienm touies les

{Zoter gue l’oq pounrrait &viter cette aéﬁeéstfaiion en invogqus

533
(.“l"'
ot
(]

théordne de p.@len“emunt Ces honmotopies : puisgue F est contractile
1?3@@liaaﬁion f ect homotope sur U & ane' pplication constante, et

pulsquiune application constantc se prolgnfe, £ sc prolonge).

=

gemgls 2« 81 X est un conplexe simplicial fini Ge dimension <n , et

by

nn esnace (n«@)m phérlqub, (X,F) ect adapt




= 0
<in effet, soient A fermﬁ dens X , U ouvert contenant A , £ une appli-
cation de U dans F . Il existe une c~u.br51:.‘v_c':v.on sinplicianlc de X sssez

fine pour que tout simplexe de cette subdivieion gui rencontre A soit
contena dans U 5 solt A' la réunion de ces zimplexes 3 A! est un mons-
complexe de L et 1l'application £ est définic sur A'. Diaprds la pvoprlété:

des espaces (n-~1)-asphbriques, 1l existe done g ¢ X —=F ani cda@plde

avec £ sur A', done sur & .

DéFIWITIGﬂ 2 Uﬂ cougle (X F) a'esgace" togolo"iqaes est dit bien
dqpté °'ll;p0$8&&e la pLQprléﬁé survante C o

(B&P) - Pour toute pmrtle fewrse A de X et toube

8

f

:nlzcaﬁwn £: A —F,
11hex1stehanewa%nlicgtlon g X —>F aguni coinecide avee £ Sur A . |

81 (X,r) nst;biem adapts, (F P) est 2 fortiori ad pté s si Xt est un

soug-espace @rmﬁ de X , (X!,F) est bien ﬁaayte.:,m_q
Exemale 1 . S
Clest 1e'tb

4lst normal, (x En) est bien ﬂdapté- f;j

yoreme éﬁﬁrysohn.

Exer le'? “i (X,F) est odopté et si F est un ANR (v1s—a»v1s d'une

o]

classe d'eepnce~ dont £ait pertie X), (X,F) est hlen dapté.@

L’hypothcse“SIﬂnifie que F est un ATR signifie qae soute applicétion
£ s A=-—=>F eﬂt p”olcn:e b;e a un.voxsinhne de A 3 e@ appliquant (AD) on
prolonse &onc £ . - 4 .

(Ihleré s ﬁfxv1q11té, ce deuxitnme exémpie cet ipportant ; il montre
notamnent gque e iacun des exenmples de couplcs =2daptés donnés ciQ&essus
fournit, lorsgue F est un ANR , un exemple de couple bien adapté).
*Exemgle 3. 853 X eet localement conpact (%;pothcae sans doute snperflue),
garacoépact; et de dipension <ﬁn s €% si F est un copplexe simpliecial
localement fini et (n~1)-asghﬁrigue, ulors (X,F) est bien adapté.

On utili"e l'onproximatlon du coaple (X,A) por des complexes sinpli-
cizux. Pour plus de détails, voir oém.cartan, 1949-50, V7. 4




R o e

”g 2. Exisience de seetions dans cerdzing espoces fibrés.

/ Ay

THZORZIE 1. Soit E un espace Ffibré localement trivial, de base B et

de fibre F (il n'est pas nécessaire que E admetie un groupe siructural).

Foisons les hypothdses suivontes =

.y -8B esﬁ‘an‘espace'normal et pour tont recouvrenent cuver: Zﬁ"ée B
1 N ——— o=y

< e % .
il existe un recouvzenment ouvert ddnombrable 9/ de B , plus fin gue I .

(I1,) - Tout élément x de 3B
1 e

s

soit adapté.

Soit A une partic formée de B et soit g unme section

é
d'un voisinase de A . Il existe slors dne section t de E gu~dessus de B
g

tout enticr au'il coincide avece s sur un voisinare de 8 .

Puisgue B est normel, il suffit de démonirer llexistence dlune

section © colineidant avec s sur 4 .

&

i
i=1,2,... vérifiant les propriétés suivantes :

sont ouverts et recouvrent B , les %W. sont

i
i~dessus de chagne W, , (Vi,F) est adapté.

U’
s
9
o

3

Posons. ﬁpA: A L}Q"' U. 5 nous allons montrer gulil existe pour tout
= ’ LT 2

ouverts et E est trivis

!

entier n=0,1,... , un ouvert Bn;p An et une section s, de F au-dessus

n
de Bﬁ de telle sorte gue @

a) S, soit 1z section s donnde,

: Yncide o \ n iginose @ °
b) S, coincide ovec g, , sur un volsinage de An~1 .
I1 est clair gu'en posant %{x) = sn{x) si x€A , on aura ainsi
construit upe section t de E sur B tout enbticr coinmecidant avec s sur 4 .
Puiszque 5. est donnde par la condition 2 ), tout revient & consitruire

Pazons = T "= WO
Posons Xﬂ Anp?{ﬂ%un et Yn Bn_1f\sn




LA

Lt'engemble X_ est fermb et Yn est ouvert ;3 de plus, 1o seetion 8p_1 est

=

définie sur Yﬂ » donc, puisque E est trivial asu-dessus de k?n » correspond
& une application 'fﬁ4 de T, dans la fibre T . Soit X! un voisinage

ferpé de Xn contenu dans Yﬁ s Volsinage qui existe nuisque X, est ferné

I’*,”

et gue B est normol. A fortiori, X;Q est fernd dans V. 5 comme le couple
(Vngﬁ) est adapté, il existe une Onpllcqtion Bnq ¢ V - F gui coincide

avec £, 1 sur I} 3 par restriction & W, o8 I_Monlica'bion 8p.q 46finit une

'3

seéﬁioﬁ t, de E av-dessus de Vin s qui coincide avec s o.q SuT X s Gone

saz*i?im:ériewxﬂ de_Zé « On 2 civmervm\,m: XﬂDX .._

C .,“dc‘,’:eaﬁs '33.0?1 les deux cncembles 1f“§é

sont deux p’" ~slfe es de B , sans poin t ormun Qm qae B est norml

ils gont resr}ccu‘ve vri, eon%emzs dans dc:ﬂ gr:wer‘é:v dz,;,;;xéints ;:i et H‘n :
Qu_‘e— l?cn *»oesrL s nﬁomcr ecn‘temﬁ d“ﬂw Ba ,3 e‘t u rer ) ’sivenen‘b» Posons P
o
L?Cn er’hle B cut omer‘c dan B :9 et cont:.cn‘!: A 'g e+ U dcnc z‘i s
définissons :me séc*’aié.; nn(.&) sur B, en pcsant s '
sn(x}. = Sz’a_?(z) si ..Xé‘-ﬁn . .
vsnv'(:;) : S,_1(%) = t,(x) si rxéx’g ;
@n(}:} = 2 x) si xé.ﬁn;' | _ |
11 est cleir qﬁe '_ce%te gsection ést-cén‘bi‘me,' car elle l'est sur chacun
des trois Ge,évsr-?’:s ,0X% et W , et gllé coincide avee éﬂ_?' sur ’Ei'n.ijxg
gul est ouvert et comient An-.‘i‘ : CeQ.FoDe , OGE . |

COROLLATEE 1. L'espace fibrd E posséde gu_moins une fwetio;q.

On apphqab 3 t?:ecrf‘ﬁle avee - A Q et l'ﬂ'ml:a.c ation vide.

- COROLLAIRE 2. Som 3 es;o‘ﬁee topclo"mae vé an't (I ) 3 soit P un

gspaee Lopolo f*?@:zc i:el gue le couple (B E‘) vérifie ( ) : aloz-s (B,F)




B g

a0
(Autrenent dit, la relation "(B,F) wst adapté” est locazle par rapport
& B , pourvu que B vérifiec la condition (I Y. )-
On sppligue le théordne au cas ot E = BxF |
(Surtout ne pas zemonter ce résuliat an §1! Cor 1a démonstration
direccte en est & peine plus simple qué celle du théorine 1,‘et il n'y g

COROLLAIRE 3. Soit T un groupe topologigue séparé, G un sous-zroupe

* exseSeenes

fermé de E , tel gue 1'egpoce hormosbne #/¢ soit contractile. Tout espace

£ 1brb principal P loesclenent iri vizl de besc B vé:;;lant (Iq) et de grounpe

0 est extension d'un espoce fibrd principsl § de zroupe G .

On sait en effet gue la recherche de ltespace 8 dguivaut & 1ﬂ recherche
d'une secktion dans llespmce fibré =ssccid 4 P dont la fibre type est
Ej@ - comme E/G est ecﬂirectllc et B normal, {Byﬂ/ﬁ)’est adapté ¢t on
arvpligne le théoréme 1 .

Rappeloﬁs que, dans les hypot ?ses du Cox.3, l?esgéee Q ecst locaslepent
trivial si H poss éde une section loeale par rapport & G .
Eemargue ¢ Sous les hypothlses préeédentes, l'cspace Q est d8terminé &
-un isomorphisme prés'par 2 . De fagon pzéeise, soieg%y@s et Q? denx eSpa-

¢

th

s f brés principaux de gréape G , base B telle gue BXI vérifie (Zq)
et loczlement triviaux, tels gque les Bgpaces Polet Eﬁ obtenus en étendant
le groupe str&c%arai de @ & E golent isomorphes. Alors Qo et Qg sont iso-
morphes. Démonstration : Il ekxiste &videnment vn espace 2 locolenment
ﬁr‘vial,,de base BxI , qui, sur 3><{0} , est icomorphe & P et sur
3}<%§} & P, ; comme P et P, se déduisent de Q, et Q, par extension du
sroupe siructursl, les espaces £ibrés associds de fibre E/G possédeat'

une seetion privzlmo ée. Si donc E d8signe llespace associd & P de fibre

"/G et base BxI , E possdde une section sur BX{O} U 3Bx {i} , et




=z,

e B

et cette section est &videmment prolongeable & un voisinage. Il en résulte,
dlaprds le th.? que cette section est prolonzeable partout, ece qui signi-
fie que P s'obticnt par extension du groupe struchural 4 partir diun

space Q et gue la restriction de Q & 3B x%o} est @, et la restriction

de @ & 54{1@ est Q 3y Appliquant le th.3 (y = pas de cercle vicieux;

,-‘_‘

rag sufe AT Ous E) on en conclut que Q est isonmorphe & Q%. C.Q.F.Dg

5

(Le zé&4 cucur Wvoae ne pas corpxeqdre grandtichose & cette dénonstration,

gutil a treavé ans le bouguin de Stecnrod. Il aime“aiﬁ bicn savoir
81 le r6lec joué par I est esseatiel ou non. An aepccuru s}

£ Ky SR : : 3
THEORELE Qs“§01€ E un espaee leré localencnt % lVLul de base B ¢t de

fibre F iil

Falsons luw'

1) - B ent pﬁ_acemyaete
-

i e e o _fﬁ -
Ig) ;s&t CL ment x de J.nésggae ag W?l?inaz; %el gue (V 7} 8git

’Q?cq ﬂéapﬁne

Soit & aae partie f ernde de B et soit s une section de E gu~-dessus

de A . I1 existe alors uze section t de E gu~dessus de B tout entier

gqui cofineide avee s sur A .

Ii existe up recouvrenment ouvert localement fini {G.). de B tel
. i’1 &1

.

oit trivial au-dessus de cuuqa@ U. et gue U soit contenu dans

0

que E

C"z)

un en scmnle Vs » (V.,F) Stant bien adapts.
Pour toute portie J de I, posons 4., = A& U L“ﬁj T. ; puisque

ied i

la farille des U, est localement finie, il en est de mlne de 1o fa ml;le

[

e

des U; et Ay est fermé guel que soit JC I .
Soit (& 1lensemble des couples (dysz) o JC I ot 0B Sy est une

seet :‘Lon de E au- deﬂmﬂ de AJ s nous dirons que (K,sg) > (J,sg) si KDJ

ot
E.)

= 2 ; A
et si s g”QlOﬁ”ﬁ 87 - Liecnsemble (& manl de cetie structure dlordre
K : :




AVE RS

R e

est inductifv(du fait que les ﬁ} forment unc faaille localenment finie).
Dtaprés le théordme de Zorn, il existe donc un éldment meximal (J,BJ)

de @ 5 supérieur.a l'éléineﬁt (9’,8) € @5' « Tout revient & montrer que

J = I. Sinon, il existerait i¢J ; posons K = Ju{i}. Soit

Xy = AJf}ﬁ; s puisque B est trivial am—deséus de'ﬁ; s 1o res%riction

de 87 a XJ,cbrrespond & une application fJ': XJ —> P . llnis U, est fermé
dans B , donc dens V,, donc le couple (ﬁg,F)'est bien adepté ;3 llepplica-
tion £; peut donc &tre prolongé en gy :‘ﬁ} —>F , et g; correspond &

une section tJ de E au-dessus de“ﬁg gul coineide avee 85 sur XJ . ZEn
posant s,{x) = s;(x) six€h; , 8% splx) = 55(z) si xefi , on d&finit
une section 8y de £ sur ﬁK ., gui prolonsge Sy o contrairement su carzcitbre
maximal de {J,sg) :

COROLLAINE 1. L'espace fibré E posstde su moins une section.

araconpact et ¥ un espsece topolosicue

8.

COROLLAIRE 2. Soient B un espace

tels gue le o (B,F) wérifie (II,) 5 (B,F) est bien sdapté

our
{Autrement dit,'la relation "(B,F) est bien 2dapté® est loecale par
rapport & B , pourvu gque B soit paracompsct).

COROLTAIRE 3. Soit H un sroupe topologiaue sépsrd, & un sous—groupe

F O

fermé de B , tel que 1/G 23 R . Tout espace fibrd principel P locale-

nent trivial, de bose paracompacic et de sroupe H eot extension dfun

egpace £ibré principal Q de groupe G .

CBnes démonstrations et observations gue pour les Corollsires du
théorime 1 .

. (I1 est évidemment regretioble dlavoir 2 thiordnes d’ééomcés et de -
démonstrations sumsi voisins, bien que distinets. inis le réddncteur ne
pense pas gu'on puisse les fondre en un senl. Di=illcurs il yen =
itdans ée gafy fz Siouz et g'il niy en = gutun dans iz Eéaqain de
ateenrod et le 356m. Carton clest simplement gue ces illpsts om?
ont laissé fonmber les 2utres - e e gégmctres

® ®




= q
(Dans ce § , tous les es spaces fibrés considérds ont un groupe structu-

ral, clest-i-dire sont associds & des espaces fibrés principonx, 1'isomor—

nhisme de deux tels esnaces fibrdés Stont por définition l'isomorphisme

des espaces principaux auxguels ils sont associds).

fte

R

£

”2.11:@‘ i. Soit A&? un espoce 4

ibré de base VxI, V Stant un espoce tomlo;.--‘

giovne oguelcongue. Supposons gu'il existe ael %el asne E s0it ‘i;fl’?lal
@“mgm

an—dessus de. V, =Tx {G,aj et de Vv V= éa 105 . Alozu_ 21 est trivial .
Jous pouvons supposer E‘i principal, de groupe strunetural ¢ : l'hypo Z cse

signifie aloré quil existe une sect tion 31 de E1 an-degsus de Y.l et une

section s_o de B, au-deszus de V,D'; en tout poimt (v,a) de V,NV, = Vx3al ,

[

il existe done 'g(v),.é_f} v"tel égxzé ' (v,a} =g {v,g).ﬂ(v), et ltapplieation

' (EE) . Bn 'posan.-&'

LBITE 2. 'Scﬁis?“?-,{' un cspace Pibré loes alencnt 'bm_vz.al Le hage BxI. I1

existe un %eecmﬂamcm ouvert I de 5 tel gue E, s0it fi}?i’\rla.&, au-dessus
de VxI peuz tsu% Ve ?} : '

e

Par hyvnothds se, pour toub couple (x,t)eBxI- il existe un ouvert

h

de B contensnt x ‘et un voisinage 1 + de t tel gque IE, soit “E::nviﬂz'
st 1

au~gessus de Voo, X I . Loz"sqae X est fixe et % varie, leg I_ recou-
=t x.t v.fz,t

<

rent I . Puisqgue I est compact, on en comelut quiil existe un ouver:t V

I'—':\

de B contenant x , et une suiiec finic croissante (te,’...gth) d*éidnents
7

de I , avec t,=0 et %=1, tels que B, soit trivisl ap-dessus des
2 b i

Vx[tﬂtl-s-ij 0€£i<h . Appliquant le Lepme 1 h—‘i fois on voit que 31

est trivial au-dessus Ge VxI.




THEOREIE 5. Soit B un espace topolo"lgkuc véz'ifz.ﬂni: 12 condition (I )

du_théordme 1. Tout cspace fibré locualerment trivial E, de bage BxI es

isomorphe & I =xI , oh E est un espace fibré localement trivial de base

B et de mpe sroupe structural gue E'l .

(En dfzutres ternmes, L1 est BxI—-vonorpne & l'image réeiprogue de E
'paz‘ 12 projection 3xI —>3B).

fous pouvons supposer que E1 est un espace prineipsl de groupe struc—
tural le groupe topolozigue G . 3’9p:f.-é% le Lemme 2, il existe un recou-
vre.'mc-‘n‘é- ouvery (V,) de 3 tel que Ey soit trivial sur VxI . Liespace E,
peut done étre @6fini par des ehonsenments de caries
g&g(x t) ¢ (V f‘-@-?)xl ~>G qui sont des applications continues.
So0it (g, le gzroupe des ap*fﬂlcat:.ons continnes de I dans G, vuni de 1la
topolozie de 1a eon‘vez-nenee conmpacte (eeci bz.en gue & ne soit pes suppcsé
séparé) i le.., g{zﬁ co:z*c*noment & des appllc 2tiong cont:.nues
“"&5 e V mrr o ‘ﬁ, s d&finies per 1a fornule :

Zup(x)(5) = gap(z,'b) | |

Les é\aﬁ vérifient les identitds des changenents de cartes, done
définissent un espace Fibré p:eincipal 'g ,' de base B et de groupe ‘% -

Or, on peut identifier ¢ {avee s2 topolo'“n.b) au sous-groupe de ‘g,
foraé des spplicotions constantes - s:r._ ‘%,e désisne le sous-zroupe de
26 des .applications £ :.I —>G telles gue £{0) = e (éhemias

ne e), tout Slément de ‘% s¥éerit d'une fagon et d'une seule

fo:

F’J

l-h
}nlo

dlorig
conme pﬁoaLit £.f ;08 £ € \g—e s E€G et 'g. est homéomorphe &

G X ‘% (en f£2it, ‘% est isomorphe au produit semi-direct du sous-
sroupe invazfianﬁ <§_ o POT le sous-'grouﬁe" G - peu importe ! ). Done
1feannce homozdne ‘@/ G est canoniquenent homéonorphe & ‘g c

gui. est contractile (un petit salut au :fa:wze-pam dn ré dqcteur 1)




ST

D'gpris le Corollaire 3 du théordme 1,1l existe un espace Fibré principal
E de base B et de groupe G tel gue :% se dbduise de I par extension du
groune strucktural de G 2 %; : S

U X o ,’ Ja e 2 . 3 = = ‘ » A
-~ Du fait gue *% s Libré par G , admet une seetion, il slensuit gue [

est trivisl au-dessus des V, » Gone définigmable par des changements dejf

—G . Le fait que & stobti n% & partir de B par

-

extension du zroupe siruchurs ée G & %@ se tra *uz% “10?" par liex zuﬁence

dfapplications ha 5 V XTI —>G tclle gue 2 :
gyp(x) = B (x)” 3sgmg3€x)ah§(x) . si ::;gxf@nv@ :
ce qui peut encore sfderire s Toa

y=1

gxp(x) = 1, (Xs 8y (%s8) D lx,t) (x2,%)

si
fornule qgui mon nire bien gue E? est imase rdeciypz QQLe‘QG

tion BxI —>3 .

E~par 1fappliea~

-

} 0% trouvera dans le r ?@Ofﬁ Sionx uac éeﬂen ﬁrqtloﬁ &u

magerguess
théordne 3 ylus ”1 que“ gue la préeédente, ciegt-i-dire déhorras-

sée des F@ 5_l€espacer‘§ v est-défini'comme l’espace &es"chemins de E1
gui ont ?aaf 359§ecﬁﬁoa mn chemin  t —> (z,t) o xeB .

2) 8 1 G est un groupe de Lie, disous  compoch, on vent montrer gne
liesnace %?e egt un ATR (l'espace des chemins sur un AT est un ATR),
done (3, %%e) est bien adapté si B est ﬁéfﬁ&l, et pér suite le tﬂOOfGﬁe 3

vaut en rempiagan% 1thypothése (I ) péﬁ 1'hypothdse (12}. (Cette nodi-
fication infinitdésimele ne me scmble méne pas mériter un exerciee ! ).

o~

COROLLAITE 1 - Soient £, et f1 deus appllcatlons homotopes d'un espsce B

vérifiant (I dans 1o bage B' dfun esvace £ibrd lecslerent trivial EY.
i : , =

f’;” (E¥) et f‘f (E') sont alors

B-isonmorphes.




o o

Soit £ ¢ BxI —» Bt une oppllcatxon telle gque £(x,0) = £, (x) et
1"(1,,.1) = f1(x) pour tout x €B . Soit By = ~1(u') 1t'image réeiprogue de
E' par £ . D'aprds l¢ théordme 3, E1 est de la forpe E;<I s or, d'aprds
le théorine de transitivité des images rdéciprogues, fgq(ﬁ') est iso=-
nmorphe & l'irage réeiproque delE1 par 1l'application z — (x,0),
é'est-a-dire & E 3 de nBne f?’(E‘) est isomorphe & E , CoeQeFeDe
COROLLAIRE 2 - Soient B et B! deux espsces vérifionk (I,), et goif €
un gsronpe topolosique. Si B gt BY ont mime type d'homotopie, les clesses

d'espaces tlbrés princivoux localerent trivieux de groupe G , et de bes

B et Bt se co¢rcspondent bivnivoguenent.

| De‘fagoa'plus précise, soient £ ¢ B —>3' ot g ¢« BY —> 3 deux
applications telles que foz et gof soicnt homotopes & 1'identité.
Soient ge {8,8) (resp. ?@(B' s&) ) l'ensenmble des classes dlespaces
£ibrés principanx localement trivisux de sroupe G et base B (resp.
bese B') ; B' —> £71(E') a6finit une appliostion M £ de B (37,€)
dans P (B,6) ; on Aéfinit de méme  J8 g . On a HBLoHa= P8igo2)
gui es t Llidentité dlaprds le corollaire 1 . De néne g% £ o ‘f es?
l?ldentitc, ce qui démontre le corollasire 2 .

COROLLAIRE 3 - Tout cgpoce Fivré & groape structural et localeoment

trivial dont 19 bﬂse est contractile e% virlfie (I ) est trivial.

En £ct, un espace contraetlle a oménme type d'homotopie qutun point,
et on anpliqae lc co;ollqire 2 (conpte-tenu du fait qulun espace xe¢a*4
& un voint vérifie (Ii)° ) -

Le coéollaire 2 s'applique ésalement & un espace B possédent un
Zpiderme (par exeﬁple une varlﬁtﬂ), 1'espﬂce Bt étant le nerf de cz%

epldevae, done un polyédre-




= 4G

§ 4. Bgpaces £ibrés de base BxI sans groune shructural.

e

TIEORZIZE /4. Soit B un espace topolorigue vérifinnt (I,), et co0it T
1 ,m

1
un espacc £ibré localement trivial de base B xI. Ll'espoce 31 est 2lors

isomorphe & ExI , of E est £ibrd loealenmcnt triviel de base B .

{Aat%ement dit, le théorlme 3 est euncore valable pour des espaces

fzbrc@ dépouwvaﬁ ée groupe uﬁrac%ura°, i.e. non associdés & des espaces

prlnc1paaz).
On t#onverﬂ lﬂ Qﬁnoast ation dans le 5&nm. Cartan, 1€2J—30 eyp. VIIIbis
En gros, on pent procdder oinsi

M.

Soit T la fibre 4 T, & le sroupe des aaéoﬁszphiémes éé-F’. On dit
qa?uﬁé applia@tign a2 l-—2>6 eéé'ééﬁ%inue r éﬁa&%jua eépace topolo-
gigue arbit&%isg) lcs applicatioﬁs : -

(z,7) —?%”ffy?'(x)'
(x,7) -=-,;> 2(y)" (=)
de P Y dang T sont toutes denx eontinaeso (%av issont exenple de
”morphlsmesﬁ ! Y. Ainsi, tout Y«aaﬁemor@hisme'&e lt'cspace £fibré trivial
Y}<F est de la Fforme (y;x) ;ﬁa.(y,f{y}(X)é:'s& £ est uvne application
fcontinue® de Y dana G , et réciproquenent.

Sur lfespace ‘%, des ehemiﬁs Tcontinus® dans G , on définit une
structure analozue & celle de G : une application ¥ — %;, sera dite
continue si llappliention aasoéiée de 2){3‘ dans & est co&*iﬂae. |

Cecil étant on Bepreﬁd 1a démonsiration du théordme % donnée plus haut ¢

on prouve s2ns diffieulté les Temmes 1 et 2, on d4finit les g

8o gui sont

"continus", et tout revient eneore,jua fois, & restreindrc le zroupe

GS})

"

structural de (g G, cleot-i~dire & trouver unc section de

nyv
_fibré“ gui est associs A i% et admet pour fibre %; « 101 ﬁg
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n'est pas un espace topolozique, clest seulement un espzce muni dfune
strueture analogue & celle de € . I1 faus enfin vérifier gue la démons-
tration du théorlime 1 s'applique & llespoce £ibré 2insi obtenu.

Tout ¢a est loin d'8tre drble, et le rédacteur avoue meme n'avoir
pas fa2it la vérification cbmplétement- On peut 6vidennment loisser tomber
tous ces norphismes et faire une démomstration bruéale, mais on perd
ainsi tout l'avantoge de 1z jolie démons%raﬁion dn rapport Sioux, gui
.6t3it de s’appuyer sur les ths. d'exictence de seetions du ?,29 et de
ne pes recommencer o ée propager péniblenent sur des'5; ! Bref, le

5
o

‘rédacteur est tout & fait perplexe 3 il voit plusicurs solutions, dont

aucune ne l'enchante

_a) Essgyer de fondre les ths. 3 et 4 dans une "hyperpidérastie? conve-
nable, en introduisant des fibrds & fibre:ﬂpseado~topologigue";.et des
principeux itouw. Brrr I

b} He pas parler d'hyperpSddrastic et démonktrer le th.4 comme dans
le 86m: Cartan, loc. cif.

.c) Imisser tomber le th.4, et donner une démonstration directe du th.
de rclivenent des homotopies ({dans le eas dfun fibrd saons groupe
structural). ’

d) Laisser tomber & la fois le th.4 et le reldvenent des hcmbtopies
dens le cas sans groupe sitructural.

Zvidepnment ¢) et d)vsonﬁ un peu vexants : on ne saurs plus démontrer
le th. de Feldbau (base conmtractile et (I,) => I %riviel) quend il n'y
aura plus de groupe structural. Iais je nc crois pas gue g& canule pour
l2 suite, mBme dans le cas d). TLes seuls ecspaces sans groupe structural
que je connaisse (mois & part les ésp&ces de lacets, qui sont de toute
fagon hors de guestion) sont les fibrés "étazés®, pour lesquels le th.

de reldvenent des honotopies est bien clair.
-




- 21 -

§5. Le théoreme de reldvement des homotopies.

TZI.:OI;IZ: 5 ~ Boit B' un espace fibré locolement trivial de base BY et de
projection pt : EV —> B! . Soient B un espace véri ifiant (I ), T une

appl;.e tion de BxI dans B!, g

plicat

ion de B dans E' telle gue

Pleg(x) = F(x,0) pour tout =e3B3 . Il existe alops une spplication
H >

G s BXI ~>Et 5 telle que p’oc« = F ¢t _gue G(X,'G')}Ef = g(z) pour tout xéB
- Soit E,g = "'1 (m) gpyliﬂ on g définit u.ne ueetlon s de E‘i

an-dessns de axiO} per la formule : b
slx) = ((x,0),2(x)) (Rappelons que F {Ev)c; 3% IxB" ).

Cncrchc“ une application G répondant aux eom;t‘& om de l?énoneé reviem

Y

gne & pz’ologg;ger 5 par une seetlon S définic sur Bx'-I 'tout entier.

Qs

Or E, estv”is;omorphe 5 ExI dtaprds le $h.3 (z*esps 1a thed gi 1ton
ne suppose p‘és que E! ait un reu‘ne structural), ce gui montre éviden~
memt que g pcut Bire mclcag:e (psr cxeﬂplu, paxr la see‘iz:on »(:&:,‘b)z(a(x) o1

CO,_.OZMI,M = Sei’s E' un espace fibrd };oc: alepsnt £ ,s.vi.a'f de boge Bt e} de

- projection p! : E! —> Bt . Identiﬁieﬁs l.e‘ea‘he In"' & 1a face
In“iﬁ{ﬁ} de I% . Soit P s It —> 3 g_;{:, s 7ot —> It tels gue
Ploglx) = P(z) pour xeIl i, Il existe € ¢ In-%» ET tel gue pleG = F
. G‘-(x) S zéin ?”“."""mm : St ,
Ce ntegt q&e ig t:c*azzserlptmn du théo zc,re-S dans le eas o 3B = 1T,
(On verra dane 11Annexe 1 qme ¢e Corcllai ‘5:?93 a. ivi ssul un

certain nombre de pﬁ*opméigs)e
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. Ispaces universels et cgpoces clossifiants.

S0it G un groupe topologique, et soient E et I' deux espaces fibrés
principouz localsmcnt triviaux, de sroupe G s 02 baseg respectivez B et
B3 et de project ions p et p'. Lappelons guton appelle reprdseniation

{(lz terne clags quc est "homomorphisme¥, mais il me semble gue représen-

tation est micux adaptd) de E dans B! une application de E dans B! gui

comnute aux opérations de G .

LEIDE 4. Soit 4 a e _pes rtie fernfe de B et go0it £ une revrdsenitation dans

N

E? de p“?(ﬁ}.'gg B vérific q) et si (B,E') est bien odaptd, il existe

une représentation g de E dons E' gui coincide ovee £ sur @“?(é)e

Donnens 1o démonstration du Lemme 3, celle du Iemm dtant tout &

fait senmblable. Soit Eg licspace fibré aswecie'é E , de fibyre type E* .

k2

On sait qui'il y a correspondance -biunivogue et canonigue entre sections

e

de E, et zcoprésentations de E dans E! ; la représentation £ corresnpond
2insi & vne section g dé E, aun-dessus é§a£ voisinage de 4 et il nous

fant %fogfch une gsecti

b
2
(34]
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opelogique arbitraire, nous noterons JP (X,6)

0
l'ensenble des classes d'espaces fibrds prinéipaax localerent trivianx

<

de zroupe G ot de base X & si X et Y sont deux cgpaces, nous noterons

<g (X,Y) liensenble des clasaes d*hopotopie dlapplications de X dons ¥ .
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THEORBIUE 6. Soit E' un espace Fibré principal localement trivial de base
it

B un espoce vérifiont lcs conditions suivantes s
(1) B et BxI wvérifient () - :
(2 < (B;B1) et (BxTI,E1) sonf adaptés .
Alors 1tapplication G --;»tp"‘” ) {p &tant une application : B —» B1)
défi,ni‘c par pasgasze au guotient une 01;60'35.0& de €(B,3') sur (3, G).

on’cron.; d'abord que cet’ce apnhcatlon est une svrgeeuon, il.e. que
touu espﬁce £ibré principal localement trivial E , dg” base , est isomor'-—'_
phe é P L"), ol © est une applicﬂtion de B dans B' . On s3it que cela
revi ent a trouve:c une représen“’catv on £ :t E—>»E1, \p’se_&éduisant alors ', '
de £ na:r: nassaﬂe al quotlrnt. Oz- une tellc: z-ep'fésentatxon -existe d'ap s

le Lemme 3 ok 1*921 '?a:r.t 8 =0,

'uon‘az'ons mm‘éenant que 1' nplicétion est -injeé‘ai fé;&?éréﬁ;ent dit‘ qu'e‘,,
si ipgi(E') es’c wonorphe A "1 (M), les applz.catlod 3¢ '
"hemotopes. Scrz‘: E l?esnaee flhré de base B3 I- 1°omovnbe a <;$,(E')§<I
et soii p l= pgegcc‘sion de Esur BXI . Vu 1*.1Jpo‘chés‘_,ia.l existe une
représ entat:.on ue "1 (B x {O}) dans Et qm., par passeﬁ'e au qvo‘sieni:,
aéfinit ¢ 3 .:e::- @me 11 existe une rep'ﬂéueﬂta‘slon de (Bx { 1}) dons B
qu', p:zr.paés ace au quotient, définit P 5 €% ces :eep?*éﬂentutzon sont
hﬂcancs prolongeables & tout E . Appllquow' alors 1c Leame 3 avee BxI

& la place de B et B fo} U B x31} 2 1a DPlace Ge & , ce gui est pos-

si’ble, v les hypothdses (1) et (2). On en eoaclut qu'il existe une

: :eeprésem;ﬁ'mn de I dans Ef prolongeant les reprdsentations données sur
1(BM; {OZ) et p“’1 (Bx %1}) 3 par possage au quotisnt, cette repré-

sentation définit une anplication @ s BxX1I —> Bl

telle qu.e @ {x,0) = L?o(x) et @ (x,1) = 9 iz) CeQeFaDe
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Le théortme préeddent conduit Svidemment & chercher des ezspaces f£ibrds
prineipaux I' qui soient adaptds & une catégoric avssi large que possible
.Tespaces. On les appellerz alors "espsces universels®. En fait, il est

raditionnel de réserver cetie ﬁerminologie al cas particulier suivant -
V4
JEFINITION 3. Boient G an_zroupe %opelozique, n un entier > 0. . Un espace

= B S

o
e

Eibrd principal de ~roupe & est dit universel po

5
6
o
3
Qs
e
@
=]
(44]
bl
Q
]
In
=

{en 2brdgé "n-univers elﬁ) HqL -z

o

localement trivial,

fees
@

(=]
)

a) i

¥

st n-asphéricue.

o
4]

b) l'espace topolorigue gsous-jacen

4 = s o =
DLEITITION 4. Lo base d'un espace universel pour & en dimension sn

=

s
est dite espoce clacsifiant pour G cn dimension < n (en sbrésé

n-classifisnt®).
Cn a2 alors

¢ . e -
-TI“OL;I: 7. 2olf LY un espace n-universel, de base B!, et soif B un

espace vérifiant les counditions salqutes e

2,) Zout point x de B possdde un voilsinsse homdon orphe & un eomplexe

zpplication 9 = F"ﬁ(E?} définit par possace au guoticnt

5 conditions

P

u
dimension £ n , et B est un complexe localement fini et dénombrable &

1'infini, de dinmension $n . Ce sont Svidemment les deux c=s les plus
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2. Le lemne 3 apporte une préeision au théordme 7 : si lion o un gspace
£ibré principal localerment trivial T de base B ,» ¢t une représentation
d'un voisinage saturé de 'p’1(A), A forné dans B s Gans E', on peut
trouver une représentation de E dans Et gqui coincide avee la préeédente
sur A . 85 B est vun comnlexe et A ‘un soue ~eonp104e, 11 n’esﬁ plus néces-
saire que lo représenta tzon donnée soit déflnle sur on voising ue_de
‘p“1(é) : p*1(A) sgjfit. Ete. .

t relatifs el counle

]

B

o

e

5. Leg’. définitions 3 et 4 et ‘le théordme 7
aptd suivent = {espoce localemcnt polyédral, -cspace nrasy“ézwque)
I1 est elair (& cause da thcréme 6) qt l'on p@Lt cho d?ﬂatres

: 9 =
couples adapitds. far exsmple, dons le Sén. Cartaa, on a c’o si le couple

ntagt Ltilivable que si'l‘ dé&ontVé *ex13tpnce
d'espaces universels polyddraux, ce gui :evieat_d %wlongaler aes
variétés de Stiefel~ {cf. § 7). Evidemment, ilyga ées,ﬁ%écveme zénéranx

gui affirment quc o'est possible, mais 11 es

l".)
o
o
O
IS
e
(]
=4
5
e
£
@
e}
Q
o}
o]
o’
)
i
Pate

stenfonce li-dedans ! Peut-8ire, pour une varidié ge Stieféi, ¥ a-t-i1
un moyen explicite et &lémentoire de s'len tirer 7 An concours & .
4. Dans les applications, il sera facile de ehoiglr gauf E? unp AIR
(por exemple une varidid iifiézag ,gble compacte} s & ece mcment, le-
couple (B,E'} sera bhien &dapﬁé et on ?ourré appli@ueé lc Ienmme 4 su

lieu du Lenme 3
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§ 7. Constructions d'espaces universels.

LEIZE 5. Soient G um groupe topolosiduc, E un cous-groupe fermé de G ,

tel gue G , £ibxré par H , admette une seection loeale. Solt E un espace

n-universel pour G gﬂw restriction des opérateura &t , E devient

un csgace a—zniversel Qour H
Lo con@;plon a) de 1la définition 3 (E localoment trivisl) est

‘véalisée piisque G, £ibré par H , 2 une section locele ; la condition b)
l'esﬁ triviale ent, puzsque ltespace. sons-jac t aE nta pzs changé.
LEIZE 5. Boient G un 2zou e topolosi ue, H gn saus~ﬁrou2e fe?mé de G

tel gue G ,5£ibré_p r K, uaﬁette une seetion, gt gue G/X uOit honéomor-
phe & un espsce enclidien BZ. Soit E un espace n-vniversel pour H 3

llespace Z' = ExX, G obhenu en en Ateadantwle

sxoupe structural de B

«

par liinjcetion H -¢>C s 28t n-univercsel pour H.

I1 et clair gue E' est localement trivial, puisque E 1'est.
Pour nomirer que E! est n-asphérique, nous allens aontrer que_&' est'
hondo tor§he.& E;cﬁq ;s or, on sait que Et = E)<H G pent 8tre £ibré,
de base &fﬁ » Ge sroupe structural H , et de fibre E 3 Qﬁ 1la base de
cette fibration est G/H &2 R® , qui est contractile et vérifie (i1).
Disprds lc théoréme de Peldbau (cor.3 du th.3), cette £ibration est
triviale, d'os Etay ExR® ,  C.Q.F.D.

{(En fai%, on pourrait explieciter uv isopmorphisme de E' sur a}(R
en ubilisant le fﬂlt gue l'equee pW1nc pal associd est & , £ibré par H.
Pen importe).

Soi% maintenant ¢ un groupe de Liec connexe. On sait (ou lton auura)
‘que, si K est un sous-groupe compact maximal de G , l'espace homogcne

/K est nomSomorphe & R" , et la fibration de & par K est donc triviale.
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Le lemme 5 montre done que, si l'on conna%t un espoce n—-universel pour K
on en connatt un pour G (et les espaces n-clogsifiants sont les pénes).

Cr, tout zroupe de Lie compact (connexze ou non) peut &tre plongé dans un
gré&pe orthosonal (ou aﬁitaixe). Le lemme 5 rantne done la question an

cas du groupe orthogoral {(on unitsire), gue nous sllons maintenant

-5
Soit I et n deux entier et de)
Soit T et n desz entiers 2;1 vuOlﬁ (el)iéiz
de gHR {muni de 12 eture herniticane nsuelle
au sous-groupe de T +ﬂ) qui leisse fize chague vee
ligspace haﬁggéﬁ +m}f ) Vo nfest do

£ > .
?%ésaﬁpseg)g 1e groupe H(n} optre (& arcﬁ%e} sur Vﬁ .

Q
e
he]
)
e
oy
[
&l
SR
s
ey
fester
i
D
]
L6
]

;) est &ﬁ_a?st mé de n vecteurs 0?*&94@ qﬁég et (a ) une M@trzce

THZOREIE 8. Io varibts de Sﬁiefel V., . » puni des opérotcurs précddenis,

34 1,};‘2
est un espsce universel vour Tln) ¢ _dimension <21 .
COR@EEézﬁgi I bass G Q'ée V.. . (grassmannienge des n-plans dans
: pare = 8% 5% -m. ij@ = .
est un ecspees SHeclassifisnt pour Uln).

Démantrons lo théordme 8. I1 faut dfabord voir gue Vy - egt un espace
; - R gL ;

princinal nowr Win). Cela rsulie, soit de Ulm) /M TUT) a‘geE , Boit de
2 = - F

ltexoression donnde plug hout des 0§éxq%iaﬁm de Uln) suxr VE .

2 E2

; N

Znsulte, V., . e8t localenment trivial : su choix, dénonstration directe
B 9’:;',‘ S

{dans tout n-plan assez volsin dfun n-plan asﬁn6§ on peut cholsir une

base orthonorn wle varisnt snelybiquepent ¢ projcter orthogonalement

8 opmraﬁloﬁs de fagon evz&eﬁta‘@f_%.)(a,) (Z% ol )

H
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ou bien résulte du fait gue l'on o des opérations différentiables, on
bien encore résulte du théordme de Glesson !

I1 reste & voir gue Va est 2H-agphérique. Cela se fait par réour-

rence sur n : sin =1 V. = 8, s qui est 2-ssphérique ( § 0)
‘ d,n 4+1

O{7) < U(H+ny1) < U(+n) montre gque V. est
T,n

fibrée de base U(ln)/U(T+n-1) = 8,0, . et de fibre T(W+n-1)/T(N)

oo

si n>1, la snite

= Vo n-1 » €€ qul permet, compte-tenu de 1lhypothdsc de réeurrence,

vy
dfappliguer le corollaixe 2 de lao pron.i., Annexe ITI .

cg ce qui g 6té vu plus hawt, lc théordme 8 entratne s

Solt G un sroupe de Lie, comnexe ou compsch, ef soif n un

iy ===

entier. Il existe un espace n-universel pour & '1 s0it nne voridisd

analytigue réelle sur laguelle G'Qpére‘analytigaemeﬁtg 12 base &fant une

vq"’té corpaecte. 8i G est- campact on peut supposer en outre gue cet

cquee universel est vne varidtd de Stiefel unitaire.

(Les conditions d'onnlyticité résaltent de ce gue ?y . est une varidtéd
1,1
analytigue sur laguelle U(n) opdre analytiguenent).

Remorques. 1. Bien entenéug on aurait pu sussi bien remplaocer les

ou symplectiques. Le rédacteur a préféré ¢ a Bonk X
sympathie. k

2. Le rédacteur n'est pas trds fier des démonstrations de ce § s

i1 luoi 2 fallu ntiliser 1'Snorme maritesu pilon du sous -groupe compact
maximal et le petit martesu pilon de Wetcr-uevl acar ne o8me paS'réassir
& dcraser tous les groupes de Lie ! Bn fait, i1 igrore soi tout groupe
de Lic poosdde des espoces universels 3 c'est vrai dans le cas diseret

{per des constructions horrilbles de complexes celluldires gui ont

s

1'honotopic qu’il fout), et dans le cas conmexe (th.9), mais il ne voit pas

&

conment passer an cas géndral. La question n'a pag 1lair si facile.
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zistence des

=t

¢ de V. Iilnor 2 proposé un autre noyen pour démoﬁﬁror
espaces universels : on prend le "joint" du sroupe G n+? fois avee lui-
méme, ¢t on nontre gue c'est un espace n-universel. ilalheur cusement, on
nlobtient pas ainsi une voridté tonologique, et en outre il est loin

dtetre immédiat gue l'espace est bien n-unniversel : il'eemale {si 1le

3

rédacteur 2 bien compris) qu'il faille utiliser su moings le th. di'Hprevics

et peni-8ire des sroupes dthomotopic de triades. Az concours !

é 8. ILe foneteur Bg ; |
Il est souveni conmode dans les applicsitions de considdrer des espaces

aniversels et elasgifiants pour un groupe donné G cn dimension <n
2 : : _ 3

;n»&rbi*"aireaent zrand. Pour 6Gviter d?ﬁvai & préeiser chague feis llen-
ti

5 A - = o e = 2 Eoaagal % 2 e e i ?
b) 81 T, est fermé dans ¥, , 4 bour fout i1 , Y. est fermd dans Y .
. 35 ,
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c) 8i les Y; sont fermés dons Y et sont normaux, Y est normal.
(Prolonger une fonetion continue sur une partic fermée de Y).

d) 5i X est un compact, et si les Y; sont fernés dans Y', 1ltespace
ExY , muni de 12 topolozie produit, est limite inductive des K XY,.

(Dénmonstration snalosue & celle du Lemme 2).

e) 51 E est une relation d'équivalence sur ¥ #élls que les I, soient
saturés pour R et fermis dons Y , l‘espacé'ifﬁ s nuni de la topolo-
gie guotient, est lipite inductive des Yi/E « (Clest immédist).

£) 81 L est nn conpact contenu dans Y ; L est contenu dans l'ua'des‘Yi.
(Sinon, il y auéaiﬁ une suite de poinﬁs;xﬁé&i nlayant gqu'un nombre
fini 4'618nents dans %Qat_Yi',‘dgncﬁfefmée,'ce gui est impossible,

L &tant compaet). ‘ A
Soit maintenant G ur groupe de Lie compact.

PROPOSITION 1. Soient B, (i = 1,2,...) une suitc d'espsces £ibrés

Principsux localement trivisuz, de groupe G , ¢t vérifiant les propridids

suivantes 3
a) E; est _une veridté diffdrentiable compaete, diffdrentiablement

plongée dens E.,, , les opdrations de G sur E, Stent induites per

celleg de G gsur Ei+1'

b) E; est universel pour G en dimension <i .

Soit E 12 limite inductive des Ei s Sur lsouelle G opdre de focon

évidente. L'esvace E est contractile, et clest un espace fibré principsl

tocalement trivisl de groupe G et de bose 1a limite induciive.des bases

des S, .

Jémontrons d'sbord gque E est contractile. Pour eela, soit n, 1z dimen-
sion de Ei 3 nous allons définir une suite d'applications Fi:Ei><I¥w>En

i
telles gue :




-

(a) Fi(X,O) = X l”i(X,?) = X°€E1 ’

() F; prolonge By

3n prenant pour F 1l'application de ExTI dans E qui coincide sur

chague E. avee Fi s on trouvera évidemment une homotopie de ll'spplication

[ R

ideﬁtiqu dans l'application constante qui sera continue diaprds les
propriétds .a) et d) ci-dessus.

- On construit F, par réeurrence sur i . Clegt un’ﬁﬁbhlém& de prolonge-

'..

[

nent, gul est possib

=

¢ parce que (E ;clah ) est adapté, donc bien

adapté puisgue E, est un AIR .

I1 fapt eﬂhui% vérifier que l'application GxE

o’

ce gui rdsulte encore de a) et d)}. Il est clair que
EEG eﬁt“aing:: ue s done 1tos sme (F2) est rempli v que G est co&pzct.

Conme E e2s% ﬂormal (e done conpldtencnt rdsulicr. 1éf%¥ Sordne ée Gleason
g 5 atd

aontre que I esa l alement %rfv131 {une édﬁOﬁQtfqﬁlon ézreete Lemble

enbétante). nf*ﬁ ltagsert

o
3

on sur l2 base de B réealuc:&e-EJ-

St e , i s E sq o : <
DEPINIVION 5. On esmaee_ilbré principel B egt dit universel s'il peus

Lersqde Lfeon weut prde is 1 srouve G s On Scrit ! uc et BC & 1z plﬂceA
de E et G ; on o done BG LGIG - On L@Gﬁ;ﬁ&@fa gue tous les espaces Eé
possibles ont mfme type d'hiomotopiec puisQu?ils sont ccﬁtraetiles s on
verra plos loim gn'il en est de mBme des claggifiants BG s Ce gui justi-

ot:

-

. : .
101 JG

{D
ot

fiera l=

I
IS

PROPOSITICOT 2. Il existe un esnpace Lﬂrversel pour tout ~roupe de Lie

compact G
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En effet, on plonge G dans U(n), et on prend pour E les variétds de
: v. ; S 0 dans V. - :
Btiefel Ilyn 5 Vl’n étant plonzéde dans V1+1,n grfice & un plongement de
2 :
l'espace G2 gans l'espace Cl+?+“. Toutes lecs propriétds de 1la Prop.1

sont &videnmpent vérifides.
{Dans ce cas, E est l'espace des systdmes de n vecteurs orihonormsuz
de C(J), muni de le topolozie de lz convergence simple des cocffi eien%s)n

PROPOSITION 3. BSoit E un espace fibré principel locslcment trivisl de

Zroupe stractaral G et de bage B , limite inductive de varidtds com
pzctes B, . Il existe une spplicohi “ ne seule 2
ctes B, 1 existe un pplication £ : B ~§*3@ s 2% v seple &
une homotopic prds, telle gue E soit izomorphe & f"?{E s
’ G

S0it n. 12 dipension de Ei $ comme ci-dessus, on construit

N
C‘I‘

i B “$>(Eﬁ>n, per réeurrence sur i , en utilisont le fait gue
,(Bi’(EG} ) est adapté, donc bien adapté puisque {EG) est un ATR .

Be méne, 51 l'on o deux applications f et g , on construit une hametopie
eatre £ et z par le mBme proeddé (On utilise done, fan Zes‘ﬁeuz cas,

lec Temme 4 du 3 6).

&

COROLLAIRE. Deux cspoces clagsifi

auts B, et B pour Ic mfme sroupe G

Soient Eg &% ?é les espaces nniversels associds. Dieprds la proposi-
tion, il existe £ : Bp =Bl et g Bé-mﬁ>Eg_ telles gue
f”?€Z§) o Eﬁ 2t gwiﬁg&)ﬁﬁ Eé - On en conelul gue, g2 h = fop e%
kE=g0f , ona h”géﬁﬁ}ix Bt et k“i{;}'ggu s Gonc d7aprds la proposi-
tion h et & sont homotopes & 1'identité, C.Q0.T.D.

Solent I et G deux gwoupes de Lie compacts, Y un horomorphisme de

I3

I dans G . Soient B 5 Bg (resp. EG ’ Eﬁ} un espsce universel et
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1l'egpace classifiant ngsocié pour H (resp. pour G). Soit Eﬁ 1ltespace
£ibré principal obtenu & partir de EH par exte n°1on du groupe structural
au moyen de ¥ 5 la bese de Eﬁ étant BH o proposi%icn % pontre gutil
existe une classe d'applications homotopes o{y) = BHW+9»BG telles que

L s soit isonorphe & f‘1 T*’) pour Zfeply) . v

Bi Y est 1tidentité, p(@) est 1'1eent1te, et 1'on la fornule de

trl. ivité pl{vo¥) = p( Jep(¥). En dfautres tcrne
Zes By.et les e () Torwcnt un foncteur cove t de 6
Slgnﬁlcns une 1nternvétﬂtlon de p(y) Soit E un espeee £ibré de
sroune struetuxal h . déf'v pur une classe d'ﬂﬁﬁllc %1oag aomotepes

s X —=>3; iz &1a nﬁ lﬂ base de E 5 svnposée par eyemple, vérifie

(I ) ) s en com@c?ant avee p(w) >'Bc on obticnz ann cl 'e
a'zpa1lcatlons homatopes X ~¢-B s Gonec un espaee flbre de bu se X
et sroupe G "c*egt celal que 1’on obtient & pbrﬁlr de E en é%eﬁéant

le sxoups o%ractarQL de ng,G s moyen de ¥ .

[Les p(w) gcucnt un “31e de premlcr plan dans la théoric homoloﬂlque
des espaces Llorés, noquBEﬂt chez napVen-Tsun et Lorel. Ils permettent
de relier la cohomologie de BG 4 ecelle des BH s B sou;-groupe de G
(notﬂmnent H = tore moximel). Voz* 13 thdse de Borel (et articles

nltsricurs ...) pour plnu de &ét“lls ;]
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ATTTEZR . Un nmirificqgue tablean
FIBLE | B3PACE | BAsEH

1) Espace fibré guclcongue,

de fibre F , espace 2 , F B B

base B .
2) Espace Fibréd i principal

(F Gtant un groupe de Lic) : B

)
o

3) Espace Lonosdne (E &tant un

groupe ¢e Lic ¢t F un sous- B By B
groupe fermé de E) b :.

4) Groupe guotient (Z étant un
. Egroupe de Lie 2%t F un sous- - Bg B.: B..
groupe inverisnt ferné de E) B £ -

ligne 1) nten ndécessite pas beaucoup : si E est £ibré, de fibre F
1

ors E est £ibré de fibre F et base B (Ense zsles, Chap.T,

Torsgue E est un cspace principal de groupe structural un zrouve de

h

Lie F , on psut former le pve_uLt E x » Bx s EE dégirnant conmme an § 8
un espace universel pour F . On psul fibrer le produii E§§E Eq de
deux fagons ; d'abord avec B pour base o% E pour fibre (et espse

principal E) ; comae la fibre E, de ceite pronidre fibration est con-—

tractile, 1o projection E;@F EF —» B d46finit une 516C8ﬁ10ﬂ des
zroupes d'ihomotepie, dfhomolozic, ebe. du premicr espace sur ceux du

seconé ce gul fait que, su point de vue homoitopigue, orn veut confondre

Zx gy By et B . On a une autre fibration de Ex 5 Bp , avec base By
et fibre E : compte-tenu de ltidentificaiion E)&F EF =B , ctegt celle

de 12 ligne 2) du tablesu.
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oi B est un zroupe de Lic et P un sous—s sroupe ferné de E . considé-
rons un espace universel pour E , soit EE o0 groupe F opére sur EE :
et 11 est clair gue EE s inl des op/,wteale ie F.,‘ézﬁ ausci un espace

ot

i

universel pour F . Autrement dit, on peut prendre I = EE « Ufod

Bo =L ./F et B, =E./B ¢t l'on obtient une filbration de B dont 1a
. T 4o 2 B

C‘s

an t=2blean.

La lisne 4) nig dvidemment sucun intérét pour des agroupes connexes s

mais elle fournit des résuliats non tz iviaux ponr legs Uaaaﬁeﬁ finis

(résultats d'ailleurs géndralisables & %ouies les ext tensions ée Zroupes
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ATNEXE II. Ispaces pseudo-fibrés.
DEFINITION. Soient T et 3 deux espaces topologigues, p une application
continue de T sur B . Le triple (E,p,B) est ap 'Q clé unc pseudo-fibration
- (et E est dit psendo-fibré) s'il vérifie }_g:cgsollaire du théordme 5 .

‘Sutrement dit

Pour tout couple d'applications F ; IZ —> B e'b g: I 5 E tels

v"g peg et F coincident sur T =1 s 1) doit e;::e.f:ter G I o x :

proloﬁ:“eant 8 5 et _telle que‘ poG =F e} cecl, __gael gue soit n >0).

Les en mbles ') 1(b), beB , sont appelds les fibres de 1= rseundo-
fibration. Il z*évulte du cor. au th.5 que touid eSpéce £ibré localement
trivial est pseudo-fibré ; nous verrons plus loin dtazubtres exenples.

PROPOSITION 1. Soit (E,p,B) une pseudo-fibration. vSoient P un comgleze‘_

simplicial fini, @ un sous-complexe de P , 0 PxE —>B et
¥ : QxIUPx {0} —>E

avee p sur QxI U Px §0}. _n

gue po coiae:.ée

P+ PxI —>E , prolongeont ¥ , et telle que Do = .
Soit Py le squelette de Gimension k du complexe P . Soit

by = QXTI ¥ Ppx1 U Px%j)} ; on définit P sur ﬁl? s par récurrence sur

(sl k=1 , A _4 S OXIUPx {0}, et on ;prc;:zé D) = ¢ ). Pour passer

. de &1{-1 & 4, , on doit définiz ¥

sur ckx I (Gk &tant un k-sinplexe
> ,

de P , non eon"sezm dans Q), étant déja connu sur E@,x v kaéo} :
en desmnﬁn’s par 6, le bord de 61{ . Comme le counple d'espaces
(%xI - c:, xI U q,xsog } est homéomorphe au couple (II"H Ik) 13

possibilité de prolonger ﬂ?‘ résulte de la d8finition 4'une pseudo-fibra-

tion-
CORCLLAIRE 1. Toute ps eudo-flbratlon vérific le théorime de reldvement

‘des honotopies pour les complexes sinplicisux finis.
Ctest lc cas particulier ot Q =ﬁ5 :




i BT
(Bien entendu, ce corollaire, sinsi que la Prop.1, est équivalent &
la propriété prise comme définition des psendo-fibrations).

ZCOLOLLAI"“ 2. Soit (E,p,B) une pseudo-fibration telle gue B et toutbes

les flhres yo) 1(A), X€B ., golent m-psphérigues. Llers E eg est m-zsgrhérigue

Sd t @ une lication de la sphire S s < n , dons £ ; puisque B
est m;asphérique, Do est nomotope & une apylieaﬁ*on constante. En rele-

o

oS Yo eOfai}, on v01t gue

f!J

vant cette homotopie (ce qui est possible gt
(4]

© esi homotope & une application de S, dans nne &1breg ~pp110“ ion elle—

uéme hcmﬁtgye a une anpllcﬁiﬁon canutaﬂwb, Qalsque zsuteﬁ les fibres

aaﬁt mﬁasphévlqses.

u@ﬁtrer qac, 31 B eﬂt connexc par “rcs [11 S it qufune

fzbre 001% mwagﬁhéziuae paur q&e toutes le autret le Solent.

Bien eaﬁeq i, le corsz est un eas particulier &e.1~:suzﬁe exacte

q&l est v 1able pour 1e 'pseuaoaxzbwatﬁanw.‘.

',qelent {E,pﬁB) ane«pseu&o~f1hratlon, une spplication

. BT dans B Esz =Hm la portic de fo‘u formée des cou

x

ples

f(a?) = ple) , p* 1z restriction & Et LS is @:rgecﬁloa

B'xE gur B'. Le triple (E',p',B') est une pseudo-fibration

1it, 1'imase réeiprogue dtun DS eudo-fibré est un pseudo-

£ibré)-.

o

Clest immédiat & portir des définitions, comphe-tenu de ce gulune
application dlun espace Z dans B! corregpond & un conple dfapplications

Z—>3B' et 2 —»T telles que le discramme :

7 =5 ¥
Y i
BY .38 :

soit commutatif.
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- PROPOSIZION 3. Soient (X, ,E) et (Z,p,B) deux pseudo-fibrations.

‘Le triple (X,pom ,B) est une pseudo-fibrotion.

(Autrement dit, le composé de deuxz pseudo-fibrations est une
- pseudo~£ibration).
Clest impédist & partir des définitions.

Ixemplecs de pseudo-fibrés : lcs espsces de chenmins.

PROPOSITION 4. Soient V un espace conmnexe par srcs, I°(V) 1llesnace des
applications continues de I dens V , ouni de 1s topologic de la ég_n_g_qg—-
Zence compacte, ¢t p ¢ T'(V)— V2V 1t
e T (V) £2i% correspondre lc couple (£(0),£(1))ETRT . Le triple

application gui & tout

(T {V),p, VR V) vérific le théordne de relbvencnt des homotopies pour

un espace arbifraire, e%t, en particnlier, est une pecudo-fibration.

Toute zpplieation dlun espaee Z dans T (V) &guivaut & une epplieca-
tion de ZAI dans V (eeci bien que V ne soii pas supposd sépaté -
1a cahéiﬁién de séparation imposde dans le Chap.X est & peu prés partout
inutile ! ). Lo proposition 4 m8sulie imﬁééiaﬁeaeﬁﬁde i3, é’s du fait
que $0} x I UIx{0} U Ixit} est un rétracte de Ix1I .

iIn combinant les propositions 2,3,4 ~on obtient de nombreux exemples
de pseudo-fibrds ; par exenple, si A et B sont denx partie's de V ,
| désiznons poar I’A’B(V) la pertie de 1’ (V) formde des chemins d’o:éigi—
ne dans A et extrBnité dans B (ctfest p""i(ﬁ XB) ). Le triple

: { ?A,B(v) sP,A x B)

est un pscudo-fibrd de base 4xXx3 . On peut faire en particulier
A -:-.{x} s OB ZeV , ete.

Donnons unc application des espaces de chenins ,




i

PL.OPOSITION 5.~ S0it q : X -V une 2pplication dlun espoce X dens un

espace V connexe por ares. Il existe un espace I , une anvlicztion

r : X—=FE et unec application T: £ —V telles gue @

a) AE,T,V) soit unec pseudo-fibration, et fFoT =g ,

b) Il existe s : E —> X ielle que s et ser gsoient homotopes &
1l'identité. : :

Soit i : V—>V 1l'application identigue, et £ = gxi : XxV —>TVxV.

Posons L = f“i(ff%V)), gui est £iberé de base X xV , et par projection

sur V on obtient une pseudo-fibration {E,if,?) (o'eut une yﬂeuaceﬁlbran

tion dizapriés leg propos. 2,3,4). Un Sldment de E ewt un couple (x,@),

% ez",_w GTW), avee qix) = w(ﬁ)

nent (z»w})'dé T en posant gX(%} = (chemin const ﬁt} ;
 0£ ohtlenc’éiasi;une'épbliéaéion r de X dans E QL ‘sﬁ cﬁﬁe un horéomer«
' o) 2.@(?).

n & ser = 1, et Tes
h”g'(ﬁgw)Q;a;(xgw”), On ﬁan%re qae » est 1thomotope &

1'identité en considérant l'application F : EXI —> E définic de 1a

facon suivante :

?r

F(x,w,5') = {0, ,} en désiznant por w,, lc chemin t -~ w(t'%).

d — 5?
I1 est claiz aue F(xz,w,0) = (x,u_) ot P(z,w,1) = {x,0), C.G.F.D.
&

La Proposition préeddente monitre donc gue toute 2vplication

g ¢ X —=>V ect guivalente & une pcendo-fibration, & condition de rem—
placer X par un espace I de nfre type d'honotopie. Isppelons gue, de

facon "duale®, toute szpplicetion q : X 2V est dguivalente & une

injection (bicontinue), & condition de recaplacer V par un espace de méme

o
e

pe d'honotopie {mapping-cylinder). Ces deux procddds sont trds commodes

cie et en homotopie.




~ 40 =
 ATNEXE III. Sections danz les espaces fibrés différentiables.

. Hotetion : Si U et V sont deux ouverts d'un espace X , nous noterons
UCE& V 1la relation T V.

LTITE. Dans un espoce euclidien considérons eing ouverts U,Ue,Un et

2,77, relativement compacts, et tels gue "&E ME V et MMET.

Soit £ une fonction numérigue continue sur W s gui soit différentisble

sur TNV . Lo fonetion £ est slors lipite uniforpe sur W de fonctions g

vérifiont les propridités suivantes o

Soi% 8}0 gqucleonque. Il existe une fonetion différentiable k sur ¥
telle gue )h'(x)-f (z) ) < & pour tout xeW!' (un polynbme, par exemple).
Pesons A = Yf’fﬂgi" et B =£W' U (Z'NV) 3 on vérifie tout de suite
que AN\ 3B '=i€5 s d'one qutil existec une fonction k diffdrentiasble sur
llespace VW , O<k(x)<1 pour xeW , é_ga.le' & 0 sur B.gt & 1 sur un
voisinage de B . En posant & = kb + (1=kt).f , on obtient une fonction
g sur W vérifiant a) et b) et telle gue

-jf(z)-g(xi)"sg e pour. tout xeW .

\ : o “ - & a
TEXOREIE. S0it E un espoce fibrd diffdrenti

able, localement trivial

=]

(n'2dmettant pas ndcessairement un groupe structural), de base B pera-

conpacte, et de fibre F . Soient A une partic Ffernde de B » L un voisi-

nage ouvert de A , et s une scetion de E gu-dessus de B oui soit diffé-

zentioble au-dessus de L . Pour tout voisinase 9/ de s(B) daps E 11

existe une section t de E su-dessus de B , différentieble su-dessus de B

fouth entier, coinecidant avec & sur A s €t telle gque H(B) 'ZL .
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(Autrenent dit, si vne section différentiable peut B%re prolongée en
une section continune clle nout 1'ﬁt%e par une section différentiable
arbitreirenent voizine). :

On peut Svidemment supposer B connexe (car on opére indépendamment sur
chague coppo ﬂa%e connexe), ¢t puisque B est Paracompact, B est dcne

Gge B, de type fini, tel que E soit trivisl su-desus -
3

de. pfﬁiﬁg) {p 6tant

ddnonbrable & 1'infini. On en conclut gu'il existe un recouvrenent owveit
(U@ 9U_{39*"w-{3n5““’)

2 projection E:»%.J) et gue, si ?F. aé°1“ne iz
D (Ui) sur

%« F , lton ait :?T (s i}}vC: Bi"oﬁvﬂQ est un pavé ouvert de F

) sur T associde & un isomorphisme de

que les Bifscﬁ% ecmpaet et chaean conienn dﬁﬁ“ une - é'mx

Py aqu"B‘é; Aﬁﬁfﬂu&,,li CY1s%e un reeonvrenent ?; 5 et des
ouverts ﬁ; 'fé_u G i,...) tels que ¢
De mEme, il exis
ic . -
Hous 1lans main+enant aontrew qufll eylaﬁe une. lete :Sa’si;‘;‘ssn"“

de sect ions de. E s u4_deasus de 3 s 2vee V iLi ant les condi-

tions uivante@ £

(i) ?Tm(sn{ﬁg))-(: D, pour tout couple n.m .

(iiin) 5, est diﬁ:éreaﬁi;hle sur H; . . |

(iv,) s, coincide avee s_, sur I U é J §§+’*i {7 £ 02
n 0 n-1 =% =W n

H{eMmArguons quc, é?anzés (rsr.‘)e lmS sections S, coincident sur Vi dcs
que n>i . 5i done 1'on pose t(x) = 8_(x) pour x¢€ V. on>1i, on

ifférentiable sur chague V

f

aura 4éfini une secetion t de B , qui sera

), coincidera avec s sur A 4t

m

gradets] (ivﬁ}, et lion aura
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s

Tout revient done & construire les sections 5, s €€ qui se fait par
réeurrence sur n . buoposona donc s; construit pour i<n, et cons-
truisons S, ¢

Pnisgue 8, coincide avec 8,9 Sur fU’o ’ il'-euffit de déternminer S,

sur U, - En outre, puisgue 8, 1 Vérifie (i) et (li), 8, les vCrzfiera
angsi, pourvu qu'il c*o:v.i: 2ssez voisin de 8y, 1' sur U (clest ici gufin-
tervient le £ait que le reecouvren ent U e°‘c de Yype fini). Tout revient
LOZ!.C, en dél:.n:tlve, 4 prouver que 8,1 €8t linite uniforne sur ’B’n de

- sections 8, Vérifiant (1—13. ) et (iv ). Bomme E est trivial ap-dessus de
Un s 1o section 8, correspond (par compom tion avee ‘T, g Jg'1 (U )'—-%F)
4 une aspplicstion fn 'ﬁ ~2> P , et de plne 8,4 correspond & eme appli-

§
“n-t °

1' vérifie (ii) Puisque D est un pavé ouvert fn 4 €8t défini par

-'ca“i:z.on U,~—>?, qui ﬂp’pllquA dt'silleurs U dens D , pu:.sque

~ un nonbre fini de *rone‘z,:r.onu numériques sur '{I s & valeurs dans un
’intewvcﬁllc owert On eﬁt ﬂinf*i' ramené & un robldne portant sur des
ozzetlonu au.xez-:.'wc g 'p;.*.ca},;:meﬂ gui eg'?; résoluble ~orfice 2u Lemnme o8

-190?1 f"l’t :

g = o ’ Ut = ?3'; ’

v = Un . n
- @22 u | ] 0o n U,
i< n-1 —
My . (=t U n+i=i o
On vérifie en cffet triv l mcnt que ‘%?“@ we C, VU et TTE&T ; 1a

il
Bl

(1ii, ,) et (iv, ,). CeQeF.De

fonction =




