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= en posant o= 205 00 _1=O ; de réme, on prolonge

l'application x —>x~
ligpplication (x,y)->x+y de Ax A dons A 2u conpldémentaire, dans
Py(a)x P,(A), du point (o° , o), cn posant oo +o=o+ oo = oo pour tout
2 €A et on prolonze l'application (x,y) -3 XY aﬁ complémehtaire dans

2, (ﬁ);<¢1(A), de llensemble des deux p01nts (co0,0) et (0,00) en posant

©o «2=8. oo = 0o pour aeA g#0, et oo . 0o = oo . Ces conveﬂtlons

(’S

rernsttent de prolonger & P1(A) tout entier ﬁoaﬁe fonction rationnelle

—2r(x) (ot reA(X)), d6finie dans lec corpléne e (par rapport & A)
de l’ezsed sle des zéros dn dénominateur de r .
Rannelons gue pour un aaneau guelcongue A ion Z& (&) entre

at
deux couples (x s X ) et (ye,y?) de U, est Gquivelente & 2 Y=V %=0 ;

‘ol on conclut gue, si A' est llonnesu des froetion (Alg., chap.I,

9) @e A&, on peut identifier les droites projectives 2,(at) et

P, (A). Autvement dit, on peut se Lorner au cas ol tout &lément

rérulier de A e°$ inversible ; dons ce ecas, toub 5lémenﬁ du compid-
mentaire P, {(A)-A de & adnet un systime de coordonndes homogdnes et

un seul de lz forme (2,1}, o% = est un diviscur de O dans A .

S0it I un ensemble dtindices, + —> n  une application de I dans JV{

(A
telle que n, > 0 pour tout ¢« 3 soit J l'encewble des couples {2 ,k)

s T '._‘ = ‘» ,A?at en = i {\ ] =

de I xWHN tfels gque kg n, Ltanneau de polynbmes L (1 K)ed
: = : -
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Avec cettec convention, A et
alors anug “lﬁﬁt des A4éfiniti
s 1)
yé(P,‘(K)) de x € (P, (4))
lier, si on prend pour 5 Lf

-2 n.,1,-0n voit que toute

7

% devienncnt
ons que toute

o)
est aussi une L'*Gpécia;is,t En 1

défvnl par

homonorphisre de 7 dans

L.spleinlisotion est une / -spécialisction.

nomn

Ornhisnes.

2 e - - o B = T s : - ;1 Oy 1 - 1% 1 *
soit, pour chague z€ I, éiz’ta) un systéne de coordonnées projectives
S - : - :
3 SE A T A ° t neol e e rendy X 21
du point x ¢ »1(u} 3 ltanneau Eéii?pLéfé T engendré par les x, , les
»
$ 4 3 A y a2 A om0 5 ey 4 - < 1 ol RpRE I |
t, et 1 dépend en général des coordonndes projectives (x¥,t€) artieu—
lidres choisieg pour x_  ; nous 2llens introduire un nouvel aunesu, 4it
% i 2 Pl e " £ s “ S = s - 22 ., S - % ;
anneau trangecendont du point X , et gul sers déterminé par X & une
2 2 - St e 2 ik i Ky s = s 7
isoporph e prés. Pour cela, soit pour chaque € I, 4, une indéterninde
= = s P B o 4 dR T e 5 = s 3
nous Z};qllefgig anpeon transcendant de X {pour les syoctimes {ztﬁﬁ@} de
: e Lmet ey £ e L3 - 5 i .
coordonndes vrojectives), lc sous-anneon -EZ4ﬁg,th,}f‘,T de llannesu
& e L 7 & L
N _
Sl iae1 ”?
PROPOSITIOT 2.- Soient A et B deux al~tbres copmubstives sur L , X un
HE S i T
TR R B - PO o8 4 e ) 3 L B e B e S « o a
‘point de {r{iu)} » ¥ un point de {2, (3)) . Les propositions suivontes
sont Gauivalentes :
Sy 3o i eee S e Aty *?‘7 n—% f e
2} ¥ est un zére de ‘tout polyndnme honogene d LiZ, 51,7 Xlouz
= @ =118 & -
5 ——— 2 .
Ieguel x -est un zéro ;
b) il existe un L-homoworphisme et un seul £ de llonneouy transcendant
de o {nonr & ey 4 v As vif Soc + “r_\.""."'\-*n\ (-5( e Sy
de X your de ratimes de coordonndss projectives X 5%, )) su
£ A s = Sl 2 o e 3 5 ~ L &
l'anncen transcendant de v (pour des sysittumes de coordonndes projec—
e ik ; = 4 s iz 7 4o {7 zar o - T
ek wr o 7 +a1 a1 7 s - DoOu = ;
ives (jgg a@)f tel gue niuili} 4y gk ;;4£t@) Z,u, pour tout t€ Il .




g
Tl est imm&diat gue b) entrafne a), car si est un polynBme homogéne

de poids (p ), tel cue u((x st })=0,:0n 8
p’b “ 4%
u.((z Z, »%, ‘a)) LH Z )u({y ,’c ))=0 , et pvar suite
5 |5 , L i B,
O:u((i‘('@bz,{’),i(zﬁtﬁ)))wa((Zly;‘ ,Zzui))—('f;'[‘zt )u_((y sl ))
dtol a((y; ,uﬁ)):O. Liontrons inversement gue o) a’cz ine b) 3 il suffit

pour cela (Alz., chap.IV,f;.’a,pz'opaz) de prouver que si u est un polynbne

de szz ?%Egaz {non nécessairenent ﬁona'“r‘ne) tel gue a(az x ,Zz%@)):O,
on a augsi ul{(Z y ;24 u, ))=0. Oz, on peut écrire
(/S A .
u((7,X, ,5,5, ))=2. 8,6, (X, ,%,)), ot les H, sont des mondbmes distincts
= e gt e
: i 1
aYs Teen b = 3 ~ee (2 o f' = e T i
par r ngp'{: 2y Z‘K, 5 et les Lﬁ}{ des p@ rnbnes 2ZO00S tnes de .Lig-..z:& QL?’E Z’,E,}_‘
Por suite ul{,z ,2,t, ))= £ HE(x ,t)) et nllZy ,3u,)) =
= % 5,6, ((y, ,u )) 3 1%=W/“3@uﬁoqe entratne que pour toubt indice k
& ((x, ,%,))=0, et en raison de a), G _({y ,u ))=0 , d'od

11 est clair en £ffet gume, si pour chague <21€TI , {z_ﬁ ;e;@} et {Xé t1)
~sont deux systbmes de coordounnbes projectives de X, , les relotions
&

4

one

e

COOLDATE S 24— Ssm % une al~bbre commuiatbive sux T gul soit un corps.

8i vy (2, fﬁ)) est une spbeinlisniion de xel(?, (4))", pour tout

sysiime {;ﬁ 9%} de coordonndes wrojectives de y, (7€ 1), il existe
/ = o

by L-bomomorphigme f et un seul de .Javzxzc 1 _traanscendont
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sur u(d) tels auec ui=peut et u=you' ; on cn conclub cuesitdt que v egt
. G ey 7o 5 o L
%n LwLuOLOLﬁhk' me de u(d) sur ut(A) tel que ut=vou ; 1o rse

€st Svidente.
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Lyernplegs.— 1) Soit I OIS COME Lg o e

wrenples ) Soit T un corpe conmutatii, A l'annean L[Xz,&aqun}

deg polynbues & n inddtermindes suyw L, K vune extenzion de T
A - 2 9

u—(aigoogyam) un point de-K-. L*a:zli ation gui, & tout polyndne

est une Legpbcinlisation finie de A dans X

PY i’ wikin hc STy i _
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T=2E(x) et nne -spbeialisation finie de (L dans tout corps
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ie noyaw egt 1fiddel enrendrd par X? X2§“*?X .

DTN - 0 = ) Z ° < ; s
TL0P00IPI00 5 /bige- Ponr taaze Legsnécinlisation £ dtun annean
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(K o 7 {3
_g(h}, licnsenble des xe & tcl gue f(=z)#f ce est une soug-nl~-lbre
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n eifet, soient x et y deux ¢ldments de 4

Y1X§X3wYQXBX1~YEK1XR sionnule guond on remploce

Isich’s]

PRl & 3

(X3°Y3) par (1,2+y),(1,x) et (1,y) respective

1

(.1
m

£f(x+y)= o vre

(0,1),(1,8(x)) e

aue f(xy)# o0 en cons

it
PO £ 4
idérant le polynbme Yqqu

#{hx)t oo pour A€ L en considéront le polynd

lc polynOme

sfannuler quond on renploce des

1,£{y)), ce gui est absurde.

S

(X'l 9Y1 ) % (Xq SY"?) et

©

9

% gl on ovait

néoes couples
On prouve de néne
3~Y2Y3X1, et gue

ne Y1X2~)ﬁtzzx,g

idemorgue.~ S1 L est un sous-esrps dtun anneaun A4, pour toute
L-gpbecinlisation £ de 84 , et tout Ael s 0D B f(jk¢1):ﬁf(1}=.£
(en identifiant L & un sous-corps de K, si f prend ses valeurs
dans P,(K)) 5 ontrenent dit, f se »6duit & l'sutomorphisme iden-
tigue dans L . On dit encore que f est triviale dons T ; inverse-
nent, toute spéoiclisation qui est triviale dzms L est &ﬁe
L»spéeialisatiaL9 compne il rdsgulte aussitbt de 1= déf.1 .
5. Froloncement d'une spbeiclisation.

Les notations étant celles du n°2, nous epploierons dons ce gui suit
le lsngoge des snleialisntions pour des parties de P?{é) ; on peut dés
lors parler de prolonsegent d'une sndeislisction dlune partie V de MQ{A)
en une gpéeiclisction d'une partie V! =V . On notera gue toute spdeisli-

T L Wk e e e 3 -n? N By 5 =2 : LI 3 ._,? 7 E X o K3
sation dlune portiec de P (2) dons un espace projectif P (Z) peut cussi
8tre considéréec conmpe une spacialiéatisn gons un espace projectif ?1{K?}g
ot K" est une cxtension (commiative) gquelcongue de K , puisgue ??(K}
est caononiguerent plengd dans ?iizf)t
PROPOSTIZION 4.~ Soit £ une spdeislisation dfune psriie V de ??{é} dans
?2{K}§ o le corps X est supposé aiﬁébfiaaedé;t clos. Pour tout veEP?(A)
niloppartencnt pas & V , i1 existe une gpdcislisobion de V U %?}

: _ L
Péii} prolongeant £ .
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opporticenne & 1t'idscl

e=g(y) (CLkgr+s

{vin 1o déFfinition de 53 y auton peut supposer gue les p, sont honoriues

A ;. i = T 2 -1 :
de desré r+s , et il en ezt 2lors de nmBpe des s A
=) 3 n AL o i g Aaedds g P
zue, poxr doéfinition, tout . polynbme homogine v
e S byt = : 4 5 . sl Al
de ¢ stonnule guond on y snbstitue Xg. 2R s ti a,ﬁl PEE it i Ry S G
(= ’ 5

5 e L A N 5 f i h g
de v por ropport & ehngue couple (X ,T ),

< £ m b ] e X -
Conmne qhi.jL) est homogine de derrd r+z , on peut Serize
Tt N %

4

% L - =y G 3 e -, - - - o & o] 4 ; r. "’
réoulier dans l'onpnesu & et o foriiori dans ltoanesu AiZ ol oy
LA . 4k ‘iif‘:;} Ve JEg & P
i i - i
o £2P Sitiede 45 2
- ki) |

pi

n anrasit done gﬁ-ﬁﬁ o lnis il est cleir que A = .+ ¥
0

on aurcit por suite yl‘“ € 33 ; dtolt ¢ = ply " )=0" ilhis eele
contredit Lthypothise c%O, puisgue appertient aun corps Krﬁ ¢t le
lenme est cinsi démontrd. ' '
Supposons per exenmple gue {; ne conticecnpne cucun monbme bTE;O :
et coit © l'rononorphisne @EE?T)-iapfzs?j de “fagTé gur C?XE :
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est eloir que Q(f%) est un idén
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constonte
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plys1,(y, ,u,))=0, ce gui prouve

lisction de (ﬁ,{ﬁ;}} qui prolonze lo apd
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ge Io vrop.4, 1l'une des
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nour toute

be un prolon~ement F

Ui

bour tout prolonsemcnt T de f cn unc snécinlisetion & volsurs dong
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i ; ; ; 3
P (V) (o XK' est uns extenrcion oucleonave de K), op 2it nécesonircrent

T(E)zji popr un indice i 5 (ce qui pcut cncore slommzincr cn discnt qu'il

n'y o gu'un nombre fini de spbeiolisations de V Lié_z} prolonzecnt £

‘ : , , - i 5
et qu'elles prennent toutes lsurs valcurs doms P {E)).

<n effet, ovec les notations de 1o démoncitration de 1o prop-4, ou
bien 1%iédal -@‘ est nul, et (en reoplocont X par K dong 1t'énoned de
10 prop.L.), o olors pour tout polynbme p(X,T, (X,),(2,)) de 1'iddal

w , et tout couple (y.u) dtélénents de E' {non tonz deuw nuls),

piygup(y sl ))=0, ce qui prouve guc lo prenidre évenﬁﬁalité de liénonecé
eot fé-ll ée. Ou bien po,*fOs et dons ce ocs il existe dans 4 un
polyndne p(Z,7,(X,,T, )) tel que p(Z,1, (7, ,u,))= vp (X), ok 1EO

dang K-y ‘poud’ sne - ¥.= {¥y,u) soit tellque (§,(§;)) soit un prolongement

de 1z sndeciclisotion £ , il font et il suffit nlors auc u#0 (sons quoi

]

%? contiendroit tous ilecs ronBmes en T), ef que y/u soif zoeine du

YT YT e

polyndome P,» done v :(yigij,'c& y;€K eut une des rocines de p. .
.f.......u .Lx..._.‘d_‘ i 220 i E’.'E;

dtune paxrtie V de P! (&} dans P! of 1126 existec sloxs une gpfcinlisation

ds ?]{A) toat entier dans P'{K}, gui Bzoiange o5t

“n effet, l'ensenble des snbeinlicotions de porties de P

volcurs dons | P1(K} est Cévidenncnt un ensenble inductif guand on
liordonne por prolongenent 3 en vertu du th. de Zorn, cet cnsenble admed
donc un Slément mavimel £ 3 maig lo prop.4 prouve alors gque i eit
ndcessairenent une spdeiclisation: dc PY{A} tout entisr dens Ei{K)«

DQTI:TZISZ 3.~ Soient 8 un cunecu, K un corps (ncus deu dtant des
1

alzlbres sur L) appelle plocs de A (sur L), & voleurs dens P'(E)

zm

tounte I~gndcislisation de P1(A} tout enticr dons E1(K)_; gi g est
: |

unc telle place, l'imome T {X) de Ee 2

(7)) et.stovnzlie oussi 1& volcur de X o
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ik iy g
Ue longnze et cette nointion sont suzgérés poz des czenples tels que
les suivents :

=zxenples.—~ 1) Soit A=L(X) lc corps des froctions wotionnelles &
pne inddterninde X sur vn corps I , et s0it ¢ un 418ment d'une
extension ¥ de L . Toute fraction rotionnelle »(X)e's distinete
de O peut derire pl(X)/q(X), ol p et q cont des polvndres prenmiers
entre eux dons Z‘ij on o done p(<)#0 ou g

c) de P XK) est done -tonjours ddéiini pour r(i)e L
C 81 r=0 et rlu)= oo si gl{i)=0). Lizppl
A dons 2, (E), prolensée & P.(A) ‘en foisc

{;q .

m“

ndre au point oo de P, (R) le point oo de 24 (K}, ect une place
(sur L) & voleurs dons P, (X)  (puiscu’il n'ewiste ~peun

: X 1 aueun

“ < " I By : 3 3 .
polynbre hopogine (U V)0  gui s'annule pour tout conple

-y — i 1 =
{plX}.q(Z)) de polynBries non tous deux nuls dons Lz

k] o Fem  eah - o 2 iy . 1
n'y o pos de xésuliot corresnondont pour le corps des forictions
BATSNATTReS Sy -. Sem f ~
meronorphes dans un cnsemble ouvert D de CF, lozsauc n:> 1
car si I est une telle fonetion, il ¥y o en géndrnl des points 2¢O
tels que ni £ ni 1/f ne soient holomoryhes au point = . .
, , = =

de ltonneau A , il wésulte de 1o prop.3
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3) Jdans llonnenn E{[}‘;,Y} ‘des polynbnes & denr inddterrindes
A,¥ sur un corps X , les idénux principoux (X) et (Y) sont
promicrs, K[X,Y] /(X) est icomorphe & E[Y] et x[x,¥]/(¥)
1sor:oz'phe & I;L}Lj y ces deux idéoux som: strictement gon’cenus
dons 1'iddal moximael (X)+(Y).

7. Anneoux de froctions.

S0it B un sous-onneoy de A S une snéci&lisa’cioniinie £ de B dong un

corps K ne nzut pos toujours Bire nrolongde en une snbeislisction finie

de A dens X, p8ac o1 X est clsbbriguenent elos (alors gufelle peut &fre
do ce cas prolongde en une place de 4 4 valcurs dans E’/i, (), en vertu

fous nous n"opms«m c,e déterminer un sous-annean C =3B de 4

tel
vuisse se prolonger dfune seule menidre en une spécialisation finie de ¢

dens le corns des Froctions X de £(8).

La prop.5 montre aue la spbeialisation £ eat ddterminde. & une dguiva- -
* e = = ¢ 4
lence nrds, por son noyau ‘Z{é dans B , et par suite aussi par l'ensenble

S:B-‘@ des x€B tels que f(x);;éO 5 cet ensemble ne contient pag O et

e

nous avons va gu'il est stoble vour 1a r*ultml ation (n%). Soit IS 3B
un sous-onnean de A tel kqae'f se prolonge en une spdeinlisction finie T
de II 5 =mour tout =xell tel que xy=0 pour un S1drent vyE€S , on 2 néces-
saireﬂ,nt ¥ (x)=0, car O=F(xy)=F(z)¥(y), et comme £(y)F0, £(y) n'est pas

diviseur dn 0 dans l’azmcm d’m’té grité T(H). B5i on désizne par %’S
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& Gtudier,

plus générolenent, les
tiplication

porties
13

i1b}

ct ne contencnt pas O,

Jous conmes cinsi amends
non videgs S de A, stablcz pour
et, pour une tclle nportie 5, 1!
dons A, dzz Slémente de S . On
PROPOSITPIOT 6.— L'ensen

ble %@S est 0y idézl de A ne rencontraont pas

encenible ‘PLS s ¥6union des annuloteurs,

a 1o oroposition suivonte

°
o

b

°

b

ue

Bi v est l’homomornalsﬂc caponi

de A sur A/ths » es Glépents de
b/ Mg

' @(z%
.yﬁs - ?{s?)

D”ﬁLfT“107 5

ples?)

w(S) sont zéoplicrs dons 1'annecu = (d).
-n effet, si x€ps; et z2€A , on o xy=0 pour un y€ S , d'ol zxv=0 ,
ZX € g ¢ Si x,x! sont deux £Isnents de S, on a zy=0, xty!'=0 . pour
deux Clérents y,y¥ de 8 1 copme yy'€.8 ‘et . gu'on o shesi xyyl=0
x1yyi=0, dtok (X+£f}yy?:03 on o x+xféaﬁés s, e gui nrouve gue ‘%Lg
est un idbel. Il ne peut coumtenir aucun ¢lépent x€8 , cor pour tout
yES , on o oclors =xyES , é*cﬁ }:"y:-fO par hypotnldse. 81 x€5 et zeh
saht tels gue @{é p(x)=0 dons w(&)g cela sigunifie gue ZEE Mg ;
il existe donec y&iS tle gue VV“O et comme wasSvg Z €%#g , done
'@(z):ﬁ, ce gui montre que wv(x) est zdguiiez dans ©(4).
I1 est% clalr gue l'ensemblg ©(8) est multiplicativement stable e%
ne contient pos O 3 en outre, dans llannesu des froctions R de (A)
i ehapal;§g9gﬁ?4), les Sldéments de ©(8) sont inversibles. On en
déduit qé@ 1'zngenbls &S jes Sléments de B de la forme w(x)/vls) ,
ot x€B et s€S , est un sous-onneau de B , car on 3
_(xt) _wlzstex's) o gste S . ‘

pour ls mpltipli

Soient A un onneop, S upne portis non vide de A sitable
cation et ne contenont pas 0. Solent 24 1o réunion

des snnuloteurs, dons ég des &lfrment

“38
s de S hisme cononigul

-

de 'z

th

s © lthozmomor

Q*

hsur /%y, et B

des fractions de ¢ ﬁ)unj! o
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Lorsdgue £ est l'encenble des 418nents répulicrs de 4 , on
retrouve 1o seconde portie de 1o prop.4 dt4l~. ,chop.I, g G e
COZCLLAILL 1.~ Scient £ un hororno
O¢ED::£(S)¢ Soit Aé l'onneou ' des f£roctions
et soit ¥ 1ll'romororohispe canonigue de A' dons A

=
"o
et
;_
[}
R
9]
&
&
=
2
£
B
2
=
pn
)
S
|3
[4+)
c
o
by
o
[6]
P
1o
S
©

i
o1
e
2n homonor zisne et vun seul g de Ag dons A% tel gue 2o = Yol 5 on ¢
-1 o S :
ZA)=U(E(A)) (W(£(8)))™ ; si ¢¢ gst le noyou de £ , lec moyzu o2’

de Wof est llensevble des € A tels gue xS repcontre oL , et le

novau de g et @(a%?)(q{aj}“qu_

Lo prenmilre portie du corollnoire est unc cpplicestion inmédinte de

1z prop.T, puisqgus lss dlémenis de (D) = W(£(S)) sont inversibles
.dons AL . Quont & 1o seconde portie, tout revient & corcetdriser o/ ;
or, dire gque W{f£(x))=0 simifie gue £(x) znnule un $1ldnent de T=F£(8),
apbtrenent dit ontil existe g€ 8 tel que f{x)z (s}~0 ¢ctegt-i-dire
£{xs)=0, ou encore xae (& .
COTOLIAILZ 2.~ Avee les notoiions du cor.i, gsi £ est un isonorphisme
de 4 dons A%, g est un isomorphisnme de Aq gggg' A!(S)‘

in effet, on o alors % =(0), et por suite (cor.1) ui'=4Lg ;
conme §(1¢E);O par Géfinition, le noyau de g est réduit & 0 .

in vertu de ce dernier corollﬁlre, si & est un soaﬂcanaeau de A?,
et gu'on prenne poar 2 lﬁiLjec tion de A dans A', il y 2 un iﬂO?@§§aismﬁ
g , canoniguencnt défini, de AS dans Aé au ﬂcy 1 duguel on pcu*
identifier AS avee le gouoc-ocnnean AQS"11§§ ﬁé 3 lc plus souvent, on

conviendra de foire cetlte identification.
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PROPOSIVICT 8.~ Yolent 8 un onnezu, $ vne portic non vide de A st2 b]
pour 1o rultiplicotion et ne contencnt pos 0 , A, llonncap des fzoctions

)

dézivé de A ou poyen de 8, v l'toropmorphisne ccnoniguc de A dons AL .
" 8.

a) Doux tout idécl ' de Ae , 1liddal = LP(()Z‘) est up idécl de &

- 5w

~1 o 1L o ol 7 s 4 o -, P - g 17~  en~ o ohe 3, - [
tel oue tont Clivent xe b pour leguel z8 rencontre ¢ , 2vportienne

_ p
o - s : =3 .
b} L zelotion L= L‘:-(c v} 8t2blit une correggnondonce Binnivoane
entre les idéaux ¢ ¥ de &, et \lcg Ldéonux ¢y de A tzlc gue 1o relotion

c) 8i =0 (A )#L , et 51 f egt 1'boromorphisne cononiasue de A sur
llevnesy D=4/ 3 est un sous-onnecu de Be,sy, 86 11 ¥ o un homo-
PO Y 7
morpnisne g de ﬁ sur S(g)e de noveou © (4, tel gue f=po0 [ce gul
entratne que A. /07 est iconorphe & ﬁ’A/:,ﬁ,a:?.;{q)*, Znoovtre 8i &j{,’:{
wle b
¢st un anneen 4'intdroeité, il en esct de nfne de A, fon! {zn dtontres

terres, gi 4 es5t prerier dona A , 0L egt prenicr dons A ).

g1 otf =4 ; on g Pt =A , et 1n proposition est trivisle. Suvpposons
{

done (L'# Ay , et'soit DBi=A, ;"‘0‘5/- » qul est olors un cnnezw oyont un
. , a

G t}
élément unité. $Solt gz l'homonmorphisne canonigue de AL sur B, et

D] :
posons  f=gon . Comne les S1dments de {5} sont inversibles deps A

ceux de J.*'F(‘f)“m{g:s(f,)) le sont dons B!, et par suite on & DBiL=3' et

- -

nononorphnisme canonicue ¥ de B! dons 3B
4

g.__
1) \
'J st
M
i
c-{n
l—J
L
3
o
73
H
e
o
]
<
e
]
s
-
jat)
1]
jon
ot
Pole
i)
&
)
w

oi on eppligque oux cnnsaux 4,3' % ei'; l*hemamr;&zism@ £ le cor.t de

lz prop.7, on voit que le noyfw Ut = {r}i” de £ est identigne & llen-

"'fz,

jue xS rencontre UL , et que le noyou &
| % : .
est 0{0f }{(v(8)) ", ce gui prouve =) et la p’*c:“w.m'e yertie de ¢).
501t inversenment (4 8% un idézl de A , ids*ﬁ;i,wt de A& et el cue 1o

relation xS () Ob #@ entroine =x€ O , €%t considdrons 1thomomorvhisme
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=1 fz1 bk

rooport oux couples (X ¥ - )) opporticndeait &4 1'idéol de (X ) ce
“©

L1 cH i ';? T P o | N ~x7e be g e
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pour tout 2 € J ; si on pose xg’x(gfz )}"1 pope .z € J xf:@(x }

.centre que {g:) est une gpdeiolisotion finie de (x%). Por définidion
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L.} I est un idéal.

e

(ALTI) Il n'exizte gu'vn senl iddal noxinal dens 4 .
(ALTTI} On 2 IHIcI.

A
(AT

) Lo relotion =xell entrotne 14x €17 .

v

1Sal ‘fé et sl Xec o ;,ona X 5 donc xh£LE ot

€. On voit oinsi gue tout idéel #4 est contenn dons I , et que

tout Slément =xell apporticnt & un 1déal prinecipal =444 , d'ok 1=

prenildrs pertic de lo proposition. Ltéquivalence de (AL.) et (AL )

o

o
résulte de ce que tout idénl #4 est conteny dons un iddal nmeipal

sssss

I} sont Squive-

T+xell , on surait -xeli , puis T={1+x)+{-x)e€ il , cc gui est obeurde
done (AL?MT) en EIClﬁe {A&Iv}s Si en co&ﬁfaixe fﬁz?TI) nfest pos
vérifide, il sxiste deux Sldments 8,b dans M tcls goe atb £l 5 a+b
est -done inversible. §i on pose zz«{a+b}“ga 5 3:(a+h}”?b s ane
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lo condition {ﬁLIU} n'est pos vériZide, et on voit donc gue “Tv)

DUFINIRION S.-~ On dit gu'vn ornesn A (conputotif et oyont un Sl6nment

Lnité) est un comeru lecenl stil pocside les custre nropridtés

{(Sonivolentes) (ﬁL P (ALIT)’{ALIII)-Ei (ALIV). 2i Il est ltunioue iddal

L

moximol de A , le corms auotient A/H est oppeldé corps réciduel

§ 2., Voluotions.

1. EBpbciolisn tions d'up onnesn @tintdoritd.

Soient & un anmeanu d¥intéorité, X son corps des froetions, £ une

spbéeinlisation finie de A dons un co"ps K', sutrercnt dit un hononor-

aux cnnecux & et X les rdsuliate du §‘1,n°8_: poszant D=4~ 33 4

g

'?Lfrzm'z_e,:z:u-231(ﬂ st i identifid au sous-onnesy &63”1 de X , cotrenment dit
l\; =
& llengsenble des Sldments a/b de K, ohh ceb et ’o%. 33 s Por cohus de

notetion, on Scrit encore cet annenuy AT? et on 4it qde clest 1l'cpnnenu

deg froctions dérivd de 4 ou noven de 11idéal prenier %p'
I1 n'en résulte dtaillcurs aucuy da-nzer de confusion, cor Oé:%ﬁ
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TEI002TE 1.+ doient £ nun homomorphisne dfnun onnezu drintérrits A dons
Lvals ‘J/“:. N,/I';. i N A '} . PR - ) 77 A vy o o o | - e p ot & - "
un corps K! | ¢ = £(C) lc noyou de £ , K 1z corps des froctions de A .
Lihononorphigne pept ge nrolonrer dluve gevlc nanidre zn un horonor-
phisme £ de l'cunesu loesl A..  dans X! 3. 1e noyan de Fooegt K A
e L, ge LS o W e
et fO{éH ) est le corps des froctions de £(A). Infin, le domnine de 1o
£L @ &AL, J ok i
LU 4 _
spécinligation £ egt D=4 o L}(&T}) g iji}i et _le prolonrenent Cﬁﬁ&w
1 i
nigue de f & D cst Grol & f,892ns Ay, gt & oo doms J~A wiﬁ?xv ;
4
Lo dernibre portie de 1'6noned résulte de ce gue 5i un point & de
Pjtﬂ), de coordonnées honosdnes (2,b) avec sxsﬁﬁ? g bé'fga est tel gae

A%} s done & est inv

(1,pa" J, Gone X
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1) apportient & gb.ﬁ
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2,42 2 3L vle A done

14 3 -
f}‘b)fO s O 2 s
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pour coordonnées homosldnes {(ab™

Dans Je cas porticulier ol 4 est dé3& un anneau lee
meximal B, les élépents de A~ sont inversip
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Exemples.— 1) §1 p est un nonbre prenmier rationnel,

Z/tp), itannes

o
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isnme canonique e

B

gation £ est l'eunsemble des nombres.rotionnels de la forme Q/a .
avee bEZ ,ae’Z ax 0 (mod.p) ; il est immSdist que le
domaine de f est ilei P,{(Q) tout entier.
SRTn o 2 iTv ~ =g Gt e 4
2) Dans ltannean A=T | [£1928050.-,X || des séries formelles & n
: g Z. ‘5 £ K‘.J.« :
indétermindes Kq?teb?Xp sur un corps L , toute sdrie de terne
= ¥ mate v
74 . 7 = N < . : : @ = :
constant FO est inver lblé (Alz. , chap. IV, $5, prop.4d) 5 gi £ est
la spdeislisntion de A qui, & toute série fornelle, f£a2it correspondre
O -y -
gon terme constant {§ t,n d.exenple 4), 1'annean local de f sat A
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ldéoux premiers dons un anneocu Ay :

picr dons un onneon dtintésritd 4 ¢
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PAOPOSIPY O e~ Soit 3} up idéal p=»

e
1 €2 7 h oy o (5 - f a’ 228 i A8 o > 0
les relotiong q = AN g . Q'-§fé. ¢toblissent une correspondonce

O

biunivogpe entre las i

Premiers ¢ de A contenus dens h .

o)

Il résulte en effet de 12 prop.8 du § g ga« leg relations

o R N o e s
gL Y= Uﬁﬁdﬁ s B =0'"N & &%-blissent une correspondance bhinnivonue
i !

avtrement dit ¥ =4 , et por suite les idbaux Ct=¢2'(} & sont

“douc {y =4 fgéyfc: gﬁ s+ €% on sait que gi ¢st llhoneonorphisne cano-

it s e 8 b omey AT A e e e o gl Lo g L L ==
(antrenent &it, les &18mente de £(S) sont rdsuliers dens A/fy , et

&
sigfe ; “P 5
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jos gi %- est prenier dons Agg 3 ty €st prenier deong A . Inverse-
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On noters qgus éono cette corregpondnnce Slvnivoouc, & 1'iddol preniey
de & correspond llunigue iddal moxipal Zra A, de A

2. Ploces d'un corps.

dolent X et K' devx corps, T une ploce de K & volenrs dons I?,i{?:'),,
ctest-i-dire ($1,n°5,d468.3) une sndeinlication de Py (K) tout entier
dong ."81 (). Cuna T{o )= 0o 3 dtoutre rort, l'ensenble A des e X
:;)?’Qo est un gous-ovneoun de X , lfonncap de la
y Sur lequel T indnit une spdeinlisstion finie 3
soit 3& le noyou de celle-ci, clest-i-dire l'ensemble des %6 K tels
que’ M ix)z=0'+ 84 xe A—fp ; On o ‘ﬁ"(}g);éO , done T(zﬁ“j"):(fff‘z:)}d}émg

por suite x“?a 4 3 eels prouve {é 1,n°§;,déf¢-‘3) gie & est un

cnnean loenl, et '%3 son idéal noxinnl. En outre, si xe KA

T{z)= o , done ‘é’f"(xml‘ )=0, c'est-i;~dire e P 3 il en résnlte
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celo slgnifie que, pour la structure de "”Foupc ordonné sur K;ﬂ}’ définie

4 O 18 =0
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SEOND AT des Afan rincinnuy freoetd annataoa de ¥ oA oG
‘.l‘,_ i -7 LD ’ dCans p«-‘ ApaS ..._{.);_. U I9ae Ll Ll 8 },ﬁ— CLE ik g &I ornec
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£ ey i ?:‘A‘L‘:: % —, ! % o gt e AT AT o e P oy by ’i'::é;:'
DEF AT CeETIOn 3 Ee.i.&gfm:mi; Ue ) g on ol QLT Olire e 1 £L ube.pe 2 i
Vol e Py t . = o e e { Y- ket B - o Al o e
des idéoux principoux fractionnoires # {0) de K est % tolement ordonnd
s .
por inclusion
o 4 '7& 5 &
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~nversevient, solt A un ocnneou dvintéprité, X gon cox 'ps des froetiong
WA Ao I — - ) bt 9

et cupposons que llencemile des iddaums nad ned- i
ppozonc gue liencerhle deg iddoux: principoux de A soit totolerant
e

ordonnd por inclugic : alr gimiftie an
) ez fpoiusion § celc simmifie que, de deuwr 61éronts 2#0 , BFO

#
de A , 1tun divise ltaat > -1
: i divise ll'ocadre, clegi-i~dive gque b 5,51, o g"?,h ovportient

“ A . On o donc dons ce cog K =4 L)(A“; et P, (X)=A0)A 3 ¢onme 1o
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rincipouxz de & distinets de 4 eot clorgs un idénl

] ooy o ot G AAe e = i
ie & (puicgue ces iddauz principaux forpnent un ensendle totaolcecrent

ordonné¢ pax inclmsion)q A est un onneon loeo (é Ly Do 5} 2 iad f’ est
: gt AL o 3 ko I-J'Lt
1'idéal nomirel § thononorphisn ni
_ =l de & , lthoronorphisne canonigue £ de A sur 1z corps
{:i‘l ‘i‘“n’.;ﬂ‘ ,Y’Q:: / fole o 2 ~1 3 4 2 s
juotient X Ayfgﬁ est une spdeiclisction finis, et son prolongement
cononigue egt d8fini dans P entier
LiL- ans L?(K} tout cﬂtlei.(thoi)y cutrenent dit s est
une ploce 97 de X 3 t li'anner : % idé
une I i, 98 & 5 A Stont lionneau et Y0 11idéol de cette ploce.

n dit a % ) ] y
On éit gue ¥ est 1z place de X gononiguenmchit associde 4 1'2nnean 4 .
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done dérontrs le thiéordne suivant ¢

solent & un annesu 4'inté frité, K son corps des Ffroctions.
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éjé noté gu'vn annesu loenl dfintdsritd quelcongue

ntest pos néeessnirzement l'onnecu dtune ploce de pon coOrps

®1, exenple 2).

ﬁ“n’rﬂlv, soit A un cous-cpnnezin dfun corps ¥ , tel que

K soit lec corps des Ir:ctions de A , et soit w ltapplication

X (x)=Ax du gz
fractionnnires - #

olxy)=plx)oly) ;

@{x):; vi{z) et ¢ly) = ovlz) entrainent o(x+y

sont respectivemnc

th@L&“ le zzo

=
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oL e
roupe E sur le zroupe I des idéoux pripcipoux

{0) de X , ordonnd por l= relotion = . On = donc

L3 3 2, a

en outre, si x,y,z+y et =z sont dans ¥, les relctions

nt équivalentes & x€lzm , yelbn , 2+ye bz .

-3{:‘ 3 ¥ Pad o e 2
upe QF est uotolencnt ordonnéd, 4l ect conmode

tant frdguennent isomorphe & un S0US-2T0U

=3

n est notée additivensnt et la relotion dfordre notde

DEFIIRION Tﬁu On wnpf?ls valustion (ou ordinotion) dfun corps ¥ une
agoplication w de F dens un ~sroupe (odditif) fotzlicment c:chgé Sl

w{xy )=w(x
(Va.-) w (Xﬂr) P

Pour fout xz€X

1o velustion w .

J+u(y) pour zek , yek
Hin(w(x),e(y)) pour x€X , yeX , x+yeX .
s L'61dnent wixje ' stanpelle ltordre de ¥ pour

otions w, w!' dfun corps X sont

gxiste un isoworphisme & du sroupe ordonnd w(k )

3 onné m*(L }, tel que wWi=Gow .
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On convicnt en outre, dans cen conditions, dtadjoindre uns fois pour
toutes & 17 un ensenble de deux Slénents notés’ - oo et + oo s 4%4ten~

",

dre & liengerble sorime T = IT.U {— oo ’ -f~mj- 1z relation d'ordre
et 12 loi de composition de T ‘en posant - oo L N DO
YH(+ o0 J=+ 00, yi{- 5o )=+ oo » Yt~ 00 )=4=(+ oo )= 00 guel que
goit 2yeT (+ oo JH{boo )= + oo s (= oo }+(~ o)= - o {on noters

que lo sonme (+ 6o J+(- o} nt

= o 0O 2 0pn v8rifie
SECHR R, ) o e ; ASda - . T T ;
2u8s8itt guc, dans ces cong tionz, les relotions | AT} et (Txf&ﬁ.; sont
L e 1 e 4 e ot SR %
Botisinites chague fois gque les deux nenbres ont un sens.

<
E A PR _»‘3 g 3 o . Racwr
U= M {A) dézisne lc¢ sroupe des Sléoents inversibles de 4 s 1Lthonpa
LEey et S . T e o e AR L R
norpaisce cononique © de ¥ gsur le TEoupe z{f s noté additivenent,

?
N R PR D ot LE %] o ] h*
ou & llonnesu A . Por ddfinition de w » 12 relation w(x) = ©

{pour =xe P, (K)) est Souivalente & x el et & F(x)f oo 4 1o relotion

: o X - -1 . P £ - 5
w{xz)=0 est Souivolente & x0T = AMNA et & M(x)#0 , T (x)# oo 3
per suite, en désicnant por Sw = AU 1'idéal naxirmol de 4 (1d8z21 de
L > 3 & t = hﬁ 3
lc ploce M), la relotion w(x ) >0 est Sguivalente & x ¢ ° et &

raleurs dong nn sZroupe votalement ordonnd f ; 11 est inmédint que

)

ltenoenble des Ter, () tels que w{x) 2 0 eat un sots-cnnecu A ds K

1t ceur pour leaquels w({x)=0 , et gus
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tux couditions 22),b),c) et d) du th.2 : 1e sroupe ordonnd w(K*) est
igsonorphe ou zroupe Ki/U {ordonndé C OIS il o 6%¢ dit ei-dessug) ;
eutrencnt ¢it, o 2st Gguivalznie & 1o veluntion ecanoniquenent ””SOOlée
& l'annecn 4 .

une vo luotion dfun corps K , llenserple A des

] ~ o
B0 TS 00 8 i 0 O 2 21 w est
€X " tels cue w(x) 2 0, et llensenble &J des x€ K telc que w(x) >0 ,

s’cppelleront resnoctivencnt lionneou et 1'idéal de 1n voluotion w .

Un ﬁnaeaa G'ingCrritdé A stoppelle un avnecu de voluction dfun corpe K

81 A est llonncou d'une voluotion de K 3 & est dit cnneon de volustion
g %

‘il ezt l'arnest dtune veluotion ds oon corps des Fractions.

Tous owvons démontré 1o proposition suivante

PROPOSITICH 2.- Soient & un annen tintéaritd, X gon corps des xrhctlons.

sur K , i1 fout et il suffit que
L

& g0it l'tannecy dfuns valuntion w de Yidda: de 1o plece - est

Pour gue A goix l'ﬁnneﬂu d'une place T s
Z
w

identigque & 1%id8=1 de la vqlu ion

(x)=0 , x¢ 3‘3 sont éqz.ivaien’ses ; les relotions w(x)=0 ,

"W(x)F0 et Ix)£ oo 7, z:éUEAIEA"? sont égunivolentes. En outre,

_r‘m

lorsque & est in onneau de va luﬂﬁloq dons K , toute velustion [ tcll gue

A soit 1!

4]

£

gseicialyy

e-la valaatzon_@‘est Sguivalente & 1o valuation caneo-

niqaeﬁen%’asSOciée & B

On diro qu'vne place I de K et vne valustion w de K "ywnﬁ le néme

ennect A sont ggsocides ll'une & 1tantre et ossocides & &4 . Par ohus de
R S U TS DB e SRR e D 3

fud
)
=
&

laﬁgage,.on transporterz poarfoic oux voluotions 1o terninolegie relat

aux ploces, et rdeip? oqz¢menz 3 ctest zinsi que si A' est un sous-onnesy

de A , 1'idéal AP ge A%, qui est lec noyou de la spdeinlisntion
finie, restriction de T & A', stappelleors, soit le no”:v de e« sur At,
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Conmpe 1o restriction de w & AY ntes po8 un hopomorphisre

t
de A', cet cbup de loapnre ne veut en géndrel couser cucune

L s W]

eontusion.

Ltimome de A por T cot encore oppclé 1lc corps des voleurs de la

nlace M ou corps »3siduel de 1o voluotion w 3 l'ircoe de X7 por w

nppeld le groupe des ordres de 12 valuction w . Te corpa des voleurs

dtune ploce agsocide & A est isomoryphe ou corps risiduel A,fﬁﬁ

de & , et le corps des voleurs de 1o ploce cononigquenment

1

agsociée & 4 est ce corps rdesiduel. Io gioupe des ordres dtunc valuction

- - - 'g‘_ L4 S 3 & - 3%
est icsomorpke au sroupe X /U » ROte =zdditivenment.

M », 2o ooy o, o k.4 P . o v = - o, X rd s - - :
vn notero gue si A est un bnneon de voluation dons un ¢corps K
tout onnsau B el que A B C X est Sncoxze un onncou de voaluotion

Iafin, 1o dounnde dtupne veluation dfun corps K done upn msnnecu dfinté-

grité dont X 25t corps des Troctions, déternine entilrencnt cette voluo-

diernseoble A des Slénents fﬁ de A dons pn groupe ndditif totclencnt
ordonné T° , telle gue llon aif w{xyj=n(z)+w(y) pour =xci s yeld

et wlz+y) 2 Uinlel(x),wly)) pour zed”, yea” et =zty€ A . On peut 2iors,

dinne monidre ot dlune seule, prolonser W cn une voluotion du COrNS

Ges fractions K de & s Gont lec ~roupec des ordres est le SouS-roune

A 1 : G e ks ey (e o g ol s el T LT Raeis ;
{ﬁéﬁ*@@h3§*1;§'?y%ﬁz2); reste ¢ vérificr {?.ET}. =oient done i~af= s




4ts
e

y=
étont des Slénents de A”) 3 on o alors w(::):w(:;bf)-w(bb*)9
w(y)=w{bat}-w(bb?) et w(x+y)=wlabi+bat)-w{bbi) ; pox Lypotktse,

wl{abf+bat) 2 lin(w(ba!),w(cb?)), dtot 1z rdsulibet.

Une applicotion w de A" deons un sroupe totalenent oxdonnd T véx
‘les conditions de 1'énoned de 1o prop-3, sers encore cppelée une

voluotion de liapnesu dvintégritsd 4 .

© L. Exerpples de voluntions.

p=

1) Tout corps XK est un amncau de valuction. Une plaoce csaoc

(0]
joX!
B

cet onneau egt un isoporphisn

l2 ploce eononigucnent ossocide & K est

" 1o voleur cons

P
de Z sur lec corps fini F3p= Z/(p) & p Sldnents. Le domnine

étant P (@) (e

fefy

,
enJi,ezemple 1), le proloncsucnt canonigue 4

; £
¥ “ﬂfny deg ¢lércnts de K tels que x+y=(9b'+b:9L/bb*éE€ (2,b,81,

¢
K dons un corps ; en porticn]

- .- L e B e
liontopozphisne identi

un nombre prenler rationnel, I l'honomorphisme ca:

to

bw

tonte

& l'annesu loezl A de £ . Si, pour tout x € @ . , on définit vﬂ(*}

comne l'exposent de p denc 14 déconmposition de » en focteurs pr
z2

(Alz. chap.VI .é.§ 3 1,%0y;

tion de (g s par cpplicotion de la prop.3 3 on dit que vp est
voluotion p-odigue de & . On vérific Sgolenment de fogon ipmnmé

‘gue Llanneaw de‘vp nlezt autre gue l'onneau loesl 4 de 1o spée
sotion £ , et por sulsc v, et lo place T sont assocides.

3) Llezenple 2) se zdndralise -upsiiBt ou cours des Ffroctiong
enpesu principal QQElCOﬁQ&G{{Al@a, chop.VII, §1,th.2). Considé

en particulier le corps K(X




", contenu dens 10

4

e
1xﬂ5te(ﬁ1née L gur un corps K . 8i & est un &18nent d'vtne extension
Ede K, on o vu (§ 1,n°%5,cxenple 1) que » —> »(E) ect unne place de
¥(X), dont 1'onnecn est l'ensenble & des frcetions »(Z)=p(X)/9(X),
ot plX)eX[x], q(X)eK[Z] et q(£)#0 . Si & est tronscendnnt sur K
on o done A=X(X), et la plsce r->7r(&) est triviale (exenple 1)
Si on controire § est olglbrigue sur K 4, soift f son polynbme minimel
sur K , et pour tout re€K(X), soit ¥ygl(r) lfexposont de £ dons
1llexprecsion de » corne pfodait de puissonces de polyﬁﬁmes irriduc—
tivles de ZfX] « Alors vy 3% une valuction de E(X), dont l'ounecu

e
est A, et qui est por suite cssocide 4 1o plece r —»r(E).

Z) Soit E=L{(X)) lc corps des froctions de llannezu A=T {[Zi}

B

des séries formelles & u une indéterminde sur un corps L ;3 ronpelons

(Alz. ,chop.IV, 8 5,n e K est le corps dos sméries formelles
4
?f‘ - 03 s a3
n= ;Z: tha” 4 ol n est un entier rotionnel pocitif ouw nésotif, et
=4 = 2

les @, opportiennent & L 5 si  w(u) est l'ordre de u pour u # 0
(plus pesit entier k tel que wkfoj, w est wne valustion de K , dont
L'zunean est 4 et 1'idédal est 1'1@591 principal (X). 81 £ est la
gpécialipation gui, & tout u€ld , fait correspondre le tex
de u { é?,nci,exemple 4}5 le domeine dg £ est E?(X)ﬁ'et son prolon-

i
‘zement eononique est une place de X dont lfaansou ezt & .-

5) Au contraire, l'annecu LZ:ZET,XE,u‘.?Xn}} des odériss formelles
4 n indéternindes sur un corps I nte Pas un annesu de valuction

lorsgque n > 1, ear aucun des 4

£ )
533
P
Hd

(@)
]
Q,

i

@

c'b?:

&

(AN
St (D

®

5) Considdrons le corps K=L(X,Y) des frnetions rotionmelles & deux

D
)
e
(6N
O
i3
| e
T
[
&
{
#
iy
o~
b
St
»
{2
b
&
e

Indétermindes Z,¥ sur uncorps L - On p

K1=L(Z}, et on peut nlors -ppliguer & X leos considlrations ds

e copseont.




cdk o

nol des voluotions de X Adont

}—.c

de l'exenple 3) ei-dessus : on obtisni oi
le ~roupe des oxdres est isomorphs & Z , et des ploces dont le corps
des valeurs est ioomorphe & une extension ;lgbbrique de Xt=L(X).

Cn peut procCder de néne en Schanzeont £ et Y. Tous sllons pointencnt
déiiniz des vcluotions et deo plaees Gtun autre type 3 nous nous bor-

-

nerons & considé“cz des ploces dont la regtriction & l'canean I A,Yj
est le spbéeinlisction p(X,Y)—> p(0,0), et les valustions sscocides

L de telles ploces.

o) Dans l'annecu L[{ ]E des péries formelles & une indéterninfe T ,
s
solent %,y deux séries o ;“b*lgue vent indépendantes, a ter&et504stant
m
e . 2 At =% n
pul (si per exemple I= C , on peut prendre xz=T , y=e -1 >' T%/n!

(ef. Fonetion var.réelle, chep.IV,Q 2,pr0p.9)) 3
r - r(x,y) de IL(XZ,Y) dens L{{7)) est slors un icoporphisme. 81 w

dézisne la vaoluation de _3((@}), & velevrs dans 7, définie dons
l*ezeﬂple 4) ei-dessus, T = w(t{x,y)} est une valuation de I(Z,Y),
dont le'groape des ordres est Z (dons le cos pariiculier ot I= € .,
z=T , y:eT—?, w(r(x,J}} est "llordre de f(“,v) le long de 1o

courbe yze ?ﬂ)

b) Soi%t & un nombre rdel irrctionnel > 0. On polynBme non nul

X,¥) € I{X,Y] 6tont Serit sous 1o forme pl(X,T)= ,;,,j\, iy :
E
o tous les couples €mi§ni) dtenticrs ;a gont distinets, et les
}kié;L'ﬁon nuls, posons v(p)zEt?(ﬁi+mni} ; on notero gus, pour ‘é@ -
on o i+“ﬂi¢ﬂ*+@n§ ; puisgae»a est irrationnel. Dans ce onalalols,
on vérifie 1&nﬂf iotenent e 1lioppliect ation v saticfait oux nditions

des 12 mfop 3 dans LLﬁ Yj s 6% par suite se prolonge en une volusiion
de L(X,Y) por 1o formule vig/m)=vi{a)-vi{p) (¥( r) est "llordre de
r{z,y) le long de 'lz courbe y=x %n). T groupc des ordres de v est

le soasmgroupe“ziéﬁzzi de B , qul est partout dense dans W

g -

{Zepszdn.,chap.V, §1,prop.1).




¢) Ordonnons le groupe produit Z x Z lszicosnropn

,;
e
2

acpent 5 rop-
pelons (Zps., ch&p.III,§'2) gue; pour cet ordre, la relotion
(a,n) < (mfynt) siznifie s "m<n' ou m=n' et n L n' M ;3 Zx7Z est
- totolerent ordonnd por cet ordre. Pour tout polvnbne non Al
p(X,Y)= %‘? )x.i}:miyni, ot les couples (m,,n;) sont distinets et les
coezfficients J\iéiﬁ non nuls, posons cette foié W(p):ﬁiﬁ(mi,ni)},
le pipinun Stant relatif 4 1'ordre lexicozraphique. On 7é Tifie de
nouveou que W se prolonge en une voluation de L(X,Y) 3 le zroupe des

ordres de w est ici Zx Z . L%"qneﬁu A de v se compdsc des fro etions

q(O,YZﬁO i 80it p(O?Y}zynp?(Y), q(O,Y):Y“GQ(Y), n Stant un entier

rotionnelles rzp/@ telles gue lton =2it, soit p(0,Y)=0 et

20 et Py 0y deux polynomes non nuls, tels gue qq{ﬂ)ﬁ%. Soit
Z=L{Y)}, de sorte gue FK=E(X) ; soit v 1o ploce de X, & voleurs dons
P(E) wl & toutr r=ul@ “(X} (u froction rationnelle & cocfficients
1 s
dans E=L(Y)), f2it correspondre @( *“U O)Q.E?{E}, 8

o
1n ploce de E , & valcurs done PQ{L; Qng & tout v(¥)e L(Y) #-1%

flae

correspondre Y{v)=v{0)e T 1{1)5 Conmne toujours, ¥ est prolonsd

(E) en posant Y( oo )= o0 ; 2lors il est ipnddint gue Yoy est

5. Propriétés dldnm ﬁialfes des voluntions.
PRLOPOSITIOT 4.- Soit w une volustion d'un corps K. On o $)=0 pour
foute rocine de 1'unitd ¢ dons K , w{-x)=w(x) bour tout =ze&K ; et,

. / et s B S S e S = i

o
[4Y]
ot
0

guec solent les =




tte dernitre velotion, les deux ncnpbres sont Groux s'il

e
nly o gu'un seul indice & tel gue w(x;, )= Ifin (w(z,;)).
3 €ign s
Comme w est un howo%owp sme de K~ dons un sroupe totalement oxdonnd,
s 3 i <
1z reintion § %=1 entrofne w( & Dy=n. w(? J=w(1)=0, dtot (¥ )=0 :
par suite m(g x)=w(x) pour tout xE€¥ , ¢t en 3artica1ier w(-x)=w(x).
1

} e8t triviole pour n=1, se réduit & 1'ozione (VA } pour

E—.‘

4 > _ 2 A 2 i po g foymn % - . » e 2 "
n=2, et ce déduit aussitét de 14 por récurrence sur n , Pour n guelcon-

pour tout ik , et gulon pose y= S¢ x

S
i

on a w(y) 2 MIW(W{X ))J;:u } on a aucsi, Zdong ces conditions
ik
wlx )=w(( e +f)+ 3)}§¢ ulﬂ(w(“,+m)5w{v)‘ ; ces rclotions entrofnent

)

> @z +y) ; d'cutre part on o winﬂ'ﬁf’?? L:‘Zin{w(g?;}949{37}3:03(35?,-;iw

"
d*c& w{ %; zi)zw(xk+y):m{z£} .
COZOLLALRZ 1.~ 8i xzeK, yeK , gt w(x)fw(y), on g wlziy) =

= iin{e(x)wly)).
COROLIAZIL Ao B i Lo wi:)%}%ﬁw sl
%ﬁ%ﬁ%@;ﬁﬁifﬁ‘%

OROLLAIRE 2.- S8i les x

SenmE R S
“He
aue 2. %5=0, i1 y o =p poinc deux indices disiinets 33k tels ogue
£=24

Celo est Svident si tous les %z, sont nwls. Sinon, on o, dloprds {1},
“i"‘b e
= e
'&2{ 2 X )w.:%* 2o > liln A 37 R L Ry + 3
,gii 15ign (w{zi,}; mh@éilﬁ résuliat en vertu de la
dernilre asseriion de la prop.4 .
CO20LLAIRE 3.~ . Un corps fini n'admet mpes de voluntion non trivisie.




Q)

L ]

PROPOSIPION 5.~ Soient A un onnecu pr incipal, K gon corps des froctions.

3

Ui (p) est pn idéol noxipel de A , 1'anneon loeol A{p) est un onneou de

voduotion de X , et 1z2g sevlc onnecps de valustion de X g COnbtenont A 5

sont ¥ et lea Aipye Lo ploce de X coronigucment sosocide &'A(n) est le

prolonsenent cononigue de lfaononorpaisne canonigue de A sny A/(p) 3

elle est gssocide & 1o valuotion v, , telle gue vp(x), pour tout =€ K ,

Py o -

est l'exzposont de p dons unc ddcomposition de % en focteurs preniers

(relotive & A).

Solt § une ploace de K dont lisnneon conticnne 4 ; nontrons que le

donnine de 1o spéeiclisction £ , restriction de 9 & A + €5t toujours

éral & Pi{I”, Ln eifet, le noyou de £ eot un iddal premicr, donc {0)
o de lo foroe (p) ; dans l¢ prenicerw cas, l'anneat loecl de f.e5t K
¢one le dopoine de £ est ;1(K)a Jang lc scecond czs, l'onnecu loeal de F
5 1dye BNt i I T . = £ E 4 TR ?‘ fgp Y ™ ¢
est A(p) i en outre, la releation z€l (5 cguivout & vp{¢}4¢.u -done
: -1 - . o =
::%éj ‘entraine x e A, ce gul prouve gue le domnine de £ est P, (K).
(p) (p) - '
Lo ploee T  est done le prolongenent eanonigue de so restriciion & A

et son cnneou est 'A( » On wérifie oussitBt que v est une volustion.

e = v = :
Cr.n L_i-;%l@,,@l"& <) agssocidegs aun nombres Dreniers P .

S ey FESERE T Sl ¢ B T 2 yd . 27 ot ]

a4 eryet, toutw Gf.f' ounecn ae Q; CONBLCNTG: §.. 0onc. /4 s dlepty o
ah o AR e i - 7%
gule ~ appliduey 1o prop.5 4 2 et O .,

3 g

1T 3 a3 et i = Tt Heme e . e o AT R R S ¢ P
EGMUTI iU 2.- Boit K=L{X) Jec corps des froctions rotionnclles & une
::}.,?,‘.’",.,‘F,N.?.,a,c‘; ?' 11 gt - AT mmrce e yrpdes ?, P g b e r g - s LB Jat
LngeTernliace A Un COXps L . 4.0Y2 toute volustion de £, NON LRIV

ra o e o = r gy e X - P e
sur A , ot trivicle sur L , est dquivalente & ltune des valuotions
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: = 43 e ;
deux intervalles ]—-oo ,\)‘é] et [ \ré,-i- OO[ de R Forment une
telle counure.

PLOPOSITION Ge— Doit @ une voluction d'un cor ps K prenont ses valeurs

dons un ~roupe T' , A Ll'lcwneswy de w . Pour gufone portie IT de K goit

bl A-podule, i1 fout et il suffit qu'il exicie unc couvpure S

o & P
enesioue &

de llensevble T'= 1y %-‘~ co}u{_-!- (;0} telle gue- il goit id
ltencerble des x€E pour losguels w(x)€ I'? . Pour qu'il existe

5i II est un sous-A-podule de ¥ , ot oi on pose A Pl

! 7% e / e
Al = w(}??(ﬁ;u.“), les ensenbles A s A forment une coupure dong
m{??(fi)) : en cffet, comme O€ElN et oo fff iy, 06n o toujours - gec f‘ﬁg

A

+0 €& A" 5 en outre, =i ye I ot »x;é?;i s On ne peut oveir wly ):{g w x)
puisque cette relation an "'ﬂi nexrsit z€ yé‘xv et por suite Xéu . mﬁ 2
cdone wl{zjCwly), ce qui prouve notre asseriion. Soit alors T/

Llensenblic des- y C}f’ gui sont s"i:jc_:xrés por un Slément de A‘; 5 ez;

i . : :
T lc complérentoire de ['Y dons

=t f
pte
-t
&)
(2]
o
(]
‘.--l
)
Fete
b
e
]
D
ey
|
4
=~
Mo

- - i £
est une coupure de ' , gue A= F‘nw(P,i (Z)) et A=T"n w{‘fj [Ix))g
_ -4 5
et -gue 1'on g Ii= cS(fr?). néciprognenent, pour toute coupure (', Pn
STOPIEOS. —!'i P - P 5
de T" , si on pose M= w(i'"), les relations x €I , ¥y €L entratnent
: el ¢ : : A . =¥ :
w{zty) 7 Hinlwl(x),w(y)), donc, conme wiz)e I s w{y)E€ L , on ne
- 3 .. ! - .v
peut aveoir w{x+y)é€ f y diod “x4yec'li ., O“ vérifie de 1o mBpe fogon
olie, pour x€Il. 6t z€d ; on o =Zell . T- dewn

proposition est immddints, cnr dire gue e o

w(z) > *w{c} pour tout =zell.




ne
- kLD

On notero que pour que il zoit un idéel prinecipnl IZrsetionncire,
1l fout et i1 euffit que o(X)N T'" =it un plog pesit Gliment s
A n'est done un onnecn principal gue si w(K) ezt un encenble
bien ozdonnd’ (ef. 01,))

I1 suffit de renorquer gue, si {7, Y)Y ek (Zt,Z"} gont deux couvpures
d'un ensemble totolement ordonnd I , on = nécegecirenent ¥ Z¥  ouw

Z8 C ¥" 5 dons le eos controire, ZY} TR et Y'Y Z7 s

fl)

3
}-Jc
6]
fn
<P
m
Q
=

, vides,
ce gui est cbsurde, car si X EZ'NTY et ng?ﬁZ”a on devrcit ovoir

dacfols ey et v ZX

~ ~ Fen wmenen a o 1y I bm' e G 19 £ Pt e T2
Lz cor. de 1o prop.5 nonire cussithi gue leg A-mopdules 5.4{@) contenus

&

dons X forment un sysitlme fondencntal de voisino~es de O povr une topo-
“icwle ‘é cen}o le ovec 1o structure de sroune odditif de ¥

(Top.zén., ,-wp.,IfI g n°2 2, Sxerple) 3 si, pour tout «géwté*) o

-

e a1 z gl
designe 1'idéecl de & ddfini par la relotion w{z};;. Y., leg L forment

gection est réduite & 0 , est géparde. Tout A-nmodule combenu dops ¥
est @& ta fois ouvert et Ffermd pour 'ﬁ » Lorsque w est trivicle, %f est

la topologie disecrdie sur X .
Pour tout ye w(K ), soit It 1ltens

wlx) v 3 on 4&F

fote
e
ot
[ ol
&
b
fes)
ot
o
e-‘.j
€
'M.J
(6]
G
Bt
[43]
¥4}
&
3
EJ
.:;
{il
o]
Mo,
4
rnd
&
i
sy
9
h—
L]
=3
<
(6
oS
{4
i
ct

1
pour systéome fondomental de velsinoges de po 1o fonille des encerbles

fondanental de voisinsges pour la topolosie ‘é} : 11 suffit de remorguer
que 81 w{xz)< v < 0, on 2 cussi w(x+ylel ¥y pour tout ¥y tel que

w(y)_} 0 (prop.4). Ious dirons que ff est 1o topoloric sur ?‘i (7)

£




Y2OPOSIRTON 7. Lo Topologie ( egt conpatible ovee lo gtructure de

corps de ¥ . Lo fonction x+y esi continue en toub point

1-.. b)c .a J—‘)XPI ('V'

o clle cot définie (ctest-i~dire szuf au point

~

(m 00 )) : 1o Fonction xy est conbinne en tout point de
le est définie (eleszt-i-dire scuf au.point (0, oo )

( Z) ot el

e*z; 7] noint ( 0o ,0). Enfin, pour toute Ifrceiion ':f:ﬂ ionnelle re& K(X),

1=

=
Q
)
)
ot
[-—- &
o
e
i
\’
I
-y
W
Y
et
e
(93]
ot
(]
(@]
i
o
l .
.}
&
O
[
(]
1o
€]
)
P,
b
Nt
o~

2

= w{y}«i Yy (prop.4). De mfne, si (2,b}€ XxK,; on o

wly-b} > kx{y,y-w-2)

continue con point (o,b). Pour voir cque =y est conbinue au point {2, co)

On notern en poviticulier gue x —>1/x est un rombonornhisme
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Sl

Zf Ind<pendonce des voluctions.

Tous 2llons dons ce n® Poire 1'étude des re ntions cntre plusieurs
veluctions d'un néme corps X . ouc wiiliserons le lenme suiveont e

-

Lemne 1.- Soit A 1‘:;neaa dfune voluction dfun corps K , et une partie

de ¥ gtzble pour 1o nultiplicotion et contencnt 1 . Aloxg lionneau

cn~endrd por AUEL est A'=AR (encenble des produite Ty , o 2 €A

et yeR) ; egn ouitre A' est un onnecy de voluotion.

<ous evons déja remarqud que tout sous-onnecu de X contencont un

= - T [ ] e s BT . . 1 g p s 2
cnneou de voluation est lui-néne un annesu de valuotion. Tout raviant

done & prouver gue AR est un onpesu, ou cacore gue, 81  a,b sont des

Z iy ] o ” ” £ SR Y G .2
2lonents de &, r,s8 des 61ldnsnte de I non %ous deux: nnls, on a

or+bs € AR . 0“, Ol 2, S01i% ;f?*ﬁé s So01lt s/fr€ld ; si par exewple
r/s€f , on & artbs=(a(r/s)+b)s€ Al , dtod le lemme.

]

wze

tel gue w (x)>vy, , w{x) L vy ;

1
(K.} désirne l'egpace topolosigue obienn en punissant P?i&

]

i

A egt un scomeon de voluction éoal & Aféa ; en ontre, lcs wr cﬁvlfté

de 1s topologie définie par w, (i=1,2) (c£.n%5), et i U. (i=1,2)

ot
ot
ol
Pods
bl
o
(o)
i
2
[
o
i
fota
Q
]

est un enscnble ouvert non vide dons P (X Ls

U,NT, nlest pzs vide 3

d) dans lfeﬂp ee prodult .'é’ z{ }x F 1(K2,, ds dicoonale egh poribout

dense.
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c) et d) sont Gau V~1*ﬂteu ; dtontre port ¢) entrofne

g ecs- porticolicr. La propridté b) entzoine o) 3 en cifet, si
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e sno SR . e
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Conme done 1n dénonstrotion de

dtiuns tronsfornction de 1o Zorme

l..

R

x-»1/{x-b), se romener cu cos ol
pour n=1 en vertn de lo prop.S, no
e onomnt V E"\ ea . o7 Ges
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1n prop.8, on pcut touvjours, ou noyen

w,

-fw(X~aL/(x~b), ol X -3 %X~0

Bxl. b= Le »ésultot Gtont vroi
us proctderons por rdécurrence sur n .
voisinoses pluz peslte, on peut
peetivenent por les relotions

~ 3 2 e & S o ™S ' 0£ig

O(y)_/zyog ij“ r'd /5 5 CVeC yin.wi(” } e y; >0 pour Osi€n
(les Wy n!'étont pog triviales). Diaprds llhypothdse de zdcurrence, il
existe ye X tel que wdy%}yé e“mlm)fﬂﬁk our 1€hgn=1 ;
de péne, il existe - z&€ X tel due wo(z);>y5 et mk(z)m::;wg'.f pour 2£k< .
Pour définir un ¢lénent x opportenont & tous leg Vi (0L i€n), on dis-
tinzuern guotre caos ¢

2) 51 w () €0, wlz) L0 oi prondrs - Z=Y2
b)) 81w dy) L0 ot wj{z};> 0, on prendro x=y{1+z). Ev gffet, on o

alors, povr 2<Lkg<n , mk{?—i-z}zwk(

z)

s done

wyig) wL(z)f et {sz)mw6{1+z}=0 . done wi{x):mjiy) et wa{z}:wg(y)&
e} De ﬁ@'ﬁf si @n(y}:>’0, wj(z} < 0, on prendra x=(l+v}z .
d] niing si"wn{y)ik’C et mziz) > 0, on prendra 'x:§?+y}{?+z}~' S
En effet, pour 2gk<gLn-1, on o alors (pfap¢4) aﬁ’ «m)wa(% < 0
wk€1+z}zwf(z)-<;0 , dlof w (x)= wT{ z}~wb y}+mk{z}<§ ~Yy * Eﬁaa%re,g 5i§
w, (14y)=w, (y) 0, w,(1+2)=0", d'ok wﬁﬁh}uwﬁiy}ﬁféy? s de rfme
w (14y)=0 , w (1+z)=0 (2)< 0 , d'od wﬁ{x,a n(2) < =y, 5 enfin conme
x=yz+y+z , et que wo(yz}mmc{j,+mo(z)¢>fy0 Lon o mg{ﬁ);>vy§ :
Tﬁf TEIE 3 ($hdiordpe dinpproxirotion).— Soient wigmgﬁ.ﬁ*?m des

non trivicles, deux &

deusx

n

Stronrbres, dfun corps K .




5

= EsmSaTIeAs

Eour 1€ign, goit U, un encenble ouvert non vide dong P, (X) pour

lo topoloric é8finie por w, s alovs llinterseetion des Ui nlest pos vide.
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PLOPOSITIOT 10.~ Avec les nototions du +h. S
Slinents arbitreires de X et, pour chrgue

ment srbitroive de i {X

%}m@ix>yi pour 1<i<Ln &

7
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auz concitions . imposdes si lton o wiﬂti~7}>>yimwﬁ

assujetti & @tre dans un voiginoge donnd de 1 pour 1ao topolopie définie
e dogné de O pour chcocune des tonclories

VEC %%i . Conme 11 existe de tels &ldments %

distinets i,J, la dinronnle du produit nggi)}iiifaj} egt portont
T

dense, alors la disroncle du produit ?Z E%(Ki) ezt poriout dense..
£24
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PROPOSITION 11.- Solent K et I deux corps, © une place

ae
2ppliguant P, (X) gur P, (L), gt soit ¥ unme place de P, (L) 3 alors
A

o

Bi=yey est fine plnce de 31(K}§ et si

et 0V, on2 AYC A, Récivrog ouenent, golent A& et A! deuw onncoux de

voluction de K , tels gue A'¢C A ; Si %3 et @p* gont les idéoux moximoux
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cepg Eloronts positifs G'un ordre sur GF compovible ovee so strucibre

- -

Pe.-il-Zovt et il sufiis que T soit un sous--roupe isold de G .

On o en fout cos PI4PY ¢S P : nous devons Cone rontrer gue 1o
e P " - ? € > ’ - o s . % =
relotion rifd(mﬁﬁ):gf} ¢auivout & 7 est isolsn ALz, sehop VE, &4
Z " B ' “I Ll
nrop.3Y. ioig  PIM (=P =

cuec les

o
P
\\
=S
Hn
=
t..-h
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&
‘f()
st
0

cele

o
L
¢

T
o Fle A e A : :
PROPOSITION 12.- 17 Soient A nn cnneou de valuation dfun coxpes K

P une pioce et w pne voluation ossocides 4 4 , et coicnt Q{E?(K}:?1 L),

et w(E }=T' . Pour toute valuction P de L , dlonnean B , il cxziste

- -

o : % T -7 4
une valuation ct une seule w! de ¥ s Clonpean A= ?{3} contenu dons A

telle cue w?(x}::?{r‘x)} done l'enceoble U deg éldments inversitles.

> o -
2&22C QUGS ; avexs
% P P S

3 =5 ) z i L Ty gTT 2 T ez o™ A A s = s =
de A 1 en putra iol A = ¥ (L) et [''=w'(X7), A est un sous-zroupe

e e sl L g s =y { -
Aisolo de 1% , e} 11 v g un rocopornhiss de 1 spr 1. .- de novan

S et onsioy Ll B s A A SR B R R

3 Pd L g - S JET. A, SR el ,‘1 -, [} o
deg Sléments positifs de T sur liengernble

el - el 5 o M e -l ‘ = - 5
des cloments positifs de T, et tel gue @ = Bow! .
G 5 LA = k o P e g
27 #E8 nypoincses sur A,o et w Stont les mlpes cue dons 4 . Dour
P L 3 by
Lo o '_ B 2 o emmem T 1a o o 5 "} v 2 T - g 13 ) T
vout cunesu ce valuotion A'c A de K , gt foute valuation w! de ¥
: o =

coient Al un onnenn de

& A', de rroupc des ordres & tout sous-~roupe icold

il e i 74 1tovnolid cotio 3 = Goeyf % @ aamt T Ehanenmaseint com e

P g ; s L CJUIICEGLON W = UeW' , 08 8¢ L 20N0RNrDAIone Conn—
l & d s

. e f = §of %
e s i A e Z; S e LA e s 3
nigue de | ° sur lc s~wouve ordonnd = i#j A\ €3t une voluction de

ra 2 2 e d mamede A
E , dont llavnenn conticnt At.




1° Soit W une ploee cagoeide « 1o voluotion q de D y ot "OI=Yo ;
on o vu (prop.11) que- ! cot unc ploce de X', Glannes A*:né(i) e w01t
w{ une valuntion ozcodide o lo ploce ! 3 son noyou suw K* cet Llenzenible
U':AV-%EK deg 6liments inversibles de AY 3 conre ﬂ?iiﬁﬁi on o
;(E?):q(ﬂﬁ)~p(ﬁﬁ*):B-<7 , oft @V est 1%iddcl moximel Q(zb?) de B .
ilhig V=B~ ﬁ ect le noycu de lo volustion #f y G'ot résulie gue, dong
D=l ?3::»5@ ics hononorphicnes wf et oy ont m@ne novown L*»w@(V) .
On ex conclut oulil existe une voluetion w! Sguiveolente & w; 5. &%
coincidont gur U avec ’gacgz

w,ﬂiTﬂbGﬂu nointensnt gque w et w! sont des hoponorphisnes de K? sur

Tt et Z‘?s de noyoux respeetifs U et U' 5 comme Ut T il eviste un
hoponorphisne O de T?f sur 7 tel que w=0ew'!. Soient P et P les
ensentles des &linents positiis de Z? et T*' {1 nous -gllono voir dize

8 (P')=P , d'od rlsulterz gue le novou A\ de 0 est un sous-sroupe
igols de J'. Zn prenier lieu, conme A'c A ., 1o Telation wh{x) > 0
imnligue J=0{w!{x)) » 0, done 2 0(Pt). Inversemeni, montrons gue
PC 8(2Y) ; comme ?hﬂﬁgizé on o ~A=AYUUU : gi xe A, on o
w(::)#@{w‘ {x)) ei 0l(x) >0 2 et gl Xelh , wiz)=0, done pour tout =g A
i1 existe =x'€ A! 1ol gue w(z)=0{g! z!')), ce gul prouve notre neserdion.

i SR . A 3 a-_»'?“: . 3 - ¥ . ~ '25— s ox N end
infin, sl xeX est tel que wi{z)e A s Cela giznifie gue w(x)=0
e ctm o T g ~ Z“"«‘!‘:‘; == = otn S i PR T ~
donce gue x€U ; nols conme o(U)=L por définition dfune ploce, on a
e 1 AN e R 23 = A Ca e O
w (T)= g {p{T))= ylL ), ce qui achdve de ddmontrer 1° .
$% 0] - R S S e T i -
2o Al enifit dtoppiiquer 12
e e w i a0 S
Bi=yaly , T CIODrCE 1, pouz
il vy 2 une veluetion ! Ganival
™
ce gui 27




i

gui

ce

%

U(-B) = T

P

usai

[}
i

)
S

(53¢}

4

- !

e

)

P

7
{

}
&

{

T8

b

nme

co

M 8 UE Y - ..m»u
-~ (<> S TJ et ,vfwu.u <l un.rwu
o Q an & 6y o el Of g
= D Q -+ Vn“ b4 o m )
= T ey V) {all o] e o] [
-~ W ST TN i el b mf e
+2 b=k vin ol @ g 5 0 -
o B~ s =} BN U] = Wi s 3
g} b= 3 veed o] O QW 1 B )]
|~ ERY G TR 3 & &l
QA ) B ) O ) 3 o O
[T FO T 6f ) G- ¢ o i e B o “
Gl O - Q & oo of
WM P [} IR ! S R (5 i oy
el Q g [Ol B @] i & &l o] g Lin ] Dy
4o O & et 40 el £ daf a0 W e
I R ) 9 RETE N v @ o g
47 SN G Lo S o w1y e} L6 I ° g b0 ] oL
3 jpeaels o R o =1 o 2 J o e el
> 42 b sty gl e R ) e &3] PR W )
1IN > SRS S = ™ 0 = P 1o Pl o W
5 Sl b B sl e W gl , £s
D S = & L&) 0 I s
<> SRES s sl =g . o £ § e A oD
a0 9 Q R Sm 3 ) i & W .J
iy 4 & C W a @ % o o
m.rw b=} M3 e © of 428w 0
3.4 s Qs = £ & o) e it
Q& o~ £ en ol B oW sy o5 pRbai
~ =) 42 3 o) ) W = A..z 4 5
QN e DO e || = W &) L} o~ T ey b e
Lo S = 421 mf o o o3 ow] ) & ©
L) I kO 3 e Qy e e ; w g
o] e o Eol BN TN, R | e foud ol ot e
et B e e oM /s I ) <) ¢l (i o EE )
S < ot I L (R @ el A £ e e}
g T O e e R = SO o T ey M oof o
— » ¢ OF O [ £y bot B
O Y O wf &y O 5} L
e I I : [ ) oyt b @) &)
R O af s = o 2wy ; b S Wi
%) 3 o~ "'f* o @ = apod b
© w M D EY oy e @ ol 4o Q) 4
wl o~ W S 7| B =% N o T o3 2 28 b el &
o I S 3 o5 e o~ B W = A o M
HOe 8300 o o 0 1 e o T Wi et
&M= et ol 8 & O] & ]
2 Q <O ) ©F o O o i) Q) w2 ol 4]
O Bl e L R S ¢l i Wi ot €3
(i o TRCURE o SN oI | woon e i i g
o I s R T = <f Y 6 ) L o L gt » e
Qe R 4o gy () o . sl
e R il () bu R B Qi 0 s OF e
i =~ Wi O§ b = b &
o Yl A o s R @ W 0] ) (e 0 £
Sl T T Of e - . & H - o &
+ ~ & ool S, darely ¢
ol s ~ o ot & 4 o) ) . sgd o
1) ORI &2 3 < H u & o €3 £ 03
o R P R O sl g 42 B2 ks e M1 @
[ et I TR £ B | (o W €3 o @ 4
~ @ L N o e IR v S e g = KR syl 51
o ~ om0 @) S e @ o8] e ¢l
R R O ey o @ (o] & a Dy -
Vo e e e i IS B Rl | B0 o e & i
+ T oo Mmoo R el «f Uk Eiy £
B & o I o I o -
2 i3 4 pmd e gy 4o s
e o S, e o] o0 =0 ] & ] ]
QRN e N gy I ey M e i o Lo )




L

'

:I‘
4

t

Z

6 3¢ bl X/ 0 bt} @
- ey & N} _h_w -] ms“. 2
) st = ) b A £ W 4 s
e S e <3 - 2 ot 4+
=~ o =1 oD & & i ﬁw
ST - S [T ! o = St
= R o 0 = @ o 3, I {
5 - S ke T 2
o P ) o it L m
i ol & - o 0 & i
& ] G {26 @ H
rf.iu woN a.w )T - Ay R !
el R e ) o ot £
B st e O md = € 3
S e e @ {1 O 42
s R o W il & ' o o ) »d
& ks MR- { W A e 4 o o -
— -+ o aped L Lai] (a4} o3 Hiop) i
[ R ol L TR o R £ R L N 3
o 128 ! o) A DR NGRS ) ay ) - Pl
O s O i @ S o 1w o o
e SR = MR ] L~ o e " & £l o 2
o S L& B A b L TR ek RO 2 SO 12 ; vl e @
RO s ey Qb s R o TR S i <
o 9 -2 " 4 S e 0
oo ogl ol 0 a i) W i @
I s 9 oY o ) £ = € e Y &
! » ot e i R« Lot o o
Q0D 2 = 3 ) X <1 bt £
Socmn @ & 2y G e R o - 0
aed n (@) a agend Wi} e o
15 O i el e e L o : 75,
s NN S = | s o - UN 0}
an s m O Ac_m ;mtm.!u . dw B o e} bl o
ekt = o
o o2} 3 ,_/.Ma et <l Ko 5] A.T. 5} P
m, s = o ) w3 e
R et s Y s g ; 5
.. & 49 e o o D e
: i R U sl ) () e
RN o Tl Of ~ “m +2 0 st 3y
L ey o,_nu QO ol T $ri ey a4
S B e O ot w 7
<] wn € S e £ 0 om
Lex] —t [ W o ) @ o gref Ll
o) ol S 4 6 3
Q& G} S ()] = b
% e} ~ V oot $2
@ S e e 0} o]
42 © ’ ) O & o &
S o < e e S ol e nw
@ ) e s Lt
o1 4
L@ ] 3 .M -l ¥
o G ) tee 3 -
] 42 B} 28] 3 o el -4
2 SRR < B O St g i w4 2. of
[ TR = Sl > S < i >
ol R M L i ot w o3 TS e
C =l +3 ey e e
| @ 5 oo : 1 3 Fe gl ) I}
-+ 2.0 P u AN i S b
ST ok O < " E S SR = el
QU e 2 fuef ; ja k] 4
e s & = O L] @ LD e
R ¢ <2 o & & = et D
D oo la@y s e el oo & U
b e K6 i s < ] € b [ <3
sl el bR iy Q = pS (o] o2 D ] o
&2 4 o B @ $q o 5]
[\ SR O e = R 0 e @ O Bd e
IR X I T «% ] i) ) ) £y '




59

S

10. Valuotions dons les extensions de ¢izmension

{

1-Cbrigue finie.

e

rans fini s'il est de

=3
e
=i
I~
e
i~4
2
Qi
he
]
R
{
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=
fah)
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S
Q
&
=
B
Q
~ iQ
=
=
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=
@
&
IS
fan
[0}
e 0

ﬁlgcychapgvsb 5) gur le corpc prerier

conteny dons I ; on oppelie slors ran~ de X le nonbvre n+l gi K est de

czractirictigue 0, le noabre n dans lec ecas controire.

~ous Génontrerons sirmlitandnment log deuzm $théorincs suivonts 2

MICnAT T et
LisaiWiiwaiily tyee= 30L

4 uge extension d'un corps T , de dinension 2leCbri

&
que finie n swr I 3 soit v une place sur X , friviale sur T y et solt

Z le corps des volcuwrs de @‘; Alors 1o dipcusion 2l~dbrisue de T sur 1g
corps 0(L) gst «n ; et slle est sn~1 81 v n'est pos triviele sur X .
TEUOIZIE T.- Soit % un corps de ranﬁlfiﬂi n ; soisnt © pne place de
K et 2 lc corps des valeurs de ¢ . Alors ls wane de T est s n ., et

£8% < n-1 31 v n'sst pag triviale 3 de pius, ou bicn X et B ont népme
AR iy e R g ey
caractCristicue, ou bien K est de carsetdristicue O et E de carocitéris-
+3 &

tigue #0 .

a
done Z si X est de caractiristigue 0, et Lle corps prenier P de X dans

le cas contraire. ﬁans lc second ¢ag, U est trivicle sur P (cor.3 de

la'prﬁpﬁé), XK et E ont n2pe earae%éristique et le th.7 se »84uit & un
cag particulier du th.5. Il cn est de mlre dons le, prenier cas, si le
noyau de ¢ sur Z esk (0), cor alors lo resiriction de @‘é est

un isomorphisme, ot il en est done de nfine de S restriction &
(Algu,ehap,19 §9,1Eop.4), Lnfin si K est de corsetéristique 0 et si
le noyau de v sur Z n ) D

&
Ltinege w{Z) dans B est 1c corps premisr F =,Z?Qp




Soient yi=p(z;) (1€ig n) des Slinenis de T clpGbriquencnt indépen-
dant T le corps Q(L

(resp. sur T?p:@(Zf))- Alorz 1z restriction
)

n
ndcépendants sur L (resp. sur @), ils satisfersient & ane relation

g(xi,...,xr}zo, Ok g est un pelyndme #0 & cocfficients dams T
(resp. vn polynbme $0 & coefiicicnts dong Z s de poed ézal &4 1, et

tous nuls dans @(L) {respﬁ dens F

{resp. sur @), et por suite n<n . Cecl achdve de dénontrer le +h.7
lorsque X et I n'ont pos ofime carsetdristigue, vu la définition du rang
de X (dé£.56).

Heste & prouver guz, dang 1#3 hypothldses du th.5, 1o relation =1

g .

via

x..l »

entratne gue © est tr

L3

11e sur X . Renarguonsg que, a*ap'és ce qui
préedde, ls :;s%rietion de v & Zin,a.‘,zE:}eSt un  Lsonorphisme, et

i1l cn est done de mBne de 1o Lcstflctian_de'@-au SOiC~CO,ﬁS Lix 1,...,zm}
de X (4lg.,chap.I, $ 9,orop.4). Si men, l’aLnegu 4 de 1= spéeizlisa-
tion v contisnt donc le sous-cor ps X «L( EypeeosE, o éais conme les X
cbrigucment inddpendants sur T , I o Ks ont m8ne dipension
ul Cbrigue sur L, et par suite X est une exiension alzob
(A1lz.,chap.V,$ 5,th.4). Heis conme K, CACK , A est un corps
Qgggg,chapgv,é 3,0r0p.3). Diaillsurs, conme Pf(széL}A"?quiﬁ) s ON 2

néeessairement A=K , autrercnt dit, v est triviale sur X .
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COZOLTAILE 4 e~ 21 K est une extension olabhricucment diun corps L

7

toute ploce de K, iriviale sur 5 s 1'est oupai sur X .

Pour Zortuler conmodément le corolloire sulvant, nous conviendrong,
1 K est unc extension dtun corps L, et X une portic de ?1(K), de dési
oner per L{X) le sous-corps ensendrd par L et llensentlsz des &lémenis

de P, () ells cue L(X) soit ge g¢ivension alrdbrioue Ffinie n sur T .
e 'I [T e et Wty

S0it £ une spbeinligation de LUX dong ?1(E}’ dont 1o restriction &4 L

ispe de T sur un s us-corps Lt de £ . Alors 1o dimension

ety

le th. de prolonrement des spéeiglications {§ 1.0

)

valeurs de ¢ contient LU{f(X)) et est conteny dans 52, donc = mme

. s

dimension olgdbrique sur L' gue T onclusion s'ensuit en

o
o
L)
s
e
s
Yot
[
foal
£
0

applicuont & ¢ le th.5 .

d1. Suites de Trull.

donnée d'une suite de corps KQfK,quKg,.:.,gﬂ eﬁa\ppar 1s{i§;m s
une place Py de K.'T dont le corps des valecurs soit Ki- E;Léffeﬁg de
telles places dtant données, on définire por rdéeurrence des plsces 8

de K telles que 91::{94 ;=8 = B, Oai pour I igno-1 , et on




6T

s 1 o e

on prendre pour A

liaanezan de Gi « Réeiproquenent, les Ai étont donnds
et les 0, tant d o

8 places de X , dtannesuxz respectifs A, (1Sigm)

1a
les fornules préeédentes ddfiniss gent, en vertu de la Brop.11, des places
&

ridtds indigudes. 5 + roigeen 2
o, ont les propridt niiiguceg. Une suite ddcroicsante (4. )15;1i§m
dfannecux de valustion de ¥ est dite suite de Krull si zlle esgt stri
ment déeroiszante et si K%A1 ;3 on dit gufelle est de lonrvusur m 3 on

oppelle aussi guite de Zruyll une suite (05) de places telle que v, soi
d

une place

i & oy o
et gui soi

PROPOSTTION 13%.:~ Soit K un corps de wens fini n (resp. une sxtension

51 Quelle ocue soit ls Ffamille finie {Eb)q,,,, 8'¢ldrents de £ , il
»,‘.; kg\}r 2 =
gxiste une spite de Tryll (Ai dionneanx de valustion de ¥

1
{resp. d'annecux de valustion o

Xkéén pour I1gkg . |
1L Soit ({A.) s < B0C suifte de Krull formbe dtannesux de valuation
i1i<n »
de ¥ (resp. c'¢=ncax$ de valuation contensnt L) ; soient Yi et 9 lesg

corps 2t places acgocids & cette suite comme il a2 &%8 dit rlus haut.

s des corps Ki (resp. les

sur L) forment pour Ogigm ,

P




B o

une sulte strictement déeroissante dfentiers‘;>0 dont le premier est n ;

on 2 done mgnm .

2% Znisonnons por TECUTTENCE SUr A 3 SUDNDOSONS nz 2 et zoit X' un
s &
sous-corps de X (resp. un sous ~corps de K conmtensnt L) tel gue XK soit

de dimension 1 sur KU. L'hypothose de réecurrcnce (appligquée pour n= 1)
montre gulil EVWStQ une plac (resp. une plsce triviale sur L) ¢, de K

dont le corps des waleurs K1 est une extension 2lzdbrigue de ', done
un corps de reng n-1 (resp. une extension de I e dinenSion n-1), et

que lfanneav de p, contient les x,_ (1

ﬂ\

Ts?r). Conme les 9, Ei) sont

SR

£

les lénents -de Kf 1thrpothése de récurrence, appliqube & K?’ dénontre

1?exisﬁenee de la suite (A ) Sign ayant les propridtds wvoulues.

On est done ramend & ddém aﬁre; 12 deuxidme pariie de 1z prop-13

place trivizcle sur L) ¢ de K, dont le corps des valeurs K, est alztbrique

Sur son corps prenier (resp. sur I), et %C le gue les plx, ) soient # oo .

alpdirigque de & » bour tout nombre premier rationnel P, désiznons

Par £ lt'honomorphisme cenonigue de £ sur éif(p}xf? s €t so0it F°

une clbture =2lgdbrigue de ?jp « Chacun des x, est racine éf&& polynone
. =

- ~oe « - i 1
Ftoeat & . =0 & coefficicnts dans Z , o4
£y .

i ne 61Vlse

B
'
o
o
8]
I
{#]
.
)
®
k-
[t
[}
b4
s
143
[
5]
(o]
i1
3
&3
=
I
[
1=
Y
]
44
b
-
fey
5
Feela
B
by
g
fi: KJ‘

aucun des 2, 3 pour un tel v , toute place & voleurs dons P?(??n)
14 &

)
i
(Al
el
3
l‘“*
}-h
o
IS
e
)
3
{0
o
A
}-ul
03
-
b
P.!
2
15
[}

corigue de L ; on sait (Alg.,chap.V,$4,0°1) que T est un
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Il suffit d'appliguer lo prop.13 & la fonille formée des x,
et de x =%/a(x,q~~u,x s P :
o ] s *“n

COROLLAIDRTE 2 (thdorine des zéros).- Soit K un corps 2lzdbriguement clos)

-

et Of un 1d6al #(1) de 1'zl-dbre de polynbmes 15[7:1 0 ST ol T

¥

existe olors un zéro de 0 dens K& .

IZn effet, soit 74 wvn 1déol mexinol de ngqg.awﬁzn] contenant o ,
et s0it E le corps  K|Z,,6.0 & ﬂi/%@y ; extengion de K § s8i x,,+.04%
| e ? 1 )
vi dons ¥ , une Z-gpéeialisation
Ifinie ds {X%J Lt £ & walecurs dans K est un =éro de O et liexistence
1\1;.._"_)6.

sent les clesses mod. M de X, ,...,X

Ce gui précode permet de déterniner lo structure des valuations

Ox
(23
&
‘-.J
e
{3
e
0
58]
b
$ode
{

des corps de rang fini. Uous dopnerons dlabord guslgues

Lepme 3.~ Si G cgt un groupe jotolement oxrdonnd, les trois promridftds
suivantes sont Sguivelentes : |
2) G nladmet pog de gous-groune isolé (n9%6,48%.5) qutres que & ek {O}-a
b} GQuels que soient x >0 et y» 0 dzuns G, il existe un entier

e} G est icoporphe & un sous-groupe du sroupe additif K des nonbres.

:-en effet, soit alors B , un sous-groupe isolé

! % F e . g .
de ¢ , et supposons jé%Og ; soit x >0 unm él8zent de B , et y30
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ordres d'une valuotion de
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dinpproxzimotion
un nombre fini de

et (svee les conven—

tiong fzites el-dessus), coit un sous-zroupe portont dense de T
a0 "Nn’- T 4 ) 7% el e ol 5 e o P = ;
S01% un sous-groupe diseret de. K, isonorphe & 7 (Top.zbn.
chap.V, §.1,prop.1).
i

TV T T IY T 3 S B . ~ P S H pe
DEFINTETON 0.~ On dit gufune volusition ect diserdte si son zZroupe
des ordres t isoporphe & Z 5 on 8it gu'une valuation diserdte est
pornatisée si son sroupe des ordres est 7 .

!'i 3 .y ] SDEs b3 7} P 2 -

voute valuzation discrdte est dguivalente & unc veluotion discrdte
normallisée e &4 une seule. Si w est une vae luation discrlite dinn

1tonnesu dtune volustion

prop.5 (n%6),

gue les ldéaux principauvx fractionnoires A—p
: Wt
est une uniformisonte loenle de X , zelstiven

un anneau
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