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LIVRE VI, INTEGRATION
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CEAPITRES V = VI (Btat 3).

CHAPITRE V . INTECGRATION DES 1.L5URES.

§ 1. Tonctions essentiellement intégrablesu 1. Intégrzle supérieure

A0

(Ve

essentielle., 7. Tonctions essentiellement intégrables. 3., smilles

éguimesurables.

2. Fonctions faiﬁlement intégrables. 1. Définition des fonctions faible-

ment intégrebles. 2. Propriéiés des fonctions faiblement intégrazbies.

3. Critéres d’intégrabilité faible. 4. Fonctions faiblement meéurablesg
5. Exemple : Tonctions & valeurs dsns un espace d’applications linéaires.
6. Fonctions faiblement essentiellement intégrables.

3. Intégration des mesures. 1. Fonctions & valeurs dans un espace de

mesures. 2. Intégrales superposées de fonctions semi-continues inférieu-
rement. 3. Intégrales superposées de fonctions posztlves. 4. Intégrales
sunerposées de fonctions & valeurs dans un espace de Banach. 5, Intégrales
faibles superposées.

4, Intégration de mesures ponchtuelles. 1. Préliminaires. 2. Intégrales

s

upérieures de fonctions positives. 3. Intégration de fonctions & valeurs

ans un espace de Bznach. 4. Intégrales faibles.

.

dan
5. i'esures définies par des densités numéricues. l,?onctions localement

>

intégrables. 2. lesures définies par des densités numériques. 3. Intégra-

- tion par rapport & une mesure de base . 4. “ropriétés des mesures de

base ?. - 5. Définition d’une fonction mesursble par des données locales.
€, Le théoreéme de Lebes sgue=Nikodym. 7. iiesures équivzlentes. R, iesures
singuliéres par rapport 2 o - C. i'esures diffuses, mesures astomiques.

10. Application : T. Dualité des espsces eey o Application : II. Fonc-

tions de mesures.
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68, Image d’une mesure. 1. Définition de 1’image d’une mesure. 2. Intégra- '
tion par rapport & 1’image d’une mesure. 3. Propriétés de 1’image d’une {

: : |

mesure. k. i.esures quotients.

7. esure induite. 1. Définition de 1a mesure induite. 2. Intégration

per rapport & une mesure induite. 3. Propriétés de la mesure induite.

4, iesures de Stieltjes.

R, Produits de mesures. 1. Intégration par rapport au produit de deux

mesures. 2. Criteres de mesurabilité pour le produit de deux mesures.

5

2., Propriétés du produit de deux mMESures. 4., Intégration par rapport &
un produit fini de mesures. 5, Intégration par rannort & un produit infini

. Je mesures.

CIAPITRE VI. - DiISINT2GRATION DES (i-SURES.

1. ilesures vectoriellieg., 1. Définition d’une mesure vectorielle.

2. Gxemples de mesures vectorielles. 3. Le théoréme de Dunford-Pettis.

” . - L o 5 2 = ‘vl s z -~
4. Application : Dusl d’un espece L., (F de type dénombrsble). 5. Valeur

a2

azbgolue d’une mesure vectorielle. 6. i'esures complexes.
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sintégration des mesures., 1l.Désintégration d’une mesure bornée.

8V}

o

)
Oy

sintégration dfune mesure quelconqué, 3. Helations d?’équivalence
mesurzbles. 4. Désintégration d’une mesure par une relation d’équivalence §

mesurablis,

1. La rédaction est conforme & 1%idée de Schwartz : tout découle de 1’inté-

-

gration des mesures

M)

t spécizlement des mesures ponctuelles.

On a fait jouer un vole primordial 3 la notion d’intégrale essentielle,

b Y

introduite au § 1. Grace 3 cela, on a des théorémes sans canulars vslables |
sur des espaces guelconques {(au chap.V, il n’est plus question pratiquement

X

de dénombrable & 1’infini). I1 n’y a plus qu’d regarder dans quel cas




=g
1’intégrale essentielle se réduit & 1’intégrale ordinaire.
2. Tl faudrait alléger un peu les é sur les fonctions faiblement inté-
grables et sur les mesures vectorielles. La théorie détaillée de ces
notions est & rejeter en 4 pertie, et il ne fault pas perdre de vue
gu’ici on ne poursuit que deux buts :
&) donner quelques trivielités qui permettent de manipuler les
notions en gquestion ;
b) donrer ce gqui est nécessaire pour 1’intégration et la désinté-
gration des mesures.
3. Dans 1’Etat 2, les fonctions fziblement intégrables sont iraitéés
&u point de vue “espaces en dualité faible". Le Congrés avait été
indécis sur ce noint9 et pour respecter les questions de perité, j’ai
adopté le point de vue "espaces locslement convexe guelcongues” ,
Maturellement, c’est sans importance., '
4. Conformément sux ordres du Congrés, le th. de Godement sur la

déiinition iocaie des fonctions mesurables a eété mis sous forme abs-
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CEAPITRS V. TXTEGHATICHN des 1 5SUHES.

Dans_ce chapitre et le suivent, T désigne un espace loczlement compact,

f+ une mesure positive sur T . Pour tout ensemble A, on désigme par e

la fonction carzctéristique de A . Pour tout point a d°un espzce locsle-

ment compsct, on désigne par & 1z mesure définie par lz masse unité

placée au point a .

§ 1. Fonciions essentieilement intéorables.

1. Intégrale supéricure esserticlle.- Définition 1.- Scient T un espace

localemert compzct, #. ung mesure positive sur T . Soit £ une fonction

positive, finie ou non, définie sur T . On avpelle intéeorsle supérieure

_ # = _
essentielle, et on désigne par J~ £ a5 ou t{*(f}, 1z borne supérieure
: * v
finie ou non, des nombres Jﬁ f*{K dit » guand K parcourt 1’ensemble des

parties compectes de T .

o ~ = e
J1 est évident que yﬁff) < *(f)u On peut avoir U (f) # ;Z*(f) :
% -
en effet, 1a condition ¢ (¥£)=0 signifie que f est négligeable, tandis

(£)=0 signifie que f est localement négliigesbie.

-

roposgition 1.~ 3oit £ une “onction positive. finie ou non, définie dens T§

U

Si f est semi-continue inférieurement, ou si f est nulle en dehors d’une

- — *‘iE,‘
réunion dénombrable d’ensembles intéorable on & gi ) ().
g

Cd

Supposons f semi-continue inférieurement,et soit une fonction positivd
ﬁiT telle que g . 51 Kest le support de g , on a
% £
kg € {A (:cig‘

4 s ?:. o = £ = :
j {f). Tl en résulte que I (£} 51%(1), donc que
* .. e

Suvposons maintenant £ nulle ern dehors de 1la rdunion d’une suite

?’i

f‘")
e

AgshyshAs, ... d'ersembles intégrables. Comme chaque An est réunion é’un

=

ensemble négligezble et d’une suite d’ensembles compacts (chapnFVy§&¥cora2‘
: : du th.4),




u.sns

on peut suvDDOSer gue A est négligeable, gue Al,AQ,“, sont compezcis,

x

et en outre que 4 nQC --» #lors, T est presque psrtout ézgale 3

i

l’enveloppe supérieure de 1z suite croissznle des fonctions fégﬁ
n

W

on a don¢c f{(chap, V.21 th.2) =
s 7

ooy s
7 (I),__ o (f‘fAnf < ¢
Dond  u™(r) = U (s) .

ﬂ"“\}“"{

)

Proposition 2.- a. 31 f et g sont deux fonctions Positives finies ou non

2 e s . o w*’l
definies deng T et telles que * £8g,o0na ﬁ%(f) < M (g) .

2 S = ..,,,.* m.;‘
b. Pour tout nombre réel fini A > 0 ,0na g (Af) =o 1

c. 51 £, et f‘z sont deux f‘onct1 ons positives finies ou non définies

u
B
)
b5

s on a M(I]*IJ < V»(f‘} + M(fg) :

Ces propriétés se déduisent aussitdt des propridtés correspondantaa de

1’intégrale supérieurs (ehap.1V, §1, pron. 10, 11 et 12).

2. Fonetions essentiellement intégrables.- Soit F un espace de Bansch rée%",

Pour toute application £ de T dans F , nous désignevons par Wi(f, pi),

ou simplement par N.(f), le nombre positif fini ou non i {éxé)‘. 55 7

&

el g sont deux applicstions de T dans F , et of un scalzire }4 s 09 5 =

i e
£ s
M, (o £) -ga’sé N {5

W, (frg) € W (2) + ¥ (5)

iy s 5 i ) = & % X T TS
comme il résulte ausagitdt de 1a Prep.2 . OCn s N (F-gi=0 &1 %t ceuieucnt

8i f=g 1liocalenent Dresque partout. ,
— - o,
. cL Ty s S s ot a - :
Soit bﬁ? (T, £}, ou simplement Up (L), ou :%’-f? {si zucune
o 2 5‘
TN RN L G e 3 3 5 7 3 = > T¥ o %
contusion n’est & craindre) 1 ensemble des applications F de T lane F
-—mn a_fa !’""3
2 -~ - - L ek 2+ ®
telles gque N (I <+ oo - 41 est immédiat que O = Gitient ?fg -
- =% & §
que dJp est un sous-ospace vectoricl ds L’espace de toutes lies arplica =
> ooy




. 6 -
Yous supposerons toujours que EF' est muni de la topologie définie par

cette semi-norme. i’espace 3-‘;, n’est pas sé}jaré en général ; 1'adhérence
de O dsns cet espace est le soﬁs=espace 55*_? des appliéations loczle-
ment négligesbles de T dans 7 . -

Togte fonction de (f; est nulle en dehors dfune réunion dénombrsble
d’ersembles intégrables (chap.TV,$5,lemme 2). Pour f€ 32”; s 0D B
done T (£) = ¥ (£) . -

: 4 e .
Dponosition 3. On g : 3-9 9;'1 et 3’}3 £} KF‘ = KF {espace

des apnlications négligeables de T dans ¥y, ‘utrement dit, pour toute

fonction fe %F’ , i1 existe une fonction f’g 5'.? égale 3 £ loczle-

Z

ment presgue partout ; si £* est une sutre fonction de 37; égale & T

localement presgue partout, f’-f% est négligeable. Infin, ?fi(f)zl\!} (75 .

cavenw

1 :

Soit T e ﬁf? . Soit (K’n} une suite d’ensembles compacts dans T tels
gue sup j i g‘{,;, dp= !-i (f) < +o . Soient A la réunion des K, , el
f’=f¢,. La fonctlon f? est nmulle en dehors d‘une réunion dénombrable d’Bn-
sembles compacts, donc, d’azprés la prop.l, on a I-Il(jf”g ):Nl(if")s Nl({fg;
de sorite que f’¢ 3?’; . On va montrer que f-f? = f*@s A est localement
négligeable. Dans le cas contraire, il existerail une partie compacte K
de T telle que £ = "‘ soﬁ, non négligesble. Comme

ggﬁgﬁ;\ &%Kﬂgg gL18
K ﬂ%;& , qui est intégrsble, est réunion d’un ensemble négligeable et

d’une suj,te dlensembles compacis, on voit qu’on peut supposer K C g &

Soit j d;w ;}» O ., Soit n un entier tel que

fé e d%&, } 3\.?3 (f)-a . Les ensembles compacts K et K, sont disjointsy
8 Py =

donc, pour toute fonction positive semi-continue inférieurement g mzjorant |

§f§ L 4 , . il existe deux fonctions positives semi-continues
< P £




Sy

inférieurement g’ et g¥, tellies que Lf%{&‘é g2 > §f§fg
g’+g" < g . 0n a alors :

gdr’ 2 eaps j[g"dé* Ie feée»f—f! , 0P

cmnc J ifi{KuK

53 £’ localement presque partout. On en déduit gue

Nl(f}
nfin, si f¢€ %7; & .f’L? , ona N (f) = ?J {£3=0, done 7

D’aprés la prop.3, 1’espace normé 5 / ,@F, *iden
quement & 1’espace normé gfé /¥

prop;s), de sorte que ”r lui-meme est complet.
- 3

N—{l)

N {f
est nég

Titfie ¢

s - > s £

gf; ) 1’achérence, dans 1’espace localenent convexe iW? (TygA)
T

ag> M (f)g ce gui est aasufde Ainsi, £ est égzle

') =Ny (£?

for

ligezble

angni-

§ et est donc complet (chap.I1V, 3 3,

Définition 2. On désicne par £z } {ou smmplem@mt ‘§ (i), ou
P % % f"{’

5
© G-
T

)
Je

£

l’espace vecicriel jf (T) des applications continues & suppori compict

=i’

de T Gans ¥ . On dit Que Te$ fonctions sppirtenant & gf? sont

des

Tonctions essertiellement intéorables pour it {ou essertiellement

ééwintégrables). On dit gu’un ensemble A T est essentiellement inté-

grabie pour 4 {ou essentiellemént ;&«intégrable) g;-

lement W -intégrable.

€

A est essentief.

- : Zi 1 7 : 4 o7 7
“ronosition 4. On =& gﬁ,1 = dfF- ﬁZ y et &f? 0 lf? = Q&F -
sutrement dit, pour tonie f0n ion essentiellement intégreble, il existe
une fonction intégrable, f* égzle & f localement presgue partout, bien
déterminée é une fonction négligesble prés.

“;:. 'g f’”) /ﬁa
Zn effet, soit fe X . , et soit £’ une fonction de J*F égale 3
=
s
I localement presque paritout. J1 existe une fonction ge ;LF {7} telle
gue E‘(fag}:Niiff=g} soit arbitrsirement petit. Done f'g¢ gﬁiﬁ . B
=




L’esnace normé u{) /?K s’igentifie canoniquement _;:" 1’espace
rormé a{ F f 7( = 1l et e,s*c donc complet, de sorte gue eﬁp lui-méme

L

est completb.

Pronosition 5. Pour gu’une application T ge T dans F soil essentiellement

dntégrable, il faut et i1 suffit que f soit mesursble ot que E‘-I'l(f}<+ oo .
Ceci résulte 2ussitdt de 1a prop.4 et du th.5 du chap.IV, 34

Dpf:mltlon 3.= Soit  fe af - Considérons le prolongement psr continui-

té 3 olf de 1fapb_1catlon g _.;}.Jg d%‘ de k}-’" dans 7 . Lz valeur

nour de ce nrolongement g’annelle 1’intégrale essentielle de £, et se

note jfé{,g, s ou [,L(f) :

Ceci revient 3 dire qu’on définit 2
o4
o & 2 “ : p
T’ étant une fonction qu,e.lconque de %F egale & f loczlement presque
[¢
bt

7 r
; = 0] . - 5 o =
partout. “our FE c:C} s Ol = done di = [ f dit . Pour vne fonction
f 5 : ==

positive finie essentiellement intégrable. on = | £ du= !’ T 0
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On étend aussiidt les définitio ons et les r*esultaus précédencs zu cas

ol les fonctions considérées sont seulement définies loczlemeni presque

e

nartout, ou sont 3 veleurs dans R , définies e

e

finies locelement
bresaue parviount.

2. Familles égquimesurables.- Définition 4. Soit (X%}oief une fumil ile

d’espaces tovologigues. Pour tout Xe€ 4 . soit f, une spplication de 1

dans Xy » On dit que la famille (fﬁ }@éé ., est €quimesurable pour la
> T i

mesure f,«i 8i, pour icute partie compacte X de T , il existe un ensemble

i

{A =néoliceable NC. K et vune partition de ¥%-N formée d’une suite

(finie ou infinie) (K. ) d’cnsembles compacts, tels que la restriction de

chagque f;g & chaque Kn s0it contime.

-

Toutes les fonctions d’une famille éguimesurable sont évidemment
mesursables,

Ixactement comme su chap, TV, gb?n 1, on dédmonire la proposition suivai-
Qt,ee’

Proposition 7. Pour gue la famiile (© soit eouimesur-able, il

- 4 )o(& !
faut et il suffit gue, pour tout ensemble compzct X € T et tout nombre

&> 0, il existe un ensemble K, C K, tel que PE=K\) € € , et que

la restriction de chague fo 2 K, soit contimue.

L8 prop.?2 duo chep: TV, fg 5 exprime donc gue toute familie 4 _zb rable

£

de fonctions mesurables sur T est équimesur=zbic.

Proposition 8 Soit (f, }h,é A Une Temille équimesurzble de fonctions
N 5,%
numsrigues positives finies ou_non, filtrsnte pour la relation &< . SciE
f i’envelonpe sunérieurs des :’:ﬁ‘ . Alors, £ est mesurabie, et on a :
s b4 T
. T :
{fd,%: sap L P dy
J o J ok 1
Zn effet, soient ¥ une partie compacte de T. et ¢ un ncmb:r-a >0

11 existe une partie compacte X’ de K telle que : 1) {«L {E=K?) :é_ -
2




2) les restrictions des £, 3 ¥’ sont continues. Lz restriction de T &

K* est semi-continue inférieurement. done mesursble y parsuite, il existe
une partie compacte K" XK’ telle gue : 13 ;z:. =K'} < § : 3) 1a res-~
triction de ¥ & K" est contimue. Ceci brouve gque ¥ est mesursble.

e

D’sutre part, si g désigne 1’ensemble des parties compactes de T,
/.}’

¥ r# *® .
£, du= sup jf £, € du.

'-lenv:\‘

T
%
£ -
on g f fdp= sup | 7w dét ;
J : Keg J "5 - J Keb o
xons ¥, et montr’cﬂsg ce qui achévera lz démonstration, que
' *
sup g dg.b‘: jf % diL . Autrement dit, nous supposcns désormais
i

que i (u} = £{t)=0 pour t % K

Soit AC K l’ensemble (mesurable) des points © tels que f(t)= + co .
Supposons d’abord A négligeable. T1 axiste une suite croissante hl?i’{gg”“
d’ensembles compacts contenus dans ¥-A tels que : 1) Ke Kg Kn est négli-
geable ; %) pour tout n , les restrictions & K_ﬂ des £, et de f sont
continues (et finjes). D’aprés le th. de Dini (Top. gén,fchapuiugg yth.1),

f. converge uniformément vers 7 s sur K donc jf [fi{ d L est la borne

supérieure des intégraies Ef, %K dyt . aAppliquant le th.3 du chap. IV,
. J n :
31, on & s ‘
d = . -

dit = sup s o ait = 22 .
F -0 Bt dp 0] 4O
Si enfin {({a) 2 0, il existe une partie compacte B C A telle que

= (B} ) >0 et telle que les restrictions 2 B des f, et de f soient continues,

L Ry *L ’ = S
et 5 T s On voit que, pour tout

ste un indice X tel que e €t > a pour tout

= -~ 4 - 2 o
B d_g(‘; aiu;\B)y de sorte que
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Commentezires.- On peut essayer de modifier 1z déf.4 en substituent au
mot “continue! le mot "semi-=continue inférieurement”, rvantsges @

la prop.7 s’étend, ce gui permet de générzliser certains théorémes
ultérieurs ; et elle contient alors le théoréme 1 du chap. IV, 31,
‘neonvénients : 1a @éfinition ne s’envlique plus qu’aux fonctions numé=
ricgues ; &’zutre part, lz démonstration de 1a Drop.fR est différente et
sercillement nlus délicate (ce serzit immégisat i on pouvait utiliser
la mesure induite $ mais 1z théorie de 1a mesure induite, dans iz pré=
sente rédaction, repose en définitive sur 1= prop.2j. In tous cas,

¢a mérite un exercice.

§ 2. Tonctions faiblement intérrebleg.

1. Définition des fonctions_faiblement,jnzégrablessa Solent F un espzce

> : - e £ o --r'¥" -~ “ - >
vectoriel sur R localement Convexe scparée, 77 son dual, 2 Je dusi glge-

brigue de ®? ;: F peut étre identifié canoniquement (en tant gu’espace

: ' : s : w
vectoriel non topologicue) & un Sous-espace de F? | tout vecteur ze F

étant idertifié 3 1= forme linészire Az9-¢<<z@z?>> sur F (37T schap. IV) .
50it £ une apnlication de T dang F telle»c_;uew pour tout z’¢ F?, 1g
fonction mumérique ¢ —=> < (L) 2 (que nous noterons simplement
<£2°> ) soit p ~intégrable désignons par €(z’) son intégrale.
E’apnlicétion 2z’ — € (2?) est une forme linéaire suf F’, donc un é1é-

ment de ?9%', qu‘on annelie 1%intégrsie de ¢ Par rapport & K et gqu’on

7] =
o £
4 = 73 9 R o 5 -
tion (1) << !‘f aut, z° = | <:£gz = d%@
o : y

lonnée au chep.TII, § 4,101, lorsqgue

Definition 1 .- Soit F un espace tocsiement convexe séparé sur R . un dit

{cu_faibl ement pe=intégrablie), lorsoue les conditions suivantes sont

remplies

=




- q-y" a o z -u 7 7
o tout z’e 7, 1a fonction numérigue <:f,z<;> est w-intégreble,

e

2) 1l’intégrale M;f die eppertient & 7 .
I1 est clair que, dans les définitio ons précécentes, seule joue un rdle

»

iz topologie faible G (F.7?) azssociéde & 1z topologie de 7 .
s : I

31 f est faiblement intégrable, toute fonction 7 égale presgue partout
3 f est fziblement intégrable, et on = Jff dp = ,}f dfe wn o dle zutres
termes, la vzleur de H(£) ne dépend que de la clzsse 7 de f 5 on la note
ercore 5L(§). 51 une fonction f , & valeurs dans 7 , définie presque par-
tout dazns T, est éouivalente 3 une fonctioﬁ fziblement intégrable, on dit
encore que f est faiblement’intégrabl<, et on pose : w(¥) =f&{f) :

51 P est un espace de Ranach, et si est intégrzble, f est faiblement

o

intégreble, et 1’intégrale qu’on vient de définir coincide avec 1’intégrale

fu

éfinie =u chap,Tv?§z% (cfo chapefv,g-é,corci du th.,1). Pér contre, f peut
étre faiblement intégrable sans atre intégreble ni méme mesursble (cfoexerc)i
Cependznt, si 7 est de dimension fin nie, une fonction fziblement intégrable
& valeurs dans F est intégrable (chap, IV, 33,prop.S).

5i £, et £ sont faiblement intégrables, il en est de mbme de F E

1

f

our tout nombre réel 2 : et 1l’0n = gé(f?+f

[t
(]

ges fonctions faiblement intégrzbles.- Proposition 1.- Soient §

*s& deux espaces localement convexes séparés, et u une gpplicstion linézire

continue de F dans G . Pour toute fonction f dgéfinie dans 7 3 valeurs dans

I

? et feziblement intégrable, la fonction wuef est faiblement intégrable, et

=n effet, pour tout z’¢ &', 1= fonction <;uaf,zi>>=<<f, tu(z”)/‘> est




1'}-
< Juomap i yofe, buiany opog [ e >t 2 apr.aty

ce gui montre que j(uﬂ)dgx* u(j L dpleG |

Zrovosition 2.~ So0it f une application de T dans 1’espace loc:lement

convexe séparé * . Soient g et h deux fonctions numéricues finies posi-

Ltives telles gue fg soit faiblement intésorsble et gue u</ghd p{rco .
Pour toul ensemble convexe fermé DC T tel que f£(t)& h{(t)D presgue

partout dans T, on a jfg_dg.& e(j gh D

un effet, ‘) est l’intersection d’une famille de demi-espaces fermés
définis par des relationé(z,,a; > L. . ob '3‘:26 P* et 04‘_: € B =*ong
done <f(t),a’f > £ X, hl(t) presque partout dans T, don » '
= 3oty 5 >
<Jreap, el

iz provositi

< &g( tJh(t) presque partout ; cela entraine que
£ X

th df/c, pour tout incice i , ce qui démontre

lu\\
()
&

Corollaire 1.- “JC-lt g une fonction numérigue finie positive telle gue

bl

o : ‘
Gl * G L L+ O - S0oit T une application de T dans = telle gue T
g ~ y g

J ,

¥

goil faiblement intégrzble. Pour tout ensemble convexe fermé D¢ 7 tel

gue f{t)e D presgue periout dans T, le point J{ fg dy./jg d p

~

appartient 3 D .

Corollzire 2.- Spoit £ une apnlication faiblement inté egrable de T dans F |

Pour toute semi-norme g de P semi-continue inférie urement, on a
= : g’“h :
q(.j £ dp) < ] g{f)d .
“n effet, supposons d’zbord que g soit "ne norme. ..’inégzlité est

fola

5

évidente si g{fidu= + oo >~ et &4 ! g{f)dp= 0, on a F(Lt)=C
= ﬁ E

£
bresqgue partout dans T, donc 3 fdu=C . on peut donc supposer
!i L

¥
D f gifid L&<\+va:> s el 11 suffit alors d’zppliguer 1a prop.2, avec




sk

o=

Z -

3
e

Si malntenant g est quelcongue, soit E le sous-espace fermé de 7 farmé

des z€ ® tels que glz) = 0O ;
oy s S : !f
sur ./;0 s on a j

5 (z“}) = c(z} défini

On notera gue 1z

mesursble (exerc.).

La propositicn suivante qui généralise le th. de Lebesgue, est 3

vider en ey erciﬂeo

oy

Proposition

<j any”

une nowm@ q sur 7/F , et ona

Q""f “’)d?t }g(f' . i1 suffit do:
f dit 5 i1 suffit donc

2.= 50it A un ensemble d'indices, filtré par un Piltre '3?

soit z —2z" 1’spplication caroni ique de

{(prop.1} ; la formule

5]

dans 1z pweméére partie de la démonstration

g{f) n’est pas nécessairement

base dénombrsble. Soit (ﬁk%{

une famille d’sonlicstions Ffaiblement

gA

intéerzbles de T dens P gui, suivant le fil

partout vers une fonetion £ .

complet. et cue, pour tout

intégrzble h

59 F G telie gue

tre F , convergent presque

On suppose gue F est

z’€ P’, i1 existe une fonction numéricue

ziblement gquzsi-

E ﬁx s 2 )} h_ s presgue partout pour

Lout o€ & . Dans ces conditions, f est faiblement intégrable, et

o s : '
j f dé@ est limite faible suivant 3? deg intégrzies gh“ déaa

ut vers <('fgz?2> suivent &' . Zn vertu du th. de ebesgue




3. Critéres d’intégrabilité fai

Rappelons que le duzsi

et tonnelé [(par exemple d’un espace de FPréchet) est guasi-complet

De méme, l'espace F =AH(n) des mesures sur un espace localement

est-a-dire de la topoclo-

cgie vague (¢’

o
(o)}
ok
Qi
o
0]
)
Q@
fusd

g(7,72), 7? 2tant 1’espace %é(ﬂ) des fonctions numériques

Tinies continues dans A et & support compact). est quasi-complet,

{D? 'ailleurs, ce deuxiéme exemple peut Btre considéré comme un cas
. - g ;o A o ] = .
particulier du premier, car A, {A) peut étre muni d”une topologie

'} - -
d’espace tonnelé pour laquelle Jf (A} est son dual : cf. chap, I11

Z2i:exevc.l, ot “VT, chab.IT, &4, exeve, : ot chap.1'1, 7 ),

ble.~ Proposition 4 (3 vider en exercice:.

£ pne _apniication de T dans 1'espace localement convexe séparé F 3

gue, pour tout z'€ 7. <:fgzs;> scit intégrable et bornée dens T .

a~

est faitiement guasi-comp piet, £ est fdwbzemenc intéorable.

‘ensemble

enveloppe tonvexe Fermée

ns.

P{T) est born% dans F , done son

sussi bornde, et par suite fai
%{f

T dans ¥! , muni de 13 topologie

lement compléete., Considéro

=

une application de G“(F** s 7).

¥

est 1l’enveloppe convexe fermée de f£{7T) dans l’espace F .

v

¢ cor.l de 1z vrop.2 montre que, pour toute partie compacte K

du ¢ @A’T;C - Dfautre pari, pour tout

b2 o =
Z &

dit tend vers suivant 1’ensemble filtrznt

R = s p o 5 . R % L

P S parties compzcties de T (3 1,pr0p.5) ; cela signifie que e, dans P2
{”,; | [ § 8 = - g <
i £ « G terd vers ¥ du suivant @*; mais, po tout z’e F*, on a
7 %f'% : c§ £ = £ 7

gn— P }!ﬂ' -~ N 5 é E‘

i - G 5 = : P iiodarns 3 ; £

=7 €ey¢ 1 ’> §£<i’6/ = < dﬁég}g{;,z;;SQ{&
P oae L DR - -
C& qu: Drouve gue l’ensemble des points j1 ¢ K d%& est borné dans F

J




s 95

donc contenu dzns une partie de F fziblement complédte s 1a limite jﬁf dgp

de ff !QK dit suivant C@ a’bpz'rtient done & ¥ .

Corollzire.- 3Soit F une svplication de T dans 1o guzl fzible G? d’un

edpece tennelé % . 5i, pour tout z¢ G , <<:f,z;> est intégrable et bornée,

f est f= b1ement intégrzble.

Théoréme 1 (Gelfand=Dunford).z 50it f une anplication de 1 dans le dusl

faible C’ d’un espace & limite inductive d’espaces de Tréchet. S5i, Dour

-—

tout ze3 , <<'fgz;> est intégrabley f est faiblement intéorsble.

50it (qi)&jéA une famille de Sous-espaces vectoriels de G munis de

topologies ?Za telles que chaqgue Gd S0it un espsce de Fréchet s et suppo=

Sons que la tonclogie U Ge G soit la limite inductive des Dot - Pour
A
: = = s b o - e
tout z€G |, soit fZ 12 classe dans 1 (T) de 1a fonction fZ(z)=<:f(t)?;:>,

"ous allons mcntrer'que 1’application lindaire Z —=
de Esnach Ll(T) est continue ; il en résulters que s[(%’dét= <;ff dfcgz;>
dépend'ecntinument de z , donc que hfﬂf a i é =

Pour cela, il suffit de prouver que la restriction & chague Gy de.

N C')

1’application =z ~$>fé est continue (Esp.vect -top. ,chap.I1, Q 2,n°3). Donec

-

il suffit de prouver que le graphe de,1l’application =z - f restreinie 3
5 : Z
- . : - 1 - . -
G% est fermé dans 1’sspace produit 3. XL (D). (gspavectazop,zcbap I, 93,

=

th.1). “n d’zutres termes, il suffit de montrer que, si la suite (z ) ten

. L AS 8]
vers z dans G, , et si 1a suite (f ) tend vers h dens T*iT,? glors h = ¢

z,
Or, en extraysnt une suite parﬁiell de la suite (g ); on peut suppcser gue

(1]

la suite des fonctions ¥ converke presque paritout vers une fonction h de

a4
ia classs h : d?autre parc. opour tout Tel fzr(i} <\“(t} ﬂi> tend

= h et le th, est démontré.
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Corollaire.~ Soit f une spolicstion de T dzms le duzl faible G’ d’un

\: <~

| espace de fcnach G ;3 soit A un sous-ensemble pzriout dense de G . Un

SuUnToSe que ¢

1°- pour tout a€a , 1z fonction mumérique L £(t),a > est mesurz-
% o Lie :

20 'l’intégrale supériesure J[ lffdf" est finie.

Alors, f est fziblement intégrable.

n effet, soit =z €G, et soit (al,ag,..,) une suite c¢’éléments de a
tendant vers z . La suite de fonctions mesurables <f(t),an>' tend
vers lz fonction L £{t),z > pour tout t , donc £,z > est mesursble, et
méme intégrable puisque fﬁ( fgz>} ap £ lzé jﬂf{dgx{ +00 . IL suffit

glors d’zspnlicquer le th.l.

]

On peul donner des exemples d'apnlications faiblement intégrs
bles £ ds T dans un espace G2 Berach réflexif G, telles gue

¥
f if‘g ap = + oo (exerec.].

4. onctions fziblement mesirables.~ Soient F un espace localement

-

35it £ une gpplication de T dans 7 . Conformement

il

cornvexe, P’ son dual.

s

& 1la déf.1 du chap.lV, ¢ 5, nous dirons que f est faiblement mesursble

nour |t si, pour toute partie compacte £ de T, il existe un ensemble
gA =négligesble N(C ¥ , et une partition de =¥ formée d’une suite
(finie ou infinie) (}'r) d’ensemtil es compzcts, tels gue la restriction de
|
f & chacun des K soit continue pour 1a topologie faible o— (F,PY).
Si £ est feziblement mesurable, <f§z*> est mesurable pnour tout
z’€¢ P (chap.7V, és%th.,l) . Lz réciproque est vraie si F est un espzce de
Eanach et si, pour toute pertie compac»te FC T , il existe une pértie

dénombrzble ¥ de ¥ telle que f(t)e o pour presque tout LeK ;

v

dans ce cas, f est méme mesurable pour la tonologie forte de ¥




(chep, TV, ¢ 5,prop.10). On a d’autre part le résultst suivant -

Pronosition 5.- Soit f une application de T dans le cucl foible g° d’un

espace 3, limite inductive d’une suite d’espaces locslement convexes

métriszbles de t¥pe dénombrabie, 351, pour tout ZEG , < f,z> est

mesurzble, f est faiblement mesursble,

Sunnosons d’zbord que & soit un espace J_ocalument convexe métrisable
de type dénombrable. Soit Vng ses. UNe suite fondamentale décroissante
de v0451noges ouverts de O dans ¢ , Soit V® le polaire de Vi dans G?*,

La sulte ‘Ji,vg,“., est croissznte et recoui:re G2 Soit Ti 1’ensemble qes
tET tels que (t) e V‘i’o La suite Tl,,Té,“Q est croissante et recouvre AT -
D?autre part, chague Ti est mesurable ; en effet, si A4 est un ensemble
dénombrable dense dans G,‘ Ti' est l’ensemble des tE€T tels que
i<f{t),x>i 1 pcur tout x¢ ANV, done T; est 1’intersection d’une
suite d’ensembies mesurables. Ceci posé, soient X une partie compacte de
T, et & un nombre >0, -D’éprés ce qui precéde, il existe un entier i
et un ensemkile compact ch; % te;s que : 1) f"-€}»’.=K}L)<<\ % -

2) Kl(: T, . Puis i1 existe un ensemble compact Kgr(_’_ KX tel que :

1) éA(_K.i=K ) < 'fif .; 2y des restrictions a £, de toutes les fonctions
<f(i§}3x> 5 pour xea s sont continues. Comme f’(i-:iz) c f(Ti} =

est équicontinue, 1a restriction & ¥, de 1z fonetion <f{t},x> - A

a
continue pour tout xeG . La propo itlon est donc établie dans ce cas, '
socit (J 5\2(-,’.“,@) une suite de sous-~espaces vectcriels de G, {

qo G; soit un espzce
{1 ¥ 4...) telles gue chaque Gy solit un espz
X,y y, ?

Yeintenant,
munis de topclogies

; v =
] 4 e m ¥ g & l EJ T () 3 LO !() ie (E S()lt .‘La 9

- 3w = SR
F.{t) 1a restriciion & Gi de 1a forme

limite inductive des %. . Soit 7.

mesursole.

f;(t) de T dans le dual faible
partie de la démonstration, faiblement

Pour toute 'partie compacte ¥ de T et tout nombre e > .O 3




il existe dont une partie compacte 2{1 de I telle que : 1) pli- “l) £ 3

2) les rest.mctzons A B’ de toutes les apnlications t —s f (t) sont
faitlemert corntinues ; sutrement azt, iz restriction & "“l de 1’application
t ~2> (1) est faiblement continmie. La proposition est donc complétement

démontréc.

5. Zxemple : fonctions & valeurs dens un espace d’applications linézires.
Soient G et I’ deux esnaces localement convexes séparés sur Ky G’ et iz
leurs cducls. Soit 7 * 1’espace vectoriel des applications linéaires de G
dans ’, continues pour les topologies fzibles 0“‘((;,@’) et o 1§ .1,

Tout fiément U de 7 définit une forme bilinézire f sur GxHE par lz for-

male fu(a,b)' =< 20 > s et 1’application U -» fU est une applicstion
linézire biunivoque de F sur 1’espace des formes bilinéaires ééparément
coninues sur GxH (EVT,...).

Pour & et b fixés, T{a,b) est une forme linéaire €=,b sur 7, clast-
t-dire un élément du Gusl alg brigque F¥de F ;s soit 27 3¢ sous-espace de

‘ g - < - *
fn‘* engendré par les € ;3 1a forme Bilinézire cancnique sur FxF

=

s

resireinte 8 PXP’, met F ¢t 7 en dialité Taiblie. Dans tout ce n° 3

¥ est supposé muni de s tovologie O (P, F¢) ; alors, le dual de F est

F? (WT,...). Dire qu’une spplication t ~>U; de T

@)

ans P est faiblement

0 z .

intégrable signifie done que :

1) pour tout 8 €G et tout beXH s la fonction numérique <b,Uta>
est intégrable ;

2) 11 existe un UeF tel que < b, U j{b Uta dit(t) pour tout

8e€G et tout beF : ou, ce qui est éguivalent, 1z forme K linégire

(= b}-ﬁ!{ b,U, a> dpa.{ ) est séparément continu sur GxH .




£,
2 -

Dzns ces conditions, le cor, de 1z prop.: et le th.l ertruinent

aussitdt les pronositions suivantes :

Proposition &.- Suvnosons G et I tonnelés. Soit t —> U, une znplication

de T dansg * telle gue, pour tout ac 3 et tout bel y 12 fonction numéri-

gue <b,!.’ta> sodt intégrable et bornée. nlors, la foretion t —=> U, est

faiblancnt intégrable.,

'Pronosition 7.~ Supnosons que G et ¥ soient des limites incuctives d’espa-

-

~

ces de Fréchet. Soit tﬁ»‘i.?t une apnlication de T dans F telle gue, pour

tout a€3 ot tout bel , 1a Ffonction mumérigue < b,U,a > soit inté-

greble. Alors, la fonection t > Ut est faiblement intégrabie.

‘@pnelons que, lorsque G et ¥ sont des espaces de Fréchet, F est
aussi 1’esnzce desg gpplications linészires fortement continues de G
dans H* (ovT...) .

Corollaire.- Sunnosons gue 3 et I soient des espaces de Eznach. Soit A

—

(resp.B) un sous-ersemble partout dense de G (sm resp.H). Soit t — U,

une application de T dang F satigfaisant aux conditions suivantes :

1°- quels cque soient 8¢ A et beER 1z fonction mmérigue
Pt >

f — = b,U;a > est mesurable

x :
20= 17intéorzle supérieure Jf }U E du(t) est finie,
£

r
~lors, la fonction + —=>U. est faiblement intégravle.
- ¥

“n effet, pour tout ac G ot tout beH , la fonction t = b,Uta>
est limite en chague voint d’une suite de fonctions t > bn,Utap)‘tz ou

apé A et b €B, fonctione gui sont mesurables ;5 et
1 n

i(b,Uta>§ < { b”ag lo [ » de sorte que 1a fonction t > b,U,a >

£
o

est intégrable,

Lz prop.5 entrsine aussitot 1a proposition suivante :




Proposition R.- Supnosons cue G (resp.}") soit limite inductive d’une

suite d’espaces loczlement convexes métrisszbles de type dénombrzble.

Soilt ¢ _-:&»Ut une annlicetion de T dans Z telle gque, pour tout =z€G

et tout be” , 1z fonction numérigue < b,Uta> s0it mesurzble. snlors,

la fonction t —» Ut est faiblement mesurszble.

P ot

5. “onctions feiblement essentiellement intégrables.- 3oit f une sppli=

EES

cation de T dans F telle que, pour tout 2’€ 7?, 1a fonction numérigue
< £,2°> s0it essertiellement intégrable. nlors, 1la fonction
z? -#»[< £,2”> dp  est une forme lindsire sur ¥?, donc un élément de

F"*, qgu’on note ff dt"z » 3i cet élément appartient & ¥, on dit que f

est faiblement essentiellement intégrabie pour i s ou faiblcment essen-

tiellement (1. =intégrsble. Si f est faiblement intégrzble, © est fzible-
ment essentiellenent intégrable, et on a if‘ ap = j[’ dg . S5i F est un
espace de Banach, et si f est essentiellement intégrable, ¥ est fuible-
ment essertieliiement intégrable, et 1’intégrale qu’on vient de G&finir
coincide avec celle gii a été définie au.‘ el,n> o

51 f est faiblement essentiellement inté egravie, toute fonction £y
égale & f localement presque partout est faiblement essentieilement inté-

rable, et on a H(f. ) = U(f). Zn d’autres termes, 1a valeur de Ii {r)y
- 3 ’ §

e
oy

re dépend que de la classe f de pour la relation d’équivalence

<

"f et g sont égales localement pres artol n la note encore i(f).
g que ,

et
et
e
)

o A . -

Si une fonection £ , & valeurs dasns * s definie iocalement presque par-
tout dans T , appertient 3 la classe g d’une fonction g faiblement essen-

tiellemert intégrable, on dit encore que f est fzibl ement essentiellement

intégrabie, et on pose H{f) = gﬁi(g) .




22 =

~a démonstration Gu th.l se transpose immédiatement et fournit le
résultzst suivant :

7%

Théoréme 2.- Soit f une epnlication de T dans le dual fzible G’ d’un

espace G limite inductive d’espaces de Fréchet. Si, pour tout zeG ,

_<<ﬁf,z;> est essentiellement intéirable, T est faiblement essentiellement
intégrsble.
mxercices.
1. Soient F un espace localement convexe séparé sur R, q une semi-norme
semi»céntinue inférieurement sur ¥, f une application faiblement mesu-
rable de T dans F .»Nontrer que la fonction numérique q{f) est mesu;}
2, %0it T 1’intervelie [O,lj : la mesure de Lebesgue sur T , Fra —

1’espace vectoriel sur R des fonctions numériques finies y.amesurables

sur T, muni de la tonologie de la convergence simple.

8. i‘ontrer que F est un espace localement convexe dans lequel existe
un er.semble dénombrable partout dense (consicérer une suite partout
dense dezns 1'espace des fonctions numériques finies continues sur T ,

- muni de la topolegie de la convergence uniforme).

b. Pour tout te T , soit ft 1’&iément du dusl F’ de F défini per
L ftgz;> = z(t) pour tout t€T . .ontrer que, pour tout zeF , lizp-
plication t—>< f,.,z > est mesurable, mais que 1’application
1 ft n’est pas faiblement mesurable (lorsgu’con munit 7’ de la topo-
logie g (L. F) ). '

3 Soit fk 1az mesure de Lebesgue sur T = [0,11 s et soit F un espace

hilbertien aysnt une base orthonormale (et} équipotente & T .

‘ teT
Soit £ 1’zpnlication © ~ﬁ>et de T dans ¥ . i'ontrer que f est faible-

ment intégrable, que jrf dp = O, mais que f n’est pas faiblement meggra
: e 3
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S 3. Intéoration des mesures.
M

1. Tonctions & vzleurs dzns un €spbace de mesures.- “ous nous proposons

¢?intégrer des fonctions 3 valeurs dans un espace de mesures, ou, comme on
dit parfois, d’intégrer "une mesure dépendant dfun parsmetre!,

Soient X un espace locslement compact, 5{ (X) 1’espsce des fonctions

numérigues continues - supnort compact dans X ’ A (X) l’espaée des mesures
sur X . Les espzces K (X) et s«%(?{) sont mis en dizlité Ffaible par la
forme bilinéaire
< oA =jpf(x) dA(x) .

Dans totit ce § 3 % {(X) est muni de la topologie faible correspondante,
clest=%=dire de 1a tovologie vague. Pour les fonctions & valeurs dang
/A (X}, nous empiciersns done les qualificatifs "vaguemcnt‘intégrable“ -
“vapmement, desurable’, ... =y liey de "faiblemernt intégrable’, "faiblement

mesurable’ . . .,

Pour toute partie compacte ¥ de X s 1’espace XQ-(X,K)C J{ (X} des
fonctions numérigues continues 3 sunmort contem: dans ¥ ,‘ muni c¢e 1a norme
§ fgg = gsup Ef‘(x}l s ©8l un espace de Banach. 3i on munit K(X} de la topolo-
£ie limite inductive Ces topologies Ffortes des v & (X,i), le dual ge &?(X)

est 1l’ensembie des formes linézires sur JL {X) dont les restrictions aux

5"{,(3{9}() sont continues ;5 Ce dual est done wf{; (80 slors, le th.S au é"

L

gdmel comme csg particulier la Proposition suivante -

-

e e s s s

Proposition 1 .- Syt m).ﬁ;t est une apnlicstion de T dans (/ﬁ; (X) telle

gue, pour toute fe¢ K(x) » 1a fonction numéricue LT .A,,> = ff(x}
; -

d}a_g (x) soit essentiellement F- -intégrable. alore l’apnlication ¢ —%J\,t

£st vsguement essenti ellement fA-intégrabie.




i o

Remerque.- Si, pour tout te s _/i,t est une mesure positive, la

prop.l est évidente directement, car 1a forme lindsire
fﬁf‘{f‘g jw.,, du{t} sur (7{ (X} est évidemment positive.
. - r -
Par abus de notatvors, une vm;egr gle telle gue i <f, ,)\. > dﬁ(t}
sera aussi notée j d,{(t;j £{x) d_/;_ (x). Pov aeflnlulon de L'intégrale
j(.ﬂ dlu(t), on a eJ_orsg pour toi te e g{ (X)
(1) j[f‘(x;d‘?(x} =J!d§/~(t)j £xah (0.

“ous aurons & faire usage du lemme sulveznt :

—emme.~ 5i A est réunion dénombrable de parties compactes de A, il e-xiste

une suite (C ) de parties compactes de T et un ensemble N localement

Légligesble pour it dans T, tels gue J\. {4)=0C pour ‘cﬁ( U CIUH . 53

I?annii Ca"GlOl’l £ —3 ,A. est vaguement intégrszble, on peut supposer N

négligeable pour i .

71 suffit évidemment de prouver le lemme quand A est compact. Soit alors
k une fonction nositive de % (X) telle que ﬁfA £k . La fonction
T > Lk, At> est essentiellement pe ~intégrsble, donc égale localement
presgue partout (pour (7 ) & une fonciic;n f -intégrable, de sorte gque son
support est réunion d’une suite d’ensembles compacis et d’un ensemble locsle. f
ment négligeable pour !), ’ d’aprés*le lamne 2 du chap,?'v,é . D’autre part,
la relation jfk(ﬁdj{t(xﬁo entriine A (a,~u. 51 1’application t — fﬁgt

A
meme ,

[-4-

est vaguement intégrable, le raisonnement se transpose de lu

. Intéorales superposées de fonctions semi-continues inféricurement.-

o

Dans toute 1z suite de ce

¢

T

y O s8uppose que l’gpplication ¢ w‘=—;‘>f§a,? d

& ‘/&? (X} vérifie les hypothéses SLIV&ZTCGS 2

4
S:.»

1) elle est vaguement essent ieliement intégrable et vaguement mesurable

est L_.’le mesure positive pour tout t .

~lors, j A dzu,('i:) est une mesure positive.




o
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{Qnmmenzaim.u Si on remplace 1’hypothése que t — ‘At est vezguement
eedentiellement intégrable par 1‘’hynothdése que 2 -_>th est vs ‘uemen'c

intégrzble, les intégrales essentielles s’introduisent dans la suite

exactement de la méme maniére. D’sutre vart : 1) Dens la mesure induite

et la mesure procuit, t — )nt est, en fait, vaguement intégrzble,

2) Dans la mesure définie par une densité g(t) localement intégrable
{zuquel cas At = g(t) ét}’ = “9‘&""-: est encore vaguement intégrable,

A4 condition toutefois que g solt pertout définie, ce gu’il est clzilleurs
préférable de supposer pour éviter des circonlocutions s mais lorsque g -
est définie localement presque partout, t — j‘“i‘, ne peut étre que iiaguea

ment essen.tiel;fement intégrable. i) Dans la mesure image, le point de

parait décisif : on r)eu;t démontrer la transitivité sans restrictions

(comparer la prop.5 du '9'% 53 la prop.4 de la p.126 de 1’Etat Z, ou

1’espace intermédisire F doit Btre dénombrable & 1'infini)| .
Hemargue.- Si X est polonais, les espaces de Banach ?{,(x,"‘ sont
de type dénombrable, et (}z () est limite inductive d’une suite de
seus=esﬁace5 fKﬁX?K)e Alors, toute application vsguement essen-

tiellement intégrsble de T dans B¢ {X) est vazguement mesursble en

vertu de la prop.5 du g 2 .

Proposition 2.- Soit f une fonction positive finie ou nop, semi-continue

o
e P , = . ; = { -
inférieurement, définie dans X . La fonction + —-:::>J§ flx)d A, (x) est
< <

p-mesurzble, et on a

{(2) ot lpd g te) = 5 d (t é[ £ x}d_j\a._\x) .
= i
Si I’apnlication ¢ ,_—;,}Lé est veaguement continue, la fonction

= = =
3

. ! - ) £ » - . - - >
v —» | FIxX)dA () est semi-continue inférieurement (ch 18p- IV, 91 ,prop. )
W
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(273 { f(x3dy (%) Jf dg,e,(tf? jf £Fx)ad (%) .

Soit (g&) ~1a fezmille, filtrant pour la relztion < ?%ées fonc-
tions positives de jf (X majorées par £ . Posons : hit) =j f-(x)d);,t(:x)”
Lz fonction hit) est 1’erveloppe supérieure des fonctions '
t-'f>’<:g&.gJ%t:> . Pour itounte partie compacte C de T et tout nombre
£ >0 , il existe une partie compacte C? de C telie que : 1) (C-C')< E ;
2) les restrictions & c* des fonctions t© 9<gx ")"t> sont continues ;
(er: effet, 1’zpniication tli>4it,est vaguement mesurable) ; zutrement
dit, 1a famille des fonctions t — g ”')"t> est éguimesurzble.
Alors, d’aprés la prop.7 du § 1, hi{t) est mesursble, et on a :

j%h(t}d (1) = sup j %<gai Ao > ap(t) = syp f{g o2 ()

: ff(x;d\) (x) .
Remsrgques.- 1. 3i 1° anﬁl¢Cat10n't —3 { (x}dJL (x) est nulle en

{1

(]

sup \3(

dehors d’une réunion dénombrable d'ensembles =intégrables, la
ormule (2) se réduit a la formule (2?), d’spres ls prop.l dué:io
71 on est notamment sinsi dans les cas suivants :

&) 1L2sonlication ¢t --jefi-t est mulle en dehors d’une réunion
dénombrable d’ensembles ¢ -intégrables (par exemple, T est dénom-
brzble 3 1’infini).

B) Lfanplication t — A . est vaguement intéprable et le support

2. La formule (2’) est en générzl inexacie méme si 1’application




3. Intégrales sunsrposées de fonciions positives guelcongues.-

Pronosition 3.- Soit £ une fonction numérique positive finie ou non
géfinie dans X . Cn a =

3 ; £x)dy (x) » [ dg&(t)}’ £(x)dA, (%) .
Si l’anﬁl;_catlon T — )s. est vaguement continue, on &

(34 j 2(x)a) (x) » jf aple) f (al ()

%n effet, scit g une fonction sem1=cont1nue inférieurement dans X
majorent £ . Pour tout L €T , on a f F(x)d A (:x)<j g(x)d)\, (x) ; done
rat %
{ d;—t{t)f £l0ald, () € f"i““)j gxak, (0 ~!g(x)d9(x) .

si l’application t —74\. est vaguement continue, on a de mame

T ¥
j dp.(t)f f(x)dﬁ,e{x)Sj d;&(‘t)jo‘(}u)d.}g (x) !g(x)ds’(x} :
inégalités (3) et (3’) résultent alors de 1z définition de ! £{x)d ¥ (

b
()
L]

Bemergues. 1. La formule () se réduit 3 lz formule (3?) lorsque
l’énplication t-@!ﬁf(x)d);g (x) est nulle en deliors d’une réunion
d“nombrable d’ensembles [t-intégrables, et par exemple dans les cas

(A} et (B) du n° 2 . ‘

2. Féme lorsaque l’anp}.icatmn t -—>) est vagtmmen? continue, on
peut avoir ;(' d};.('c) f f{x)d}a (x3 > f dg,&it‘?j F(x)dA \y) (exercaz;

W

de sorte que la formule (3’) ne peut se déduire dweoteme’nt de la
formule (3). =

3. En générsl, 1=z formule jﬁ f(x)ay (y)/j dgz(e,‘sjh f(p:}dﬁg(x} est
inexacte (3b,exerc )y et a fortiori la formule (37}, L formule

=3
f f{x)d?y (x) ;;,j de(t)j f(x}d}z&(x} est inexacte méme si 1’applica-

tion t —> J\,k est vaguement continue {?g B.exere. Stat 2,p,111,ex.2) ,
Enfin, méme si T et X sont dénombrebles & 1°% nfini et si 1’agpplicztion
b J z

B
: * *
t —> .)Lf, est vaguement contimue, 1la fomule [ £(x)d Y (%) *j dlu.(t)

x
j f(x}d}gt {x) est inexacte §§ 24n°1, Remarque).
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Corollaire 1.- Soit ¥ C X un ersemble V-négligesble. alors I est

‘A’t -négligesble, sauf pour un ensemble localement négligesble (resp.

négligeable si llanplication ¢ —-a»q/\qt est veguement continue) de
vsleurs de © .

Corollaire 2.~ S0it T une fonction définie dens X, & valeurs dans un

espzce topologique 3, et ¥ -mesurable. 3unposons gue, pour toute partie

compacte C de T, il existe une partie A de X , réunion dénombrsble d’en-

sembles ¥ -intégrables, telle cue la restriction de f & ﬁA goit

‘)"t -mesurable pour prescue tout teC . Alors, T est }g,éf ~mesurable sauf

pour un er semble localement négligesble de valeurs de t .

S’il existe une partie A de X , réunion dérombrable d’ensembles

o

Yy -intégrables, telle que 1a restriction de T 3 ﬁ&_ soit }Lg«mesurable

pour prescue tout te€T , et si 1’spplication t > '}Lé: est veguement

continue, 2lors f est }L -mesurable pouf presgue tout TET .

“n effet, soit C une partie compacte de T, et montrons gue f est
Ag -mesurable pour presgue wut teécC ., }-‘;ar hypothése, il existe une par%
tie A de X, réunion dénombrable d’ensembles Y -intégrables, et une par-
tie ¥ de C négligeable pour 4 telles que la restriciion de f 3 E A
soit .A.p -megurable pour te€C=FH . 71 existe d’autre part une suite
Ufl?“o?’“} de parties compactes de X, et une partie '9 =négligeable N
ge X, telles que A = My EJ K,y et que 13 restriction de f & chague K,

oit continue. Soit H’! une *\artlf" J, -négligeable de C telle gue N soit

b

¢ -négligeable pour te€ C-H! (cor.l). Alors, pour 1¢C-(HEUE?), ls
restriction de f a gA est J\, -mesurable, la restriction de £ & chagque
Iiﬂ est contirnue, et M est }\ =Deg11gea’ose, d’ot résulte aussitdot gue £

est ‘)Lt =mesurable.
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‘e A

11 peut arriver gue f soit v =megursble, mais gue, pour tout teT ,

f soit non mesursble pour .)z 5

£ —> JLE est vasguement coYitinue

et ceci meéme si l*‘anplication

(; 2 exerc.l 3 at 2, Dl

4. Intégreles superposées de fonctions & valeurs dans un espsce de Bbanach.

Théoreme 1.-=

S0it f une fonction définie

dans X, & valeurs dens un espace

de Bsnach ¥ , et intégrable pour la mesure Y =£ A‘t d;u(t) . plors, ¥ est

A -intégrable, szuf pour un ensemble N

localemc nt négligeable de valeurs

(4
de t : 1a fonction t > }f{x)dj&@(x%

lement intégrable, et on =

mazne

(4) jﬂ}c?d‘? (x) = jdgu*&)‘ j £(x)

définie pour t?N s est esgerntiel-

ak t(x

v
. : 2 5 . = Se e .
Si Y’sonlication t — ‘A’E est veguement continue, N gst négligeabis, et
3
1’anplication + —> f(}:)djﬂ\,? {x) est intégrable, de s rie gue 1a relatid
o

(4) peut s’écrire

47 PV a v -~ ol 23 A 3

(42) | T(x)dy (x) = gdgﬁ(t;}f(x}d A, {(x)

J 4

Puisque £ est ¥ -intégrable, f est

d?une réunion dénombrable d’ensembles

de la prop.3, il existe un ersemble N T 1loczlem

(resp. néglige

i

tel oue T scit j@,&=meCL1"’ane pour t& N
gry )y [ £

d i b
J 5 } 3 J

s v Ny §
Efu{)g dju,g'a}i/ g 1
T

-intégrable
Lz formule (%) est vraie lorsque fest

de K (T) 3 coefficients dans F (d’sprés

¥ -mesursbie et nulle en deshors
Y -intégrables. D’aprés le cor.2

ent négligeable

& - s hd : "a, o - &
able si l’application t —> Jk&, est vsguement continue)

. D’autre psrt, on & d’aprés la
prop. 3.

combinaison linésire de fonciions

. Zn général,

1a formile (1))




& Lo

‘; il exi;sﬁte une suite fn de telles fonctions pour lesquelles

' lim flf(x)-f (x)! dv (x) et 1lim Uf(x)d ¥ (x)mff (x)dy (x)i-*-u .
| n 2 w0 n "0 s n
D?’aprées la prop.3, on 2 1im f*d H—{t) lf(ﬁ“fn(ﬁld*}'»t(x)w? et a fortionr

— : T = oo
(5) 1m [ | fr0ad 0= £ 00k, 0] apw = o.

H—>o00 ;
Zlant donnée la forme des fonctions f , ’anplication t — fn(x)d)\_t(x) ;

: . o . . ;
' appartient évidemment 3§ 4, - (T, 4). Alors, (5) prouve gue l’apnlication
i o e

o

t -—)ff(x)d)\.t(x) ‘apnartient & tf; (Typr 35 et que j[ d%c(t)j'f(x)d)nt(x}
¢st la limite des intégrales j d @ (L) j fn(x)d-)\g (%) :j'fn(x)d vi{x),
c’est-a-dire ‘[f(x)d«? {(x). 5i 1’svplication t —» ")\‘t est vaguement
continue, le raisonnement se transpose de lui-méme.
Remergue.- Lorsgue l’application t — ff(x)d)\.t(x) est définie et
nulle en dehors d’une réunion dénombrable d’ensembles jr -intégrebles, 4
M est négligesble, la fonetion t ﬁjl-f(x} dig(x) est intégrable, et
on a 1s formule (4’). "1 en est zinsi notamment dans les cas (A) et (B}
ann” o .

Corollzire 1l.- Soit A X un ensemble ¢ -intéerzble. Alor's, A est

ﬁ,&aintép:rable gauf pour un ensemble N loczlement néclicezble de valeurs

de t 3 la fonction t —» J\,t(A), définie pour t%ﬁN s est essentiellement

intégrasble, et on & J{a) = jﬁg (n) dgA(t) . 51 1’avnlicstion t “‘92\';«

est vaguement continue, N est négligeable, 1l’application t — At (4) est

intéprable, et ona Y (a) = { }Lg(z%) apelt) .

Corollaire 2.- Soit f une fonction positive finie ou non sur X , J -mesurs-

ble, et nulle en dehors d’une réunion dénombrable d?ensembles }}«»intép;rable

o

x
flors, la fonction 1 -—->J§ £(x) dkk(x) est mesurzble, et on s

~ 3% e ¥ oaa
J tav = [Tapw [Treal . s

53
ok - *
vaguement continue, on & | f(x)dJ (x) =J[ d}/t(t)j f(x)d)\.t (x) .
N :

1’application t ——,s.)a,t est
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Soit (An) une suite croissante de parties 9 =intégrables de X telles
gue f(x)=0 pour xf U n o0 et soit f = inflx, flgA )} . Chzque fonction
.

fn est 7 -intégrable. Tl existe un ensemble 100aleznent négligezble

}\THQT tel que, pour tout t%ﬂn y T soif .)Lk~1ntemﬂabl . «'ensemble

n
L;g I‘-Tn est localement négligezble, et, pour tout tél‘? , Chacune des
. £

fonctions .fn est A -intégrzble., D’cpr:s le th.3 du c’nap,,]f\if, §1.,, la

E
1 r¥ ¢ > .
f’onction Tt —— £{x) d.ﬁ\;,t(x) est 1’enveloppe supérieure des fonctlions

—> f {x }d}w {(x), gui sont des fonctions essentielliem nt intégrzbles
2 4

t ; done 13 Fonctior t m@{T(x}d.}‘, {x) est mesursble ;3 en outre,

on a

r i o ( (.

jf{ﬁd‘f (x) = sup | £ (x)d¥(x} = sup gdg);.(t)j f (x)dh, (x) =
%‘Qv e }‘éﬂ %;- T £’ n e
{ dpit) {f{x)dﬁt(x} .

51 l’apnlication L —> .?‘«;, est waguement continue, on voit de meme que
. % : g 5% ;
jg 2{x) 4% (x =jrci§,a(‘cj‘j f&}c}dﬁ,k(x) -

wes conclusions du cor. ne sont plus nécessazirement exactes si la

fonction f n’est pas nulle en dehors d’une réunion dénombrzble

3’ensembles ¥ -intégrables (g 8,exerc. : ILtat 2, p.lll, exerc.z).
5, ™tégraies faibles superposées.- Proposition 4.- Soit f une fonction

B

gétfinie dams ¥ , & valeurs dans un espace loczziement convexe séperé I
7

sur ® . Supposons f fziblement ¢ -intégrsble, et faiblement ,)s,,, =intégrzble

sauf pour des valeurs de t formant un ensemble N localement négiigecble.

Alors, la fonection t @){P(,{‘dﬁ {V‘, définie pour 'r, ;. s, est faibl

ment esseriiellement indegTabJ.e, et on & : j x)d ¥ (x) =i t}fxé:ud) {x)-]

Si i’svplication LU ~—;> est vaguement continue, et si N est

Tt = '[i(x A (x) est faiblement intégrableg
;

dy.\t)ugf{x)aft; ix)

b
L%
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o g : - =
in ”"éf‘f‘et soit P? 1e duasl de F . Pour tout z’€ FP’, la fonction
<f,z’> est J\. ntégrable lorsque t¢37 ; la fonction
Tt —> f<f‘(x)z >d,)t, {x) , définie pour t¢N , est essentiellement

-

¢ - 1ntegr'ob'¥e {th.1), et on & » . A ;

<j[‘"(Y) dy(x),z’ > }<f(x) z?>d)}{x) =jdy_(i)]<f(x)?29> dﬁtix)
'j< [ £(xja A L0, 21> apl) : |

Donec 1z fonction *-“}j ‘f“(/:)df\, (*z), inie pour tgfh s est faiblement

essentiellen -t intégrable, et on o v1{1“(3{)&5’(:»::) = de;.é(t) }:[ Flod i (x).

o

On démontre de méme la deuxiéme partie de la proposition.
Tl neut arriver gue f soit faiblement ﬁmintégrable, meis ne soit
fziblement J}&(’ intégrable pour aucune valeur de t (méme avec T, X
comnacts meétrisables, et ¥ hilbertier de type dénombrable s ef oo,
egerc.: mtat 2, p.112,exerc.15}, lorsque ¥ est un espace de mesures,
on a cependant la proposition suivante :

Pronosition 5 (frensitivité) .- Soit x —> f’ une fonction ¢éfinie dans X,

& valeurs dans 1°espzace jzﬁ (¥) des mesures sur un gspace localenent

comnzet Y . On supnose Gue ¢

1) comme nrécédemment, llannlication t ;,A, est vaguement ( -mesyrsbl
b

(resp, vaguement continue) el vaguement essentiel lement H ~intégrzble :

j%?/ O pour tout tET : on pose toujours 3 =f ‘A"—t du(t) ;

(-..

2) 1’szonlicati

on X —= g"‘x est vaguement ¥ -mesursble et vasuement

7 -intégrable 5 P, > 0 pour tout xeX ;

3) il existe pour toute partie compscte C de T (resp., il existe) :

&) une vpartie A de X, réunion dénombrable dfensembles y-intégrables,

h Y 3

telle gque la restriction & { A de "aDDlICat ion X —s € y scit vaguement

jbg—mesurab;_e pour presqgue tout te¢ C (resp. pour presgue tout teT) 5




—an
b) une partie fermée B de ¥ , contenue dens une réunion dénombrible

d’ersembles -compacts, telle gue, pour toute fonetion numérigue hiy) conti-

nue 3 sipnort compact contenu dans f:B sy 1’application x *%( fx ,h>

soit ‘/\‘L‘ ~intégrable nour Bresgue tout tecC (resp. pour prescue tout

£lors, llapnlication x > g’x

POUX_un ensemble N loczlement négliceable (resp. négligesble) de valeurs

€8t vaguement )"5 =intégrsble, s:zuf

e t . L’anolication t—> dA (), définie pour + N , est vasue=

ment essertiellement intéegrable (resp. waguement intégrsble) pour o

et on s
jdy(t)ffx dA, (x) = fcxds? ()
(reso. j dpe(e) jf’x d-l\,&(x) = } fxd*) {xy ¥,

Dicpree e Prop.z, tout revient 3 prouver que 1l’appiication x s ?x
est vaguement A t~intégf'able 88Ul pour un ensemble ioczlement négligeable
de valeurfs de t . (resp. ﬁégﬁigeable si l'anplicstion ¢ — “At est
vaguement continue),

Soit donc C une partis compsacte de T . Par hypothése, il existe une
partie fermée B ‘g Y, contenue u'a!ls 1z réunion d’ure sulite i{l,b:gﬁ
de parties compactes ge ¥, telle que, pour toute fonction numérique aly)
continue 3 Support compsact contenu dans {;B y Y’application x — f‘: ,h}
s0it At'»intégrab}.e pour tout te C=§:’l, Hl étant une partie e -néglicen-
ble de C . 3501t Ui,“i)’?,.“ une suite de partiss ouvertes relstivement

b |

compactes de Y, telles que X U, « Pour n=1,2,,.., 80it hy{y) une

fonction positive continue 3 support compact sur ¥y, égale 3 1 gsur v, -
Les foncticns x — < fx ,hn> sont 9y ~i;qtégra‘-:>les,, donc Aé: -ihtegra~
bles pour te-’Z‘»HQ y H étant une partie (4t ~négligesble de C .

D’autre pari, d’asprés 1’hypothege 38, 1’zonlication x o est

vaguement J\.t~mesurable Dour te C=Hh), 5 HS étant une pertie ,u.anégligeable‘ :

S e




de C (cor.2 de 1z pProp.3) . Ceci posé, nous zllons prouver que l'’zpnplica-~

tion X -3 f est vaguement .A. =1ntegrab1e pour tout t E.Cw(HluHé,uH ).
Pour cela, soit h une fonction pcsn:we continue & support compact et

majoré par 1 sur ¥ . Le support de h est recouvert par les ensemiles cuverts

[’,‘ B, U ,U,.),e.,., et on peut extraire de ce recouvrement un recouvrement fini.
D’aprés le lemme 1 du chap.IT], 3 25 11 existe un nombre fini de fonctions
positives continues & supvort compact uo(x),ul(x),. ..,up(x) telles que :

2

1) hix) = Z,_ Hotx) : 2} u,(x) = son support contems dans SB :

3) u;(x), 031-1:' 1€ig<p , a son supnort contenu dans un des ensembles Uy,
qu’on peut supnoser &tre U - Alors, l’anplication x --><f sUg > est
.)\.k=1ntégrable pour tout téf”a l puisque U, 2 son support contenu dans (’ B
pour 1%i<p y la fonction positive x~><f> ’ u1> est _A_tamesurable
nour t€C~=n?, et d’lntegr'ale supérieure finie si te C-H, puisque

Jr <?x s Us> dA (x) < j<~fx sh. > d.)\, - Ceci achéve de prouver que

1’apnlicastion x —> Fx est Atalntegrable sauf pour un ensemble localement

négligeable de valeurs de 't . Si l’application t-ﬁ>J\t est vaguement
continue, le razisonrement se Ltranspose de lui-méme sous les hypothéses
indiquées & 1a Tin de 1’énoncé de la proposition.

axérciceso
1. Soit f une fonction qéfihie dans X , & vzleurs dans un espace topologique,

{4
el mesurable pour J = j Akdp&(t} . Supposons que l’spplication + —» J\,%

s0it vaguement Intégrable, et qu’il existe une partie A de X , réunion

dénombrable d’ernsemhbles compacts, telle que la restri ctlon de f 3 gA s0it

1

A; =mesurable pour presque tout e L . Alors., T est 1\5 =mesursble pour

2

presque tout teT .




2 51 A. = é vour tout tET , et si f est une fonction positive loca-

s

lement négllaeable mais non nédllgeable pour ¢ sur T, montrer que
f dp(t)[f(x;dﬁ. (x)}j dp (t) f f(x)d.h (),

§ 4, Intégration de mesures ponctuelles.

1. Préliminaires.- Soient X un espace loczlement compact, et © ”ﬂ?J&t

une apnlication de T dans 1’'espace ~/¢z(X) des mesures sur X . bans tout

ce § , on suppose que

1) ,k 2 0 pour tout teT ;

2) l’aDDllcat¢on t-—a.k est vaguement essentiellement intégrzble
on pose ﬁ\, di.:.(t) ;

3) pour tout teT , la mesure )kt est nulle ou a son support réduit

B3

& un point.

On a donc jLE = g(t) & T(ey ol g est une fonction numérique finie
bositive sur T , et T une application de T dans X . La fonction g(t)
est déterminée de maniere unique par Jkt , et 1’application 4 est
déterminée de maniére unique sur l’ensemble des points ou ‘At f Us
c’est-3-dire g(t)#0 . 51 T et g sont continues, 1l’application ¢ ~754kt
est_vaguement continue, en vertu de la prop.6 du chapOITI,§§Z . 11 en
risulte aussitot que, si M et g sont y,mmesurables, 1’application

1 ’f>~Ai est vaguement u -mesurable. Dans toute la suite de ce 2

on fazit encore 1’hypothése suivante :

4) 4qr et g sont mesurables.

Pour pouveir traduire les résultats du § 3, ncus surcns besoin des

remsrques suivantes. Soit t un élément fixé de T .

1) Si f est une fonction positive finie ou non définie dans X , on &

* % :
JP f(x)d]&t€x) = j. f(x)dqht(x) = PIL(D))g(t) lorsque glt) >0 ,
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et jﬁ(x)d)&e(x) = f(x)dlt(i)so lorsque g{t)=0. Nous conviendrons
que O +00 = 0. On peut donc écrire, dans tous les cas :
j*fmcmt(x) = Pl (t))glt) .

2) Toute fonction définie dans X est JL& =mesurzble.

3) Seit ¥ une fonction définie dans X, & valeurs dans un espace de
Banach. Alors, f est ')Li: -intégrable, et j‘f(x)dl,t (x) = f(?{"(t))g(t) .
S3i f est & valeurs dans R, f est J\taintégrable si et seulement si
I (L))glt) < + @, ot on & alors J[f(x?diiz(x) = (T (vygly) .

“nfin, nous auronc & faire usage du lemme suivant :

Lemme 1.- Soient T gt X deux espaces localement compacts, et T une

apnlication continue propre de T dens X . Soit g une fonction numérique

finie ou non, semi-continue inférieurement, définie sur T . Pour x€ X y

soit f(x) la borne inférieure de g(t) pour t é‘ﬁiii (x)s cette borne

e 2 : ; . i~ : :
inférieure étant prige égale & + oo 8i T (x) =y§ . ators, f est semi-=

continue infériesurement.

Observons d’zberd que W (T) est fermé dans X . in effet, il suffit
de prouver que, pour toute partie compacte X de X , FT(TINK est fermé.
or, Wnr =19t “i?‘ (K)), et | :ﬂ?‘ (K) est compact (puisque 57 es‘t' propre) .

Comme f{x) = + o0 qguand x appertient & 1’ensemble ouvert gﬁ“m,

o5

il suffit évidemment de prouver que la restriciion de £ a8 T (T) est
semi-continue inférieurement. Autrement dit, on peut supposer X =T (T).
D’autre part, pour tout point xe X , x posséde un voisinage compact V

‘-1 - -
et q (V) est compact, de sorte qu’on peut supposer en outre X et T




Ceci posé, soit a un nombre réel fini, et montrons que l’ensemble
ACX des x te'ts que f{x) > a est ouvert. Soit X €A .na g(t)> a
pour tout € e ‘Z?'{x }, donc pour tout t d’un vo:.slnage % de ?il(’xo) J
On peut supposer W ssturé pour la relation d”equivalence "W {y)= Ti(z)"
(Top.gt’an,,.,?é éd,.,chap.I, g sDPOD.7) : sBlors,; W L4 est un voisinage de x|
dans lequel ¥ majore strictement a , ce qui achéve la démonstration.

2. Intégreles supérieures de fonctions positives.- Théoréme 1.- Soit £

une fornction positive finie ou non définie dans X . On a
T &
W | 28y e =j £(T(£))gle)d plt) .
IR §_§"g‘ sont continues si g(t}}()_gour tout te€T , et si 4 est proprd

Pl

on & de plus
1) | 2047 (9 = [ £(F (et pct) .

Traitonz d’sbord 1z c&s plus

S

ecile ou W et g sont contimues, oy

=y

g(t) >0, et ot W est propre. Soit £(t) une fonction semi-continue infé- §

rieurement sur T magoran*c la fonction (W (t))g(t). On va montrer que

| j -@(t/d#at) j f{x)d¥{(x). Vu l'arbitraire de la fonction f il en
* ¥ .
résultera gue f AT (L))glt)a gﬁe( Z f(x)d¥ (x), ce qui, avec la for- [

. _

mule (3°) du 93 : achévers de démontesr la formale {(17).

Pour cels, nous définissons une f&ncti‘cn ‘Ir(x) sur X de la maniére
suivante : ?{x} est la borne inférieure de *f(t)!/g(t) sur 1l’ensemble
;i?i“ {x) (si cet ersemble est vide, ls borne inférieure est considérée comm
égale & + e ), La fonction = possede les propriétés suivantes
1 F =% 3 2) ?(':T(t}}g(t) < ‘f(t) s 3) f est semi-continue inférieu
rement (ceci résulte du lemme 1, et du fzit que f/g'est semi-continue
1nf‘ér1eu rement) . J.ors, tenant compte de la prop.l au 23, on a

f 'E(t,dy,(t) > [ET@swapw -/ f(x)d?(x)}/f(x)dx?(x)

o TN X AR
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ce qui achéve de prouver notre assertion.

Passons au cas général ou ¥ et g sont mesurables. ous supposerons
d’sbord que le support de f est compact, donc contenu dans un ensemble
i ouvert relativemert compact U . anpliquant le lemme 1 du Q 3, soient N
une partie de T localemert négligeable peur/ B, et (Cl,Cg,.,.) une suite
de pirties comnactes de T, telles que (T'{t)zg(t) = j ‘6 (x)d.)\. (x) =0
| pour t(f_”u( U e ) On peut supnoser que la restriction de T et g 3
i chagque Cn est contlnue que g est strictement nositive sur chaque Chy et
‘ que la sulte (C ) est croissante. Posons A = UC y Al = U4 ,
| Soit %(t) une fonction semi-continue 1nferle.1rement sur T, magorant la
fonctlon € (OF(TW (L))glt). On va montrer quefﬁ(t)dg(t)}j flody(x) |
Vu 1’arbitraire de 1la fonction 9 s 11 en résultera que

jr L (0E(T (f))g‘{t)dy(t) > f £Ix)Ay (x)

donc que

e

j{ f’(’ﬁ‘(t))gﬁt)dy(t) ‘[ f‘(x)dﬂ(x)

ce qui, avec la formle (3) du 33, vrouvera que

() ] £ (£))glt)d (b jf(x)dz)(x) .

Pour tout entier n 2 1 , définissons une fonction £,{x) sur X de 1sa
maniére suivante :

1) si x€U, £ (x)=0

2 51 xe U, fn(x} est la borne inférieure de ”g('t}/git) sur 1’en-
semble T {(x) N Cn »(si cet ensemble est vide, la borne inférieure est

considérée comme égale & + oo ).

>

Les fonctions fn(x) possedent les propriétés suivantes :
1) f£.(x) > £(x) : c’est immédiat si x$ U, ousi xelU et

-4 7 -4 : "1
T(NC, = fisi xeU et T (XINC, # ¢ , on a, pour tewrx)Inc, 5




o 30 o
£(1) » € (v) (T (1))glt) = 20w ())glt), done L(1)/glt) > Flarlt)) =
= Yiyy . oone fn(x) Z Tix) | '

2) fn(TT(‘t})g(t) < (t) et t% A’-C. : en effet, soit x =T(L) ;
si x¢ U ,o0ousi xell et glt)=0 , ci’est immédiat 3 si xeU et g(*)?u,
on a ‘EU(’ff(t})g(t) £ 0, donc tea’, donc t€Cy, donc t & ""}L)QC )3
par suite, £ (x) < f(t)/g(t‘), c’est-3=dire fn(‘fr(t))g(t) < - (£) .

3) La fonction fn est semi-continue inférieurement . I1 suffit de le
vérifier en un point x€U , et ceci résult te alors du lemme 1, aprvllque
a4 1z restriction de T é C_. et 3 la fonction -f(t)/g(t}, gui est semi-

n
continue inférieurement sur ¢ .

Lz suite de fonctions f*,,,),..a esi évidemment décroiésante., Soit
£(x) son enveloppe inférieure. La fonction f posséde les propriéiés
suivantes :

1) flx) 2 rln)

) TT(enet) € £(1) o1 tea-a=y ;°

3) f est ¥ -mesurable, et évidemment nulle en dehors de U .
Alors, le cor.2 du th.l du <2 eqtra‘i ne :
~'?~“j e = e :
j p{t)apr(t) =j £(t)a () ,}}j f{‘i?(‘t})gitidg,&(t} =jf(x)d‘9 {x) ‘
> f *p(0de (x) |
ce qui echéve de prouver la formule (2). .

Passons zu cas ou f est quelcongue. Pour toute partie compacte il de X,




: el e
D’sutre part, soient C une vpartie compacte de T, et b un rombre quel-

tel que ¥ ;
conque i b < j *Cc(t) F(F(L))e(t)dp(t). »’ersemble C est la

réunion d’un ensemble négligeable M et d’une suite croissante de parties

compactes (Cn) tels que la restriction de I & chaque Cnv soit continue ;
les ensembles X =T(C_ ) sont compacts ; on a, pour n assez grand

bé f*‘ecn(t) (T (e))glt)ap(e) £ ‘6 (L)) £(T (£))gl)ap (L) =

J[ ‘QK (x) £(x) Y (x) < f £ix) avy (x)
conc, vu l’arbitraire de b .
f*‘éc(t}f(‘ﬁ'(t))g(t)d;&(t) L j fix) dy (%)
puis, vu l’az_'_*%itraire de C -
| sy swapw < [ £ a2

ce qui achéve de démontrer 1z formule (1). '

gl

Corollaire.- Soit f une apnlication de X dens un esnsce topologigue G , et

soit S 1l’ensemble des points te€ T tels que g(t) > 0. Pour que f(x) goit

¥ ~-mesursble, il fzut et i1 suffit gque la restriction de f£(TW(t)) & S soit §

H -mesurzble.

Supnosons £ mesurzble pour ¥ , et soit C-une partie comiaac‘ce de S .
71 existe une suite (Cn} de parties compsactes de C‘ telles que C- l{»,.J Ch
soit négligesble et que la restriction de W & chaque C,, soit cont‘inu.e.
T1 suffit de prouver que la restriction de f£(f (t)) & chaque C, est mesu-
rable. L.es ensembles ~ T(Cn,, sont compecis, et il ex1ste.. pour chague

7

indice n 5 une suite (r\m) de parties compactes de XK - ye le que

F =K = U K soit onegllgeable et que la r*estrv ction de £ & chsque
n n y M .
K ., Soit contimue. Posons C, = Ti' (Knm},f) e, B = ‘*?I’(Lin)ﬂCn . LES ensem-

bles C = sont compacts, et la restriction de f(T (t)) & Cpy est conmtinue,




|
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infin, la fonction ‘E’ (ic) (%) est ) -négligeable, donc (th.l)
‘6,, (W () f’(?T’(t)Jg(t,) est localement {4 -négiigesble, donc
an('t) (1 (1)) est p -négligeable, ce qui acheve de prouver que
g lig 600 - restreln‘ce 2 3, est {-mesurzble.

Récivroquemert, supnosons que la restriction de f(#(t)) & 5 soit
“ -mesurable. Soit K une partie compacte de X . iLa fonction %K(T(t})g(t)
est nulle en dehors d’un ensemble réunion d’une suite de partieg compactes
et d’un ensemble localement négligeable (2 3, lemme 1), donc %ﬁ“ (K)Nn s

est réunion d’une suite (Cn"} de pariies compactes et d’un ensemble négli-

e

gezble ¥ . On peut supposer que les restrictions de W et de W (L))

chague C_ sont continues. Soit K =T(C )lc K , et Il = K= i,,) K . lLesg
n 'n n i

er:sembles Kn sont compacts. L’ensemble il est localement négligeable

(donc négligeable) en vertu du th.l, car ‘{i__l.:.('i{"(t))g{t) est nulle en
dehors de N . ZnfTin, Kn peut etre identifié & 1’espace quotient de Cn

par la relation P (x) =Ti(y), et § & 1’zpplication canonique de C, sur

x

cet espace quotient (Top. gén.,2% éd.,,c 12D. 1, giib,, cor.l de lz prop.8),

gone 1z restriction de flx) 3 Kr est continue, ce gui prouve gue f{x)
est ¥ -mesurable.

T

eurs dans un espace de Banach.-

N P A N N A o s R PR S B 2 e SRR Z e o
heoreme Z.- Soitl T une fonction définie dans X s & valeurs dans un espac

PR - - e~ s P 22 2 = > s -~ £ S % = B e 5
de Banach F ou dans R . Pour gue T{x) soit essentiellement +-intégrable,
3 ® gy - - s FES % Rl - AN ol S e - AT
il faut et i1 suffitgue F(W(t))glt) scit essentiellement i einteorapie
et on & alors
r [
Y Ty 3 N N o e 7
(3) g flx)dy (x) =P E(F (L)) gf )'g ELL) .
N ~
= o Y s + oy S \ i & S
Supposons fi et g continues, g(t) >0 pour tout €T , et W propre.
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scit }Lmintégrable, et on 2 alors
(373 ‘!-f(x) g Jix) =‘jhf{ir(t)) gl(t) déL(t) .

“our que f{x) soit essertiel;gﬁfnt,'&aintégrable, 11 Feut¥il suffit que
f(x) soit ¥y -meswsble et que VJ{ %f(x)édé?(z)<; S o Eodbnel A1 oL
g; il suffit oue FLF (L)) g(t) soit f&émesurable et que
Jﬂiif(ﬂ”(t))gg(t)dgéit)<ﬂ*Go‘ {(th.l) : autremert dit, il Faut et il suf-
fit que F(F(t))g(t) soit essentiellement fh ~intégrable.

Supposons qu’il en soit ainsi, T1 existe.uné suite {fn(x}} de combi=

naisons 1inéaires de fonctions de 3{,{X} & coefficients dans

P
1im gf(xjaf (x) dV(x)=0 : 1im %jf(x)dw) (x)wjfﬁ(-»—}d*? (}Q“:O
N oo - > o0 . |

donc (th.l)"m
o {f“" ¢ = % %
1 FT(L) glt) - £ (W (t))eglv)] aue) =0
Lim J T a®) - 2. (F )gw)] aplo
et par suite

1m | [ #(Fe)ewapm - [ 2(Tw) swe ko] = o

R0
Ory & cause de la forme des fonctione fn’ on a
9 (x) = ST
jfh(x) da+(x) ‘qun(h (L)) g(t) apiv)

ce qul achéve la démonstraztion de la formule (3). La formule (3’) se démoni

tre de maniére analogue.

4. "ntégreles faibles.- Provosition 1.- Soit f une fonction définie dans X8

& valeurs dans un espsce localement convexe séparéd F sur R . Pour gue f<y3

soit faiblemert essentiellement V -intégrzblie, il faut et il suffit que

£LW(t)) g(t) soit faiblement essentiellement (i-intécrable, et on s alors

e

@ [ 200 a9 60 = [ 2T aapw .

oJ
Supnosons i et g comtinues, g(t) > O pour tout teT , et § propre.




Pour que f(x) soit f‘alblement Y ~intégrable,

gue f£IW (£))gl(t)

il faut et il suffit

soit faiblement i -intégrable, et on & zlors

(4?)

En effet, soit ™’ le duszl de

[ £t89 0 - [2(7 (tyrgtvra pley .

=

F Supnosons f fziblement essentielle-

o

ment 9-intégrable. Alors, pour tout zle ¥'s la Torction <f(x),z”>
est essentiellement 7 mintégrabley donc <f("!"@"(t)g(t},z”> est

essentiellement “ »1ﬁtég‘fable a2, o on_a

<If‘(y)d] {x1,2? > =Jg<f(3¢},z"> a7 (x) =j<\f(’§f(t))g(t),z”>d;—&€t-)¢
Tonc lz fonction AT (L)) glt) est Taiblement essentiellement

fA-intégrable, et on = f“(x)dﬁ (x) ff(?“(t)}g(u)dgzk(ti On voit de

f(?ﬁ”(t)}g-‘t)

£(x) est faibliement essertiellement ¥ -intégrable. La

meéme que, si est fclblanent essen‘elel‘ement M@Tﬂvég’fablae
formule (4?) se
démontre de maniére analogue,

Corolliaire.- Scit x —> go une fonction définie dans X

’espace /A {(v) d

Pour gque l’apniication x — P

8 wvalenrs dans

€S _mesures sur un espace localement compzct YV .

S0it vaguement essentiellement

9 ==1z’rcs’:g‘*\:nab_z.@s 11 faut et il saﬂln que l1’anplication t = £ g(t) ;
, w(E) ,
soit vagvnement essem)lelL@leﬁt [t =intégrable, et on g _alors :
(5) { dv(x) = | p g(t) dult) . i
af E ‘} f 1 ;‘:gi;} o ) Eéj /
Supposons W et g continues, glt) > 0 pour tout te T s &L propre -B
§ Pour gue 1’apniication =« =3 ?:g £0it vaguement -intéprable, il faut
et il suffit que 1'aspplication t —s £ g(t) soit vasuement
(L)
& -intégrable, et on a2 alors
' (57) o - | g{t)a
\ \ELVD : @.t) e
B J Yo &
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Sxercice,

soient g une fonction numérique finie définie sur T, T une aonlicetion
de T dans 1’espace localement compact X , S 1l’ensemble des teT ties gue
g(t)#0 . 5i 1’apnlication t—ﬁ,ht. = g(t) £ (t) est veguement continue
(resp. vaguement mesurable) les vestrictions' de g et T & S sont conti-
nues (resp..mesursbles). (iontrer d’zbord que, si 1’an»lication t-fajkk
est vaguement continue, 9 est contimue en tout point to de 1’ensemble
ouvert 5 : pour cela, considéerer, pour tout voiginage V de 49 (L,), une

4rs

fonction positive £ de K (X) nulle hors de V et égale & 1 en it ).

9 5. l'esures définies par des densités numérigues.
oy -

1. Tonctions localement intégrsbles.- Définition 1.- On dit gu’une fonction

g, Géfinie dans T, & vzleurs dans un espace de Banach ¥, est locslement

intégreble pour f s ou locslement W ~intégrable si, pour tout point tE€ T,

il existe un voisinage V de t tel gue la fonection g}e soit intégrable
v
Dour {4 .
La notion de fonction localement intépgrsable est de caraciere local.
Plus précisément, soit g une fonction telle que, pour tout teT . il

existe un voisinsge V. de t et une fonction localement intdéorsb
L = )

f.v..!
®
09
ct
ot
(O]
fomt
b
@

gue: oflx) — gt(X} localenent presoue partout dans V, ; alors, g est loca-

Celaz permet de dire qu’une fonction g définie loca
L g 22

(resp. une fonction numérique définie et finie localement presque partout

> 3 - o - s
grable ; dans ce cas, on dit sussi que la classe g de g modulo 1la relstion

&
d’équivalence "g et g’ sont égales localement presque partout" est

localement intégrabie.
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Proposition 1.- Pour qu’une fonction g , définie dans T , & valeurs dans F,

soit localement intégrable, il faut et il suffit que g soit mesursble et

gque, pour tout ensemble compsct K , f%;g ‘C’ % dpud+co .

Les conditions sont suffisantes, car el les ertrainent que g qﬂk est
intégrable (chap.V, éS,th.S} . llontrons gu’elles sont nécesszires. Si g
est localement intégreble, g est mesursble en vertu de la prop.< du chap, IV

g 5 {principe de 10CGllSath 1) . D’autre part, soit ¥ une partie compacte

de T : pour tout tekK , il existe un voisinage VT de t tel que g ¥

: Y
soit intégrable : soient t”"t?,o“,,tr des points de ¥ tels que
g 54 ~ ]
¥ (A
< & i
V. ¥ V. recouvrent K : on a @ -5 |o
t 204 Mtcey = rens & ¢ g < 7, g« i 3 -
e t K IS V1 e |
donej [gﬂeKﬁg di e s
=Zn particulier, toute fonct mesurzhblie g bornée cans chague ensemble
compact est locslement intégrable. De méme. pour tout nombr p tel que
: , . ’ ;
l{p &+ oo y teute fonction g e czf,_,. est localement intégrable, car,
£ F ‘ e “;
. , , > 2 :
pour toul encemble compact ¥, ¢ gppertient & { fq étant le nombre

-

tel que p + q" =1), done ¢ <€‘< est intégrabl
5

(D
i
&
E
o]
§
2
AN
i
ot
=
®
£
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e

Corollaire 1.- Soient g une fonction positive locslement intégrable, et

g’ une fonction mesurable 3 valeurs dans P . Si, pour toute pariie compacte

{ de T , existe une constente L

&%

telle que g" {3)

P —

e

< “y g(x) pour tout

XekK , g’ est loczlement intéprable.

Corcllaire 2.- lne fo}CL“iOE‘? localement intégrable & support compact est

intégrable.

Corollaire 3.- Soient g une fonction loczlement intégrable, ot

[R-ited

H

une fonectid

b

mesurzble bornée 3 support compact. Alors, fg est intégrsble.

C’est une conséquence immédiate des cor. 1 et 2 .
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FPronosition Z.- Zour gu’une fonction g , définie dans T, & valeurs dans

P 4 goit loca;ement intégrable, il faut et il suffit gue, pour toute fonc-

tion rumerlque finie f continue et 3 supnort compzact, fg 301t intégrzble.

~a condition est nécesszire d’znrés le cor. de la pfop._.._neclproque-
ment, supnosons cette condition remplie. 5i X est un ensemble compzct guel-

conque, il existe une anplication continue f de T dans [oglj y égzle & 1

=

cans ¥ et & support compact (chep.TIT, Y2,lemme 1) : on s alors
p 95 2% 3

g (€§< = '(fg) CeK. y €t;, comme fg est intégr "able, 11 en est de méme de g @

O"ﬁ.%{'"

. iesures définies pzr des densités numérigues.- Soit g une fonction

numérique finie définie dans T . Posons, pour tout teT , A

e T EE, .
Dire que 1l’annlication t --:>J§.t est vaguement essentiellement intégrable,
c’est dire que, pour toute fonction f ¢ :f’{ (T), 1’application

L > 7, .)‘s.,t>= f(t)g{t) est essentiellement intégrable ; de méme, dire
que t —> )‘t est vaguement intégrable, c’est dire que, pour toute

re K (1), t — P(Lig(D) est intégrable ; sinsi, il revient zu méme de

cire que 1’annlication t — ‘)“'t esl vaguement essentiellement intégrable

ou de dire gue cette application est vaguement intégrzble, et cela signifie

encore que g est localement intégrable. In outre, dans ce cas, g est mesu=
rezble, de sorte que 1l’application t — “ALE: est vaguement mesurable
(3 4, n°1).

Supposons donc g localement H’ -intégrable, et soit ¥ = J{J\:ydy.{t}
Par définition de cette iptégrale.; on a, pour ioute feg K (1)

jf(t)d? (t) = j £(t)g(t)d K (t)

Difinition 2.- 3i g est localement intégrable, on dit que la mesure

T -—->j fg dtu sur T est le produit de 1a rnesurelu“ par la’ fonc“mon g 4




L

ou lz mesure de cdensité g par rapport 3 {/L s €t on 1z note g. pH . Toute

mesure produit d’une mesure nositive {t par une fonction localeme.t Inté-

greble est spnelée mesure de base -

M lies d’écrire Y = g. [t » on écrit aussi d Q(t}f—‘g(t}dﬁ,(t)y

®

i o ddit)
ou g(t) ARy

Dens le cas ot g est continue, on retrouve la définition donnée

au chap, 77T, & 2,n°4

3. Intégration par ranport 3 une mesure de base £ .= Doit g une fonetion

positive loczlement intégrsble pour o . .dors, ¥ = g. 4 est une mesure

nositive. Les résultsts du % 4 donr.ent les énoncés suivants :

Proposition 5.- Soit £ une fonetion positive définie sur T . (a a

u—-k gt

J f dy = (fg}d!u« . 5% g esv continue et strictement positive, on a
(¥ #

| £ ay =f (fgldp.

o

Q
ot
o
JQ
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Propas:tion 4.- Pour gu’une snnlication f de T dzns un espace fop

G soit Y-mesursble, il faut et il suffit que la restriction de £ & 1’en-

semble des points ou  glt) ;'j: O soit ¢ -mesurable.

St

Théoréme 1.- Soit f une fonction définie cdang T, 3 valeurs dans un espzce

%

e Banach F ou dans R . “our gque P(t) soit essentiellement ¥ =intégrable,

O

fi=ts
e

faut et il suffit gue f{t)gl(t) soit essertiellement #wimté;{rable, et

1’0n 2 zlors 5 fdys= f(i‘g)dg}vv .

Supnosons g continue et strictement positive. nlors, pour gue f(t)

s Y “ e 3 % = ; s . - -
s0it v-intéorible, il faut et il suffit que f(t)ol(t) soit - ~intégrable,

et 1’°0on & &alors

sy
h
&7
~
i
T
po
®
o

LL e
J ) %

Corollaire.- Pour que 1la mesure g. i s0it bornée, il fzut et i1 suffit que

o

801t essentiellement f.L -intégrzble.




fiqo

in effet, dire que V= g. p est bornée signifie gue la fonction 1 est
y~-intégrzble, ou, ce qui revient su méme, (§ l1.,prop.l) essentiellement
y~intégrable.

Proposition 5.- Soit f une fonction définie dans T, & va.leurs dans un espace

loczlement convexe séparé F sur R . Pour que f{t) soit faiblement essentiel-

lement J-intégreble, il faut et il suffit que f£(t)g(t) soit fziblement
essentiellement ?«L»inté;zrable‘, et on a alors j{ £(t)dy (t)= rf(t)g(t)d;xg(t),

Sunnosons g continue et strictement positive. .lors, pour que f(t) soit

\'D

it feiblement

Q

feiblement Y -intégrsble, il fau il siffit que f(t g( s

i -intégrable, et on 2 alors ff t)ay (L :jf{t)g(t)dﬁ .
4. Propriétés des mesures de basge poo= Proposition 6.~ 5i g1 et g, sont deux

fonctions numérigues localement intégrsbles pour H’ oy gl+g2 est locezlement

intégrable pour po, et (gy +g,7) o= et Zoopp .

(7\
G"}

Cetle proposition résulte aussitot des définitions.
Proposition 7.- Si g est une fonction numérigue loczlement intégrable pour
- -
f,L song (g.p) = gi'.ft, (g-p) =g e (L 1g.gx,i =lg$~p, .
4= B g S b ;
Posons g,}uwg«tg y Evp=¢, . Ons 5412;09 fczi,;o,,u—;/yf%—ﬁz -

+ - : ] -
Your prouver gue ﬁ =Pt H'J.. = K s 1l suffit de prouver que, si une

mesure positive v est telle que

A

Py o »’ii{uz’ ,ona ¥Y=0 . 0r,
soit Ay (resp. A,) l’ensemble des points teT teis que g(t) > G (resp.
g(t)£0). On & ‘eAl g+ = 0, donc A, est loczlement négligeable pour (.,
d’eprés la prop.3, et a fortiori localement négligesble pour y¥ . De méme,
As est localement négligeable pour v , Done T = A1UA, est localement
négligeable pour ¥ , de sorte que ¥ =0 . Les formules

(g- fi)é- = gﬁ poy (g P,)” =g j  sont donc démontrées, et lz formule

\g - {Ll =lg]s  s’en déduit aussitdt .
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Corollsire 1.- Pour que la mesure g. #—SOIt nulle, il faut et i1 suffit

gue g s0it nulle locaiement presgue partcut.

Sunnosons g nulle locszlement presque partout ; slors, pour toute
TE ?C(T), fo est négligeable, done geéazO, iAfcinroguement, supposons
g =0, et prouvons que g est loczlement négligeable. D’apres le prop.7,

on peut se limiter au cas o g 2 U . Alors, commne 1 est négligesable pour

Corollaire Z.- Soient g

grableées. “our que g .= g - , il faut et il suffit que g, et g

fde

S072

ent égzles localement prescue warioutc
Ceci résulie aussitot duféérol .
in vertu de ce corollaire, on peut définir la mesure Be b lors=
que g est une fonciion localement intégreble définie localement

presque partout (n® 1), comme la mesure g’. o ou g’ est une

Corollaire 3.- S0it g une fonction numérigue loczlement intégreble pour i .

DPour que g o & soit une mesure positive, il faut et il suffit

g(ﬁ?:} O localemeni presgue partout.

S AR v . L e Ay { Y = :
Bnoerifet, dire que g i ;, O eguivautl & dire gue (g.) =0 , c’est

cire que g .1 =0, c’est-a-dire que g =0 localemernt presqgue partout.

Provositicn 2.~ Soit g, une suite de fonciions numériques localement inté~

orables pour gé s 4 supposons 1a suite des mesures. gnaég croissenie.

1 faul et i1 suffit gue ia fonction g = sup g, soit localement intégrsz

(03 des = SUr 5 lor iz
{T; des mesures g, 22 est alors =
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e cor.3 de la prop.5 montre gu’on a g (t) € g,.;(t) localement
nresgue periout ; on peut done, en modifiznt les g, sur un méme ensemble

localement négligeable, supposer que 1a suite o est croissante. Suppoo-
E b i O(“

sons les mesures g . o majorées dans M%(T} v alors, pour toute fonction
7 de K {Py, o8 sup jfgﬁdg,(«(* Qo : i1 en résulte {(chep.IV, %4,
prop.4) gue la fonction fg = sup fgn»est intégrable et que

i{f, diL = su
] g Gl %p

(prop.2) et gue g, P est la borne supérieure des g » [ deans % L)

! fgnd;j. ; cela montre que g est loczlement intégrable
>4

Récinrooguement, il est clair ue, si g est localement intégrsble, les

mesures g e (i sont majorées par la mesure g, g

Proposition 9 (zssociativité).- Soient g7 et g, deux fonctions positives

finieg définies dans T. Sunposons g, locelemcnt intégrsble pour (¢ .

Pour que g, soit localement intégrable pour Bieft il faut et il suffit

3

gue gﬁgi soit localement intégrable pour (L et on a alors
3= e Jeo i
gcz ”(gl* f'() (Ozgl; ® i‘*ﬁ- %

Considérons 1’zpplication t —» g (%) Eé: de T dans M-(T). Pour que

Eo soit localement intégrable pour g3 il faut et il suffit que

l’zpnlication t — g, (t) € S0it vaguement essentiellement intégrcble

v e

1llapplication t —> g (t)g (i) %’t 801t vaguement essentiellement inté-
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Dire que g est localement intégrable pour ¢ (resp. ) ;,L’) revient &
dire, en vertu de la prop.2, que, pour toute fonction a7 K {2 -, fg
est intégrable pour £ (resp.p,it') ; s’il en est ainsi, on =
ffd(g.p) jfg d¢ (resp. ffd(g g = ffg djr, jf alg» }4) jf’g dp’).
La proposition sera donc une conséquence du lemme suivant

Lemme 1.~ Soient deux mesures positives sur T. et soit = + ’.
e e e, e T 9 b

Pour gu’une annlication de T dans un espace de Bandch soit P intégra-

ble, il faut et il suffit que f soit 1nteprable pour (4 et ‘,e.’

‘alors jfdg’ ffd(L ff‘dy. .

51 une application f de T dans F est P -mesurable, £ est L | -mesurzble

et p. -mesurable (chap. TV, §5,n°1). Réciproguement, supposons que £ soit

P -mesursble et g.L -mesurable; et montrons que f sst € -mesurzhble. Soit
K une partie compacte de T : il sxiste une partise -néglizesble N ds K

et une nartition de K-N formée d’une suite (Kn) de parties compactes,
tels que la restriction de £ 3 chaque Kn soit continue ; puis il existe
une partie p.' -négligeable M’ de ¥ , et une partition de N-N? formée
d’une suite (Kr’l) de parties compactes, tels que la restriction de £ 3§

&

/
E*(N’) < {&%{N’)-&Hf a("(N’)':Q (chap. TV, sProp.15}, ce qui étzblit notre

chaque K} soit continue : on a H (“”’) < !,a*(”)—u ; et ¢t “Fwry=0 y donec
a1l
assertion.

Remarquons que ({f% < if’"'s' (eh syﬁhfg} - #*'(gfg} et g,i’%{{fg)s._
<?r(f f) fl (lff} +f’/*‘(! [) pour que ¥ soit iniégrable pour £
(resp. p, gA ), 11 fent et i1 suffit que f soit mecurahle pour P (resp,

Ko et aue P(|f3<+00  (resp. p X

Ainsi, pour que f soit P =intéorable, il faut et il euffit oue F eoit

[t ~intégrable et V¥ -intégrable.

9
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Supposols AU 11 en soit ainsi. T1 existe une suite (f ) de combinaisons

linésires de fonctionc de ?Z{T} 4 coefficients dans F telle que

llm r ({ru } = 0 , donc telle gue 1im ﬁ} })* iim Ffﬁlfafp§}=0 .
n->oe n o0 e
“ans ces condlnions, on a %%;%a fnd§’:jﬂf d§7’1§i%A (fn (L= gf dgﬁ ’
TR o
lim jf d}L \ff é%t D’autre part, il est évident que
%~>oo

j T d( = (f d§£ } d*i de sorte que de lemme esti démontré.
3-

Défin it}on d’une fonclion mesurable par des données loczles.- ous

allons procéder du général su particulier (iode d’emploi, n%3).
Soient E un esgpace topologigue, ”! 1’erisemble des parties ouvertes
de & . Supposons donnés s
1) pour tout Ue U s un ensembie FU et une relstion d’équivalence
g 9 g s q—. 7 darh . s » < o &, 19
Ry dans Fy , FU et B étant disjoints pour U # U
2) pour tout couple (U,V) d?8léments de 9 tels que Uc V , une appli-
cation % de F., dans F
Uy v (8]

avec les propriétés suivantes :

e

+ 13 lication identi 7
1) %EQLF est 1’application identique de g

Y at Uc Ve ;< e ¢ = g : &i nous convenons d’écrire,
; vy aywWw Bw

pour deux éléments f1gaFU et T £ lorsque U, DO U, et
¢ 5 - 1 2

¥ (f.)=Ff_ 5 on voit que 1a rels . ., est une relztion

d’ordre :
Doed (U est une Tamille totalenent ordonnée d?’éléments d
-+ - { b 5 - g 7
et si (T est vne famille d’elements
o e ;
» talement ordonnéde pour lz rela-

o
Q
&
]

&
&)
o
ot
({3
>

o
b
z..h
i
pt
(7]
e
o
(e
k,_l
=]
D
=
et
4
{0
tz
o

+ un seul tel que T }-f
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4) si QUoi}o(é_'A est une famille 8’éléments de i/; y 81 U est la réunion
des U, s et 81 F et g sont des éléments de FU tels que (e‘v;{,?f (£)
= ‘ftélv(g} (mod RU% ) pour tout olEA , ona f =g (mod.R ) ;
s sivel ,uell, f*lepU1 ) £3€F,  etar € A, Lo
= %Ufﬂv;_,% (£,) (mod. Rbm, )5 il existe un élément f de FUN u,
tel que U,V U % (£) = fl (mod Rr Yy ¥ l‘u’, v 0y, (£) = £, (mod. RUE} 5
8) si1 flE?U 5 ”‘5&?6 e a fl = f, (rnodaRU)y on a
Cory (1) = €2 (£) ¢ (mody B |

hlors, on a le théoréme suivant :

S e il o :
Théoreme 2. Soit ZL’ < Z}{ un recouvrement ouvert de ¥ . Soit U2 — f

UZ
une fdnctien définie dans J(’ g Lelle cue fme ).Us pour tout U’e U’ ,
Sunnosons que, pour tout U’e U’ ot tout Ve M’ y on ait
o) = i G . = ‘.’..\..l .l i .L ]
‘év,q v’ U (IU,,) = P_W o V”( ) Gmod Ry ors, il existe un

élément fec F’h tel gue, pour tout U’e Zl y On ait

Lﬁ’%,U’(f} = T (mod. Ros)

Seit Ue U . Désignons par {%U 1’ensemble des £ € Fy; tels que, pour |
; / - - _
tout Ule U , on ait (€VnU’,U (f) = ‘ev'nU",‘U’(f”) (mcd,RUng,) -

=t osoit (? la réunion des @U quand U parcourt Vi i’ensenible @

'est pas vide, car tous les fU” pour U’e Z{/ s lui appartiennent.

La relation "f;w g% induit sur ()5 une relstion d’ordre, et nous &llons vois

que (@ est dinductif. Soient (f 'EG(C 5 une. partie totalement ordcrnée de

C@, Ue&e U 1’ensemble ocuvert correspondant a f o, s et U, 1l’ensemble
ouvert réunion des U, - Il existe un f‘eF‘U et un seul tel que ¥ }- 1;

£

pour tout oK € A (hypoihése 3). riontrons que 7T & (jg y Ce qui prouvera

notre assertion. Pour e¢sla, soit Ule U! ; soient g= € STy ot

— e £ S
h = ‘e’\mv’,v' (f;,) ; on a




oea o

‘eq(nv}vnvfg) = ‘ez{(nva(f) =€ a0 T Qe g B

4

‘ (mod. R'U;‘ AU )
a ) = h d.R -
onc ‘evmv', U‘f\‘U"(g) ‘?U AUV A U" (h) (mo v, ﬂU")
Zn vertu de 1’hypothése 4, on en déduit que g = h (mOd°RUn‘U")’ ce qui

prouve que f € @ .
En vertu du théoréme de Zorn, il existe un élément maximsl f de (E :
nous allons montrer que fe FE , ce qui démontrera le théorcme.

Rezisonrons par l’absurde en sunposant fE€F_ zvec un U % . Soient U’
i

U

un élément de U’ rencontrant E-U, et U,=UUD’ . Soit £ €F, , tel que
1

‘CV,'U1 it =7 (mod.Rv}, %‘U",U., (fl) = (modeﬁvz).(hypothése 5.

Si nous prouvons que fl € @ , nous aboutirons & une contradiction,

et le théordéme sera démontré. Or, soit UWe [’ . Posons ‘EU (f )= f‘g

¢

v,

(fu)=f, -Ona

If“fllf Lf& 3

(f) = (f ) = 4 ))

ivf’nz; vinlh. - £€V"nv Vi "‘sz {VL
done, en ver'tu de 1’hypothéese 6, on a modulo RU":’}U
) o= = (£ )
%v"“ﬂfv nuv, e 1; - %U”;w,v«(fU”) %f"nv,wmzé‘ -

D £ T {mod. R :
e méme, %U”() U“’U”HUZ;( %Tﬂnvl vt { S) mo vin U’) -

Done.- £, = £ {mod, ! ) i che e 1a démonstration.
s = I [o QZ/’"H‘:U‘; ,,@equ & b4 at

Corolliaire.- Soient T un espace loczlement compact, fA une mesure positive

-

®
©

B

sur T, et ‘»‘5.; ) un recouvrement ouvert de T . Pour tout o , soit £ (t)

R

une fonction numérigue g*.&amasurable sur T . Supposons gue, pour tout

couple d’indices (X 3 ), % £t) ot fp {(t) soient égales localement

presoue partout dans U, MT/a . Alors, il existe une fonction mesurable

fsur T , telle que f(t) = f‘y‘\t) localement presque partout sur uo,g :

pouy: tout ol ;
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En effet, il suffit d’annliquer le th.2 de laz maniére suivente :

1) Pour tout Ue ¥/ F; est 1l’ensemble des fonctions numérigues

mesursbles dans U (pour 1z mesure induite par p dans ).

it

25 53 f,€F. et f,€7, , la relation £, (mod.RU.) signifie que

L5
f et fi sont égales localement presque partout dzns U .

3). S U Vet fe Fv 5 CQ_U,V(:E‘) est la restriction de £ 3 U .
45 Zﬁl est le recouvrement de T par les U, .

5 fU% est la restriction de f& 3 U& .
Alors, les hypothéses

1 4 6 et les hypothéses du th.2 se vérifient
immédiatement, ce qui établit le corollaire.

8. Le théordme de lLebesgue-"ikodym.- Rapvpelons (cbapoTII §,,,th 3) que

1l’ensemble % (T} des mesures sur T est complétement réticuléd

% =,

Théoréme 3 (Lebesgue»?—’ik@d*mz) .= Soient f/ et ¥y deux mesures positives sur

T . Les conditions suivantes sont éguivalentes :

1)

~

est une mesure de base f"

ot

23~ tonl

cr.semble localement g}iwnégli eable est locslement Y ~négligesbll

3) pour toute fonction numérique g 2 U; continue et & support compact,

4

o

et _pour tout nombre ¢ 50, il existe un nombre 5:} QO tel que pout toute

Si Y est une mesure de base g , Lout ensemble localement g -négligea-

ble est localement V-négligeable, d’aprés la prop.3 : la condition 1 entr-
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%1 la condition 3 n’est pzs remplie, il existe une fonction continue

fo 7 O & supmort compact, et un nombre & > O , ayant la propriété sui-
vante : pour tout entier n 2 0, il existe une fonction continue positive

: . .

g, telle que gnsf‘a jg ap £ Mgﬂ ,jgnszo( - Posons h = Z g

Oon a /h d,u< Z fgn*m d[,t l . L8 suite (hn)‘est décr01ssante,

so0oit h son envehppe inférieure. On a fh dfc= lim hndf.u-:o . Llautre
s 0o ~ ‘

part, f h d? = h_ d\? . Donc h est négligeable pour (L , non

négligeable po*:r’:’o‘, et & suppori compact. sinsi, la condition 2 n’est
pas remplie. sutrement dit, la condition 2 entraine la condition 3 .
 Les conditions 3 et 4 sont équivelentes diaprés la prop.4 du chap.lI,? 392
Znfin, supposons remplie la condition 4, et prouvons que ¥ est une
mesure de base f" . Nous allons procéder en plusieurs étapes.
a) Supposons d’asbord ¥ £ . Pour tout ensemble ouvert relativement
compact U , posons 1/-3, = ‘f s, aZU_ = ‘@ «¥ o« On a évidemment Qyzé #U'

La mesure est bomee, zprés l’_--egalvte de FEolder, on a, pour
V”U s

toute fonction g ¢ f{ (T)

2 3 5 2 2
3 v -
(1) | 7 @] < Y, W7 (gIgy D) p ()
Cela prouve d’abord que si g est prop =8 négligezble, )72,}_ (g)=0 ; en outre,

la relztion (1) montre que la forme linézire ﬂlf sur K (T) est continue
pour la topologie de la comvergence er moyenne quadratique définie par FU .
Par passsge au quotient, elle définit une forme linéaire continue

e’ NS
2 ey )7“ {g) sur lesous-espace partout dense ?{ (T) de 1’espace hilber-

: NS ' e onll o e
tien ’~ {1, {AU/ ; donc elle se prolonge par continmiite & 1’espace
/:‘ ! f 3 3 N 5 £ >
ment fU € (T, F'Ef ) tel que y’U (g) = %‘LU (ng-) pour toute fonction
Ee J{. (T) . Remarquons gue Iy est localenent intégrable pour FLU 5

, b4 > J :
de sorte qu’on peut écrire 3 v fU.fAU .
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&3 5 ‘- 3 P4 & = 45 . 03 5o
n wvertu de la prop.¢ (associativité), iy ‘fv gU est localement inté

grable pour @ , et ‘)U' ==.gUs g - Pour tout ensemble ouvert relativement
compact VC U , on & 9’9‘ 5 .Y = @V,mv ) )=‘€V(gU.§A)=(‘€V gU).gx. -
et d’autre part 17_,[ = gy oo Donc gv = ‘{v_ g5 loczlement presque pzrtout
pour i {cor.2 de 1la prop.7). On déduit vaussit?it de ce résuliat gque, si
Ul et Ug gsont deux ensembles ouverts relativemenp compacts quelcongues,
gy et gu2 sont égales locazlement presque partout (pour pr ) dans U; N U,.
En vertu du th.2, il existe donc une fonction f > O, localement intégrable
pour (4 , telle que, pour tout ensemble ouvert relativement compact U ,
f et gy soient égales localement presque partout dans D . J0it alors h
une fonction de % (T), et soit U un voisinsge ouvert relativement compzact
Su support de h 3 on a }'"'h ay =4grh €, a7 :jh ds?vj»:fhgu,dg.czjh fa.,
ce qui rouve que VY= f.pr . :

b) Abordons le cas général. Si ¥ aopartient & la bande engendrée par -

dans Jﬁé(’f)g ons Y= sup (inf(né;bgs}})o Comme infinp,”? )< n o,

il existe une fonciion localement intégrable f;,, 7 O telle que

inf(ny,,n? ) = fn“ o o Comme lz suite des mesures fn,,;u. est croissante et
a pour borne supérieure ¥ dans x/}@(i’) s 1a fonction £ = sup fn. est loca-
lement intégrable pour f , et on a Y = £, (prop.8), ce qui achéve

. la démonstration du th.3 . ‘

Remarque.~ Pour gu’une mesure réelle Y appartienne & lz bande B
engendrée par Ho il faut et il suffit que )3+é.B et W en
D’zutre part, pour que y soit une mesure de base oy il faut et il
suffit que 3T et Y7 soient des mesures de base i {prop.7) . Donc,

pour qu’une mesure réelle ¥ soit une mesure de base @, il faut et

il suffit que Y appartienne & la bande engendrée par “ o
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Scholie.~ 9So0it } (T, ) (ou simplement g,) 1’ensemble des classes £ des
fonctions mumériques finies f loczlemert intégrzbles pour pt , suivant

1a relation d’équivalence "f et g sont égales localement presgue pirtout

nour (A ", L’ersemble j “est muni d’une structure d’espace de hiesz.
Yous avons vu (cor.2 de la prop.7) que la mesure f.jL ne dépend que de

la classe f de £ dans g . Le th.3, joint & la prop.7, montre gue

1’aonlication £ — f. e est un isomorphisme de 1’espsce ce Hiesz ;

sur 13 b:nde engendrée per P dans 1’espace »/fﬁ (’I‘} . Un voit en particu-
lier que lz borne suvérieure de deux mesures de base (L ,\ f. £ et gy. 5
dans 1’espace %(T) s est la mesure (sup(f,2)). L - )

Comme on sazit que toute bande dans un espace complétement réticulé

est elle-méme un espace complétement réticulé, on voil que 1’espece

E } est complétement réticulé s mais il convient de rappeler gue la
- borne supérieure dans ? d’une famille non dénombrzble (faf. ) de
classes n’est pas nécesszirement identique & la classe de 1’enveloppe

sunérieure des fonctions f v Toutefois, nous avons vu que, pour

ule suite croissante de fonctions localement intégrsbles fn s dont
1’enveloppe supérieure f est localement intégrsble, f - f"’“ est la
borne supériegre des mesures f .- dans M (T) (prop.R).

Yotons encore que 2; peut. étre consgidéré comme module sur 1’sinesu (/QL

des fonctions mesurables bornées sur tout ensemble compsct 3 1l resultie

-

de la prop.S que ce rodule est isomorphe a la bande

0]

rigendrée par

dans J% {T), considérée comme module sur (i pour la loi de composition

(£, fl-) > £ th (& vider).




Proposition 11.- Soit Yy une mesure positive de bzse o - So0it £ une fonc-

tion positive finie ou non, @ ~intégreble et ¥ -intégrzble 4 support

relztivement compsct. Llors, pour tout & > 0, 11 existe 5} U tel gue

: 3 # .
les conditions OLKI’4 7T j f”d},ags ertrainent jf’dQ £ £

("continuité =sbsolue” de y par rapport 3 T

Soit ¥ Zg.jb , ou g est une fonction positive localement intégrable

=

pour fL . Soit g =1 inflg,n). On s {f'géilt supjz O £+ 00 .

1y entier n tel que jf(g—-on)dp £ £ & . On a alors,

71 existe par suite u
% .

I

si OgP2LY *
j dy = jf%r du <J f*(gag )dl,wj f’f’gndu,
£
< f(gagn)dfx, + nj dg.; 5 n] £iau
done J £’dy £ & dds que j £7d g'f:. :
, in

Z. i'esures équivalentes.- Définition 3.- Sur un espace localement compact TE

on dit gue deux mesures positives et ¥ sont équivalentes si les bandes

% . “ % 5 Py
engendrees par u et Y dans M, (T) sont identiques.

3

“roposition 12.- Soient p et ) deux mesures positives sur T . Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1} ¥ est une mesure de bage H# et - uvne mesure de base V.o

W
ot

les ensembl es localement négligeables sont les mames pour u et Y

et J sont des mesures éauivaientes

<
i ) e b

o)
S
=

A

b3 5 . RS S i
4) on.a ¥ = o £ 5, ou g est localcment intégrable pour o5 &%

glit) } O localement presque pertout pour f/u 3 Gans ce cas,

:(1/'g) 9 vfjl[/’g étant définie locaiement presgue partout).

ues conditions 1,2,3 sont évidemmert equvva}_en'tes en vertu au th.3 .

9]
fds

elles sont remplies, on a yo e g. = et L=g?.Y ,o0ug (resp. g?)




Soen
est positive et localement intégrable pour ft (resp. ¥ ). Donc (prop.l0) ;
g’g est locelement intégrable pour F s etona p=(g’g).u . Lonc
g'g=l localement presque partout pour - , de sorte qﬁe g(t);> C et
g’{t) = 1/g(t) localemént'presqﬁe partout pour (4 ; Réciproguement, suppo-
sons e e p avec g(t) } 0 localement presque partout pour (
comme (i/g},g est localement W mintégrablé,’l/g est localement
Y -intégrable, et (1/g).¥ = “ .

Remarque.- Si'p et ¥V sont deux mesures positives équivalentes, les fonc-
tions mesurables (4 valeurs dans un espace topologique) sont les mémes

Dour L et y comme il résulte aussitdét de ls prop.4 .
] , b

Proposition 13.- Soit [ une mesure positive sur T . 5i T est dénombrsble

& 1’infini, i1 existe une fonction contimie strictement positive h sur T

telle gue la mesure ¥ = hp;g (éguivalente 3 FL} soit bornée.

% =4

Puisque T est dénombrsble & 1’infini, T est réunion d’une suite

@

(U},Uogasw) d’ensembles ouverts relativement compscts tels quelﬁkc;‘vn+l

p f) ,‘K :TT Pz T - > ,’ :' L’\ > % : L
Posons A =U anl (on convient que 5 ﬁja S0it (al,ag,.a,) une suite

de nombres > O décroissants. Soit, pour n=ogl?29a,,,hn(t}_uﬁe application §

4 -4 - 4 »‘ p % ¥
continue de T dans Lan+lgaé+2 s égale & 8 49 dans ng€n+2 s et &

‘dans T ¢ soit h’{t) la restriction d ; ) A 1] ﬁ»mi . Les
8.4q da s ln{ ) stri n de hn( ) A o Ugn 0

ensembl es B21 = U5m+Q»U5p forment, pour n=0,1,2,..., uUn recouvrement
£ - 2 Tt L L

ouvert de T, et il est immédiat que hé et hé coincident dans BprBq ;

I1 existe donc une fonction numérique continue hit) définie dans U s égsle

y donc strictement positive. tm 2 h(t)= a,

% 3 e

5 hp(t) dans chaqgue o Sn+l
o (o P e : e :

pour EGA?Q’Q“:&_ iz Ogly-ayoee) g et an_}lﬁg h(t) $ Gn pOIII‘ Tlé Azn

(n=152,...). Ceci posé, soit 17=‘hugé . La mesure Y est une mesure posi-

tive équivaiente 3 (L  (prop.12), et on a :
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Xty o oo .
)W) = pfm) g ZM a pla, UA ) .
S5i donc on choisgit les & de maniére que cette gérie soit convergente,
on voit que Y est bornée.

£. liesures singulidres psr rapoort & H .- Définition 4.- Etant données

deux mesures f et o sur un espace localenent compact T, on dit que P

est singuliére par vrapport 3 o si on & inf(|el,|g| )=0 dans A (1).

La relation " f est singuliére par ravport & g~ " est donc symétrigue
par ravvort & P et ¢~ . Les mesures singuliéres par rapport 4 une mesu-

re donnée forment une bande.

Définition 5. Ztant donnée une mesure positive - sur un espsce localement

compact T , et une partie If de T, on dit gque 4 est concentrée sur i .

Pttt

ou gue I porte P o si gM est localement négligeable pour .

Tl revient au m@me de dire que la classe ¢, de ‘\Zﬂ, (pour 1z rela-
’ L M
tion "f et g sont égales localement presque partout pour (L ") esgt égaie
4 la classe de 1 , Une condition équivalente est donc que P = ‘EMO L -

rovosition 14.- Pour ou’une mesure positive y soit singuliére par

Papnort 8 s il faul et i1 siffit ou’il existe dens T geux ensembles

iy ¥ sans point commun, telg gue i~ scit concentrée sur i et Yy sur N ,

i S : _ ‘
Soit A une mesure telle gue Mg A et ¥ £ A (per exemple,
y 5 2 i e S
A=t ¥Y). On a =g }a. Sy = A s 8vec des fonctions g,h positives

et localement intégrables pour A . Pour que iInf(pi,y )=0, il Taut ot

il suffit que inf(g,h)=0 localement presque partout pour A (n"ﬁﬁchelie}

/
autrement dit gu’il existe deux ensembles disjoints I! et N tels que
‘@M g =g et (eﬁ}”h = h Jlocalement presgue partout pour A . Or. pour
gue ‘fMg = g localement presgque partout pour A » 11 fant et il enfiit

ghe ‘ﬁm gl. A =c. A s c’est=A-dire que ‘éﬁeﬁ = QK (prop.o),




- .
c’est-3-dire gque.l porte }«L . De méme, pour que feﬂ_ h = h loczlement
presoue partout pour A, il faut et il suffit que N porte ¥ . Ceci

achéeve la démonstration.

Corollaire.- Pour toute mesure ¥y sur T, il existe c eux ensembles disjoints

: - -
1,¥ portant respectivement ¥ et ¥ .

On sura soin de ne pas confondre la notion de support d’une mesure
¥ et celle d’ersemble ot on peut concentrer [t . Le supportl S
de p est le plus petit ensemble fermé nortant i (chap. TV ;8 2,
prop.5) . I'ais il existe en général des parties de 5, distinctes
de 5 , et portant ¢ (cf.n® 2). Plus précisément, on peut avoir

inf(y ,¥ )=0 pour deux mesures positives [ et ¥ de support T

(ef. n® ©, Remarque).

Théoreme 4.- Soit p une mesure sur 1'espsce localement compact T . Toute

- 2 » 3 o % i
mesure ¥ sur T peut s’éerire d’une seule maniére sous lz forme vy + ¥

i ¢ : # s i :
oL ¥ est une mesure de base ’u, s et Y une mesure singuliére par

-

rapport 3 g . S5i ¥ est positive, ! et v? sont positives.

£

Ceci n’est autre que le th. de P.Riesz (chapui?lg'gl,th-al} appligqué

ml

1’espace complétement réticulé »/II?&'(T) des mesures sur T , et & 1a
bende ergendrée par 22 dans cet espace,

£. iesures diffuses. mesures stomiques.- Définition G.~ Un dit gu’une

mesure positive u sur T est diffuse si, pour tout teT , on s
p gth=o .
Lxemple.- La mesure de Lebesgue sur R est diffuse (chapam'y 1,
ne 3, Remarque).
Dire que e est une mesure diffuse sur T revient 3 dire que tout ensem-

ble de complémentaire fini porte f~ 9 OU encore gue W est singuliere




S e

i S A

FeRa

brzble. Si, pour toute fe (‘K’(T), on pose }l(f) - ZteT k) Elt),

3 =

N

par ranport & toute mesure ponctuelle. Par conséquent, les mesures K
4 L4

telles que {;,L, soit diffuse sur T forment une bande dans (7).

Soit maintenant o une fonction positive finie définie dans T, telle

ques pour toute partie compacte K de T , . tex ol (1) soit fini. Soit N §

1’ensemble des ﬁbints teT tels gque o (t}?‘io . Pour toute partie compac;te

K de T , YK est dénombrable : nous dirons que N est localement dénom-

on sait (chap.ITI, § 2,5Exemple) qu’on définit une mesure positive -

{,:, est 1a mesure définie par les masses oL (t) placées sux points tEN ,

Difinition 7.- On dit gu’une mesure positive sur T est ztomicue si elle

peut &fre définie par des mas placées sux points G’un ensembie locale~|

Proposition 15.- Soit ¢« une mesure vositive sur T . Les conditions
B

suivantes sont équivaslentes :

1) e est ztomigue.

23 p est portée par un ensemble 10 &1 ement dénombrshle,

3) {L egt singulidre par vam)ort & toute mesure diffuse.

4y §,¢, am)artlent la bande evger:-dwee per les mesures ponctuellss.

S>it ¢+ une me sure stomi que positive, définie par les masses K (t)

placées aux points d’un ensemble localement dénombrzble N . On s=it
(chap.TV, g 4,n° 1, Exemnle) que, pour tout ensemhbie compact K , on =2
pEO {: m = L G?fﬂg?\?‘%‘(‘t} = 0 : donc C,J sst localement négligesbl B

pour (L . Ainsi. 1a condition 1 entraine la condition 2 .




b4y

a.r'ﬁ =

‘Bumaasons lz mesure posﬁ;ive portée par un e: semble localement denom«
brable ¥ , et soit ¥ une mesure nos:xtw ve diffuse. Pour tout ensemble
compact ¥ , %NN est dénombrable, done s}zﬁeg};lgeameo Donc ¥ est loca-
lement neglz_geable pour p , de serte que (£ est singuliére par rapport |
4 ¥ (prop.14). Aingi, 1a condition 2 ervt'f*aiﬂe la co*f‘d1‘c,101n 3 .

Comme les mesures dlffuses ne sont autres que 1ec mesures singulisres

par rapport sux mesures ponctuelles?, les conditions 3 et 4 sont éguiva~

lentes d’aprés le th. de F. Riesz (chap.TT,01 th 1r,

Enfin, soit {£ une mesure positive appartensnt & ls bande engendrée

par les mesures &t - Les mesures positives msjorées par une somme Finid

de mesures Ei: sont les combinsisons linéds ires Tinies & coefficients

positifs de mesures % y c’est-3-dire les mesures etomiques définies par
des fonctions o (t) nulles szuf en un nombre fini de points., D’aprés

1z prop.5 d: chap. 77,31 , (U est borne supérieure d’une famille

Sy

(K ceT de telles mesures 3 solt <X 1a fonction deflmssant

on peut supposer la famille (@(6 ) filtrante pour la relation < =
de sorte qu’on a, pour toute fonction positive £ de j{f ()

= x_(t) eyl .

L e o o =
signe 1’enveloppe supérieure de 1a familie o< (),

t(f) = sur
: Z€

Donc, si «£ (%) dés

(9‘ M'O

P . o s S L
on a >, ‘. ,,O‘i(t} f(t) < + 20 pour toute Ffonction positive fc A (7),F
de sorte que &K définit une mesure stomi cue glé et 1%0n 3 :

B =2 X6 £(t) = (o)

<+

-dome gL =it , ce qui acheve la démonstration.

Corollzire.- Toute mesure positive (4 gur T peut s’écrire dlune senle mani @
= ¢

_&re sous la forme B, t B, 5 oT iz,f;! est une mesure positive diffuse, et
: ~

ft, unbe mesure positive atomique.
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Ceci résulte aussit‘c'i"c de 1z prop.15 et Gu th, de . Riesz.
Remargueew‘sdit |+ une ﬁ'zesure' stomique défihie par les masses o (L)
placées aux nozn‘bs d”un ensembTe loczlement denombrable v . Pour
tout en semble ouvert U , on sait (chap.,.*v 91,n® 1, Lxemple), que '

p ‘o - ZteU ®(t). On voit donc que U est négligesble si et

seulement si UM = @ ; autrement dit, le support de fr est ¥,
Soient alors o( et 0(2 deux fonctions pos itives finies sur T s telles

gque, pour toute partie compacie K de T , on ait > o( (t)< + Co ,'

te K

Ztelf é’(t}<+w . S0it M, (resp. N) 1’ensemble des points

t €T tels que 0(4 (t)> 0O (Pesp., o< (t) >40). Soient luf et ,M'z les

mesures définies par 0*11 et 042 Z Si N_! =% 9 et mﬂN ;6 -

B, et |, ont pour support T , et cependant inf( Hy s Hy )=0 .
“ : . :

Z

S, hoolication = 7o bucu_lte des espdces b oiernt v 2L g des exposents

conjugués (chap.’V, 3 6,n°), te.!_g giie ) = P oo, 140 < F o -
g : :
23 3 o d{ & = = o > o ° - o
Toute fonction g & e’f cefinit une forme linézire continue @ sur
- : o

Lpg décuite per passage au quotlezzu de ia forme iinésirve f —> 5 iz & e

on & er outre ﬁq{g} =lie

¥ous sllons montrer gue ¥ spyligue L* sur (L°)? (de sorte gue rnous

pourrons Gésormais ddentifier 1’espace de Banach L9 3 i‘espace de Banach

(1LP)! par 1’“;3"1;6“5{"3_5.’16 ¥3l. Zn d’zutres termes ¢
Théoreme 5.- Sodent p et g deux expossuts conjuculs, avee 1< p<s oo 5
124 < + 0o . Toute Torme iinesire continue sur 05 {T; ) est de ia

91'1'1 3

forme f — | 78 6 , ou g sst une fonetion de @f (T ) Gont iz
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En effet, s>it § une forme linés continue sur gfﬁ s i1 existe
done un nombre & 2 O tel que 29 g <35 Nﬁ(f) pour toute fe DC"P .
Considérons la restriction de g 3 Dacé % (T} des fonctions cos;rtinués
& supnort compact peur toute pa‘r«tie compacte K de T, 1a topologie indui-
te sur f{ (T,K) (espace des fonctions continues & support dens K)r par
celle de @5 k est moins fine que la ﬁopologie de lz convergence unlfozme -
done 1z res*c:vi"cti ‘d e & 5 chague K (T,K) est continue pour cette
derniére topologie s autrement dit, la restriction de & 3 K {T) est
une mesure v 7
Yontrons que “” | (f’)é < aN(f) pour toute fonction f de g,
T1 suffit évidemment de prouver ;':et't.e formule lorsque f;, Q.-ér', pour
toute fonction £ de K (T) telie que fffk <f,ona
iQ(f")E < ‘a N (£2) g (f), el notre assertion resulte alor's de la
formule (3) au chap“. §°,’n° g
Il en résulte que la mesure §9£ estvde bese (L ; en effet, si £, est
une fonction posz ive de K (T), et gi f’ est une f‘onct* on de Jf,(T; telle
que 0< f.:g’, f sona ég){'\f‘) g aplf )f" g a ;’éfou “F“ ‘;,L (f)% ;
et 1la condition 3 du th,f% est donc gatisfaite. Par suite, il existe une
fonction positive localement intégr-abié h ¢ e gue }\) (f’) jf h @;z. -

v

pour toute Fonction F ’fﬁ {(T). Montrons que b est loczlement pf*esque

o

partout égale 3 une fonction de céi - 501t ¥ une fonction positive de

ff{: (T) telle que N (B s oy jf" hdy = ;Q% {f) < a . Pour toute
anolu_cat‘iofz continue :E‘O de T dans [Oglg & support compact, on a donc

sup jf‘(_t ‘n)d;; . & quand f parcourt 1’ecnsemble des fonctions positives

de K (T) telles que N (F) S 1 . D'eprés 1= formule (11) au c?aapcl’v,éﬁy
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on en déduit. que .Nq(_foh} € & . Done sup Nq( %K h) $ a ‘quand £ parcourt
1l’ensemble des parties compactes de T . Ceci prouve notre assertion. |

T1 existe donc une fonction g de Q(:Q telle gue, pour toute fonction

fe K(T), onait B (£) = V(p) = [fg d i . Autrement dit, les formes

wde

linésires continues € et & co cident sur Sgi (T) et par suite sur D’ff d
o : 5

ce qui zcheve la démonstration.

On notera par contre que le duzl de .2 n’est pas e
Zw en général,
Corollaire.- Pour tout nombre p tel que 1<p<L+o0 , llespace de

Baznach LP est réflexif.

i \JD 73 V4 3 :
Par contre. les espaces I, ‘et L e sont pas réflexifs

en générzl (cf. exerc. ¥

Le th.5 permet de compléter le th.2 du chap.TV, § 6 :

Proposition 18.- Soient p et q deux exposants cocaojugués. S5i g est une

Pt

fonction mesursble numérique finie tells aque, nour toute fonction ¥F éeg ;?,

1a fonction fg soit intégrable, alors g est loczlement presaue partout

&z x s “ %
egale 2 une fonction de of .

81 p=+ o , la proposition est trivisle. Supnosons désormzis DL+ Gm

{ _

Llanplication £ — ) fg dp est une forme linéaire 6 sur {[ :
S v

2 L ¢ 7 : o N 5 - 2 2 s
montrons gue 8 est continue. Soit (f ,f ,...) une suite dans Q{*é tells

que Np(fn} =2 O . 1I existe (chap.1V, § 3,prop.6) une suite partielle

(fngf" se.s) telle que :

o

oy
1 0 v i

=1 B o3 o0
2) 1a fonetion £ (t) = z §f’h {t)% est définie presque partout
. a1 !

et avpertient a »of 5

3) £, (t) tend vers O presgue partout susnd i — oo .




o

 Dans ces condltlons, (tyglt) tend vers O presque pszrtout : on a

Z n.(t)g(t)‘z(if (t)g(t)
i
grable. Donc'é(fn“) = | ;g djt —> 0 quand i — + 00 (chap.IV,
i i ,

£
gnfzx‘esque partout, et la fonction f ol est inté-
[ ¢

$3, th.6) .

Or, si § n’était pas continue, il existerait une suite {fl,,fz,-,o.e)
déns OCP telle que N#(f’n) — 0 et 1lim 39 <fn)§ > VO . Ceci contredit
le résultat précédent., Par conséquent (th.5), il existe une fonction
gie Qfg telle que /fg dpe :Jrfg*’d‘u - pour toute f € G@f . Il en

résultg que go |t = g’ag,q, ;s donc que g=g? lécalernént presque partout.

: iy 1 3 © ¥ a8 & 2 3 s i : -
10. Application : TI. “onctions de mesures Soient F"i }u‘z secey P
des mesures sur T, et u.(xl,x sose5%X ) une fonction nmumérique Ffinie

I’\
¢éfinie sur RZ, pos:ltlvement homogéne, c’est-3-dire telle que
ulel x Xy 9 K Xgsoeayol X ) f»i.x:t(}cli,}st”“‘,M ) pour tout scalaire X >0 .

ent ,}L et J\,i deux

X me
o ”‘)"L %é A 'pour 1<igdn, (71 en existe ; on peLt prendre par exemple

b 2 - o n s g o 2k s

mesurable et essentiellemer { bornée nour A {resp. )k J. Mous allons

sures positives sur T telles que “LL. ’? < A

Qi

A ; oli P, (resp. : ') est

1.4:. “

établir le résultat suivant : pour gue la fonction numéricue

u,f’fl5 2,“‘,9 } sur T soit localement iﬁtégﬁabie pour A , il faut et

il suffit que la fonetion u f:;, f‘,/,,,,“g ) soit localement intégrable

pour A’ , et on s alors
)oA -

(A,

4

b=ty

(£

4

et
W

s

3 ?0°°$*

- o
Bi 19f g eeosy

L}
i o

n

}0*}}
i

. ]
\ ), on peut se borner au cas oL A < A,

&
{4

Comme on a |ulg in
I

‘
g est une fonction j@ -mesureble telle que

O
¢
()
Pﬂ
=
Q
5
()]
L
i
o
b e
i

& 3 G

()

=

i 7 : 4
o k)= (T ig,ofz, s £.g étant donc égale f“?




= o

. ac
localement presque partout vour A’ . Par suite, |
u(f?’, é’“"fz;) =~u(f:i £, £,8, ,‘.efngB = u(flgfgg,..,fn)g lqcalemen‘t pres-
4 o
que partout pour e Pour que u(f’ fgg.“,f’} soit localement inté-
grsble pour .)L s 11 faut ‘et i} suf‘f‘lt gue ufl(f ,fz,“.,f Jg soit locale-
ment intégrable pour A s donc que u(z,j, 33_,).,,e,.,,,$-,;‘_‘n) soit localement inté-
grzble pour A : et 1'on s : ‘
u(f’,fé,.”,f’} . A= u(f‘,] ,,f,a?“ .ﬁn)ga,/\\_ = u(f} ,Ig,“.gfn) A
La mesure u(f s L, ’“"’fn) . A ne dépend donc en réalité que des mesures

y

UgsUosesesll et de la fonction u . On 13 note u(g.¢1 s Hy s e ‘?1“7;)’ Cette

- mesure est donc définie si u est une f’onctlon positivement homogéne telle

que, f des:.;mcnt la dengité de ;A‘- par ravport & une mesure pos itive jL
ma,]orant les ][i ! : u(f . f'o,,,”w; ) goit loccalement 1ntegx~able pour A .
Cette derniére condition est toujours remplie lorsque u est continue,
Seient Uy 5Uay s e.guD des fonctions numériques positivement homogénes
déflales dans R" et telles gue les o fonctions u, (f“ “ f",‘w., ey }" g,

soient localement intégr"bles pour A : et soit v une fonction numérique

positivement ham 2ne déinie dans R° et telile que v(g o ....¢p ) soit
= ~ - S..,’

'u 7 = t :
localement tagrab!e pour i . Porcongs
W(ywxﬁwngx ) = vlu, ug XpyeosX ) ;U {}zlcy??o“g .ﬂ”},”,ur‘xi?&‘),”y:x 1),
Alors, la fonction w est positivement homogo gene,  wif. g,f‘r_“‘,,,g;._n:b est
iocalement intégrable pour A s €L on & imméciatement

W(}L‘ég;ﬂggeay#n} ‘.‘-‘1\7(.{21(“?9!{jzyang‘;}a{‘n’}-;)eau?up{é{? 9{‘)\2:‘na}’9( ))e

T
Dens le cas particulier des Brnctions ufx) = =t y ulxy = x= u(x)zfxg,
. #

G& o : B} P} & - 7o 3
les mesures U, p | ;4,! finies de cette fagon coincident bien avec

ceiles qui ont été désignées par les mémes notations au chap.ITT, 222

n® 4, en vertu de 1la prop.7 .
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Ixercices,

Soit g une fonction positive sur T, mesur:ble et essentielliement Lornde

pour (L . Soit Y- o, [t - Pontrer que, si une fonctionf £ sur T s B

valeurs dans un espace de Banach ou dans R , est u -intégrzble, 7 est

¥V -intégrablne et on & ff’ ay =j.(fg)d§u:. . {Observer que ¢ < ap ,s'

ot & est une constante positive et utiliser la prop.15 du chap. IV, $ 1).
Soient T et X deux espaces localement compacts, j£ une mesure positive
sur T‘, 1 —-—9.)\,&: une applica_"_c,ien vaguement essgertiellement p ~intégra-
ble de T dans %+ (X . )= j ’A’k d p1{t). 5i une fonction f définie sur
X, & valeurs dans un espace de Basnach, est loczlement =intégrable,
el si X est dénombrable 3 I’infini, f est localement “)"t -intégrable
$auf‘pour un ensemble localement négligeable de valeurs de t .

Soit une mesﬁre vpositive sur 1’espace localement compact T . ’
8. l'ontrer que 1’intersection des ensembles portant £ est 1l’ensemble N
des points tE€T tels que - f“'({t‘}) l;é O . iiontrer que N est localement
dénombrable, } _ '
b. lontrer que %ﬁ,}g& est atomique et LQSJV’EL diffuse.

¢. l'ontrer que l*intersection des ensembles portant H est lui-méme un

ensembl e portant £ sl et seulement si [ est atomique.

Pour qu’une mesure positive it sur T soit discréte, il fazut et il suffit

qu’elle soit portée par un ensemble discret.
Soit o« une fonction numérique finie définie dans T, telle que, pour

toute pertie compacte X de T , Ztéi( Eo(. (‘t)s soit fini. Soit N, (resp.
A :; l

=2
S0it P

’ensemble des points te€T tels que K (t) >0 (resp. £ () < 0).
13 mesure définie par of . Soit ;/L,g(respa {,tg) la mesure positive
définie par les masses £ (t) (resp, - X(t)) placées aux points ‘?:,&I\Tl

-

(resp. t eNg)e l'ontrer gue fi,i = [ﬂ” - ;,{z = ft




=
6. a) Soit une mesure ncsitive sur T : si A est une partie non fé«neglla
geable de T, il existe une mésure positive portée par 4 telle gue
9# C et 9'<§L (Prendre ¥ = '€ - 4 5 K étant une paftie compacte
de A non p+ -négligeable).
b);a01t I une partie guelconque de T . Pour qu’une mesure positive A
sur T soit portée par If , il faut et i1 suffit que A soit singulitre
par rappaft“ toute mesure positive povbee par £ M, (Utiliser a)).
c) Dadulre de b que 1es mesures P sur T telles que ‘gl soit portée
par I forment une bsnde.

7. Soit une mesure positive sur - 51 T est réunion dénombrable d’en-
sembles y.aintégrables, i; existe une fonction continue positive h
sur T telle que V¥ = h:}& séit éoguivalente & ft et bornée. (Adapter
la démonstration de lsa prop.13) '

8, Scient 1’intervalie {O,l] s A un ensemble non Gérombrable muni de 1z
topolocrie diséréte, et T=TxA , 5i f(x,8) (xe I, aeA) est une fone-
tion cohtinue & support compact sur T - ii existe une partie finie B de
A telle que f(x.,8)=0 péur aé.B 3 on pose Y(f) = Zaég‘j{f(xga}dg&(x),
F, désignent la mesure de Lebesﬁue sur I . Soit g(x,s) la fonction

positive sur T d@flnze par g(0,a)=1 et glx,2)=0 pour x # O . tontrer
que g est localenenﬁ ) -intégrable. Soit £=g.v . iontrer que
j‘ 1.4y =0 et que f%gadéz,z * 0o

)

‘1 placant en chacun des points (

%

P op

&>

Q. Soit T 1’espace brésilien.

la masse s On définit une mesure y . =n placant en chscun des

wl™

i %
points ( £, %) 1a masse

— s on définit une mesure /.
7 @@ﬂu

-z ! hS 3 3 z = e
‘ontrer que ¥ = ge33 s OU g est une fonction continue définie sup ¥
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nulle seulement sur 1= droite x=0 , mzis que, si f est 1la fonction posis

tive sur T égale & 1 sur la droite x=0 et 5 O a_ﬂleurs, on a
#* ,
j fo dv = jff ay’

¢ 6. Tmage d’une mesure.

1. Définition de 1’image d’une mesure.- Soient X un espace localement

—=

<

compacty § une zpn 1 ation H ameSLrabTe de i aans X . Posons, pour tout
TEeET | J\t = é‘ﬂ’(t) . L’application + — J\, est une application vaguemet
mesurable de T dans % (X). Pour tout teT 5 J& ¢ est une mesure positive
ponctuellie sur X . Si 1° Upllcatwon t -->_)L est vaguement esgentielle-
ment !u mlnteg:r'able, c’est=a-dire si, pour toute fonction numérique

fe (O 12 ronciion t ~—5><_,JL > —flaly) = (f e,‘i")(t) est essen-

tiellement H -intégrable, nous pouvons appliquer les résultats du §4 -

Proposition 1.- Pour gue 1’spplication t —> ETF(,L') soit vaguement essentiel

lement intégrable, il faut et i1 siFfit que, pour tout ensemble compact

-4 2 , 2 ol
CX, T(® soit esgentiellement intéorsble.

51 1l’anviication t —-—9%&&: est vaguement essentiellement ;L»intégra’ol
la fonction + — Tit = ¥4 t) est essentiellement,
< M > =T =€y (D)
jL ~intégrzble d’aprés le th.2 du §4 ;

Réci%mqmementy sSupposons que ﬁ (K) soit essentiellement { —intégrabie

pour toute partie compacte K de X . Soient alors f une fonction de K
. : s

*
et S so_r_z support. On a j{ Ef{ﬁ"’(‘i))édy&(t) < Lzl j %S(ﬂt))dgﬁ,(t) =

i) dplt) <

r

+ OO ; comme ToF est p -mesursble, on

voit que f- ?‘i“ est essentiellement i -intégra




- oa

oo

Définition 1. Soit (¢ une mesure positive sur un egnace localement compact
T, et sutﬂ" une anpli cation de T dans un_espace locczlement compset X .
SiT est Hnmesurab;e, et i, pour toute partie compecte X de X , '

=4 ,
T (K) est essentiellement chlnteg‘rable, on di‘c que " est u -propre.

La mesure ?T'(_t) dg,e_ (t) _s_g; X s’zmnelle alors _1’imace de p par T
et on 12 rote 'ﬁ"(‘.{). f :

si ¥ =Tt"(y,), on a donc - par deflnltwn, pour e K (%) :
(1) jf(x)dx?(x) jf’( Ty (t) .
Remarques.- 1. Si P est bornée, toute annlication pr -mesurable de T
dans X est p.-=propx=e,

-4
2. 3i, pour toute partie compacte ¥ de X , T (X) est relativement

compact N est { -propre ; en particulier, toute application continue

pr opre de T dans X iTop. gene,w ed.,ﬂ-;ag .0 iC, n° . est f =propre.

2. Intégration par rsvport & 1° image d’une mesure.- Soit % une appli-

cation {L-propre de T dans X , et soit Jzﬁ“(p,)@ wes énoncés suivants ne
sont que desg cas particuliers des résiitats du éz 4

Proposition 2.- Soit £ une fonction positive finie ou non définie

dang X . On &

(2) ; £(x)a 7 (x) = j e (ap .
219 est cc‘ﬂtmue el propre, on a de plus
* rF
(22) ‘( £(0d7 (x) = | 2T E))au(t) .
».:4 : w %

e 26 L wli
Lorollaire 1.- Soit A une partie de X . 0n 8 ¥ (4) = pﬂ'?’g’g’" (A)) . 51 ¢

- e 4 .
et propre, on a de plus y*(4) = g,g*( T (A)).

-

Coroliaire 2.- Soit A une partie de X. Pour que A soit localement negli-

-
Lo P s %

geable pour ¥, il faut et il suffit que T (4&) soit localement népiices-

-ble pour f - I
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%upposons § contimue et ;‘nc'c:}_nr'eo Alors, pour que A soit ¢ -négligeable, .

il faut et il suffit que ?r (A) soit i -négligeable.

“roposition 3.- Soit f une annlication de X dans un_esvace topologique G.

Pour que f soit v -mesursble, il faul et il suffit que foT soit

Pv -mesirable.

_‘-,--.. i

Corollaire.- Soit A une Dartle de X . Pour que A soit V -mesursble, il

faut et il suffit aque ‘f" {(A) soit 258 =mesurable.
Par contre, 1’image par T dJ’une partie -mesurable de T n’est
5 Ze 1
pas nécessairement ¥ -mesirzble.

<

Théoreme 1.- Soit f une fonction définie dans X s & Valeurs dans un espice

de Banach F ou dans R . Pour que f soit essentiellement Yy -intégrable,

il fautl et i1 suffit que f-T soit essentiellement pt =intégrablie, et
on a alors . :
(2 j £(x)d? (x) = j f(%“(t})df;v(t) .

 Supposons T continue et propre. Pour que f goit p -intégrable, il faut et

il suffit que fo soit H -intégrable, et on a alors
(3) [ 200700 = [oTenapmw .
J

Corollzire.- Soit A une partie de ¥ . 'PoLr gue A soit essentiellement

v ~intégrable, il faul et il suff‘it ?“ (3) soit essentiellement po-i ntéorso

ble, et on 2z slors (o = gi’{ T‘ {A)). Supposons T cantmu et propre. Pour §

¥
gue A soit -=intéorable, il faut et il siffit aque ‘T{'E" (A) soit p-intécra-
)

ble, et on & alers V(A

Pl

Pronosition 4.~ Soit f une fonction définie dans X s & Yaleurs dans un

espace localement convexe séparé F sur R . Pour oue f soit faiblement essena
tieliement \} intéorable, il faut et i1 suffit que fof soit faiblement
essertiellement gzaintégg able, et on 2 slors
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(4) jz(x)d)}{x) ffﬁf?r’{t)}d/,a{t) .

aurmosons T continue et propre. Pour que £ soit fswi¥ faiblement

Y = =intégrable, 11 faut et i1 suffit que To¥ soit fziblement

#"_intégrabie, et on a slors _ .
(49) jf(x)di’ (x) =ff(‘§"‘(t))df4(ﬂ -

étés de 1’imzpe d’une mesure.- Proposition 5.- Soient T o v

r-‘°

2. Propr:

Lrois esvaces localement Compects, 9 une mesure positive spr =

9 une avplication i -propre de T dans X . Soient p’ =Tl ), T une

application de X daps ¥, et - q'. “our que g7 ! so:Lt;,a =propre, il

faut et i1 suffit que ! soit |- -bropre, et on s zlors (yz, =Tk ©“.

Zn effet, dire que T/ est une apnlication g/ ~propre do X gans ¥
revient 4 dire que 1’application x — &?TC )de X dans MY est vague-
: x : - :
/

ment mesursble et Vaguement sssentiellement intéorshbla sony - 5 donc

T
(prop.3 et 4) que 1’anplication s c‘f Tk est vaguement

= =
TATCED
mesurzble et vaguement essent:ieﬂemmt 1nt,éffrable pour ¢ , donc gue Y4

est U -propre. It on a alors "{"‘"’g&’! J{%ﬂ"{} dgA’{ =j é%‘ﬁcé)@y (tj=

C@rali-"ir@sa Soient X et ¥’ deux o spzces lacalement compacts, ¥ une

(—la
[
&
<
feda
o
o]
o
14y
£
o
e
e :
$
£
]
]
)
b
&
53
>
a

¥ =Dropre, et soit

mesure positive sur T, une application fr-provre de T dans X , g une

fonction vocitive finie d

finie sur X et telle que go i S0t iocaie-

° 7 8 = '} 7 T oy
ment intéprable pour £ , ¥ = ??35£§ et P =(geo ﬁ“’)éé = Fonr quo o ooit




- Définition 2.- Soient T &t X deux espaces loca;ement'compacts, (L une mesure

= ey o

loczlemenlt intégrable pour Y, il feut et il suffit cue T soit F

propre, et on & alors W(pP) = g.y .

n effet, dire que g est localement intégrable pour vV revient & dire
que l’aﬂnlicétian X - g(x) f:x_ de X dans %('X) est vaguement mesurwzble
et vagueme}gt»essentiellemmt intégrzble pour J , donc {prop.3 et <) que
1’annlication t —s g(9(t)) 2?(,{;) est vaguement mesurzble et vagiement
essertiellement intégrable pour [ ; et on a zlors g.vy jg(ia (t))& 3«’*5&(&")
De meme, dlre que ' est P -propre revient & dire que l’anpllcatlon
T = 27‘.(-&) est vaguenent mesurable et vaguement essentiel lement intégra-~
bie pour ¢ , donc g S,Prop.4 et 5) que 1l’spnlication t — gl § ?‘(t)}§ﬁ£t>
est vaguenent mesurasble et vaguement essentiellement intégrable pour f,L
et on & alors T(p) fg(rct)) £ dpt)

4. lesures guotients.- Soient T et X deux espaces locslement compacis, P

s

X

une mesure positive sur T, T une application p ~mesurable de T dans X .

En générel, T n’est pas { -propre, de sorte que T (|+) n’est pas définie.

nositive sur T , T une application i -mesurable de T dans X . On ait gum

gu’une mesure positive y sur X est une mesure quotient de g relztive &

s’il existe une mesure positive {,L,’ sur T éguivezlente & " et une mesure /!

sur X équivelente & y , telles que 5 soit 4 _propre et que sz“%”(gi« 7).

-

Provogition 7.~ Si X est dénombrable & ’infini, i1 existe une mesure

guotient de u par § .
5
In e’fet, il existe {é S5, prop. 13) une mesure positive f’?’f équivalente

& [ et bornée. slors, T est #’-propre, et V=T (£ ?) est une mesure

quotiert de w .
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Propogition .- Si ywwm v 9,

1’ensemble des mesures guotients de ph est l’ensembie des mesures pos:.» v

5y

tives équivalentes & ¥ . Tou;te mesure no,snlve égquivslente 3 u aemer,

les mémes mesures quotients que @ .

T eét clzir que toute mesure positive équivzlente 3 " adznet_les'
mémes mesures gquotients que {t , et que toute mesure positive équivalen-
te & § est une mesure quétient de f,.i . Soit maintenant )71 une mesure
quotient de '{J. . Soient !.A,’l et P" des mesures positives équivalentes
& “o, telles que § scit y =propre et 5""-; ~propre, e“ctelj €s que

Y (resp. )?4 ) soit équivalen_‘teé' = u(y, 2} (resp. )’,; e !—41' 3.
Pour qu’une partie A de X soit'localement négliigeable pour ¥ , il faut
et il suffit gu’elle soit localement négligeable pour ¥/, donec que
ﬁ‘%‘i (4) soit locslement négligeable pour ;,&' s clest-3-dire pour ®o.

De méme, pour que A soit lo&alanent négligezble pour ‘Jg - ilgfaut et il

Py

suffit que T (A) soit locélaneﬁt négligesble pour K’ - D:)nc; les ensem-
bles }_ocaleﬁ.ent négligeables pour 7 et ’»;f sont les mémes, ce qui
prduve— (§ 5,0ron.12) oue J et v, sont équivalentes.

Si. dars :,11;1@‘ clasge C de mesures posgitives éaquivalentes sur T . il

existe une mesure ;/L adnetiant une mesure quotient 3 , on dira donc gue

1z classe C admet une 91&:@@ guotient. & savoir lz classe des mesures

e

nsitives sur X éqiﬁva];emﬁs N

Remargue.- Si ¥ est une mesure quotient de ¢ relative 3 W ,J est porté
' i ¢ - ; = ‘ : =
par 1l’snsemtle f%m(’i') . =n effet, soient gL’ et Y des mesures positives

éouivelentes Tesnectivement 3 n et Y , telles que § soit u’ -vropre




¥ =R, et s1 g est une application de X dans ¥ s nous désignerons par g’

5 I'esures induites.
S

1. Définition de la mesure induite.- Soient T un espzce localemenﬁ compact
‘u une mesure positive sur 7T, X% uﬁ sous-wespace localement compact de T .
Hc.nnelons (Top.gén.,’ éed., chap.’, 3 »y 3 10,prop. ) que X est l’intersection
d’un ersemlle cuvert et d’un ensemble fermé dans T , donc est ;,L»mesurablee
Pour toute enplication f de T gdans un ensemble ¥ , nous désigr.erons par

. : ™

fX 1a restriction de £ 34 X . 5i ¥ est un €space vectoriel sur K dg si

1’application de T dans P égale & g dans X et 3 O dans £ X : on 3 donc
X = X = P

(g )X g 9 (f ) (ex—- @

DéfiniBsons une apnlication T de T davs X en posant T (t)=t pour
LteX , et M(L)=t, pour te c X 5 t, étant un point fixe arbitraire de X .
D r teT = y t considérd

osons, pour tout t - ./‘L ¢ (t) E‘ﬁ‘(t} . Ol éﬁ“(,f:) est considéré comme
une mesure sur X . On aeflnm ainsi une application de T dans % (g
évidemment indépendante du choix de t, dans X . L’application t — A .
est pt-mesursble. Pour toute fonction rumérigue f continue 3 support com-

pect sur X , 1’znplication t — . T, A > p -mesurzble, bornée, 3

e

sw)nort compact, donc i -intéorzble donc 1’anplicstion T o—s A
- : £

U]
Dy

‘a..!

est W -intégrzble, et nous pouvons appliquer les sultzats du g = 51 7
est une fonction mmérigue econtinue 3 Support compact sur X , et si on pose
b [k apt o . !

R} % A ok i ot 3 i ‘
gf(x;ay, (x) = j<f, ja,t\}d:‘{z} =1 tDdu i) .

Définition 1.- Ztant donné un Sous-espace localement compsct X d’un espzce

localement compact T , on sopelle mesure induite sur X par une mesure posi-

tive sur X définie par

de
tode

=

Q
"

B

ﬁ

S

tive u sur T , et on note 4. , lz mesur
H

is formule




e

(1) ff(x)dlz,(x(x).; ?\[fx(t)d?,c(ti}

: 7
DOUTr toute fonction fé€ J{,(X :

51 o es‘t une anvlication de T dans un es*)ace VGC"LOI‘:LEJ_ loccle.uezt
£4a

convexe séparé sur R 7 les intégreles JOX(V)GEA {2y fgv(:*:)d ?LK

se notem: aussi j g&t*ﬁ}&(b} s fg‘b}dé,s,it‘ s pa rraburs de notztions.
Lorscue X est un sous-espace che rt, de T , 1a déf.1 vco,incide avec la

defm%v on de lz mesure induite_ sur ,{ par Ht (ou de 1z restriction de ,M-

& X) donnée =u chap. 77, § 3,n° 1, car, pour toute fonction fe K (U,

1z fonction fX est zlors continue dens T .

Proposition 1.- Soit T 1’apnlicaticn 1deﬂt1que de X dens T ;3 ' est
HK ~-propre ; soit Y= 1’ %}C)’ gui est une mesure positive sur T portée
Zr %X . ona: ) - .
par X . Cy -
=n ef‘fetg pour toute fonction f € Jﬁ () , £ = f'y est essentiel-
lement f‘ -intégrable puisque (f }A e te_ est essentiellement
x X X
p ~intégrable ; et on a : v
{ o1 - :[{ 3 & i
£ t)ﬂ) {t) j{(‘?ﬁ (x))d pt () jf}(\x} gzx(x} J (£,) (t)ééz,u )
_ jf(t) {t}d{i(t) ;,

0!
N
&t
Seint?.
¢
{3
¢t
s
w
(43
-
Q
o
i
&
ot
s
Q
o
5
5
D
"5
Q
'
D
tely
[T
=
S
@
&R
et
o
w
l;..l
Q
@)
o
o
(63}
0

mule (1) et le th.2 du J 5 montrent aussitéi que (goft ), = Py .
“n perticulier, v,f gé,.. . La mesure y est donc la seule mesure

ay

4 .Lzzté:gtr“atio par rapport & une mesure induite.—- Soient X un sous-espace

e

ar!

loczlement co-mpac*‘f, de T , i une mesure positive sur T , W 1l’application

L]
=3
we
ti
U’?
(:i
o
o
(0}
)
s
i

. > , .
ider tique de X dan € T ‘:F _ ). Les énon-
; X 5 &
tats

6153 G

N

cés suivants ne sont que des cas particuliers des résul




Pronosition 2.- Soit f une fonection positive finie ou non définie dane x .
On = ~ » -
T :
(2) ff(x)dy, (x) f f’{(t)dlu.(t) ‘—“ffx(t)d))(t)
Sorb_ £ une fonctiorn positive f:mle ou non définie dens T . On 8 :
() j £ (1) 7 () =f £ ¢ (ap () j 02l -

Corollisire 1.- Soit A une partie de X . On a F"X (z) fé %oy = ¥ M(a).

=
Soit A’ une pertiede T . Ona J (a%)= ;A arn 0 = HX(A"{} %) .

Corollaire Z.- Soit A une vartie de X . Dour que A soit localement négli-

geable nour PJ( s 31 faut et il suffit que A soit locazlemernt négligesble

pour p ou pour Y . Soit A’ une psrtie de T . Pour que A’ soit locazlement

négligesble pour y , il faut et il suffit que A’M X soit localement

négligesble pour u ou pour !,Lx :

Corollaire .- 501t if une psrtie de T . 35i H est concentrée sur i , #K

est concertrée sur ' /X .

Lemsrque.- Si S est le support de ¢, 81X (qui est fermé dans X)
contient le sunport de {«‘X d?aprés le cor.3, mais peut en etre distinct
Par exemple, si £ est ia mesure de lLebesgue sur R et X le sous-espace
de R réduit 3 un point, 1la mesure induite #3{ est nulle donc son
surmort est vide.

Corollaire 4.- Pour que Qg.é},“ =0, i1 fsut et i1 suffit gue X soit loczlement

néglicesble pour 1.4, >

Pronosition 3.- Soit f une applicstion de X dans un espace topologique G .

gue £ , considéree

Pour gue £ soit {‘LX =mesu;@?able? i1 faut et il sufii

t
comme spplication d’une partie mesurable de T dans G , soit = -mesuyrable,

ou ¥ -mesursble. Soit £’ une application de T dans & . Pour gue f£? soit

¥ -mesurable, il faut et 11 suffit que T soil o -mesursble ou ,ux -mesurable

- ' = _




.

: Corolilai r§,= Soit A une partie de 1 . Pour que 5 soit H »mesurgble,

il ‘F‘?ut et il suffit oue A soit iu. ~mesursble ou 9 =megureble. oo:ﬂ" A

une nart:.e de T . “our gue A4’ soit;éawmesurable, il fout et 1 sufeit

que A’ X soit u -mesurable ou [y -mesursble.

Théoreme 1.- Soit f une applicstion définie dans X & valeurs gens
: v

un_espzce de Banach F ou dans R . Pour que f scit essentiellement

f/x -intégrabie, il faut et il suffit que % s0it essentiellement

p ~intégrable ou essertiellemert ¥ ~intégrsble, et on a alors

o

@ | teoap =jfxct>w<t> :j X(tya) (1)
Soit £’ une a}’)UlTCatlo’l définie dans T, & veleurs dans = 9_1_1__‘3—:? . Zour

gue £’ scit essenticilement =in’;§grabl_e, il faul ot il sufTfit gue

[xde

£y so
‘:K
ment éifé{ ~intégrable, ¢t on a alors

t eggentiell ament @ = 1tégrsblie. ou qus J.X sSoit essentielle-

. ..»'
Iy
oy
o ¢
Nt
e
N
e
o
]
""&m.‘,_}g
)
fc';i
X
)
N
e
(2
=
P
b
N
1t
G
By
"' v
P
&
Nt
(o
R
=
WA
e
Nas.

A
Corollaire.- Soit A une partie de X . Pour gue A s0il essentiellement
r**j -intégrable, il faul et il suffit cue A soit essentiecllement
%
© ~intéorable ou essentiellament =intégrable, et on z z2lors
e 7% %/'- ' m:/ S ~ S - » a3 7 2 V
é%?{, CA) =FLA) = v (AR) ., Soit A’ une partie de T . Sour que A’ soit essen-

tiellement Y -intégrable, il faout etil suffit cue A’ X soit essen-

i Sy =57 s SR A Sty 5 > R s M B i
tiellement y -intégrable ou ecsentiecllenent H. —intecrable, ot on &
= B 5 & -

e i e et

= e 7oA S ool i 5 A
i 2‘" \,A”)’ B &g‘f’i&f? J‘k_/’ ST M {l/"."l;! }E Zh,’ o

m

ment escentisllemernt f -intéprable, il faut et il surfit oue FA S01tk
| :

failblement essentiel lement g;z,wintégyable,? ou faiblement esserntiellement

Y ~intégrable, et on a alors




X

= o

() ff(x;dyx(x) jf‘(t)d;ﬁt) [ e @ .

Soit £’ une apnlication définie dsns T, 3 vsleurs dans @ ., Pour que f’

soit faiblemert essentiellemert Y-intégrable, il faut et il saffit que

:’L‘fe soit faiblemént essentiellemert = uintégrable, ou_gue £? soit

S

faiblement essentiellement {,Lx-—lntegrable, et on a zlors
o [ewarw - Jrf”(t)% (Dap(e) = ff’(x)df,ex(x) .
V01c1 maintenasnt une gérie de propriétés qu1 sont des consequences

un peu moins immédiates des resul‘cats généraux.

Lemme.- S5i une partie A de X est Ex wnéglmeable, A est ¥ anégllgeabT e.
Tn effet, pour tout nombre ¢ > O , il existe une partie ouverte U de

X telle que AC U et ‘%'X.UD L £ . Soit U’ une 'partie ouverte de T telle

que WNAX=U.Ona: ) =707) = FX(U) = H‘xm € £ . Donc A

est ¥ -négligeshle.

Proposition 5.- Soit f une forction positive finie ou non défiﬁie dans *.

e [%f(x)d}&v @ = [T Fwar @ .

: 3, ona [ £A0aY 0 ecoap

n e t t) 2 j[ f(k}dgix(m .

as
Q

A}
®
0
ek
kw,\
o
Iy R
N
b
Aol
h
o
A
e
e
s
i
o+
@
19)
et}

L= proposition est donc jrméaia*‘:,

i

5 Af(x}d%{ﬁx}{ + co , i1 existe une suite '(Kﬂ}d@ parties compactes de X

et une partie gﬁ}géﬁéglig@abl@ 1 de X telle que f soit nulle ex dehors

de ( U zJul¥ . L'’ensemble ¥ est y =-négligeable. On & donc @
(74

=1
j’%’ flxjap (o) e o ﬁ#{ww(-w = Z“(wdy(t} .
Ee & ) e | : J

il

H}

inie dans T , on n’a pas en

o)

Si f? est une fonction positive déf

TxX

s ek - & = : j & e A
général f £(t)dy (t) Z} f’%(x}du, (x} , méme si X est ouvert (ex.1)}
: 7
’T’Ou"cef‘ois? 51 X est fermé, éj}i , qui est localenent aneghgeaoleg

%ﬂ
est alors Qe“ééﬂlﬁeaol& de sorte que vg ErtIa () = {f’(‘c) ‘é’ ()

e o e e S e e = : -‘ = ,7 > - - AS5y - - : = L
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Ce résultat peut aussi s’obtenir en remarqusnt que, guend X
est fermé, 1’aonlication 7' est propre.

- Proposition G.- 3oit T une fonction def'l ie dans X , 4 veleurs dzns un

espace de Bsnach ou dans R . Pour que f soit Py -intégrable, il faut

et il suffit que £* soit 7 -intégrable, et on a alors
(=) jf(x)dp @ [
“n effet, pour que f soit PLX =intégrabl e,‘ il faut et il suffit que T

soit PX -mesurable et que j tf(y}fdyxix}<+m s donc que 7 soit

Y -mesurable et que j 5 ’*(t)g avy (t}<+ oo , donc que f* soit ‘

Y -intégrable. %5t la formule {4) se réduit alors 3 1 formule (2),
Lorsgue A est fermé, on peut, comme plus haut, compléter
le proro sition : soit £’ une applicstion de T dans un espace

wcsmtazn
T gy

de Zanack ou dens R : pour que £’ soit J -intégrable, il

D

£ -
| Pr{t)é ¥ (t) ~j/f (X}dfﬂggxf -

faut et il suffit gue f: soit FK~1ntégrable, et on a

Proposition 7.- 30it f une fonction dé finie dans X , & valenrs dans un

espace localement convexe séparé ¥ BUr i . Ponr gue £ =zoit fawb}_e» nt

f -intéerable, il faut et il suffit que £* soit faiblement J-in ntégrable,
i

T
et on & ziors jf{x)dgg tx) = rglfx'(t}d:} (v

o2
3
W)
(o
®
O
o
(€3]
t
ety
o
[ode
©
®
B
2
{2
Loy
';5
m\
i

grable pour g,t - Alors. pour toutl €iément
J >

du dual ¥’ de F , 1a fonction < fiz > ect P4 =intégrable, donc is

/AN
iy
V)
b
p—
AN
&
\;}
(i
a4, -hi;
bad
¥ oo
e
ey
i
""“mq,.\\
fly
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Lorsque 3 est fermé, on peut comp eter cetie proposition comme
les précédentes.
“nfin, si X est ouvert, on neut compléter les nropositions 5,6,7 dans
une autre direct 10179 g'r'ace au résultat suivent :

Proposition 2.- Supnosons X ouvert. “lors, sl £ est une fonctlon positive

finie ou non définie dans X , Qg;“gjr f(y)dfix (}2 j fi\-(t,\d;,t {(t) ‘u
"‘E’anrés 1z prop.5, il suffit de prouver que j "‘(t)d)? iy =

=f?\f}{(t§dpt(t)¢ Or, comme Y &  , on a d”abordj R(L)ay (U<

g;/*fx(t)dy,(t) . Puis, si g est une fonction positive semi-continue infé-

rieurement sur T ma,jorant #% s OB 8 @

¥*
f glt)d J (t) =j( glt)ay () = jg(t)‘e (t)dg,t(t) ]g(t)‘é’ (t)dp (1)
‘ >["Xwe wapw - [[Fwapw
: 5 €
et par suite, vu 1’arbitraire de g , ,i[ £A () a v () 2} f}‘('t)dy,(t} -

Proposition 2.- Supposons X ouvert. Soit f une fonction définie sur X , 3

valeurs dans un esnace de Banach ou dans R . Pour que f soit f,cx -intégra-

ble. i1t au‘t' et il suf flt que £* so“st ;Ji ~intégrable, et on = zlors
: { : :
j ﬁ\x;dg% (x) = j f“‘it}dgi\tﬁ

W

“roposition 10.- Supnosons X ouvert. Soit f une

)
Q
i}
(o
ot
Jde
Q
]
s
Dy
[\..{;
(i
#
0]
®
=
)
b
13-

valeurs dans un espace localement convexe réel séparé. Pour cue f soit

e RS .;’ 2 - 2 B ik : = A I x 2 v L0 2 S
faiblement @, intégrable, il faut et 11 suffit gue ¥ soit faiblement

2

comme les prop.6 el 7 ont été déduites de 1a prop.5 .




s 5"5 &=
2. Propriétés des mesures induites.- Proposition 1l.- (trznsitivitd)

Soient X et Y deux sous=espaces localement comnacts de T , tels gue

Yo L . o mesure induite par H_ sur V est identigue & !Ly
“n effet, on a Hy fA dy,(t), ol .}\_ t pour teY 4, et 'A't
: - 5 . y ,
pour te Ta{,. Donc_: (prop.4) Hy—j,/\Lx dHX.(X) s oU 'Ax = Ex pour'r
x€EY , et ‘A‘x =0 pour xeX-Y . Autrement dit, f"y est la mesure

_induite par }Lx sur ¥

2roposition 12.- Soit g une fonction positive finie géfinie cans T et

localement intégrable pour p . slors, la fonction gy est locazlement

intésrable pour V.x , et on & : g}{. szggag,/.m)x

Zn effet, posons J= Zopbo On 2 : (gey.)x - IA’&: d? (t), on )\,k= g
vour teX et ‘A’E =0 pour t¢:X - Donc (8§ 5,prop.5) 1’application
L = A’k g(t) de T dans u%(:*:) est vaguement esseritiecllement p=intégra-

14

tle, el on a : (g t’t)v' j‘i gitjaﬂh). Donc (prop.4)

%

Z-. *appiication

x —> é gx(x) de X dans -/?@ {X) est vag&&nent essentiellement

® -=-J.’qtégfable (autranen'c dit g’v est loczi mert intécrabie Dour fe,gﬁ 3,
(a5 5 A= Co vt :

€L on & gz 513,, jﬂé 5_,&;;(1;4 ;( ¢ . 8L ‘C}L‘.éA&t}‘”‘xgokL)v -

Une mesure sur X n’est pasg ”“éCt’:SSa._:_ nt incuite par une mesure suy T

Je Tacon précise

Proposition 13. Soit A une mesurve positive sur X . Pour gu’ile xiste

: : : 5 = } . : s Fit
une mesure sur T induissnt sur ¥ E:a mesure A , il feutl et il suffit que,
pour toute partie compacte X de T . XNX soit A =intéorable.

La condition est éw demment nécwsscz}.re, en vertu de la prop.S .

Tmrersement sup'posens 1& remplie. slors, 1’injection 9! de X dzns T




oo

est A -propre ; soit Y =T/ (A). Pour toute fonction f¢€ K ( <), on &
ff(x)d.ﬁ.(x) = j £X()ay () & 6,th.1), ce qui prouve que _)\ = ,)’X. .

iz

Corolizire.~ 5i X% est fermé, toute mesure sur X est induite par une

mesure sur T =

In effet, pour toute partie compacte K de T s #MNX est fermé dans T,
donc compact, et par suite A =intégrsble.

4. 'esure de Stieltjés.- ‘ous zllons étudier dans ce n°® les mesures

sur un intervelle de R , mesures qu’on snpelle mesures de Stieltjes.

S0it T un intervalle de R. Pour toute fonction numerlque f définie
dans T, continue et & suppor't compact S , l’lntegrale / f(x)dx prend
la méme Valeur quel gue soit l’ln‘cervalle compict [a,b] tel que
S & {a,bl c T . 711 est immédiat qu’ond éfinit sinsi une mesure posi-
tive A sur T . (lorsque T est compact, c¢f. chap. TI, §1, n°Z2, exemple
zoT lorséue I=R, cf, chap.'11, 32, n°2, exemphe 71). D’zutre part,
soit fR(_x) 1a fonction définie dans R, égale & f£(x) dans ITetao
dans {;T - fR{x) est une fonction réglée dans R et 3 support compect i
son intégrale dans R est égale 3 j £(x)dx (cf. chap.1V, © 4,n%4,

: £

exemple) : ainsi, la mesure A n’est autre que la mesure U incuite

¥

sur I par la mesure de Lebesgue # sur B ; el on 1’zppelle

<

Lebesgue sur I. Si g est une forction définie dens I, & veleurs dats un
espace de fanach, et A =»3‘.n‘tég:fé(fle7 1’irntégrale jg’(x)éﬂ, (x) se note

; d :
gonc zmduwwd aussi L g{x)dx, ou encore j’ gix)dx ei ¢ est 1l’ori_ine et
< &

o} l’extr@m 16 de I .
“ous allons voir gue t,cute mesure de Stieltjes positive peut se cons-

truire simplement & vartir d’une mesure de uebesgue sur un intervalie,




e

"r-or)o ion 14. S0it ¢ une fonction numemque finie oﬂflnle Cans un inter-

valle T de 2 , croisgsznte et contmue 4 droite. T1 ex1ste _une mesure de

Stieltiés positive sz sur T et une seule telie que v (lu,vj) ‘€(v) @ (u)
guels que soient ueT s V€T (ug v)., Réciproquement, 8i y est une

mesure de Stieltids positive sur T s ilexiste une fonction numerigue fini

¢ définie dens T 5 crowssazte et continue 3 droite, telle que Y = ‘V)(e

bt

S0it ¢ une fonction mumérique finie Géfinie dans 7, croissante et con-
tinue 3 droite. Soit & 1l’ensemble des nombres réels y pour lesquels il
existe déux nombres X5 %, de T tels que A‘C (x1)<y§ e (xg). ~’ensemble ¢
est évidemment un intervalle de R . Pour tont yed y 1’ensemble des x €7

tels gue y £ ¥ (x) est non vide, et s2 borne inféricure Y 7} eprartiert

RO

T.3 x€letyed , les relotions y £ €e(x) et x> ¥ (y) sont
éguivalentes : en effet, dire que x 2 \gfiy} si ;ifi@ Gi’i] existe des
nombres %’ supérieurs & x et aussi veisins qu’on veut de x dar 2 1 tels que

e(x’}, et notee assertion en réoulte 3 causs de 1a continuité 3 Arnite
3 . .

Cecl ertraine d’zbord aussitdt que Y est une apnlication croissante

de ¢ dens 7 outre, 1’imsge réciproque par Y d’un intervalle 'fug?

dow.

@

ol U €T et yecl (ug v) est ’intervalle Eg (u), ﬁiv)? s puisque 1s

§\d

(v) . iiontrons gue

f/\
fﬁ‘?

condition u < W(yj € v équiveut &4 ©C(uj< ¥

1’epnlication ";f est }ér =promwe : d’aborg, Y , étant réglée, est
J _

f,ia«-meburub > e?’iSulE@, pour tout intervzlle compasct [ugvg contenu dans

<4 , \
T s ¥ ({L, }} est M -intégrsble ; ceci résulte aussitot de ce qui précede

u est llextrémité

{=le

Si u n’est pes 1’extrémité inférieure de T svet:

bt

“3 & 2 e = & 3
inférieure de I, il suffit d’observer que "?f (%u}) se réduit 3 %‘f (u)}

& cause deila continuité & droite de €




agcm

Ainsi, 1’image y de g,a par ‘ﬁ’ existe
P (Ju,v]) =po y(]u,vj» “frtle w, emh =
RncvaOOLemert, S0it ¥ une mesure de

ae T ; et nosons

Vm)—ﬂ(ﬁmg)bmw u>s,

et ¢ (u) ==*i(]u a[),_nour‘ U< 8,5 T
une fonction numérioue finie définie dans I,
9(]u,v]) €v)- Clw) cuels QuqSOJent uel

cette egnllté Drouve de plus gue ¥ est con tlnue a droite,

1’intersection des erisembl es ‘}ug gt
“nfin, pour qu’ﬁne fonction numérique
que )= ) = 9(ju,v}) qu@ls que soient
faut et il suffit ev1demment que ¥’- %

Définition

Stieltjés p05¢t1ve sur T

et, d’apres ce qui precede

Cwv-2w .
Soit
ueT 5 @la)= 21ep) 5

est clair que © est

Croissente, et que

(lug v ;
puisque

=125 .. ect vide

P1n1e ! définie dans T soit telle

craissznte et continue & droite, on dit que lsa

uel et vel y 3k
801l une constante,
2.~ Si ¢ est une fbnction mumérique finie Aéri dans T ,

esl cssocide

& % . Une intéorsie telle que

{‘ g‘f
Jf{x)d‘f ).

,;[ £(x0a7, (x)

P

- En démontrﬂat la prop.14, nous avons etazbli

s’éerit aussi

en méme temps 1z Propo-—

ition suivante :
Proposition 15.- 50it ¥ une mesure de Stieltijes g@siti?e surﬁurp;nggigte
valle T de R 1l existe un intervalle J de Rk et une apnlication 158
A P e L P
%fde ¢ déng T éﬂ? -propre, telle gue W ( Ey & Yy
- ‘ : 3 i .= Scient
'héoreme 2 {changement de varisble dans 1’inté g~ale de ueoeSéue; Scient

strictement crois=

intervalles de R,

e * On Suppose existe

@ une application continue

3 it 3 T
une fonction positive 8 sur I ,

sSur

- » ﬁ ~3 B 3 b : “‘8
localement intégreblie pour #. s telie cue

Clv)- elu)=

v
j 6 (x)ax
Jiy




: : - 2T ;
quele que soient u€’ , veI (ugv) . slors, pour gu’une fonction F(y),

SEEES
valeurs dsns un espece de EHansch ou dens R 4 soit

définie dang o , 2 irs dans un_espat
Pr -intéggable,. il faut et il surffit que le fonction fle(x)) @(x),
définie dans 7, gg__u, Ky =intégrsble, et on o
7 jJ £(y)ay =Lf(f.(3{)) 6 (x)ox .
- S5oit ¥ 1la mﬁsure de dengité O per rapnort 3 Py sur IT:ona
v (lu,v]) = f g (x)dx =€ (v)=%(u) =>"e (]u,v]) quels que soient ue I,
vel (ug v)jde sorte que Y = )‘Q . Ceci posé, pour que f(y) soit

tr -intégrablc, i1 fzut et il s Ffit que £( € (x)) soit ?(e -intégrzble,
Ad{onc que f(€(x)) 6(x) soit (J.I -intégrable, et on &
J,— £(y)dy =Lf( e(x))de(x) = jI £0¢(x) 6(xax .
Exercice.
Soient T 1’espace Lrésilien, ¥ le sous-espace ouvert des poimts de T

- d’zbscisse >0 < it [t une mesure positive définie psr des masses pla-

cées aux points de X et telles que la droite EA soit localement 'néglia
gezble et non négligesble. Soit f la fonction égale 3 1 sur g}{ .

4 O sur X . iontrer que j f{x)dp.. (x)=0 et que

¥ - 2 X

| tWdp@ _—j £(1)d) (1)=0 (si ¥ = ¢ .p) .

3 2. Produits de mesures.

1. Intégration par rapport au nroduit de deux mesures.- Soient T, T’ deux

espaces iocalement compacis, {£ une mesure positive sur T , g,ﬁ une mesure

il

- > o , - e s
nositive sur T?, ¥ fi @ pu la mesure prodiit sur X = Tx 7T’
(chap.T7I, © 5).

Pour tout teT ; 1’apniication t’ —> (t,t’) de T’ dans X est ume

: z - L s ; - ‘ =
applicetion continue propre. Soit fﬁ’g 1l’image de (L par cette applicztion -




- o0 -

i Z mo = : \;
f“'b est une mesure positive sur )

e0

fe K(X), et i ft, désigne l*
nlication partielle t?! —=> f(t,t’), on s, nar définition de F’l: '
yt(f) ff (t2) ap’(t?) .
L’z-mlicztion t —> 4“5 (f) est continue % suprort COﬂDaC‘t {chap.I1I, ééz,v
lemme 2), donc l’am)llcatlon t — F’t de T dans J@( () est vsguement
continue et vaguement intégrable, Zn outre, 1’intégrale Ge par rapport
H = o o ‘ = ' 3

3 f;"'t aplte) .est par deflnltlon /<f9 PLL‘> ap () -fdy (t)fft(t )

/ ' -~ = -
ap (t’) . On a donc j[it dp(t) = v (cf, chap.l77, 3 5,n°1,Kemarque 2) v,

De méme, pour tout élément t’e T’, soit git, 1’image de ¢l par 1’appli-
cgtion t —> (t,t’) de T dans X . I L’appdication t’ —= Pt’ est une
apnlicetion vaguement continue et vaguement intégrable de T’ dans J% o,
et on a Jf Lapl(r) — v

J B, op

'
Mous nous pDroposons d’utiliser, dans le cas des applications €t —> ;J-g

et L7 —> fi,’:' s, les résultats du §3 . Pour celaz, nous aurons besoin des
remsrques suivantes. qui sont conséguences des résultats du 2;6 :

1) Soit f une fonction nositive finie ou non sur X . On a

# *
; o : = .
j( ft(tg)d?& () «-jf-(ngtg}dyt(t,ﬁ) .
L’égelité de ces deux nombres permet de les noter, sans risques de confu-
¥

e £ s = i( 5
sions, flt,tdpu (22) .

2) Soit f une fonction définie sur X , &4 veleurs dens un espace topolo- |

gique G . Your cue £ soitl

R

. =mesurable, il foul et il suffit que T

;;f -mesuyrable.




ey o

L'égalité de ces deux intégrales permet de les noter, sans risques de
confusions, ff(t,t")d gla (1?).

aturellement, ona des résultats anzlogues 'DOUI‘ les mesures Ju .

Yous utllzseTOﬁs, a ld place des notations J{ fle, bl )ay e 7).
ff(t t?)dy{t,t’), les notations j/ff(t t’)du(t)dpt (L)
jj'f(t t’)d;L(t)d;L (t?), en accord avec les notations adoptées au
chap,".-,s 5,8 1 . rlors, les résultats du §:3 se traduisent de la
mdme manitre suivante : '

Pronosition 1.- Soit f une fonction positive finie ou non, semi-continue

inférieurement dans X . Alors, las fonction t —7/ (¢ t”)dy, (t?) est

semi=~ contlnue 1n“°e*r*1eurement Gans T , et on &

f dp(t)/ £lt,t7)d ' (£7) =]f§(t,t")d;&(t) ap! (v .

Propogition 2.- Soit £ une fcnc’rlon posztlve finie ou non dans X . On a ¢

Jg £(t,t)dp (t) ae,o(t”i}'*j d;u.(t)j 2(t,t)apl (10) .

Corollaire 1.- Soit ™ ur ernsemble ¥ -néolicesble Gans TxT?,. Pour pres-

c*f'

gue tout teT , 1z coupe de ¥ suivant ¢ %L igezble.

Corollaire 2.- Soit f une fonction défin ie dens X , & wazleurs dzns un

espace topologique G , et ¥ -mesurable. Supnosons gu’il existe une partie

7

A de X , réunion dénombrable d’ensembles J-intécrables. telle que la

Jek

: 3 P - ) 4 i x > ¥ s . 2
resiriction de f 2 i A soit ¢ -mesursble pour presgue tout t&T .|

U bk

Alors, pour presgue tout +teT s ’avplication t7 -5 £(1,t?) est

—

Théoréme 1 (uebeSﬁae-» bini) .= 301t f une fonction définie dans Tx T :

& valeurs dans un espace ce Banach ou dans B s et _intégrable pour lz mesu-

re proguit ( @ - alors, pour presque tout teT (resp. t’&T?) ,
i




1z fonetion tP—= Flt,t?)

-1
/vl ~intéorasble) ; la Tonction £ ~——,~>J’/ £

(resp. f/f@mtcmnable), et on 8 : _ ~
3 7 , S
JH flt,t)dult)d e (t7) - é ap (L) | {f(t tg)di/i(t) =
jdu(t; jf(t, "d?t Ly

Corollizire 1 .- 5i un ensemble A cC 4

est J =intéprable, slors, pour

presque tout teT , 1z coupe

A(t) de a suivant t est ' -intésreble,
1s fonetion t > fwi(A(t ) est fd = 'é
78 = [pltatenap v

Cor‘ollaire D=

sble, et on 3

Soit £ une fonction vositive finie ou non définie Gans X
¥ -mesurable. et nulle e dehiors d°une réunion dénombrzble ¢’ensemblics
o Eintégrai:l Alc':*s les fonctions & —> 'kf'(t,,tsv)éy,‘ G

2 ——ﬁjﬂfk{tf,t”}dﬁ (o s:nﬁ mesurables respectivement pour p st f,i»/ .

et on 2

. ' TE : : '
fj[ £(t,80)dp (Da p’ (8) ww | ete,enap )
: '_%, :

#
d
G t B * s
:j[ d g krﬁ‘/ £ee.0)dp (U
Remaroue.- ine fonction T : 1

il

1l

nour tout te T ia T

gue, pour tout t’e T’, la fonction t — P(t,t?) Lo
' ’ &)

ans que f soit J -mesurzble

Pronosition 3.- _'Soit

by
x

une forction définie dans X , & valeurs dans un

esvace localement convexe sérnaré F sur E . Supnosons T feiblement
Y -intéproble, et faiblement - =intégrable sauf pour des veleurs de t
i

3




7 s

formznt un ensemble T négzl

gezble bour-‘u. . islors 1a fonection

P — f(t,,t’)df,b'(t’?} s @éfinie pour té}?’ ; est faitloment integruble,

etona: [flntnapmaptey = fa

. fridores O mesurab111té pour le prociit de deux mesures.- OCaounvenons

dfiac)j £t t.”)dy. (23 .

toijours que 0O.{+ oc })=0. Cetle convention a en pu_‘m culier 1a concee
guence suivante : si f est une fonction positive finie ou non sur un
espzce loczlemer t compact muni d’une mesure positive jbc s on a

';,z%(af‘} = a!ye%(f) pourt toute constenie a telle que O g =< + oo .

Clest évicent si =0 3 s8i a -+ o0 = ona !,&*(af)=af,u*(f} = ou
? (af) = af,aa’?(f) — . siivint gue £ est Iz -nésligezble ou non
ft -négligesble 5 81 O <a <+ oo ,ona plar) - ag,t"*(f) o’apres

1z prop:15 du chap. TV, 1 .

Sronosition 4.- Pour tout couple de fonmctions positives £,7° f/inies ou
non définies respectivement sur T et T' , on a : _ 4

2 “}ﬁ' 2 ] z ﬁ‘ 3 ;
[[reozanapmap’an = ([ romap ) [ erenap e

2 5 J
sauf lorsau’un des facteurs du second membre est nul et 1’zuire ool ava .

D’znres 1a remarcue qui précéde 1’énoncé, 1s pro .2 éntraine gue
% 5 9 v

i @ t ;
4w {T!i:', N ! - ¥ § &3 /
=] s | | ernap! ehjap (v = (] £1EHdp )| f(t)ami ,,
Ti suffit donc de prouver gue
rpE f,i{” - -
S | & T . RS y 37 o s e TR RS | s ’ b)) 3 ] 5
(1) || s ()ape® < (| Flodpdt) () £iE)d u (L)),
7 T 7 ¥ %
Ceci est évident lorsque le second membre vaul + oo . Il reste aonc
5 ;;'7};' 5 ; ;
senlement & cxaminer 1e cas 0v j Flr)ia ult) et j P g g (0] sovt




W

ot f,(t) et £7(t?) sont des f‘onctiohs gemi-continues inférieuremeni
dens T ot 70 feénectivemen‘t telles que ) o= (t), 2 “’(t’)
Or fl(t) f‘i(t”) es‘t semiwcontinueinférieuremez;t dsns Tx T’ ; clest
évident en un point (t,t’) tel que (t) =0 ou £1(22)=0 (car alors
£ ()£2(£9)=0) s pour les sutres pmm;s (t,t?), c’est une propriété
1mméd1ate des forctions semi-continues inférieuyrement. On = donc, en verti
de 1z prop i :

(j f (t)df&(t))(ff”(tg)dp(t”)) “ﬂf (t)f"(t’)d/,f,’t)d}t(t’

/ TR () dp (ta plie)

ce qui achéve _f.a demonstratlon.

Corollaire 1.- Soient A une partie H -négligesble de T sy A’ une partie de

T’ telle que F’ (A“/*‘ - £lors AXA’ est négliresble pour ft ® ;A

Corollszire 2.- Pour tout couple de fonctions positives f.f’ finies ou ngg

définies respectivement sur T et 2 on a

[ tweanapmagie - (j f‘(‘t)dp&\t))(j £2()d e’ (1))

un effet, soient K et X? des parties Compactes de T et T’ respectivemen

On a s .
/’% . - . ¥ -

jj fx) e, (1) DD () ap (Baplie?) - £l e, (Ldp (1))

e:ff?W}%, £ dp/(t?))

sguf si 1%un des facteurs du secong membre es
;7

t‘ais, si per exemple j £{t) %K (t}d;@&(t'}:() s ¢ (t}f’(t’)‘{? it

a0

est nulle en dehors d’un ensemble négligeable pour f”‘ & b, en veriu du

cor.l . L’égalité (2) est donc valable sans exceotion. Ceci posé, on =

e

'f*f( i (L Jap tb)a i(r”% su jfT‘t)f”t’)‘& (t,t2)au(t)a fdf’(”) =
J e b Kx K =
= sup fjé’ L, (Dau (1) Jf ()€, (Lap! (1)




] &

: - {5 =
lorsoue ¥ (resp. %) parcourt l’ensemile des parties compictes de T
(resp. T’), ce qui 4tzblit le corcllaire.

Corollazire .- 5 it f une anplication f‘umesar"ble de T dens un espwce

topolo;igue % . alors, 1’soplication (t,t?) —sF(t) de Tx T’ dens G

est mesursble vpour P ® ,x,’

‘m effet, soient ¥ et X’ des parties compzctes de T et T’ respecti-
vement. Soiert M une partie [ -négligeable de K , et (Z{n) une suite
de prriies compactes de 7 telles que : 1) X = M U ( U E) 5 2 1a
restriction de T 3 chaqﬁe I’ est continue. ulo;rs, la restriction de
Liapnlication (t,17) —-—-3>f‘{t) Y chaoue ensemble K a X B’ est continue,
et YxZ’ est négligesble pour ’fzc_@ ;& ~ d’spres le cor.l, ce qui

prouve le cor.3 .

Corollzire %.- Soit g une zpplicstion de TxT! dans un espace topologi-

gque & . On supvose que les smplications pertielles t ~> g(t,t’) sont

Piosc -4

‘ccn'clrues, et que les spplications pertielles t©° — glt,t?) sont

o

fL"»mesurable& alors, si toute partie compacte de T est métiris ble?

o /
g est mesurable pour 2 S e
Soient K une psrtie compacte de T et d une distance sur £ compztitle

- © - 3 z OO S = 3’& |
avec ls topologie de K . Pour tout entier n Z 1 oit (L, Y, GHU? )

3
un recouvrement fini ouvert de X tel que tous 1 Uil cient un c;i metire
inférienr & L , On en déduit aussitdi un recouvreme nt fini plus fin
. = : 7 it

Vs z} 3 4 3 5 -
B V’ ,.,gv’; ) dont les ensembles sont P -mesurcbles et deux & deux

= 7%

g . ol 7 2 =
d s*elm‘,sa Choigissons un point t;j— dans chague \ff}y et posons

_ : : : 3

£E,£2) = o(t). t7) nour tEVE ot 17em) i ik aiors :

g‘n st 1) g 59 : 7 pouy L E 3 et t'€T’ | La restriction de g, &

2
i

~

&

i

en vertu du cor.3, donc En est mesurs~

<
é“

est mesuwdt ie po;«. g

Oy

e

ble pour § @ p! . wnrin, site v ,ons d\t,tg: ) = -%: , done,




@

Soient f{ t) (resp. £7(1’)) une fonction définje dans T (resp. T'), 3

nour toul couple (tgtv’)e e Bl gr:(t.;t’) —> g(t,t?) quand n _—
Par conséguent, la restriction de g & 7 xT? est mesursble pour M e {QL’ ;
de sorte que g est mesurable pour i & w

Corollszire 5.- Soient 7,7’ et & trois espaces topolozigues, el soit
9 b

(%,y) — ulx,y) une spnlication continue de Tx 7' dans G . Soient £(t)
9 ¢ A it 202eily

(resp. £’(t’})) une fonction définie dans T (resp. T’), & valeurs dans 7

(resp. '’} et mesursble pour }u(r‘espe f"/} . Alors, 1la fonction

(ty,t?) —> ul(f(t),£7(t?)) est mesursble pour o = s 29 ;/Li :
Zn effet, les apnlications (t,t’) —= £(t) et (t,t’) — £’(t?) sont
mesurzbles pour EL@ f,_d en vertu du cor.3 . Le corollaire est &lors

conséquence du th.l du chap.TV, 35 .

[ntienng

Corollzire 6.- Si AC.T et A’c T’ sont mesurzbles (pour % et };,"_

respectivement), AxA’ est  -mesurable.

Ceci résulte sussitot du cor. 5 .

L,

Corcllaire 7.- Joient *,%’ et G trois cspaces de Zznach, et soit

¥ i b = A» S v e 2 2
sy —— 5‘ ayj une gpplication blilnealr-e continue de P xF? dans G .

=

7 g

valeurs dang ¥ (resp. *') et intégrable pour ® {resp;};,"}, Alore, la

"’ﬂi E & 4% =5 P - \Q‘E 5 b 3 3
fonetion: (i, b’) ~—— {f{?ﬁof”(%”}g est intégrsble pour ¥ = f"* @ fu.f :

et on s

€5 { E 4 2 " f‘ B % 5 = B % 2N 3 s
2 1 'faﬂﬂo 2L }* dfw&txuvﬂ. (e2)=4( | f(t}d&ﬁ,{‘f;}}a{ §i°”("‘€~”}dl&i!(”ﬁ’7})
L J J J
La Tonction [‘r{u) il )} est vy -mesurzble d’zprés le cor.5. Diautre
19




Soient f£(t) (resp. £2(t?)) une fonction définie dans T (resp T’)s & valeurs

Seg o
er vertu de lz nrop.4. Celz prouve que {f’(t) f’(t’)j est y -intégrsble,
L formule (3) resulte zlors du t,heoreme de uebesoue«-“ublni et de la

linéerité de 1'intégrale (chap.7TV, d4 th.a).

Corollaire £.- 51 Ac T &t o T oaont 1nt,eo'r=ables (g_ur' g,e. et pu!

respectivement), AXA? est intépreble pour Vv = U ® ;4, » €t on a
Y (Axa?) = pa) pltary . ' '
Ceci résulte zussitdt du cor.7 .

Corollaire ©.- Soient P37’ et G trois espaces de “*a.l’laCh, et soit

(x,5) —> [xo-y] une anplication bilinédaire continue de Fx7! dans O .

géns P (resp. P’), et essentiellement intégrsble pour 28 (resp., !u ).

4flors, 1a fonction (t,t’) —> B:f(t) : f%tﬂj est essentiellement intésorzble

pour Y= pu @ (' L etona

jj (20 .02 e0] apvraplen- [(jfmé;,a(m (f £reenap! (v

En effet, la fonction (tgbf} —> Ev(t‘? £t )} est 9~mesm:§fle ’epres
le cor.5 . Dlzutre part, jf [f‘(i') "“'*(V);!dé«.é(t;c. Ef{ 3<b ({Féf(‘%;}{df»i(t}}
( ff” T’)%dgx. {t2)) en désignant par b la norme de 1°: ‘Oﬁl‘intlo?l bilinécire

3 ¥) 7{,”*;5 , en vertu du cor.2 . Donc Ef’{t} ’”(t”? est essentiellement

Qaizg.jiég:ﬁ ble. Alors , v
: ['f - 7 if{' -
| f’(t%f”t”}d# (apte’y = 1im | Free) pocer j (t,67)dp(t)
1 k(B)ap/te?) jéi_‘ff ) j¢ w" agﬁ'itﬁ
= 1m [ ¢ 35(’5“%&(@&@,&{‘&3%(}{ crie e )dy;
=lam fre « Bap@).aim [rrene woapien]
; €y -

lorsaque K (resp. ¥?) Uaf"COLI“J' i ‘ensemb"&e des parties compactes de T (resp.7?).

Ceci établit le corollaire.




Lo

-l

Corollcire 10.- Si AC T et A’ T’ sont essenticllement intégrebles

(pour $ et ();' resvectivement) s A XA’ est egsenticdllemci1t intéecrsble pour

Y=p@p' ,etona Viaxa') =) fiar o
Ceci résulte sussitdt du cor.o . ' |

3. Provriétés du produit de deux mesures.- Proposition L.- Soit g

‘resp. g’) une foriction positive finie définie sur T (resp. T’), locile-

ment intégorsble pour © (resp. ;,L’ ). s#idors; la fonction (t,t?) —glt)g’(t?)

est localement intégrable vour J = in e ;,:.’ ; et on &
(g.u)®@ (g2. ') = (gg) (& ).

Zn effet, gi ¥ et K’ sont des parties compactes de T et T’ respective-

ment, ls fonctic;n % er K/ (b, e glt)g’ (£?) = (@ K(t}g(t))(‘eK,(t’)g”(t”}
est ¥ -intégrable en vertu du cor.7 de la prop.4. D’autre part, si
fe K (D et Fle IK (P2). on a, en posanit jig ::g;fx. 5 !w; =2 H o -
< )?g = {gg$)9 }) . v ‘ S - :

Jf rweenar e =[[ e e way e,

- § » ' ¢
= ¢J fewdp ) (fertng ehaptn=(frwag, ) i)
oo 5 _.{? 2N =5 ',‘;- o / "3 ‘
dff‘f (b’)jr ”jjf(C}f (t?/d(éfl)i @},&? )tgtzz

- 3 = £ ‘ o s i o
donc ;7?, = M, © ¢, , ce qui achéve la démonstration.

¢
Provosition 6.- Soit ¥ {resp. ') une zvplicztion it -provre (resp.

In effet, 7 x! est ¥ -mesurable en vertu du cor.5 de la Prop. 4.

D’aulre pert, si K (resp. X’) est une partie compacte de T, {resp. T?) ,
-»'ﬁ W,é—; 2 ;

(0 et T (9

Jt

sont essentiellement intégrables pour iL et gz’ respec—

3

tivement, donc W (K) x §/(¥’) est essentiellement intégrable pour ¥




-

(cor. 10 de 1= prop.4) . Ceci nrouve
si fe X (T,) et f"‘*’e :i{ T’)g on
p; =My, y, = @ l“»g
[Jeepeapapgmap, o - <j
~(jf<u (t))ap (t})(jf»fw (t*)yap

o

ce qui prouve que [t ®,fl1

CQ..

-(rxr)(p@y

=
ht

T« f"

a, ern: nosant ﬁ

¥ -propre.

es

que .sn outre,

"(’tﬁdg(tl)\(ffwmdp:;, (423
= fleex core o (67))au(t) dpi(t?)

©

Pronosition 7.- Soit A (resp.A’) un

(resp.T’). .Jors, AxA’ est un sous-

sous-espace localement compact de T

espzce localement compact de

%X —TxT' et on a (H@M)

re K(A) et

XA’
effet, si

q
..:l_ i

e ]{/(A’), on &

G, P Hy

©
<

fjf(a)f’(a”)dyﬁ(a)dph,(a )= | etarap amj £2(at)apji(at) =

“(jfT(t)diA‘(‘c})(; P T (t”)ay'(t’))
ce qui prouve que yﬁ® H«&, (;A @

4.

ﬂf e eapwap )
Pl

A g

Intégration par rapport & un produit f’:un de mcsures.~ eS8 resu? tats

%

‘précédents s’éterdent sans peine 3

rn

T ceo
Tyst s Tﬁ trois

-

Per exemple, soient

un prcduit d’un nombre fini de mesures.

especes localeme:d, compseis,

= sitivy U i=1,2,3) & i = , L -
une meeure positive sur T_i (i=1,2.3)., et soi “, @ ¢, ®‘ ff'%
ls mesure procuit sur X = Tl}“ T);t T,i . Seoit £ une fonction ¥ -intégra-
ble 4 valeurs dans un espace de Bznach ou dans B ; une premiere applice-

tion du théoréme de Lebesgue-Tubiri montre que, ssuf en des points
(t75%5) e Tl % T, formant un ensembl e négligeable {pour ., & m’.‘% ¥y 1a
fonection t f‘(tl,t)gt est g;’, -intégrable, que la fonction

('tlf,tz)ﬁv_.;ajf f\c}_,ug,t }d!;c{ (. )s dp:’in‘e presgue pertout dans T; x f4 s

est intégreble pour {,@1 @ iy

s et gu’on &

({s 3 tl?‘i,e,g,t,,)dv) (tgstgobq) j[ézg(t Edy (to}jf(t'l?t'«?t’ ) aﬂﬁ (t ) :




Qxl

= 100 -
e seconde a?}")lJ.CGtIOTI du méme théoreme morvtre que, pour bresque tout

té Tl ; 1= f‘onctlo‘n =

-

, wv”jf(tl?tc,z *)cjly.g (‘c . est definie presque
pertout dans TA, et est ;,L =mtﬂgrable : en outre, lz fonction '

I

Ty .ﬂ-y\}rdfﬂ(tn)}f\v .)UQ,I,.,)dgig(tm) s déf nie presqizg partoutl dans 'TZL ’

est H,afﬁtégwab?es et on a

L‘( :E'(Tl,t ,tr,)av’ (b-a?'(,o?b i jdy {"clj 5 dfig 3}{?(*& s b,sts }d,u {u ;

On prouve de méme que, pour p”eoque tout t, eT . 1a fopthn

i

‘ (‘c,,,t,\) —> [‘L(*cptp t,3) est 1nteg‘r°dble pour @g & 5{5 s Que lz fonction
t, > 1{{ {1 gtmtﬁ)d (% )d )y Géfinie presque partout, est
1 £y py & » |

i

-’ *1°ab1e, et Ciu on s : e . .

fjjf’(t}_,t.,w )dy (t )=fd§,a (t ) fj f_(tlgt"ﬁt Jd yz(tg)dgs {ftﬁ) .
‘ “’aug lzissons su l ur le soin de généra‘lv ser de la m@me m-mlere :

1es autrec I‘PStha"bS demont dg ci-dessus pour le produit de deux mesm*es,

5. Iﬁtéwa‘ei on par rannort 3 un prodiit infini de mesures.- Soit (. )Zél

une fzmi 1J_e queiconque d’espaces compacts, et soit T = 2 i = o pose
.——"*‘" : . 2 - > 2 '. 0y 2 o 2 g
B o= 1] T pour toute partie J de T . Pour toute partie finie J de I ,

3
el © . ; : , , : :
soit ;4»@ une megure positive sur T ., On suppose que &1 ¢ et K sont deux

perties finies de T telles que 4 X , ona pr. [ ) =Fy , en
: 5 Ve
ésignent par pr. , 18 projection de T sur T . Soit (& la mesure
7 gas % 2 2 =

positive sur T limite pra,jestive des Pr (ehap. "1, 25, n° 6},

Droposition 2.- Soient X une uom:.ge compacte de T , et ¥ = pr (K)

{pr_ désigmnent 1s projection de T sur T ). Alors, e (X) est 1z limite
. 2 3

de (A_(¥ ) suivent 1’ensemble, filtrant pour  , des perties finies




- 191 -
Pour itoute partie finie J de T, posons X’ = i x TCI . LBs ensesbles
y > 1 / 2

%! sont compazcts, contiemment ¥ , et i ofment une famille filtrznie pour
e ; »
lz relation > . i‘ontrons que ﬂ 77 = 7 . Soient k un élicment de

- b = %

ﬂ K? 4 et V yn voisinage de kK dans T . 71 exisgte une periie finie © o
L2

de T telle que ipr }XTQI < 0. Comme k&nT » OnL & pr. keu- =y
“o *o "0

donc il existe un elem.ent k'€ ¥ tei que pr; k=pr k’ . &£ Llors,
; J 4 2} bo
0
k’e V , de sorte que V rencontre ¥ . Comme V est un voisinage guelcongue

de k dans T , on er déduit que ke ¥ , ce Qui prouve notre assertion.
Dsagtfe par*t., g,f.s. }(J) =#(K§), parce gue '“-f' pr; ()u.) et
X = prT(KT). L& proposition est alors conséquence du cor. de la

& £ ,

o
nrop.1l du chap.7V, Q4 .

Corollaire.- Pour tout z2€ T , soient E.LL une mesure positive sur Tz,

de masse totsle égale 3 1 , et K_L une partie compactie de Tz, . Soient

#:i?é H, et K= WK@" Alors, (;L(K) H #, (f: ;

1eL el
tn effet, si f,c ‘ désigne 1z mesure ° & ¢, pour toute pwtle finie
1ET7
7 de I, on szit que Lé est la l,mlte projective des ;ﬁ- . St olautre:
'T‘T’"
part {pr_ %) ?_ By = 11 [ X ) en vertu du th., de
#‘5‘ = Ff o " €T %ﬁ - s

Lebesgue=-Tubini,

Propogition ©.- Seit (T ; vne suite d’esgpaces compecis. Soit. pour

chzgue indice n ¢ uyne mesure po sztive de masse totale 1 sur T .
oo “ o0 : n

Soit = @ P 12 mesuve produit sur T = il = . 3i, vour chague
n=1 'B'L:é. 21 ’
n , A, est une partie B =intécrable de T = [g
F18 el n Boi

- -intégrable, et ona W (A) = ?T fi%‘(r’\.n} ;
; ; n=1




= 107 -
En effet., A est 1’1ngersectlon de 1a sulte c}ecrmss:,nte des ensembles
oo

= ( TT )x( it ’E")_: or, d’s nres le cor.f‘ de iz prop.4, chague

ensemble B_est - :Jintféc'rabie?' et on & ;J;{B )—- H ’u,\% (Ak), Par sulte

n
fo-1
(chav.‘"f, §é, nrom'?' et corollareh A est pt-«mtégr’ab‘!e, et on &

(“ {(a) %1?21 }L(B }s ce qu1 démcntre ig progos:tt cn.
- oo

Per contre, si (T ) est une f‘amzl'Ie non denombrable d’espacec

1E7
con‘macts, si ,u est une mesure positive de macse tot e 1 sur 11' 5

et si AL < T est fé§=1nteéxrable, A lgﬁ n’est pas néces=

seirement [ -mesursble {exerc.) . /

1ttt que ces demi-trivielités, ne pourrait-on pas fazire les théoremes
de Jessen '(Etat 2, exerc. 11 et 12b , p. 116-117).
mxercice.

g) Soient T'un egpace localement ccmbac-t, f"’ une mesure positive su;r?_T ’
T un interville de R , ¥ une mesure g}ositivé sur T .Soit A une partie du
'pradu:i'.’t TxI , telle gue : 1) pour tout xel, 3.a'c,c>u'§e Alx} < T de A

est u -mesursble 3 2) Alx}c Aly) sf x <y . iontrer gue A est mesursble

pour P =P @Y . (Se remener su cas ob T et I sont compacis et ol Y est

diffuse ; cc.nsidézwr une subdivision (x ?xl,,.,a,xn} de I telle cue

%

) (fx.., X _}l}) < & pour O£Lig<n-1 ; et former deux ensembles b ¢i € de

3

#7 , P-mesursvles, tels
D) Déduire de a) aque, si £{i,%x) est une fonciion muuirique sur Tx1
“ - 4esurob1@ 1 £ pour chacue xX€ 3 , et croissznte en X pour chague LE€T ,

ziors ¥ est § -mesurable.

5

¢) Déduire de b} que, 21 z{t,x) est uvne fonction mumsrique sur Txl ,
i -megurable en t pour chague xe I , et momotone en x Dour chague © =T .
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alors f est { -mesurable.
2) béduife dé‘b} qué, sj g(t,xj’est'uﬁe fonction numérique sur T x1I ,
F,umesurable en t nour chague ;xéII et,monotdﬁe en x pour chéque e T,
glors T est f emesurabie, {llontrer que 1’ensenble ?lc: des points
TLET tels que F(t,x) soit croissante en x est j -mesurable : pour cels,
désigrart par sz'zi’ s pour deuy nombres rat*onnels rl,rz de 1
1’ensemble des points teT tels gue f(t,r]) Z f(t,rg); expz;imer

T, comme intersection d’ensembles D 'Z ]

L1 %

CHAPTTRY VI.- Désintédorstion des mesures,

§ 1. lssures vectorielles.

=

1. Définition d’une mesure vectorielle.- .es mesures étudiées dzns les

chavitres précédents permettent d’assoccier 3 certzines fonctions mméri-

ques une intégrale gqui est un nombre réel. Yous nous proposons ce géné-

reliser la notion de mesure de telle sorte que 1’intégrale d’une fonction
numéricue puisse prendre des vasleurs vectorielles,

-

ice localemert corvexe séparé sur H. On

"1

Définition 1.- Soit un eg

1@}
{45

apoellie mesure vectorielle sur T y & Valeurs dans 7 , toute spplication

-

mnEs ek = T i S : z
iinézire f — m(f) de 1’espace (ﬁg(T) dens 1'espece ¥ , telle gue,

S

pour toute partie compacte K de T, 1a restriction de m & 1’espace

Jf(*,-) des fonctions continues & sunrort dens s 80it continue pour

la tonologie de la corvergence uniforme.

Définition 2.~ Soit F un espace locazlemert convexe sépsré sur kE . Soient
g bne avplication de T dans F , et une mesure positi ive sur T. Sis pour
toute fonction fe 3%{27, 1la fonction fg (& valeurs dans M) est

)




- = 04 . -
falbleme*ﬁ, ;,z,amtegro‘ble, et si l’avplication T ——?ff‘g dfk g‘g J{f(‘l‘}

gzns ¥ est une mesure vectorielle m sur T , on dit gue m est la mesure

de dersité g pzr ravmort & o et on 1z note B.pt .

iorsoue ¥ = R , cette défz’nition colincide avec 1z @ér.2 au chap.V, 85

Proposition 1.~ Soient g et g, deux fonctions def‘dnles sur T 2 vqleur-

Ch

vt

ans ¥ , Lelles gue les mesures yectorielles m = g, s mjzgl,'u soient

définies. 5i g et g, sont égsles localement presgue partout pour L , on
a2 m= m, . Réciproguement, si mEm, et s’il existe dans le dual faible

d

! de ¥ un ensentle A dénombrable partout dense, g et g, sont éusles locs~

lement presgue paritout pour !,4. -

Su*;‘:t‘wns g ¢t g, égeles loczlement prescue partout pour
pour toute fonciicn £¢ d (T, Tes Ponclions fo et o sont égzles sgue
‘W"’

o

partout pour B donc m{fi=m (£} de corte que m=m . Wéciprocuement,

SUDDOsONSs m~ml, mlovsg pour toute fonction fe H(T) ot tout élément z’ de

!, on 2 jf(t?(ggithz’} LgA(ﬁ} =<ff‘g dpL,2’ > =<ffg7é;-¢ ;2! > =
> ; 2 ' - n : - : : {2 ;

»

T
z’€ P’, 11 exiete un ensemble W . T 1localement négligeable pour ® o

<§’lit) zﬂ} pour tout z'e
5?31 n’existe pas dans P! d’ensemble d nombrable partout dense,

cn peut avoir m=m 8ans gue o et g

, Solent égeles locelement
% =

prescue pariout.




iy
,g, dxqules de megares vectezlelles (* 1loﬁer}e~ 1. uoi+ F un espﬁce 1oeale—

nent convexe o6pord daﬁs le l’rﬁveloppc cenveye Iermée de tout
_ensenble conmpaet eot compactc {eondition (EC) du chap. it 54) Pour
toute fZonction continue 7 d6finie dans T, & valeurs dons 3. l'ﬂnplica-,

tion £ ,~19‘j’f~ ap de 3{ (T} dans P cszt une mesure vectorielle sur
T . in effet, goient g une semi-norme continue sur F s et K une partie
compacte de T . Soit aK la bor ne supé Srieure dans ¥ de 1a fonection

numériqué'continue alzg) ; pgur toute fonetion fe JK’(T K}, on a
alfg) =lz] ale) g ay)t] , et por cuite q(fiﬁ ap) <fq(?g)dp
< Fr P(A)fir}g, ce gui 6tablit notre ssser tion.
Par exenple, si F est 1l'espace v@é(?) des mesures sur 7, moni
de 1o topolqgie vazue, et si g est llapplication + —» at 15 mesuré
- vectoriclle précbdente est celle qdi asgocic, & toute fonetion
i £ it {2}, 1= mesure f.p . :

/;

2a,SQieﬁt_F,un éspaae de Banoeh, et o une fonction loca alement inté-

srable définis &ans T et & valcurs dans F  (eh hop.V &5 déf.1). L*anpliw
eatiqn 2 uavf f p ﬂeqﬁki) dans F eat une mesure wectorweilﬂ sur Tg
Gar, nour toate uqrtie compacte K de T et toufe fonction f<?f§{T,K)9
one . e df-’a,},.«”ﬁ,g j{»f 2 fi;@%g I £ ﬁjig%iﬁ@ :

5. Soit F.uﬁ,e poce loeslenment ﬂaﬁveze séparé. Solent ! son dual

,:,faible,‘ § son daﬂl ?orte Sozt 2 ano uﬁpliea ion de 7 dans F?f‘Suppee
sons gue, pour boate fon?pion':fé_ c 1z fonetion 17 soit o ibigw
,vﬁent p—intérroble (concidérée éemme avpiication de-T dﬁﬂs ¥1). 11 est

. imJéﬁia% gune 1'gonpiication ‘f-m%j fp dp  de 0q,(T) dons F! est une
sesure veetorielle sur ¥ . Hais on va nonbrer goe si F est limite ine
dac%ivc éagspseeé de Fréchet‘cct:e anplicotion est encore une mesure

l? vectoriclle auand on 1o consicdre comme unc application de J% (T)

d;@fs\ F,; -SOZ[.'?;AKCIL Sps rtie _compacte de T.- D'é“ I’("“: ga apion = 0 |




1o

sup
ZzZE€h°

<[22 awd]=|f< 5 tope > o |

¢

quand g parcourt B ; antrement dit, |
blit notre asnertion. ‘

* A, Doient I un esnoce hilbertien,

dans H . L'anplication £ —3 £(4) de

hz)f < fzelf - =

Le & me de Dunford-Pettis.- Toute

dans 12 démonstration du thsi'"da, chap.V,52, 1"‘appiicatien de F dans
oﬂi("f) qui, . %:315:::3:’1&';’ 2 ef . _i’,é,i?z; 'ccrf:espaaére 3. ionc’;iog,

< z,»éﬁg;>‘, éﬁtvccﬁ%iﬁue{ Done, si 3 cot une qutie»bqrnéé dc T , ona
ﬂ(z,gzgg}E dpL+o0 . Or, pour toute fonction fe JL(Z,K) , on a

B2l f <2002 > |

ce qui prouve que, qua,'n_&_n«f” —> 0 <2 ,ffg_d;z> ~—>0 unifornément
J[fg dpg —>0 dons FJ

, ce qul Sta-

A un opfSrotenr hernmitien défini

K (B) dons 1l'espoce de Banach

qf{E) des opéraoteurs continus de H est une mesure vectorielle, telle que

pmesure vectorielle ne pout pas Bire

d6finie por une densité (exerc.). Unis on 5 le résultat sulvant

un espace localenment convexe dans

Théordme 1 {(Dunford-Pettis).- Soient F

un ensemble dénombroble paovtout demse A et F! son dual

tive sur T . et

faible. Soient 1 une mesure pos

o

£ — nlf) one spplica-

tion lindei-e de K (T) dans F' possédant 1o propriété snivente s

vectorielle &

{Cette condition entratne Svidenmcnt aue m est unc nesure

‘bne fowetion g , définie dans T ,

Yaleurs dans F' et mBme & valcurs danc

& voleurs éans F!, telle que m goif la

s hlors, il existe

Lo dernicre affivnation du th

! liexigterce de g .

mesure de densité 5 por rooport 4 i . 51 g, est ume ceconde fonetion possé.
dent ces propridids, gz et g4 Bont épales localcment presque pertont pour B

nlte oussitdt de 1o wrop.1l. llontrons




e e e

_une partie 'ﬁqwcontlnue de F'. Donc, quand z =0 , 0 - (g,) — 0 .

sur un soug-cspoce Il de L = (Z,1). Comme & est par toa’s dense dans F :

‘son inage est poartout dense dons H , qui est donc de type dénombrable.

i
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L'kynothtoe cutraine gue n est une ”'pﬂllC"‘L‘thl’}. continue de ‘7{’(?),
muni de 1o topolo~ic incuite por celle de qf {Z,4), dons F'. Done
{chop. V S,'3, th.5), pour tout zeT , i1 existe une classe g e (1,;.;..),

bien déterminde, et telle quc, pour toute .LOﬁCthH g de 1o classe gz .

I‘_)Z
on o3t =
< 2, nif )> ff(t)g,_,(t)d 1(t)
guelle que' soit £€ K (). £Zn outre, on 2

T (z,) = sup”fu)gz(t)am}j sup|< z,m(2)>]

quznd £ vorie de facon que U, (t) £ 1 . hypotaese, m(f) déerit a2lors

Ainsi, 1“7 3plicf1t10n Z --;g est une qopllc tion 1indsire continue de F

Cels étant, supposons qu'on ait défini uvne application lindaire
9 * - ‘ el 3 > ' ? 5
g —>g de U dans §£ (Z,p), satisfoisant aux conditions suivontes 3

* - -
T pour toute els nese géu s & oppartient 4 1o claosse g

2% on g lg"(t)! < 0 (&) pour tout tE€T .

Alors, pour tout $€T , l'avplication z — g;(t} est une forme liné-
aire continuc ,s;ur ¥ : outrement dit, c'est un Sldment g(t) de F'. Ainsi,
on a par déiinitioﬂ Ze8(t) > = g:(t) VQuVels gue goient t€T et z€F .
Pour toute fonction £ e JC,(A), on o '

' < z,8e)(t)> = flt)e. (1)
donc <z,‘¢g)(t‘)> est une fonction numérique intégrable ; en ocutre
<z, mlf)> = jf(t}gz(t)dp(t‘ = j(z (£g) (£) > ap(t)

ce gui prouve gue l'application t —=f{t)z(t] est foiblement intésrable,

et que ,
it = J{ fg dp




foh e N a done ftountes deos nennniAEAs vraiatiaoo . R ——

- 1he .

-

conc que m est lo mesure de aenuité g par rvapport & b . Uone tout revient
& prouver le lcnme salvant = - = : ’ -

Lerme .- uOlf‘ 5 un “omc-espace de tvpe denombrable de L o (7.0}

= =t apnélcﬁtm% g 5 de I dans o 7,1} possédant les
rronridtéds 1° o4 2° éiudegsas., ' , |

dzns le compldnentaire dtun encenble locolenent nécliceable P
'z '1. ¢ s z

Soit (én) unc suite portout dense d*éizémen’cé de I ; pour chague indice |

n ; désignons par Gy bne fonction de 12 elass ¢ g, - Pour tout systonme flni
(x4, Tpyens ,rn) de nombres rationnels, on & BCZ lol(t)} T’Ioa(%" r‘igi)

ooit P 1a réumc--, locclencnt n\,"'li ceabls, de 1o fonille dénombrable des

b
55

Déoicnons por g la Tonction émnle 4 g, dans

ensenbles P .
71 zz L ‘;% " ,‘,:: .’ E.
CP, a4 0 dons P 3 il est clair gue 2.€8, et gue
(1) | Znaw| s 1,638
pour tout tE€T e% toub sysiime (ri) de pombres rantiocnnsls. Soient D le
couc —ensenble de I ! Zormb des combinaisons dinéaircs des é a4 coefficients

rationnels, et @C_ OC. le spuc-espace de @fw forné des fonctwﬂs

vorndes, muni de 1o norme [ 2l = sup sf(t)gé a relotion (1) nmontre en
@ o0 3 e

premier lieu que si on a Z r;8; =0 dens L | on 3 apssi
Z Iy gi = 0 dans @ . On définit donc une application Q-lindaire
& ﬁg de D dane B [et mon pas dé‘oanﬂe) en ass oQiavz & 1a combinaison

' ; e s 7 ~
linéaire Z Ty Qi 15 fonction < rlgi( ), ot 1z elw'i:lcm (1) montre
que cette 'ﬂ”licﬂtv oa est continue. Elle ge p:_olenr,u aonc en une applic'e-
tion continue {gue nous noterons grcore 2 «-}o } de D=E dans 05 .
Zn vertu du proleoncenent des identités, l'opplication prolongée 'est

s e .
B-linéoire, ct ona [lg ig < T ..(8). @nfin, si (b ) est une suite 4'61&-

it = n
; o -3
nents de D qui converse vers un S1dnant h de B , B, ) tend vers h (1)
* S -.'. © = -
pour tout t ; conne hne hn , on en déduit que h € n . Ltopplication

® £




ES

i1
Remorgue.- Le thiortme de Lebessuc-Tikodyn vient 4'8tre ~6ndralicd aux

03

nesures veetoriclles sous pnc forme afiaiblic ; il cst impossible Gilob-
tenir une ~Gndznliscntion complite (ef. cxerc.)

Corollaire.~ Soicnt T un cspoce de Bonneh de tvpe f‘énombm.ble, F' son

dual faible. Soicnt 1w une mcsure nocitive sur T, et £ n{f) une gopli-

cotion lindoirc de ff(‘}.‘) dans P!, telle goe }m(f)]g jt ’ i) pour
£e K (T). Mozs, il existe une fonction - , @6finic dans T , & voleurs
dons F', faiblcncnt posurable telle gue } g <1 et telle que m soit

1o mesure de densité 7 par rooport 4 p

Pour tout z€T ot toute £¢ Rim, 2 Lo fonction <,3?g,z> est inté-
arable ; donc 1o fonction <g,z> est mesurcoble, de sorte gue
(Chap.V, §2,prop.5) g est faiblement mesurable.

Le seul point gqui reste 4 démontrer ost qu'lon peut choisir g de fagon
que !gg £1 .0z, en :fé"preném’s lcs notations de la déroncstration
préeédente, on o ¢

o {g}z) = sup §<z,m(f)>§ < 1= . sz.pém_(;?}
aquand T varic de’ facon que l’fg (£) £ 1 . L'hypotuloe sur n
que H (éz) < |z] - Done 2(5,3(’3)}% zgg' )
Gc covie que ég(t)%éi pour tout el .

. < ' 1 s . 5
Application : dual d'un espace E‘F (F de typc dénonbrable).-

Q

Proposition 2 -~ Boient ¥ un cspace de Bonackh de type (énonmbr able, F?

son dual foible, = une asnlication fololement mesurable de T dans FY
¥ >

el

telle cue igg soit bornée en mesure. Alorc, pour toute fonetio
fe c;[’ B3 17

g

l’q.ppllcﬂ't" on I -—;»j<£ > dip est uvnc forme lindaive 6 continue sur

Oy

action nunérigue <fﬁgg> est int zrable, et

haily

? {Z,) 5 1o Forme Jinsoire sur L

)

dédrite de Gg Dar possore au

2F.

guotient a nour norme I . {|z}) -




; S
bles ; donc, si g
3

Séciproguenont, poit © une forme lindoive continue sur a[ {Z.1).
11 existe une a.nnlieatlon fniblement mesurable - 46 T &ans :.!’ s telle gue

e

ng 50it bornde en nosuve, ot telle gne 0(f) _j<'.r'9‘, it pour touts

£

m?mas mmn* iutés, on o g=g, locolement presaue I)‘“""tullb nour L e

6061 (T,;‘) 2k g, est ano cuire op Qlimtvon de T dans Ft mscédﬂnt les

] : e , .

S féc{- (£,0), £ et linite presque p&r’soat dtune cuite de combi-

cific ic*&ts dons I de fopctions numbrigues intésro-
g dons F', egt faiblepent nes irable, < x,g>

, g d
est mesurable. §5i en ontre lg} est bornée en pesure, on o

[<tis>]< )2l T (e
et lfon 2 )j<i’,g>d

!); preéilae p %ouﬁ* : donc'<fgg> est intéorable,

;.a} < 1(f) J gg\), ce gui pfou“xfe gque 1'.=:zppli--
‘ - : _
cation £ -—> ep(f) < g>dp ot une forme linénire continue sur
e{i (‘1",!,1,}7 $ o 5!3,%1*@, 13 forme lindoire gur 1}1‘ déduite de 0_ par passage
? oL

au quotient o une norme inféricure & N m(; Q)» (Cu’c’ce portic du raison-

nement nc suppose pos F ée type dénonbrable ).

.L.{S:’,l*) ‘ogusment, coit 9§ une'fozvmg 1indzire continue sur 35; (2.u) , et
soit = 1o norme de 1o forme iinénire sur Li« déduite de O por possaze ou
guoctient. Soient z un 5lément de F > et h an-c fcmticm'mmérigue' continue

, 1
i, gupport compact sor T 3 on o hz € {F s % j)(q:: §«< ag EH,; {hi.

L’ﬂ'ﬂﬂlica’ti n =z —> 0lhz) est done une forme lindaire coﬁ*?:inue sur F ,
clest-i_dire un Alsonont de P! gue nous éés;i’-':nerom por m(u;. Por défini-
ton, on o donc ¢ d{hz) = « z,:zsm(h}} » done |m(b) g U (B). On peut
alors aovnligner le cor. du th.1 ¢ il eziste‘ une fonctiogn 7 4 valecurs dans
F', faiblepent pesurablc, ’selle goe §g§ &2 , et tellc que m(h):—z}’hg ag;,

pour toute héK{T‘« Ainsi, pour ioute he @ (Z) et tout zZeF , on g :

- 0(hn) *fz ja ap>= J{ hz > dp ::f<!uzaz> - ‘Sg{hz}..

hinsi, les formes lindoires continues 0 et 0 sur ef coincident sur un
. 4 :
- s = s 2 s =
sous—-ensenbls total de o g - Jone v:ﬁg . Jhprczs 1“ vrenidre portie de

1a démor_mtration, on o en gut:?e 8 < uoo(igg)a Jone arzlﬂ Qaﬂg!) .




g
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Infin, soicnt g et £y deut applications faiblement mesurables de T
dans F?, telles que jg| et }g,l soicnt bornéec en mesure, et telles que
0, = eg1 . Tour tout 2 E€F et toute he X (T), on a

< z,jhg dp > =f<hz,g>dp. = Qg(hz)z ?51 {hz) =<z,jhg1d;z>

done jhg du zjhg,tdp s de sorte que g=gy 4d'aprés lo prop.i .

Valeur obsolue d'une pesure vectorielle (& vider).- Soient F un es;gace

de Banoch, m une mesure veetoricile sur T , & valcurs dans F . supposons

qu'il existe des mcsures positives ) sar T telles que Im(f)ls Q()f})
pour toute fonction £ de jﬁ {T). Connme J/é (T) est une espnce complltenment
réticulé, l'ensenble de ces mesures admet un pluc petit &1ément, qu'on

note ‘ m’ et qu'on appelle 1n valeur sbsolue de 1o ncsure vcctorielle B .

Lorsque m cot une mesure réelle, on retrouve 12 notion de valcur absolue
d6j& dé2inic, comme 1l résulte oucsitht des forrmles {4) et (5) du
chap.TII, 32 .

Pronosition 3.- Sunposons gue 12 mesure vectoriclle m admetie une valeuor

absolue }m! - Alors, pour toute fonction positive £ de ff (2°, on 8 :

mj(£) = sup Zﬂ:i }m(fifi

pour tous lcs svstépes

h
b

L
13890 -0,F de fonctions de K (T) telles gue
* ;

Z‘fz‘i lfi% s : =
Pour toute fonction positive £ de K{T), posens ¥ (f)=sup >, lm(fi)‘
=4 >

iz
pour tous les systimes £, ,£,,...,f dc fonetions de K (T) telles que
%b T 7
fc < f & Oﬂ & 2
%;;i g lé’;; e e § : : Iﬂg 3 ;
(2) . gm(ii)gézggi jmit)£.]) =§m§(§lzéfi§)g {m| (£)
done V(f) £ +00 . Scicnt mointenant £,f' deus fonctions positives

de j{ (T), et montrons que ¥ (f+£1) = 7 (£)+ P(£'). Soient

(f]. ,.f_,}?.‘“sfn), (f;,fgguwf%} deux systimes de fonctions de XZ(T)

e
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telles que Z lg<f *Z,P \f‘ il b7, -Z“ }mﬁf }f PHE)-€ ,'
ZP gm(fz)l}ggj_v),. ; on g,am-"; +2 1,ffkf+f? et
Zn }m(f )l+ . }m(f’)i Q(f)—;ﬂx*)mzo , donc m}(u-f?) i(i’)»&- :J(f’}.eg
ef par solte yliei') > ;’(i}-b J(£1). Soit mwtex ont (uf 1833+ 9By )

un syutumdpfonctl-ons de J(7) tellcs que Z le; i< f+f’  On z

: t=4 >
241 = Zq 3°i§+h avec une rZonection nomtzm h de 3{:{ - Dinpres
le lenme d6 déccr“pm tion {enop.21,51,n71), i1 cxiste deé‘ fonctions
soettivesn "3‘.’ g (1 £ | < q), Ii2 gh‘:? de K (T) telles qv.e

- ‘ 31 - 15 s
|&;|=g+e; , bhab, 2= Z‘:;i e Z :.51+h . Définissons
des fonctions Z‘;’; - ‘g;:? de la monibre suivante s t) gi(t) et

(1) = gf(t) o1 g(1) 205 B (5) = —g;(5) et FE(t)=—gi(t) st

i(“!;) < 0 . On vériZie ausgsitét gue gi et g qypa:f*'leimcnt & QK’(T)
- 1 q
que gi gi +gi - Z = kbitgf 5 Z l s fsf‘ .qDonc

3., Iste)]= SF [wEmie)) < ST [pED| 2, Jeted)| et)+ i),

Paor suite, J(f+£1)< J(£)+ V(£') et finalenent J (£+£%)= V (£)+ / (£1).

‘ Alcrs,' Y peut 8ire prolongé dfune manidre unigue en une mesure posi-

tive sur T , que noas}ﬁotercns‘ encore - Pouzx uaate fﬁ g}{ zT), on 3 :
ja(z; < [mED)]+inie) ¢ vt ¥(E) = )(2])

done ,};,} 3.{35 D?m:sze },‘h;l"t, .}.a rel 9*51 {(2) mon“;rcr gue Y & jm@s

Jone ) = |

licsures conplexes.- On amaelle negure eom‘plp 78 ine mc@u.fe vectorielle

prenant ses ‘V‘Wlﬂt =5 dan le corps £ des nombres comple;:ew 31 est clair

e

gufune tellc mesnre peut stéerire dfune Malc manitre sous le forme

=r > y (B)+ip (f), o8 pu?/ et B, S0 deu.,- mesures réelles sur T ,

guton annelle reconectivenent partie lle et '{)‘1,('{716 imorinaire de § .
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On 2 évidemnent ) p(f)'{ | 1y

e

2e K (7), done p possdde une valeur absoluEIJP(SW~¢1§+’p2l°

l{§f§)+1p2)()f]) poﬁr toute fonction

Dtapntre part,

comme ];L1 (f)gézp(f)f pour toute £€ K (T), on aipﬂ‘g\p\ , et de mBpme

Ile jef -

S3pit F un espace de Banach sur le corps € 3
{resp.

« valeurs dons 7 est intderable

tive ‘pi , on, ce gui zcvient aou n@me, pour les mesures

-

on, ce gui revicnt ou nBme, pour le

d4finit a2lors l'intéorale £ dp

jf dp,zjf a,u}‘_jf apf;+ijf

HExercices-

1.%. Soient F un cespoce de Bonach, g une application de

p—intsorable. Soit m la pesure vectorielle

ne m admet une valcnr sbsolue, ézale
: - 5 &

anédiant que ) g |g|-p ; posant P =

que paxtout

} U,z*;>§ _mjz‘! locolcnent presgue portout §

localzront

i

en dédnire que

W

g'.y entralne g=g' locolenment

o

e T dans
de 1o topolo-ie faible), et telle

Lontrer aque lo necoure veetorielle

{Roiconner conmme

e s 30 B s s i AT

on dit gu'une fonction f

né~li~eable) pour 1la mesure

Bttt i

complexe'p si ellc est intdorabie (resp- nézlizeable) pour 1la pesure posi—

aontrer gue, pour tout S18nment gt du duas

Pt

negsure copplexe.

e vz

Ll et Y]

93-3'73-1';‘.9}"2'0&

T dans F, localenen

g.ph , & valcurg dons F. Lontrer
&lgfop - (Soit V= =lg.pf| 5 1l est
h-p , on 2 bg g localement pres-

1 F!' de P, on a

en reiconnont poar 1l'absurde,

gue partont). D&8duirve de 1a& que, si
je T dans F 1ocalcm6ntgz~in’bégrablew 1'éralité

presgue partout.

faiblepent m““*‘ﬁrle {F* &tant

alecnent

p—-intégra-
|

| soif 190

une valecur aobsolue, et
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2. Décintdoration deno mcsares;

1. Déointdrration n dlune mesuze oornée.u i éo:t:cme 1.~ Soient X et B deux

espaces aclon is localement comp(_uctu, L une mesure pO"lulVG vornde sur X,
‘%

P wae applicotion p-ncsoro ’ole (done p-propre) de X gona B, ¥ = p(p)

l'ima~e de p por p . Il existe nlers unc opplicotion varnenment inté~rpa-

ple £ . A‘L’ dc 3 dans 1l'esgypoce J}é_}_(X) ¢es mesures pocitives sur X,

ayant les propziftds suivontes :
1) A, =0 pour t¢ p(X)
2) JA l=1 pour tep(x) -
3) J\_t est conceritrde sur llensenble plt) ;
4) onms ;,af)‘,kw(t)

Zn outre, si % ~—,—>,A,; est une seconde applicaotion vasuement intérrable

de D dans M {A) ayant les propriéiés 3,2 préeddentes, on o _}:; A

presgue portout (pour In mcsure y Jo

Prouvons diabord 1o pl‘opiiétég dlunicité. Soient % «-@}{ et % —%A
= J% (X) tellce que
B = Jl d? (t) = !.}éf dy (%), les mesurc q}% étant concentrées
sur p{fz) pour tcuﬁ: t€B . Pour toute fonction f g;' C}C(B) et toute

deux opplicotions vasuement intésrablcs de B don

fonetion ze K (X}, la fonction g(x)ilplz)) est p-intégrable
(chap.¥, § 5 ,th.1), done ‘}Lt’ ~intézrable pour presquc f;:u’s teb
(ehap.V,$ 3,tk.1), et on a (loc-cit.)

| e=)tietznapt=) = a9 4) [z io)ad ()

b

nis, puisgue ,gi est concentrée sur plt), on o f(péx)):f(t) presgue

&,

pa tou't pour 'A“t s donc llexpresssion précédente est égale &

f tid Y (t)j g(y)dk {x) “<{ kt]d;)"’t),g> s et de mére &
< .;,;f::t)a;} (t), ,&> - Done f)i, £(t)a v (t) ——f £(t)aV (1), et
paxr su_ite (§1 prop.1 ) f";; = Afg pour presqgue toa‘s o
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ieste & prouver l'existen:e de 1'application % —}le - ii.upposons ce
point 4%t2bli lorsqus B ot X cont compacts métrisables. On pout posser de
14 ou eos :6ndral. :on effet, il existe donc tous lcs cas des espaces
compaects nitricables 3! et ! et deoc point.,., welX!, w, & B! $els guion
puisee identifiecr B ot X & J*«-iwo} et Xh{w} reopcet tivement 3 ou peut
de pluc déiinir unc ncsure pocitive p' sur X' gui induit sur X 1la mesure p

et telle que p({w})zo ; (parce que p est bornée)'; s0it de nére ¥’ nne

. s l & £ : ; & ‘
mesure pocitive sur 3' telle gue 'Q =y ¥ (iwo})uo s si on prolonge

p & Z en posant p(w):wo, on vérifie imnédintement que pfh‘): v Joit
t —> .)\.,: 1tanplication de B' dans u%_t_(i?{’), possédant les propridtés

du théorinc, qui existe par hypothise ; on voi's'; auczitbt que 1s restriction

td
6]
Q2
9
forte
(@]
©
0

de cette onplicotion & 3 »osstde los proprisdtd
ilous suppocons donc désormaic X et B compacis nétricobles. Soit
te 6 {B) vne fonction nundrigue continue dans B . Io fonction feop est

> 3

p—-intégroble. Assoecions 4 £ la pegure {(réelle) me sur X d6éfinie par

-

{1) : m, = (foplop _
I'opplication £ — 2 est unc application linénire de €(3) dans le
dual J% {(X) de l'espoece de Bonsch g(X) 3 cn outre, on o

A { ..

(2) fimll=]o]01)= Jl2on]ap=r(2]) -

Comme ‘€(X) est de typc dénombrable, le th. dc Dunford-Pettis montre

util existe une application % -—-;~>.2Lt de B dans M (X}, varpesent

q!
intéprable, et telle gue, ponr toube fonction £ ‘é (B), on 2it
(3) 7, =[206) A, a9 (%)
Zn particnlicr, gi f=1 . on o @
{ .
(4 s =1 A avit
(4) | P ey )
Lontrons gue lo mesure th est pocitive pour pzesque tout %e B .

Soit 2 une fonctki

Q
et
e
(5]
t
ot
o

itive de é’ (X), ot posons h(t)zjg{z)d.)\.g (%)

Lo fonetion k(%) est ¥ -intézrable, et on a mf(@)zj(f{t} nit)id P(E) .
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o1t ; 0, :ixf> 0 : done /f(’t) hit) 49 (1) > 0 pour toute fonction

£20 de € (B), ce gui sirnifie que la mesure h.J est pocitive.
Par cuite (chop.V, §), cor.3 de 12 prop.7) il exigte un cncenmble

7 -néilizesble Illz) tel que h{t)> 0 pour t¢ Tin): Coln dtant .
conme G (X) est de type dénombrable, il sxiste unc suite portout dense
(s.rﬁ) dans l'ensendle (6 (X) des fonctions continues positives dans X ;
ilensenble 11 = U ‘T(bn) est ﬂ”’fll”e“!ble s aany ¢ T, ona

Y
f“n x)d.A (zc) ;giou:r’ tout n ,' et comme "A‘t: cst une forme lindaire conti-

tion pe ‘€+ (X) ; outrcment dit, .}Lt> 0 ponr téﬁ . ilous _pouvons
donc, en modifiant *A‘éz‘ spr T , supposer désorani 'A'«‘: > 0O pour tont teB

dontrons guc, pour presgue tout te€3 , ')"t el ccmedrée sur

iy

~1 , - — . -
pit) ¢t de wosse 4o0tale 1 . Scit £ une fonction de ‘6(3). Liapplication
t —>f{t)e, est vogvement continue, done 1l'application
-b 9
X - (fop)fx)'cp(v} est vasucoent p-intdgroble ;5 por suite, l'application
X —> € est vaouenent m.-intérrable et en particulier ~-intéorable ;
pi{x) £ S A .
en vertu de 1o prop.5 du §3, liopplication x —> €., I+) est vazuenent

L

e

L3

~intéorable pour presque tout t , 1'application % ,@je

»in’séf}’rab}.e, et on o

CJ.
b W)

estv auen:

(t)e,

B

'”b
-x...»-
-

(ion)(y)ap{x‘xa#(&} :japﬁx}dmf{ ) :-
:Jg (t)av (*)j p(v}éig(zz}

Conme ‘éi.‘{j) ect de type dénombrablc, 1a pron.t du §? entratne slors

_gue é p(v\d.ﬁ, (x) = plA, ;) sauf pour %t apportenant & un ensemble
9«.;6513‘.:;@&010 1?3 s ane t%’xf? ; on g done j}.}x.,, ig = d)\.tz de, =t ; de plus,
g ’? 1 ; e
conne g t1 cot t-—aé;;lif;eableg f ¥ {t)cat A wnéﬁli.jeable, ce gui
5 3 i :




iny

in zéor’:if-idnt an bepoin J\ sar ?3'1 s on peut supposer gue, iaeur tout
teplX), A'i: cst une ncsurc ﬁasi*aiv-s de moosc -Lotale 1 concentrée sur
”%(t).; Cﬁ.rx-:zme‘ {:p{zx) st ané"}.i -cablz, vne Qom’el}.c nodifiention de "‘)“t
sur un ensefzbife-' ¥ —néslizeable pernet de suvnposer de plasf_!ttzﬁ pour
f%PQX); Les pesures )"t satisfont alors & toutes les conditions du
th i . ' - '

Désintésration dfune pesure guelcongue.— Théordme 2.- Soient X et B deux

5=

espaces polonois loean 1 rent cowpﬂcts, b ne posure pocitive sur X , p une

=

anplication p-mesurable de X dons B , ¥ une pesuve guotient de p relo-

tivenent &4 p - Il existe une agnolication varneent J -intéerable

t —-;s./!_g | de D dons l'esvoce (%'#_ (X) des mesuves no,@itives‘ sur X ,
oyont lcs propridtés suivantes
1) A,=0 pour % ¢ p(X)
2) J\..‘ f‘o pour tép{X)

e

‘l‘.

ooy
o

3) ,}g, est mﬂeeﬂtré sur 1'enserble  p(t)

4 _;’.}z, ay (%) .

In oatre; si ¥'=£.) oot une autre mesure guoticnt de p relativement

e

s 1

2p ,etsl t — A ;:' est une applieation va-ucrent Y/ -intéorable de
B dans V{% {K} yérifiont les pz‘cp:ciétés 5 et 4 ci-desans  {ovee

_ = - i
renplaede par Yy’ ), on 2, pour presaue tout te B . .,/éaéa e

Zn effet, soit fg nne fonction cont im\, strictenent positive sur X
telle gue 1= mesuve yu?zfisp, soit bornée (chs 1D.V, §5,}g}:ﬁ0})«73}~ Sgi*ﬁ:
94 p{g_s ), ani et éf}s,» ivoiente & ¥ , et posons o= gﬂg : on peut
supposer g¥ stricten-at vozitive cn tout point de T . .3“1"32'(‘0 ie th.1,
il existe une onplication & —> .}g.i: de B dnas a/%_in(h}p v'*"”cr*en%;
;/; _intierable, telle que gvi}.g’iz =0 pour t%p(ix) s ) 3};; =1
vour te pl(X) 5 3) 4 est concent:zée sur wf)(i;) s 4) i.ﬁ:;j::a;?z ()

& = C




‘our tout te D , ddfinissons une nosure pocitive J&b sur % par 1s

formule : 44 (x) mf;%ig»dJL {x)- Llaopliention £t —— A noss&d

év*”emhﬂﬂt lz2s propziétés 1,2,3‘du'théoréﬂc. IMontre nort, l'c;plication

t >z (t)JL st voruerient in+ﬁcrab15'nouv 1o mesurs / Je 9 =

ctona: p=(1/2)pl=01/2"). j,%_ ave)=1172"). /g (‘h))\. d:?(t)
L!applieatlon z — (1/2, (X))C; est vuJacmrm+ éﬁrsblb pour les

nesures ’gi(t)jc ctj{" (t))L t) : 12 prop.4 du 253 “ntfﬁtne donc que:

p = [¢! (5012 - Ay 49 8) = [A, a9 ()
coient nﬂvnt nont Y i=f.) une ﬂat ¢ mesure guoticent de p relative

B

ap ., et > Jl~ une application vaguerent 0 ~-in%6orable de B dans

- :
v4@ (’.X)9 telle que i ‘[Jk dv({t), ct telle ane iié s0it concentrée

4
sur p(t) pour tout te® . Posons : Jil ? - ). Pour

- K3 I}? ,
. (t) F{t) (£ . A
. ; 73 . - - 1
tont teb ,QA%Y &gt une mesuve pogitive portée por pltl. L'applica-
3 f-.” % f ;5 - 2 z ." '. :
tion ¢ wﬁﬁz(t}iﬁt est vaguement ¥ ~intéorable, done l'opplication
- ]
t ~$»g1{ﬁ) z{t)4kg est vasucnment 9 -intCsrable ; copne plus haut
o av 5 » : I4
on cn dédnit guec 1'ooplication t —> Ji%, ¢st vo uement 9 _intésra-
ble et gue : v
Pl
Iz 1 . 1 1
X a0 Iay = F zgig{z) ity d a9 [ty = % . 1 A (t)
r 1 / : 4 £
. 3
=f .p =4 .
= 4 ¢ :
L= ¥h.1 entraine zlorc, ponr preegpe toot ted 4§3, = JE& , donc
i f :
e!l%v :"f{t\ 3 »
£ JA
Définition 1.~ Ltant donnéess une npesure pocitive ¥ sur X, nne spplication

- ; = il
toute application voruenent ¢ -intérrable %-~ﬁﬁél de £ dans My@(ﬁj

£ = +
7z

L = o e & a Se v
nocscedant 1les propridstés 1,2,5,4 du th.2 sers appeicc unt

( 0
£
v
02
i
i
O
Oh
il
’ N
A%}
o3
Pt
O
s




font Spnlce presgue porbout  (pour ¥ ).

- ij9 = : §

I1 réculte éu th.? que devx désinté rations de § correspondant &

ot

Zelntions dfdégnivalence meguwables.- Ltant donné on espace topolozique X

et une welation d'éguivalence R dons X , nous dirons gue B cst géparde
uoticnt X/R est séparé.

&

gi l'espoce g

Jéfinition 2.~ Soient X nn egwoce localencnt compoct, ¢ une mesuse posi-

tive sur X . On dit su'une relation diéauivalence B sur X est mesurable

pour i (ou p-~mesurable) gi, pour toutec portic compoetc X de X , il existel
upn ensenble p-nézliresble T K ef une portition d¢ K-U formde d'une

suite (finie ou infinie) (Kn) dicnsenbles compacts, tels gue, pour tout

)

indice n , 1o zclzhion Ry induite par R sur X soit séparde.

2

i B cst séparde, R cst mesurable ; car, ol v décigne 1l'applicatinn

: s i g = » 5 s S
canonigue de X sur X/1 , 1o relation d'éguivalcnce induite por R

i

o

an~ une partic compocte K de X est 1o relotion o(x) = oly) ,

t il suffit d'anpliguer le cor.1 de 12 prop.C du § 10 du chap.I

@

& o 7 2 e -
de 1o 2 &d. de Top.gén. De mBne, ci le coturd pour B de tout
engenble compact dans X est fermé {(en porticulicr si R est fernée), §

R est pmesurable, car, pour toute partie compocte K de X, 12 rela-~

4

o - ~ & - : \‘ 2 :

ion EK eat fermde, donc géporde (Eopegénoszb &d. ,ehap.I, 81
; ' pr
roposition 1. Pour gu'une relaotion d'égnivalcnce B dans X soit

g

oo

g~mesarab1é, il Tant et i1 suffit gue, pour toutc partie compocte K de X

o |

et tout nombre ¢

\/

O , i1 existe vne partic coppacte K1c: %y tell

iy -1 -
por Renr K OK p..-UK" est séparde, en vertu de 1a prop. de Top.gén. .
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Progo ition 2.- Soit I unc relstion ”'éaalvalcnee dons tn cspace loconle-

ment compoet X pnni d'une mosuve pocitive pos

g

n) 5:, pour touts prrtic comnrcte K de I il existe un espoee locale-
i AL , TR . =

-

pent compect 3 et vne opplicotion p-megurable p de K dong B telle que I,

“oit Zgnivalcnte & plz) = ply), R est p~meéur&‘le-

Tt

b) Zidcinrog: ut, 81 & est p-nesuroble, il cxiste, pour toutc portie

wz
=
&
L 3
e

hode X V§nnlan aonbrayle dtenceablie comvnets, un ccnace locolercnt

commact 3 gt nne moplicoation p-mosnuioble p de & done 3 tellc gue RA soit
Szuivalente & plx) = ply)

o

voient K une pnrtie zompacte de X , B un ccpace loecalencns compact,
p une application p-nesuraoblc de ¥ dans B tellc guc “K soit équivalcnte
& plx)=ply). Il cxiste unc partie compocte K1 de X fecllc gue
p(K;K1),5's et guc 1o rectriction de p & K, coit contimie. Lo restriction
& K1 de 1la reclotion plx)=ply) e=t éonc séparée, cc gui prouve le 1
de 1a propocition.

supposons mointenant R nesurable, et soit A 1a réunion @lune suite
(H,4H,..0) de partics compactes de X . In vertu de 1a &éf52; il existe
une sulte croissante (deKzs..b} de parties compactes de A telles que
® — 4 () K’ soit négliceable et telle gue chague BF soit séparde.
L'espace qaotlent B = /?K ggt eompéct. 20it Bj l:cso oce compact
compe topolo: 1ch de Bﬁ et d'aa point X, * Soit 9, 1'application cononigue

de Kn sur Bn -« O prolonre d, €7 unc ocvpplication pﬁ de A dans Bé de 1Ia

nenidre spivonte @ ci xel est conzru modwlo & & un Glémont veE Kn -
on pose p. (x)~q {r) : dons 1c eos contraire, on nose pq(z)zxp . Ceeci
w - -
1056, soirnt B 1l'egvrce woo-nit B 3!, qui ezt compact, et B 1'aspli-

T i

cation de A dans B profuit des p . Lontrons gne p et B m&sv?ﬂLle,




]

nous ollonc pmontrer, cc gui &ioblira lc zdsultat annonel, gue 1o restrie-

Q9

tion de_pn L echonye Km

cons désormis m>n

St p-ncsuraple 5 clest dvident c1 mgn 3 suspo-

oit Knm

63

-t

s oot de Kn dons Km , qui est une

partic conpacte de Kn s comnme pn{x) est conztont dons Kn“Knm , il caffit
dc prouver guc 1o reotriction de p, & K, cot continue, ce qui est évi-

& eouse de 1'icomorphisne c r = .. B
dent u eonce de 1'icomorphicne ¢ ononigue de an Ly our “n/?b

- nn n :
4lnsi, 1'o-plication p de & dans B est bien p-ncopzoble. 5i x et y sont
denx &i4-iontc de A tels gue R §29y§ y N2 D =] = pn(y) guel que
coit n , done Flx) = 'Yy). =tidions 1» »écip-ogne. Soient A'C A le

saturd de L) R
1
4

e

s 2+ 5% UIsAAlc I, 51 = of ¥ sont deux

Slipents de A' non conmsrus nodulo R , 11 coxickte un indice n , un Gliment

Xle Kn conrru & % nmodulo R , un 4ldncnt y’e4Kn consru & y modulo R
tels gue x' ne scoit pas convru 4 y! mocule B, 3 on o done pn(x)fpn(y)

, : = _
r suite Dlx)fply). 81 x€W' ct yeld' , on o p, (7)€ B pour n

t

=

8
6]

crahi of pn(x)x:es:,_”L pour tout n , donec 5Yx)f§{y)a 8i xzell' et

£3
l"}

ise

i

eil! , on a pﬁ(x)zpn(y)zx pour tout nvﬁ done ‘5?3):§2y)erJr 13

St

-
relation ‘§Yx)=§ly) ect Squivalcnite, pour dens 4ldmonts X,y ce B,

1a velotion ‘ﬁ%%“¢v5 s ou xell' et yeil' %, Concidérons enfin 1len-
ce~blc gnotient B =NYR. : suvposouns llencenile B, nlonsé dors un
{on pout ﬁfencré por exeﬁple pbur Eé llen—
genble Bo muni de lo topolo ic disexrlie). Soit g l'apvliention Cﬂnonljuc;
de i sur Bog et prolonzerons-1a en pne application p, de A suor 30 cons— u
tante sor A'. Soit p llapplicotion oroduit de E“et Dy gui est bne anpli-

caotion de A dons B xB_ =3B . L'application p cet Sviderment nmesurable

et 1o relation Elixgyg est Cquivnlcnte 4 plz)=ply) pour =xech et ¥




Proposition 5.- Soit B unc relntion d'Gguivalcnce donc un egpace polonais

logcnlencnt compact X uni diunc ncpure pocitive p » Si L got p-mesuvoble,

i1 ¢ xiste un conoce poloncis localerent compoet D ¢t uwne application
p-mesurable p Ge X danc 3 telle gue R %ngg goit dguivolcute &
p(x) = ply) | ' -

in cffet, reprenons les notations de 1a ddmonsctration préeddente. On

L

peut supposer ici A = X . Les egpaces Bﬂ sont. nétrigables pulsgue les

K, sont nitrisables ; i1 en cst done de pBne des B} et por coite de B .
Zn outre, X 2 nne puicsonce inié icure o 1o punispnwnce ¢n continu 3 il

en c8t donc de mfre de I et por salte ds Bo 3 on pcut done prendre pour
Bé 1'intervalle [0?1} muni de 1la topolo-ic ucuelle. L'egspoce B est alors
polonais. '

Provogition A.- Soient X un e8pe e'aoloﬂJ s locolepcnt compact, | une

is
negure nocitive sur X , R une relstion d“é nivalence dong X . Pour gue I

~

soit p-mesuroble, 13 fout of i3 suifif JJ’il cxigte unc suite (A ) d'en-

semules B-mesurobles soturds pour B, tels qa s pour 0 % xe X ., 12 classe

de x suivant & soit l'intersection des A, contensnt x -

~ & “«

upposons 1a caﬁaltlsﬂ vérifice. Soicnt T 1'intervallc 28912 s et B

ie cube,Ig, qaivest Lﬁ space compact mitricoble. Zour xeX , posons
). - ,'L?uﬁplicutiOﬂ pde X dans est'p»m&gufable
(ehop.IV, §5,%h.1), et 1o reiotion B §Y§y§ est dguivalcnie a plxi=ply).
Lo rolation R est donc p—pesurable afaprés 12 prop.2 {ée%%e portie de 1a
ge pas X pclan@is), nécinroquepcnt, supposons gque R
un egnoce polonaig locoicocnt compocet et p nne
amnlicotion p-mesprable de X dans B %els gue les relations pix)=ply) et
i %xgy% soient Gouilvolentes (prop.2). Doif iﬁn} une base ddnombroble de 1a
topolozic de B 3 lec cnsenbles &q = p{3_) sont p-mcsursbles (chop.IV,
!

§ 5,prop.8) ; ils sont soturds pour R ; e%, si x et y sont des Slée




de X tels gue p-(z:);ép(y), il exigte un indice n tel aue plx)e B, et
11T e ogmd £ *‘?. 2p / ‘
p(y)%Bn. » € qui ci-nific que xeh et 3¢An

S

ferarogne.-~ 51 X est un copnce polonnis locnlercnt cdmpact nani
d'une meoure B, et L unc relation d'dgnivolcnce p-mesarable sur X

~1e ocoturd dlune portic compocte de X nicst o néceésairenent
p-nesuroble (exere.) . ' .

4. Disintdreation d'une nesure por une relation d'dunivalevce mesuroble.—

Soient X un csonee polon~is localenent compact, | une mesure positive
sur X , & une relotion d'Squivalence p-mesuroble sur X . Il existe alors
{prop.3) un espace polonaiz localenent compoct B et vne application
p-mesurable p de X dons B tels que 1o welation Iigz,yg soit Squivelcnte
2 plz)=ply). Toute nesurc quoticnt ¥ de p relotive & p sero dite une

gesure guotient de p por 1o relotion R ;: sk % Jkt est une décinté-

gration de |. corrcgyoncant & 1o mesure ¥ s On Cira gue % ~:>J&t ast

y

une désinﬁé&r&tion de |* por 12 relation B . u«n vertu des poopribtds de

Jkg et de p , choque mesure'3&b est concentrée cur une classe d'Sguiva-
lence, et édeuz mcsures _A” digtinetes sont concentrdes sur des classes
4 g 7

¢istinetes.

Llesmee B , 1'anplicotion et ls mosure y sur B peuvent en sbnéroll

2 $ 2 £ ;

Btre cloicig dlunc infinité de facons. Zoutefois, les diverses ddsinté-
grations Ge g par E peouvent toutcs sc déduire de 1'unc dlentre elles,
comme il zésulte du théordme suivont s

Théortne 3.~ Soient X un esnoec polonnic localcront comppact, © une pesure

pogitive sur I , 2 pne relation d!'dguivolence p-nesurnble dons X .

voient B et B! Jenr csvaces nolonais localcncnt conpocts, p et p! deux

g plications p-nesurobles de X dons B ot B! reapeetivenent, tels gue 1la

rclation R %x,yé soit Cguivalente & plx)=ply) 2insi gu'd p'(x)=p'(y)-




(3%

e

Soient y et p'des morcurcs guotients de ¢ sur 5 gt BY respectivenent,
relntives ~ux noplicctions p et p' : coient % —7>J£ ‘gg -ﬁ>JLt,des
Adsintirrations de p correcmondant 4 ¥y et ¢! .

Alors, il cxiste dons @ et B! des cnsentles I et 11!, né-lizcobles pour

¥ et Y resocetive peat, et une opplicobion blanlvcgve £ de C'H sur

ﬁ 1 tels gilon aitlleg pioy;létéu suivantes s

[y

n) 1tannliention {définie presgue partout doms B) est Y -mesurable,

et son oopliestion récip:oque 7 est Q ~megrrasble 3 toutec mesure guotient

de y (xespe ) zelntive & l’aﬁplic ytion £ {resp. g¢) est éguivalente &

7' (resp- ¥ ) | .
D) pour tout t e Q 7 , la ncsure Jkg {(sur X) ect proportionnelle

= i
& 1o pesure ) .
: £1{%)
= 2 ; 3 i
—n vertn Gu th.2, on peut ce linmiter ou cas ol ¥ et ¥ sont des

ricsures porndes. Solit Eo {resp. W1} le compldmentoive de p(X) (resp.
p' (X)) dons B ({zcep. &'} ; on sait que U (resp. Eg) cst ncﬁllmeqble PO

Yy {recap Q’) 11 cxicte unc avpplication biunivogue f de L I sur £ g’

1

2cfinic par 1o condition flpix)) pllx) pobr tont Zel 3 s0i% z
£

1'annlicotion récinroqgue de £ . Pour toute partie il de B , 1o relation
U cst o —mesuroble? Sauivont 4 " plil) est p-mesurable?, clest-.-dire
i :

& " p'(f(11)) est p-mesuroble”, donc enfin & PE(L) est ;??wmes&rable".

On voit donc guc £ (vresp. z) tra;sformé'ﬁoat sncemble zﬁumésurable |

{regﬁa V! _reourablc) en

comne B et B! pont —itrisobles et de type dénombrable, on en déduit
t

e o] Sy o / :
{Cﬁmp.IV,§[)ﬁﬁué~ que ¥ et 7 son r"haxsgleo gpoaf Qvet ¥ ' respective-~

ent). In outre, si i © et 9 -nérlicenble, p(il) = p‘(f( 1)) est
w-ns~li~cable, donec

engenble 9 -nérlicen




i ' - ’
‘wiii f(t)é.ﬁ(t) - Conzc, pour tout te g o ;'Jkk et 4&,f(t) sont

i

et

-
l'imape de ¥ poz £ (qui cot définie puisque ¥ oot bozmde) est équiva-
' . ; ~
lente & ﬂ : of l*lmﬁge de par g st Squivalonte 4 ¥ .
= = - : - ¢
dcgte « nmonbtrer que, pour p’*ﬁ“quc tont e | th et ﬁ»..ﬁ..(%f, sont
proportionnclles. In vertu du th-2, on pent se lipiter np cas of v’ est

itinnre de ¢ par © « Alore, on a p fﬁ. ay j;i ay’ (£ -

nortées por -p(t), le'th.u entratne gue J&*(t):ij&k pour presque

tout t € g . et por snite pour presgue tout te D .
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2. soient X nn csphce polonnic locnlconent conpact, § une mecsure positive
sar L , I one relotion dfGguivnlence p-nesuroble cur X , ¥ une mesufe

guotient de p» por 1o velotion & sur an capace polonaic locoleren

compaet B , % ~t>.kt' unc désintézration de p par B . Soit c, 1a
clacce d'éguivolence suivant B gui porte A s bicn définie gi




