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"HEORYE %L IENTAILE 1S APPLICATIONS LITZATLTS
COLPLETIMENT  CONTIIUES.
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Définition. Une application lindaire u d'un espace vectoriel topologigue

E dans un autre F est dite complétenent continue s'il existe un ouvert

de E dont l'image por u moit relativenent compacte. Une telle application

est évidémment contipue. Toute application linéaoire continue de rang

>

fini est compldtement continne.

Une application composdsz dtun nombre fini gueleongue dtapplications

»

inéeires continues est couwplétencnt coubinue dis gue lL'une de ces

foet

Jode

avplications est compldtement continue. Dans 1 talzdbre z{f(E) des

= Ly

o1 eksﬁca7< continus de E , l'ensenble des opbratenrs complétement ccmmzjﬁug

est un idéal bilatére.

Dans la suite tous les sspaces vectorisls seront topologigues

localemeat ccnve&es sépards.

Théoreme 1.~ - Soient 2 et v deux apvlications lindsires eoat inves d'un

espace localement conveze E dans un autre F . SUDposons gue v Soit un

isomorphisme de E spx u(E), gue u(E) goit fermd, et gue v s0it compldte—

ment continue. Alors ¥ = u+v est un bomomorphisme. son noveu T est

de dimemsion finie, et son imose est fermée.

L*nypothdse reletive & v signifie qutil ey1Sue sur E une semi-norme
continue p . telle que 1tensemble V de° X€E satlsfaisaﬁt.é ﬁ(x) <1
ait une imege w(V) relativement compacte. Soit W = Ny OﬁAa
ul(W) = ~v(W) gui est précompact 3 u étant un isomcwphisme, ¥ est précom-
vact, done ¥ est de dimension fiﬁ’a. Ea Leotrel cnant u.eﬁ v & un supplé—
mentaire tenologlque de I , on esﬁ ramend su eas o& = O. Supbosons
donc ¥ biunivogue, et soit U on ultrafiltre sur ¥ , tel que W(fz.)

couverge dans F . Tout revient & montrer gue 2& a une linmite.
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Soit 2 la limite (finle ou infinie) de pl(x) suivant 2& . Supposons

d'abord a < + oo . hlors (a+1)VE U s done v( %) converge dans
F , et par suite ll(Zl) converge dens F . Conne u(f) est fermé et que
u est un isonorphisme, Z{ converge dans E .

lontrons maintenant gue a = + oo est impossible. Sinon,
w{x/p(z)] convergerait vers zéro suivant 2{ , €% v[x/p(x)] auralt
une linite ; done u[g/p(x)] ausel, et par suite g/p(z) aurait une
limite y,. On auraif @(yo)=? et u(y,)=0, ce qui contredit la
biuvnivocité de - ® . ' " 8.Q.FeDa

Théordme 2.- Soient u et v deux applications lindaires continues d'un

egpace localenent convexe E dans un sutre P . Supoposons gue u socit un

hononorphisme faible de E sur F , gue v soit compldtement continue,

¢t gue u satisfazse & la condition

(K) Tout compact convexe de F cst contenu dans llimese nor u

d'un compact convexe de E .

Alors @ = udv est un homomorphisme faible de B sur un sous—espace

fermé de codimension finie de F .

Innissons les duals E', resp. Ft, de 1z topolozie 523 de la con-

vergence uniforme sur les compacts convexes de £ , resp. F . Comme

t

v{V) est relativenent compact, l= transposde v itransforme le polaire

de v{V) en une partie &gquicontinue, done relativenecnlt compscte, de Et

t

il s'ensuit que “v est complitement continne. ZEn vertn de 1'hypothé§e

(K), la convergzence de gz!€F' vers zéro &guivant & lo convergence de

t

Tu(z') vers zéro. Done ‘u est un isomorvhisme de F? sur‘tu(F').

Or, u &tant un homomorphisme faible, tu(F") est faiblement fermé,

donc fermé pour fa .

% t

Ainsi "u et v vérifient les hypothdses du théordme 1. Donc :
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a. tW(F') est ferné pour %; s mails ﬁ; est intermédisire entre les
topolozies 0°(E*,E) et Z(E',E), donc JCW(F') est aussi feiblement
ferné, ce qui prouve:. gue ¥ est un homomorphisme faible.
b. tw est un homomorphisne pour les topologies {éa 5 pour ces topo-—

logies, le Gpal de EY (resp. F') est E (resp. F), dlanrds le raisonnement

t

de (2). Done “w est un homomorphisme pour g (F1,FP) et G (E1,E), et

E) est ferms.

t

¢. le noyau de “w est de dimension finie, done w(E

oz

est de codimension Ffinie. CGQ.,Z“D

Corollaire du Théordne 2..- Soient E et F deux csnaces de Fréchet,

b pne gpplication lind gire con'bmue de E sur P , v pne anplieation

P

lindaive compldienent eon'blnae de E dans F . Alors W = udv lelgue B

Sur un sous-espace Ffeormd de eoclmenclorv finie de T .

En effet, u est un honmomorvhisme (théor ‘eﬁe de Banach), et a férticri
un homomorphrisme faible. In ocutre, cn-vei“i; aisément gue la condition
{K) est vwérifide du fait que E et ¥ sont des espaces de Fréchet.

Désormais, v sers un'opératear cbmplétemeﬁ’t continu diun
EYTLC 5Q, E, dens lui-n@ne ; I sera l'opérateur iéeatig_ge- .On
déduit alors immédistenent, en prensnt u=X, des théordmes 1 et 2 le
éuiva_,nt - | |

Corolleire.- w = I+vy est un homomorphisme dont le novau gst de

*

dipension fmi X et donz l'maf'e est fernde et de co-dimensi n finie h .

Lemme ¢ Si 'A‘n est unc snite de nomhres complexes boruds infériecurement
en veleur absoine, E = {O} = 131 c;E = CE (:... une suite de sous-
espaces vectoriels tels que (v-A I) E c:: '1 pour n 21 . Alors,

tous les En sont identigues pour nzN assez zrand.
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Démonstration. Supposons d'abord E norms. Si 1la conclusion & ait fausse,
on pourrait trouver une suite partielle des En pour lzguelle chacun

des sous-espaces serait distinet du svivant s raisonnons sur cette
gulte perticlle, que nous appellerons encore En - On pourrait slors
trouver une suite de poinits x,€E, ,gxn =1, tels que 12 distance

de x, & L, , soit 3z 1/2.

o ) 1 — n+p >
Fuisgue z,, - ¥ ()Lm*gn+p)63n+g..1 » lo distance de v (rmn_'rp) &

En+p » €8t la pEre que celle de Xptp * done 2 1/2 ; done

g xm.ﬁ) - i'w-—}{ 3/2 » Ce qul sersit contradictoire azvee le fait
n+p _

E. e 1 K = 7
que les LB sont bornds et gue par suite les v(}ﬁ) iorment un relsti-
n
venent compsact.

Supposons maintenant E gueclecongue-.

S0it p une semi-norme continue sur E . telle gue l'image par v de
ltouvert pix) < 1 soit relativement compacte. Sur le sous-espace wecto—-
riel G d'éguation »p(x)=0, v est nulle, de sorte gutelle définit une
application lindaire v sur le quotient E/C% 3 E1 nous normons ce Qquo-—

a4
iel normé E

H

tient par 1= sermi-norme p , nous obtencns un espace vecto

sur lequel v est encore complitement continue, car itimaze de 12 boule
' £~
unité e relativenent compacte. Les sous-espaces Ez* définissent dans E
o~ S ru 4
des sou paces E?1 s 2vece (Ve.f%. 1) E C:; o 7 e

Alors, Gl'aprls ce gue nous avons vu, les E gont tous identiques &
partir de an I =ssez grand. likis E ﬂG ._éo} esr sur E llopérateur
(V—A I)O(v-.l\, .L)... olv-A I) est nul, or cet opdrateur se rédunit sur

un £1l3nment de G & 1'homothétie (‘-T)BJ\,? ,A,z ..../\,ﬂ s gui n'est pas nulle-
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Alors la projection de chogue E sur son image En dans le guotient

est biunivogue, donc les En soat aussi tous ideantiques pour n z I
C.QGF‘D&
Remargne intdressante. Le lemme a pour corollaire le théordme de

-

Dochner-ieil : tout espace vectoriel sinon localement compact est de
dimension finie. Car on peut prendre une suite oit F a la dimension n,

aveec v=1I, A :—1;

Propogition {+. Dans les conditions précédentes, la dimension k du
noyau de @ = I+v est au plus égale & la dipension n de ilimsge.

Démonstration. Soit B le noyau w 2 (O*. On & E 43(; —E

svec (v—%»I}EﬂQ, Eh_‘ » done, digprds le lcame, les }3 sont identigues

pour n ZH ggsezm ”fand
Soit F oun supplémentaire topolezigue de Eh .
Diabord W(F)NE; = i‘O?i » car 81 x est dans cette intersection,
T

on & dlune part wox

(t
O

s dtautre part =x = "W s YEF , de sorte gue

a oo e 3 ) = i
¥ doit vérifier & ls fois YEF , et w 'y =0 done TE

e

W oe @8 qui
ntest possible que pour ¥=0 done x=0. CLels prouve gue la codimen-
sion de wl{F) est 2 0 . Maig w laisse EI'-T stable, et dans E‘«‘T ig

noyau de w , qui est aussi le noyau de w dans B , 3 1z dimension k »

alors ?J(EE_}.) & exactenent la dimension H-k ¢« de sorte que
%{(Z} = w(F)+ w(E;) =2 une codimension h zk . C.Q.F.0,

+

On 2 wu en effet (démonstrstion du théordre i) gue “w esit compléte—
ment conti nab, Si on munit P! et Et de 1o ’co*solo#ie de la convergence
uniforne sur les parties compactes connexes de F et £ . Alors, on g
d'une part k< h , et d'auire part h = dlm.[t - (0}]< codin. %(F*}r—k;
done k=~h . |
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Corollaire. Il y e 4 nombres qul sont égaux.

Proposition 3 . Les valeurs propres de.v sont bornées, et O est leur

seul Tpoint d'accunulation®,.

Démonstration. Il faut montrer gu'il nty a gu'un nombre fini de

valeurs propres de valeur absoclue ;;a £ ;»O .
S'il n'en &t2it pas ainsi, on poarrait trouver une suite de vecteurs
propres _81’ eg,..n,en ..'Vccrrequndant>é dés.valeurs péopres |
- j&"dﬁ ,..fJ{n " bgrnées infé?;guséégnf en mgdule-‘ Ils foréefaient
un systéme élgébriquemeﬁ%'libre  (prdpriété des endomorphismes des
espaces vectoriels de éimeasioa finie), ddné le soasfeépaQéAAEn‘
‘engendré par e, egﬁn;G;Eﬁjé-aéf?it 1z dimension n . T4 on aaraif

Ec= GQ’EgCﬁg o En cee “av‘eg- .{vu.)ngl} Eﬁg En-..‘l’ ce gui serait

en contradiction avee le lemme.
Ie rédacteur universel se chargers 8e résumer les prop. 1,2,3 et

le corollaire des théordmes 1<2 en un bezn et #aste,théaréme 3.
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