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-8B -~ Certains passages {vers la fin sur .oau) nlayant subi sueun

changement par rapport & i'dist 14 i1 a é%¢ jugé inw’:ile de les recopier.

”I:e. 1:3.. de Erull (chap.II, annesuz noetnérxens 3 3 n°1) est supposé
démontrs pour les medules {1z généralisation est ‘crivx.ale)

SQIEZ}."G A pn aneaz}., E Lm &-modulenoethn, 8 un idéal de & . Pour

| g ﬂefls (Q), 11 fout et 1l suffit gm, pour tout aé1+§£ %
ceu‘h zf@éﬁ,onait axiéo. "

5 ‘! - Anneaux et mcdules gradués assseiés.

1 - Défw mtmns e‘h exemples.

On eppelle anneatz f:;ltré un annean A& moni de la structure définie
par une suite déeroissante (An))(ne Z) de gous-groupes additifs satis-

faisant zux conditions :

{1) ﬁj < Psm
{2) A =4.

~ =

ious duons qu.e & est Iil'bré par les sous-—g:eozzpes & ,.:‘Réma'rquons que
:n i, est un, idéal de 4 . :

-0

’&31

Exegz_gles - 1) Soit 4 un anneau de polynomes. ?rencns pour A -
O) l‘ensemble des polynomes de degré <n, et 4,=(0)
pour n<0.




k- o
2) Lorsgue A=A , alors AquA pour q 2 0 , et les 4, sont des
Adéoux de A . En particulier, étant donnés un anpeau A et un idéal
i de & , on peut prendre anxmn pour nz 0 et A‘_quﬁ pour q< O 3
on dit en ce cas que & est filtré par les puissances de M
Itant donné un auneau A filtré par des so ouS-Zroupes (A ), on appelle

A-podule £iltré un A-module B mumi de la structure aéﬁlajf par une suite

décroissant (En){néiz) de sous-groupes additifs satisfaicant aux condi-—

Y2 E < F .
v Fa T e
o { V=
{(2)1 B, = E.
Tous dirons que E est f£iltré par les SouS-groupes Eﬂ - Remarguons que
. o T
i 8, est un sous-module de E .

3

Al
v
o

lonnés un annesn & , filtzé

un A-module glhelcongue B , le module B est Filtird par les gous-

groupes Eéﬂ"ﬁ‘} : celte filtretion de E est dite canonique.

2 - Construciion des sunneaus et dﬂ.as graduds sssooids.

Seient & un snpean filtré par les sous- -groupes {zfan}; et B un A-module

(%]

Z1i1l%tré par les sous-groupes {En}. On considdre les sommes direcies
_‘.@ - X TETY N : . -(‘-.1 P - A
GidAY = 7, An/"&‘n«{ et G{E) = Z, jEn‘%_ga Ce sont des groupes gradués,
les 814 ~ & /A {resp. B an: legrd 1 .
ies 6léments de A /A .. (resp E, /B 1) Stant de degré n
Fous sllons définir une multiplicsiion entre Elépents de G(A) et

éléments de G{E). Par 1inéar:.té il suffit de définir B.F pour des

éléments home'rénes T €A )/ o1 et xéE /E - Prenons des représentants
€A d2 T ok - X . Dlan: 1 o B
aé&p eg et xg&E@ de X . Dloprds (2) {n 1) on & ox€ pig *? et,

dlaprds {2)? encore, 1la classe ée ax mod.apq_qﬁ ne dépen& gque de Z.et X .

Wous noterons cette classe =m g.x. On a ég(a.x)_; a°(@)+ a®(%)




94 1'on pi*end E=A , ceci dé6finit une nmultiplication sur G(A). IL'on
vérifie comme 1'8pe qui trotte que celle-ci est associative, distributive

par rapport & lladditlon, et commubative (s* L ecst commutatif),. Elle fai

de G(4) un 2nneau vdué, appelsd l“mneal Zradué sgsccié & l'annean
£iltré & .

Dlantre pert l'on vérifie sussi gue ls multiplication (2,.%) =2 5.%
: 2 ]

(ZEG(L), TEG(E)) abFinit sur G(E) upe structure de G{4)~module srsduné.

luni de cette structure G(E) est appeld le module zZradud associé zn

module filtre E .

oo ‘
E les <« 1) Un = ) 7 26 =2 7 7, 7t
Exemples ,3 : Un annezau zradund A ‘% (T f T +Q) eﬁt filtré
par les e‘%ﬁ': 2, *_';}G . Alors G{A} est somo*»’*pne 4 és - C?est le cas
RN b o :
pmz.r A ;;“QLZ-“...,XHE £i1tré par les pmssaﬁces de H e a}

2) Isersq&a-"ﬁ ng:}ﬁ, seacy nj} £iltzé par les:paissamces de-
: . .
o) k& ,.,..g:f E

3) Soit p un roahfe premzez?. Lionnesu zS s Tiltxé ;_Wﬁ les pmissaﬁces

u= (X, ,...54, G{4) est lsomorphe & ol
-
(p admet pour anneau gradud =ssocié llsnnesu de gclﬂm mes Fz}{Xi
& une indéterminde sur le corps 4 p S1énenis .&*p =
43} Pluﬁ géwmlamﬁ soit & on annean, filéré psr les puissances diun
idéal ¥ , et soit {m.) une base de M ; slors G(A) est snsendrd sur AN
- 2

per les classes W. des m, mod.ll”  G(A) = éfz)im }j Autrement 4Lt
e :

it
2

dal

G{A) est un guotient d'un annesu de polynomes sur ﬁ/’“ par un i

homozéne. - =
Remorgue.~ Solent A un annean £iltré par des iddaux '{Aﬂ} et E un

A-module muni de la i 1traa‘;mn camniqae (ﬁsrnﬁ). Le module gradsié associc

G(E) est, en tant gue G(A)-modale, engenéré par El;’A,;E ~




T

% - Ponetion d'ordre et forme initisle.

Soient A vun znneau, f£iltré par les ébus-groupes (An), et E un A-module

filtré per les sous-groupes (En)' Pour 2 €4 (resp. x€E) nous noterouns

v{a) (resp. v(z)) le plus prand entier n tel que 2€ An (resp. ern).
Pour aeman (resp. xénEn) on pose v(a) (resp. v(x))=+ GO .
Tes formales (2) et (2)! (n®1) montrent que v(a) et v({x) sont partout

définies sur A et E . La fonction v est appelée la fonction d'ordre sur

l*annevu (resp. module) filtré & (resp.E). Il est cle iz que v est coumpa—
+ible ovec le passage au quotient A/( ﬂ & ) (:c-esp E/( ﬂﬂ )) Comme
les &y (resp.En) forment une suite décroissante de sous-groupes, on 2 3
(3) via+b)z minlv(a).v(b)), vizty) » min({v{z),v(y))}-
Enfin les formules (1) et (1)} (n%4) mohtren’i: gue =
{4) v{ab) » via)+vib), v(a.x) p 2 vi{a)v(x).
Zxerples - Pour un snneau de pol ;yncmec* 4 , £iltré comme dans lfex.d
{n°1), on 2 v(a) = -a%(2). Pour un annean de séries formelles
filtre par les pulssances de (X‘,i g &8 ,Xﬁ) (gz.e,n"e), v{a) est
1tordre de la série formelle & } ' e
Avec 1es. ménes notations, pour un $lément = ée 4 (-a% m A,n)‘
{resp.x de E (x %QE }), on appelle forme initigle de & (resp. x) et
" on note G{2) (resp. 6(x)) la classe de a (resp. x) dans Av(a)lﬁ‘?(a)ﬂ 2
 {resp. v(x)/Ev(x}H) 3 pour aémﬁ {resp. xémE ) on pose G‘-(a)
{resp. G{x})}=0 .
Eetzarquons gue G n'est bzs un homomorphleme de A sur G(A)
Par définition de la mu;.tlplieatlon dans G{a) (n%2), les relations
"abenﬂa)wthwﬂ , "wizb)» via)iv(b)® , U"G(a).8(b)=0" sout &qui-

. Yalentes. Done @

n



=8

Proposition 1 - Soit A un snnean commutatif £iltré par les sous-proupes
(An). 81 _son asnnean gradud sssocié G(A) est intdrre, zlors A/ﬂ A,

est intéere et 1o fonetion dlordre v en est une valuation.

4 - Sous-nmodules et modules cuotients.

Le cas des idéaux et annezux quotiém:s en est vun cas particulier.
Soit E un A-module filitré par les sous-groupes (En) et soit F un sous—
module:__..-,de E , £i1tré par les sous-groupes F/‘)En . Comme
F[\EQ/F()EH 44 @8t un sous-groupe de En/En-i—T , le qu;izig gredué associd

G(F) est un éoué-ﬁrcape de G{E), ¢t c'en est néme un éous-—modale.

Ltimage par G de P est l'ensemble des &léments homo'”encs de G(*z)
(notation & moz.u:.é centradietowe) ' o

Cons:Lde.zonq mc.intenaﬁt ie module guo ulen't F‘jl‘ filtro par les sous—
groupes (E +F'!j:‘§'"f”." Conme (En/":‘a-i-? )/{FﬁE /F f’\E +‘¥) est cazzomquemenb

4 1somorphe a (E, +F) (E +F), on g

A+ A w
(5) G(@/@, = C{EL/G(F) (comme ctest joli et fometariel ! ).
‘Dans le cas é'zm anneau et dtun idéal 1o prop.i (n%};&snne :

Propogition 2 - Sa__iem: A pn snneau Filtrd et I un id8sl de A . _Si G{I)

est un idéal premier de G{4), {\(I+An) est un idéal premier de A .
Récivroque fausse ¢ prendre A:K[EX ,Y‘ filtré pexr les puisssnces
g8 U= (X,7), et I = (X°-Y°). |

5 < Soas-arme‘aax.

Soit & un annean £iltré par les sous-groupes A et sart B un scus-
annesu de A . Filtroms B par les (BNA n)° Comme an/zam 41 o5t on
sous-groupe de A ianﬂ s G{B) est un Sous-groupe de G{A) dont on vériixe
aussitdt gue eclest un Sous-anneau. L'imepz de B par G dans G(A) est

l'enﬂemble des éléments homogénes de G(B)
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6 « Une pfoyﬂiété des snneaux complétemnents in’bégralemont clos.

On dxt av'un annean A est conmpldtement in‘téj»‘ralc:mcnt clos s'il est

dtintégrité et si tout 6lément = du . corps des frae’i;ions K de A pour
lequel exinte de s* tel que dx"¢ & pour tout n > O est dans 4 .
L"existenée du dénominateur commun 4 exprime,gue A[x} est contenu dans
un A-module de type fini § ceci g lieu, en mrtlculler, lorsgne % es%
entier s.u:f & 3 2insi un annean compldtement intégr 'flemmm; c¢los est
intégralemem clos 3 1z réeciprogque est vraie lorsgue ?* est noethér rien.

Exenple impar%aﬁt ¢ une interseciion d’aﬁneavz ée 'i.ra'f ‘siens ée
réng 1 .60 conjeeture gue tous les snneaux eomplese nent intégralement
‘cloa sont de ee fype. '

A."D.ﬁ_ggacin.Gﬁ ’j’._ Soit & un snnesw nesmmuta'i: £ :,a}ﬁ;ré par les gous-groupes

A ct tel que, pour toub c€L , onais IR
que - _-t,-@.t_rc idésl principel de & soit Perms ;3 ef. § 2). Bi ltsmmeay gradné

Lo ‘s“&ﬁ) e {clest-i-dire

assoecid 2(2%) est eampl{,teu'*z iné:é-gr_alement Gles, il e*rz- @st ée mﬁme de A.
Comme—- m.ﬁ. ::-:{O.) {fairve =0 &aqs L?Llﬁyo"sacse}, et comme G(A) est
L F xpﬁeﬁre, 3 es"' iﬂtegre et v en est une- zfa}.aaule‘z {Q"’O@a! ,&03} S i‘c =

un- élé’n ni; éla ea ;:»s des frsotions X de & ;gotzr ‘teaael exi ste é zwﬂ nzl
dans A 'wel gue éxne*ﬂ pouz tout n . Eeri’\zozas X = aj'%a {za, heﬁ}.
@i‘i éezt man*b?’er qae aé Ab. D*&pf‘{,s 1*haf§athese 3.1 saf ﬁs ée mesztrer
gne aé ﬁb-{-ﬁ(ﬁ poar ‘x‘:mﬁ; n e Or, commne U Aq-.é » :.1 exzs'te o tel gue
= aé Ah-:-aq . Bzmc, par réeereﬂee, il auf:.lb de ma;ztrer gxze aééa+A
3 e : .
Seia‘; 2. az-sr 5 = ‘éu +¥ (wek , el ) Gm:r.me ézseé ggmr tout
s }@ m e é(x-u}SEA e.a.d- ﬂﬁ;/’b}sek s oa é:xrse!ib sgit =

av® = ias_,_,;' Game la f@ﬂetioa dlordre dans A es;; ime ;ralna‘tiea, :_'




g g
le passage sux formes initiales counserve les prodults, et l'on 2

G(d).G(v)® = G{w,).G(b)® . Comme G(A) est complétement intégralement clos
ceci impligue G(vl/G(b) = G(A) c.d.d. G(v) = G(b)G(u') (u'e 4), ou
v = bu! mod.An+1. Done a = blu+u') mod.An+1. ‘CeQeF.D,

Exemples - 1) Un annesn de séries formelles sur un =znnesn noethérie;
intégralement clos est intégralenent closg : en effet tout idézl en
est fermé (cf. §2) et son annean gradué asgocié est compléterment
intégralenecnt clos en tant qu'snnesu de polynomes.» :

2) Liannesy locaT d'un point simple est intéﬂ*alemenﬁ clos : en

effet son anneau predué sssocid est (par dC”E

}tion ou presgue )

un anneau de polynomes sur un eorgs.

7 - Anneauz noethérlens vra&ues (petits caractéres‘%a'éﬁcéé sympathigue ) 4
Seilt A =

{*jﬁi un anneau gradud (avec sealnmrnt des degrés positifs).
=g &

Si A est ﬁoc%hériea, alors T est un anneau noeﬁhérzin-et A est engendré

sur T par an nﬂmhre fini d’élémen%s homabencs': en 30251QGZE 1tidésl
I= 4§§ I, 5 on a Té 22 &4/T , done noethérien H et;%cate base finie de
I énggzére A sur T, {récurrence sur le degré). ol

Un anneau noetherlen filtré par les puissances d'an idéal admet un
‘anneau gradué assceié qui est noethérien (ef. ex ,n 2) Caez n‘est pas
vrai d?un anneau noet%érien a4 filtration quelcongue {Bne par des

idéaunx). Détalls e% contre~exemple dans mon. ceurs de Carﬂell. _
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§ 2 - Topolorie et couplétion d'anneanx et modules filtrés.

1 - Topologic déduite d'une filtration.

Solent & un annean £iltré par les (An) et B un A-module 2iltré par
les (En). Prenons 1z suite (An) (resp. (B )) comme systime fondamental
de voisinages de 0 j ceci définpit une topologie sur & (resp.E). Celle-
ci peut Btre avssi définie par 1téecart d(a,b) = e~V{a-1)

(_resp. d{x,y) = e“'V(X"y)), ot v désigne la fonetion d'ordre sur A
(resp.E) (§ 1y, 0°3) 5 en vertu de 1tinégalité (3) cet bcart vérifie g

(1) d{z,2) & mex(d(x,y),d(y,z))
et fait de & (resp.E) un espace ultramétrigue s'il est séperé.

- Conme 'les voisinages An,ﬁ sont des sous-mmzm groupes, les addztlons
sont eoa‘hlmzes dans A e+ E . Liinelusion a E — E

Pa rtg
multiplication (a,z) > 2.Xx {a€h, 2€E) est, elle aussi continue 3

montre gue 1o

- én particulier la multiplication dans 4 est continus. ‘&insi E est uvn

module topolomigue sur llannesn topologiqu.e A .,

Lorsque & est dound, avec la filtration (An), la topologie sur E
déduite de la filtration canonigue {AAE') est appelée la topolosie
canonigue. Quand E est le module produit 89 s S& topologie cznonigue
n*est autre gue sa topolosie pfoamrt. |

Les sous-groupes .aﬁ E sont ouverts. Ils sont dcme aussi fermés.

Pour qu_;_un se&s-"'rougu F de E soit fermé, il faut et il suffit gue
lton ait f’\i {F+E }~F « Done, paur gue & (resp. E) soit séparéd, il faut
et il sufflt gue l'on ait ﬁé {0) [(zesp. ﬂ E = {0)).

E*mégalité (1) montre gue 1es suites de Cauchy (x ) dans E sont

celles pour }.esquelles X,~X,_¢ tend vers 5. Done, quand E est complet,

les séries convergentes 2 X, sont celles don‘l: le terme général tend

"vers zéro.
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po ‘:j e
S0it P un sous-module de E . Io topolosie quotient sur E/F est définie
par la filtration (F+E /F). Lorsque E a 12 topologie eanonique, la

topologle gquotient sur E/F est la topologie canonique, puisque
A (EfF) = F+a, EfF .

Lo topologic induite sur le sous-module P est dé&finic par la filtraztio

{FNn En'}. Lorsque B a la topologie canonigue, 1z topolo" e induite sur F

est moins fine que la topologie canonique de P , puisgue - A FcA “f’}F »

Un cas o ces topologzies coine;.dent est celuil oﬂz A es“c filtré par 1es
par les pulusames d'un idéal M et od B e-f-"b un A-modile noethérien P

en effet 1e lcm?zm aun the de I’vﬁull montre llexistence dfun entier s{n)
tel gue Hﬂ}? .:3 "’QQ(Q}E!‘I {chap. .L.L).

2 - Camglét;ons ﬂ?aﬁnea;)j{ e% modu*eq flltrf'

Eappelons;‘,‘tgi‘sp,@ené.hl), cunm gram salis) qae, é“i:an‘i' dﬁﬁﬂé un mdule
‘sepo'i ozigue }s‘zir Ii.*a::zzieau topologique & , le caﬁ@léi;éf&. de 4 est un amzean
topolosique e**' 1e compldté B de ¥ est un maciuz.e to;&cwm gue sur fi "

"T’“omsv“amn é-— Soient A un anpeay filiré par les paissences d'un idésl

Het B un moﬁu_le de i3 vpe fini szzr A , séparé pour 12 tovolorise eaﬁsﬂiqae.
Ay Ay P - d
Le complété T est engendrd par E sur ﬁg”’*’ = Rl o

Posons Z hx,; . Les &léments de © sont les limites des suites de
Cauchy dans E s Ou, ee gal _rev:aent ou m3me, les sonmes des séries af E1é-
- ments de E dont le terme générai tend vers 0. Par zroupement de termes
une telle série sl'éerit y = Z Yy s O 'yné%iﬂE . Eerivons

5%

_ ' -
yﬂ = Z amx. ., Ch an. el™ . Ia série Z &3 tonverge dans 4 ; notous
L

a5 1t Lme de ses scmmes. Comme, dans i’éfzali‘cé.

y - Z a:%; = y-y, + 2: {= ni~2s )x. 5 .Le second pmembre tend vers O lorsgu

tend vers 1ltinfini, on 5 v = 2 2;X. Dpuilsgue E est scpné
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Corollaire 1 - Les notations étant celles de la prop.i, goit F un sous-

module de type finl de E ayznt le topolozie canonigue pour topologie
M~

induite. Alors 1'sdhérence de P dans E ot AF s £t l'adhérence de P
dans B est AF ME . '

Ceci résulte de la prop.1 et de résultets classiques de topologie.
Voici deux cas ofh les topologles induite e% canonigue coincident
sar F g
1) E est noethérien (cf. n%)
2) F est ouvert (car ¥ DOIFE s et Mm'SEnE‘CEIniE‘ < HnEﬂF). Alors F
est féi‘mé.daﬁs Betona Fc EF{)E « Dok en perticulier (en ptilisant
- le failt gue, dans un complété, un systdme fondanmenital de voisinoges ...}t
oue M
admetiic une base finis, et gue A et E goient sép_..rés. Alors l'sdhérence
'da ﬂﬁE Sans g {resp. de i dans A) est aur E = {A”}n“ {resp.

Corellaire 2 - Supposons, dans les hypothdses de lo prop.i,

A = (AR }s et i'on a IPE = (A‘T)ﬂEﬂE , = (AI%Na . Is topologie
de § (resp. A) egs définie par 1a filtratiocn {.AI:I)“E {resp. (AmM%).

3 ~ Gompl_é‘té d'un module gquotient.

Propasi’sieﬁ 2 . Soiem: & un annean fil‘kré‘ : 1esuissa,ncesd’anldéal

~ i adaettant une base finie, E un A-module de fvpe fini e'k ¥ un sous-
module de type fini de E y fermé

pour 1o topoloric eanonique de E ..e;?.

admettant la top. induite pour top. canonigue 3 supposons & et E séparéds.
Alors le corpidié de .;/F {£i1tré por les Hn(E/F) R + F/F) est
isomorphe & E/AF (211tr6 per Jes MA(E/AF) = AE + B/l .

Comme F est fermé et admet 1la fopologie 5.ncuite pour topolozie

canonique, on & F = AFNE (cor.i de la p"*op.ﬂ, et E/F est un
soas-graupe de E/AF : COmme M'E+F  est fermd (puisqu'oarvert), ona
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R P e
on a ﬁ(MnEw)(\E MPE+P » €t la topologie canonique de U/F est induite

par celle de 'B/AF « D'antre part %/AF est conmplet (Top.Géné. IZ). Enfin
E/F est évidemment dense dans L/AF. C.Q,P.D.

Corollaire 1 - Les hvpothéses sur -A,l et E étant cellesg de la prop.2,

les modules filtrés E et i} (resp. annegux filtrés A et A) ont des

modules {resp. snnesux) gradués, assocuis isomorphes.

En effet T est de type fini, fermé (puisqutouvert), et admet 1=
tonologie induite pour topolo"ie canom.que {car il esi: ocuvert ; ¢f.n 2)
Done Aﬂ /Aﬁnﬁ? et le complét'5 de Hn’“/’inﬁ" . et lui est 1dentique
car celui-ei est dlscret. '

Corollai:ce 2=~ Soit 4 un angean local d’ idéasl maxz.mal Ia base fmie,

et tel gne ﬂ%fl~(0} Alors & est bn gnnesy 1&{:@3_. dont Aﬁ est 1'idésl

mazz_ nel.

Comme M est mzve.;t, on 2 A/Am A/f’i , et ce quos 1@4:&: est un ¢OTDS «
.u’autz'e par'é: tcu‘t é1ldment de 1+ﬁM est i nverqz.ble éans A {aévelepgyemen%
de. 1/?-?) Eorm, si a%AH s il existe hE.A te ' =1 :

{mod. Mﬁ) wmsz_ Qb est inversible, e% rar conséqueat_ aussi = .

-;umargae - Ce:etames ﬂypothc.ses faites dans ce n (bases finies,
1denti‘sﬁ de 'fi;"':‘;psmwzcs) sent w;tomatiogement vérlflées lo:f-sque 4 est
ﬂoethérlen. i : : :

4 - Zdéaux e*b a-éué;"zodnies i"e:ﬁéés.

Proposition 3-— Sozant A un anneay filtré poar Ies puissaﬁees é’un igdé=al B

Eau un _A meda}_e noe b}ﬂérlan et F un sous-modale de E « Pour gue F soif fermd

dans L“ (pou,r la topolo~ie canonlg_v_l_g) il faut et 5.1 suffit gue lt'on ait

P +1 74 A pour tout 1déal prepier de F .
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Le fait que P ept Zermé s'éerit fﬁ\(F+MnE)~F « En a2ppliquant, dans
ﬁ/F le th. de Krull et la ecaractérisation des "diviseurs de zéro¥
(erthériens, § S5,th.2,b), on voit que cette relation dguivaut &
R/ = > 2 o 2
"(TFH)fQ(:\Pi = ¢ ", ¢.8.d. & "PiHH]—A. pour tout Pi ",

Corollsire 1 -~ Adhérence d'um gous-module. Recopier (en le medulant )

cor.1, p.& de 1'6tat 1 .

Corollesire 2 - Sol% & un anneau noethérien filtré por les pulssances

d'un idéal M . Les conditions suivantes gont Sguivalenteg s

a) Pour tout module de type fini & sur A et _tout sous-module F de E ,

F est fernd dans E pour la tOpOlO”lB canonigue (e.d.d. fﬂ\(EPE+F)~F).

b) L'igéal I est conienu dans l'intersection des idésuz mezipsux de 4

¢) Tout S1ément de 1+M est inversible daps A .

Comme tout idéal premier P de & est 1'idéal prenmier =ssocié dtun
A-module primaire (P par exemple), la prop.3 monire gue a) éguivaut &
ﬂﬁﬂi’f-ﬁ pour tout idéal prenmier P de AT , c.3.4. & NI4T # & opour
- tout 1déal maximal T de A“'?uisque tout idésl ?remier est contenu dsas
un idéal maximel 3 ceci s'éerit MIHT = 7w ou WHC VY opuisgue ? est
maximal, et équivaut & b). Enfin b) et e¢) sont équivalentes pulsQue
les &léuments inversibles de & sont ceux qui ne sont contenus ds
auncun idéal maximsl, et que les relations "HC T® ot ﬁ(1+M)f}V = ?’fi

sont Squivalentes pour un idéal meximel V .

D8finition 1 - On 4i% ou'up snnesu A filtré par les puissances dlun

ldéal 1 est un _annean de Zoriski 8'il est nocthéricn % Q’ll gatisfasit

aux conditions dnoncles dans le cor.2, prop-3.




sxemples d'annecux de Zariski

1) Un anneau loeal noethérien (£i1tré par les puissances de son idéal
meximal).

2) Un anneau noethérien A n'ayant qu'un nombre fini d'idéaux moximoux

dont I est 1l'intersection. Un tel aznnean est dit senmi-local.

3) Un anneau noethérien Piltré ver les puissances d'un idésl UM et
complet (tout &lément 1-m de 1+M est inversible esr i1l zdmet
14mtm® ... pour inverse).

4) Un quotient d'un anneau de Zariski.
Dans le cas dlun annesu de Zariski 1é cor.i de la prop.1 (no2) donne =

1
Provosition 4 - Scient & un anneau de Zerigki. I un A~module de twpe
H]

. : - A
finl et ¥ un sous-module de B . On s F = aFME .

Exemﬁlé - On démontrera que les Fonciions dena iables complexes
gui soffji’; haiomerphes dans un voisinage de l‘e' E.g:’me {dépendant de
1a'fsmi;ii0;‘ forment un anneau loecal aoez}%:mer i (ef. §z§,); Son
eampj.ef;é A eb’c liannean des Sél’?lCS IOl"‘“’lellCS é. n varisbles. Jeone,

n lindaire de fonc—

o

si- bae .ccfzo‘bw on hommerpqe fea es‘h comboinais
’m ons holeme‘ﬂphes f1 ,..'.sfq' & eoefficients géries formelles
(ced.d. si £eiina » L désignant 1’3‘;6@&1 de A engen&ré' par
f“...y, }, elle est aussi combinaison lindaire de f‘%""""@
& coefficients _iole_mcrphes {ced.d. £€1).

5 - Produits tensgoriels, bomomefpmsmes, suites exsactes.

position 5 - Soit A un smnesu, filtré psr les puisssnces dfun idésl I

dont le compléié A est un onpeau & de Zarigki (c.d.d. noe*’czeéz"ien, ef.n%4),

et soit E un A-modu.le de tvge fini. Alors ls conpiétd i es8t le module
Stendu (E)p = T®E . |




N5

- A4 -

Soit F un A—module, et soit f une application A-linédaire de E dans ¥P.
Comme Af(E) est un A-module de type fini il est conmplet en tant que
quotient séparé d'un produit fini A2 (% &tant un snneau de Zariski).
Done llapplication £ , qui est uniforndment continue, se prolonge en une
application 7 ae 3 dans 'Ef(E)c_f P, qui est ’E-linéaire par prolongement
des identités. Comme E est enzendré par E sur 2 (prop.1 ,n°2), un femeux
scholie montre qu'il est isomorphe & ’E@E "

- L'hypothése gue Y est noethérien est vérifide lorsque A est

noethérien (ef. § 3).

Provosition 6 -~ Soient E,E' des modulez de type £inl sur un snnesy
- A

noethérien 4 £iltré poar leg pumissances dlun idéai I , 80it £ gne a2ppli-—

N cgtion A-linsaire de E gur E' et soit Pt Er.

E—linéawe £ de 55} suz E', et llon a £ (AF'} = éef-? {F*} ga&hérenee de
f"?(ﬁ") dans ).

Comme f(ﬁiﬂE) = MUE! . £ est uniformdment eon‘ti‘nue et peut done &tre
?rolonoée, et de facon unigue, asux complétés. Gomme f{éLnE) ZuEh e
'f est une application continue et ouverte. Par passege anx quotients i’
définit aonc un isomorphisme (bi contwnu) g de - E/f'1 (AF!) sur E'/AF’ .
Cet isome)?'nhlsme applique E/Eﬁf’i(AF*) suz E'/E’f\ 4F, e*est«a«-dire,
puisgque F' est fermé et adnmet 12 topolo: ie cancnigue pour topologie
induite (& étant noethérien 3 ef. 01), appliqne 3/2‘1 (F*) sur E/E‘! :
{cor.1 de 1a prop.1, §2) Comme r.’/AF’ eat le eemplété de n{/F' (prop.z),
/271 (R01) est le conpléts de B/~ (F1). Comme P! est ferms et £ conti-
nue, iiF*) est ferné, et le complété de yf“f (F‘) est E/Af"1 {F1)
(arop 2). Donc on o i’ (AF’) Af"1 (F') =  C.Q.F.D,
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Exemple - Soit A l'anneau des fonctions de n varisbles complexes
gui sont holomorphes au voisinage de llorigine, et soient

f1 ,.v..,fq des 6léments de £ . On appelle module des reletions
lingaires & coefficients holomorphes (resp. formels) entre

f“.‘..,fq l'ensemble des 6léments (ai) 8%, (resp. A%) tels gue
. B Tk, . D % st q g

Z: aif.’i = 0. Hotons £ (resp. £) l'applieation de A (resp. 4%}

& - A . ) .

dens A (resp. A) définie par f((ai)) = ,Z: aif . La prop.6

nontre gue le module des rela‘bions & coefficients Formels est

engendré par des relatlons & coeff*? cients holaaorphes.
Corollsire {1 - Soiem: & vn anneau noethérien fil’cré par les pulssances

. 8%un idésl M , et E ....f..g, F ; ¢ une suite exscie de A-moaulesde‘{, DS

Zini telle gue @ scit ség . Alors ls suite & © ) -—?‘é@f‘ — A@G

est gexacte.

~

. e
B’ap'ﬂec ia n‘?*cp.S la seconde suite est ¥ -&F ~§;§. ¢ (onz & se

servzr du fait qu.e 51 est ﬁaatnérleﬂ, gui sera démoaizé au §3 r;‘a
CQmIe e plan). Ize noyau - 1‘0) est Av 11_\1) puisque est séparé
!prcp 6}, e?est-&-dwe ﬁ:(ﬁ) pulsgue B --;;F -— G e«% exaete, ou encore
£(8). C-QuFeBs, _ (o g | e .
Corollaire 2 - Sz. & est umanneaa de Zaris i, gg__;g - ;T‘é:rA(II:,E) 0 peour
tout A-module T . | = | =

 Ceci résulte du cox.i suand E est de type fzm, ei: i'on p asse
augsitdt de 12 & {m medule quelconque. :
Corgllaire 5 - Soient A un sanesu de Zarlski I un idéal de A , ¢ un _‘
£lément de 4 . On g (AI;Ac) A{I‘sé.c) et 2In 39 = A(Iﬁée).

Pgp epplication de 13, pz-op.ﬁ a l'applieatioﬁ 2 -> eX on obtient
1la premiére fermule. Is seconde s'en déduit par maltlplieation per ¢ .




e

Corollaire 4 - Soit A un anneau de Zariski. 51 c€ A n'est pas diviseur

o -
de zéro dons A , il n'est poas diviseur de zdéro done le complété A .

On prend I = (0) dans la premidre formule du cor.3 .

Proposition 7 - Soient & un annesu de Zariski, I et J deux idiots de A .

P ~y 75 &
Ong AINAT =4(IN I).

-Soit I = (a1,..°,an,IfEJ) 3 nous procéderons par induction sur le
nombre n d'éléments & adjoindre & INJ pour engeandrver I . Le résultat
est vral pour n=1 , comme on le voit en appligquant le cor.3 de 1s
prop.6. suzx idéaux %/IfEJ et J/If%é de A/I(}J et en utilisant la
structure du complété dfun quotient {prob.Z,QOB). Supposcns le résultat
dénentré pour n-1, e% soit I = (aj,...,aﬁ,IfiJ). Posons J*:{aﬂ,J) 3
on & (AGQT) INJt = (a,,INJ) = {a,,INJITNJT). Te cas ptl donne alors
E{IFEJ) = E{I(EJ?FEJ) = g}IF}J’)f}@J » D'anire park, diaprds le cas
n-i, on o Q(I{XJ?}‘=7€E{¥£§* s Ce gul dimontre le résuliat annaacé.A

5 -~ Extensions finies dlannesux filirds.

Pronosition 8 - Soient A4 un enneau noethérien £iltré pesr les puissances

dlun idéal M et B un anncen contensnt A ef gui s0it un A-module de type

fini 5 monissons B de ls filtration (IB)E.

a) Lo filtrotion (IB)" est 1s filtration cononigue de B {considéré

comme OA-podule) et 1s topolosie canonigue de A est induite par celle

e B .

oy

[

b} Pour gue B soit séparé, il fauk et il suffit ou'sucun &ldment de.

1NH ne soit divigeur de z8roc dans B .

e) Si & est un anpeau de Zariski, 11 en est de pBme de B .

i
d) Si A o5t complet, il cn est de mBme de B .

) 5i A est semi-loeal, il en est de mlme de B .
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a) résulte de (IB)? = 'B et d'une remarque faite au n°. b) n'est

. qu'une traduction du th. de Krull. Pour ¢) on remarqgue que tout B-module

de type fini E est aussi un A-module de type finii que les topologies
canoniques de E , coneidéré comme A- et comme B-rnodule, coincident s

donec, comme A est anneau de Ze.riski, E est sdpard, ce qgni montre que B est

T e e

aussi un snnesu de Zariski. Pour d) on remarque gue B est un quotient ‘
d'un A-module libre & base finie par un sous-nodule fernd (Top.Géné.IX).
Bnfin, si A est semi local, B est un annean de Zariski et tous ses 1d&sux
maximaux contiennent IB ; comme B/MB est un ( A/‘ﬁ)-mo&ule de ty;ée fini,
~ctest un annean de longueur finie qui n'g dcnc qzz’tm aomb:ce fini 8tidésux
zaximaux, don‘c ane puissance de 1'iaterseeﬁ10n ect (G) donc B ntg cu_'an
nombre fini d iaé aux m.xz.maux, gui conﬁ:.ennem; tous EB s et dort ume
nulssaace de 1’1ﬁ‘t:erseetloa est contenne dons ’B ceci énmon‘.‘:fe 4} -

Proposition 2.- Sozent 4 un am.a.eaa ncethem.en, f:.l'i;ré E.J.‘ 3.es vuzissancesg
| dtup 1d621 M 3 ei: B bn anneau contenant A 3 fll‘bré @ les (LB) s &t _goi

soit un - A-—aodu}.e de tvpe .13:1:&1.t Alors s

a} I:'adhéren;ee de A dans 3 gst le coglé"’ 'Eg___ ‘%\ est un ﬁ\-e;cdu}‘.e de

A
&

= pe flnx, eggeﬁdré gaz- B et les anneaux B

et
D

linésirement dis-—

goints sar & .

b) S:. agucun élément non nul de A nlest d:.v:,seur de zéro dans B s Slors

tout élément g de A gqui est diviseur de zéra dans B est déga dlviseur

de zéro dans A -

Ies assertions de a) 'résultent de ce que 12 topolozie eéﬁonique de A
gst induite par celle de B (prOp.B), de la prop.1 et de 1la p:mp.é {on util
se encore ieci le £2it que A est nocthérien). Dans les hypothéses de b)
les anneaux 4,3, A B sont séparés ; il existe un 41épment non nul e de &
et des élémenta (hi) de B 1inéairement indépendants sur A tels que
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cBC:Z‘: Abi ; alors of c:z Xbi s einsi ab = O ( beB s non nul)
s'éerit O = agh = g adibi (4, e2), aron ad;=0 d'aprés lz disjonc—
tion 1linéaire ; or les di ne sont pas tous nuls, puisque ¢ n'est pas
diviseur de zéro dans B par hypothése ; ceci démontre b).
(B ¢ ce n° couvre (fort largement) les n°® 2 et 3 du § 5 de 1iétat 1

gréce & la "modulation® effectude plus haut, le 1% de ce § (relotif &

" certaines pr_opriétés dtun anneaun entier sur un autre) est devenu inutile,

et les deunx résultats qui y sont démontrés (et qui sont intéressants)

seraient avantageusenment transférés ab chapitre des Entiers).

§ 3 - T—‘raprzétés des sznneaux complets.

i - Prepriétés de zénérstion finie.

Propesition 1 - Soient 4 4o gnueay Filtré eomplet, B un A-podule Filiws
et _sépars, (z } an‘itém'fini d'éldments dtun Sous-~-moduls F dé E fel
gue 1eu.r°fo:mes initiales (G(,x }) engendrent le sous-—module G(F)

du modale grodud &(E) assooié E . Alors 1es (x } eggaendrem F . :

| Soit (E } 1a f:.ltratlon de E . Considérons x F . Comme UE = B
il existe tn cntier n tel gu'une relation de 3.a iforme x = 2 -,ni -
(mod. E ) (anie k) soit vraie. Dtune telie rela".;ion no_us_ alfoﬁs-dééaire_
une relation de l= forme x = ; n+1,3%1 (m&.*znﬂ)‘ (ahﬂ ié&),
33 x - ; auixiexnﬂ’ on prend a ., i = 8,5 - Sinon. G(x—-z NP
est un 61épment de degré n de G(F} qni peut s'éerire Z Gle .)G(x ) .
ot e, E A et o Gle i) est un S1lément de degré n-d (G(xi)) de G{A).
Cn 2 alars X - Z Z Cni%; {E 1), et lton peut prendre

I :{ = ni + Sns Le choix des ¢,; oontre que tani} est zme suite de

' "“cauehy ‘pour teu'b 1 ; comme A est complet, elle admet an moins

1}"

=

¥

-
5
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une limite aie 4 . Alors, dang 6galité =x »-% B,;%; = X -Z ni%s *

+—2§ (ani"ai)xi s le second membre tend vers O quand n tend vers
&

™

1'infini 5 comme T est séparé, ceci implique =x *JES 8%y = o.

Corollaire 1 -~ Soient A un anneau filtrd por les puigsances dlun idéal

M et _complet, B un annean contenant 4 » £iltzé per les (EB)™ » £t

géparé. Si (bi) et un systéme fini d!'éldments de B dont les classes

mod.MB engendrent le (4/8)- -module Q/IB » 2lors on a B = ;Z; Ap

et
L)

Bn effet (e 1,n° 2, reﬁawque) le G(&)«module G(B) est engendré
par %/ﬁB » &t est done de type fini. |

'Gorollaire 2 - Soﬁt E un module filtré sepq#é sur on aaﬁr 7] f‘ltré

complet A& ;,gg G{h) est un G(A)-poduls ﬂOﬂﬁnérlen E es% un A-module

nee%hérieg.’

Corolisire 3 - Soit & uw anpesu Filiré par les aaiSQéﬁﬂgsm@j&ﬂ iddal ¥ ,

séparé e} complet. 81 @fﬁ est un anneau SOQi7é“LCf et si 1'iddel I -

s & esgt aeeﬁhérieﬁ,

‘Ii-J'
(i‘)

admet une base 413

En effet »G{A) est ﬁoeilérlen { § 1,n%, ¢ mple 4), et on appligue
le cor.2 .

Coroliaire 4 — S0it &4 un snneay nceﬁhérieﬁa filtré par les puissances

dlun 3idésl ¥ , et sdpars. Son compldté 0 e$+ ﬁceth rien.

. Gs, S
En effet G(A) est noethérien {21 gavzgeszﬂzf,) et G(A) = G(A)

(§ E,naﬁs cor.1 de la prop.2) 3 on appligue alors 1c oor. 2 .

Corolisive 5~ Soit & gg?anneaumnceﬁgggifﬂ.; l‘sﬁﬂaeu de sérles

R

formelles A!j[ﬁ,,.;;;z }] est nocthérien. :
Clest en effet 1le cempléﬁe ée l'anﬂeaa de ﬁolynomes ﬁ[Xi,...;X :I Qﬂ&.

est neethérien et séparc s on applique alcrs le cor.4 =




‘\\‘
-

2 -~ Le lemnme de Hensel.

Lemme -~ Soient 4 un annean filtré par les puissances d'un idéal I et

complet, E,E',F des A-modules de type £ini, P étant sbporsd pour 82 tODO~

logle cononigue, et £ une application bilinbaire de ExE' dans F

notons ¥ 1'application de (B/ME) (EV/ME') dans F/UF déduite de f par

possage aux guotients. Supposons donnés des G1dments ye F o, aéE/ME ‘,' :
at€ EY/UE' tels gue
1) Iz classe ¥ de y mod.MF goit Zla, atf)

2) On git F/1F = F(a,BY/1E') + F(EME, «t) .
Llors il existe des 6ldments =@ &€E , a'€E! gdmettont « , o' pour

clasges mod.IE, ME', et tels gue y = f£(a,a?).

Hous allons démontrer par réeurz-énce sur n 1’exis_%ence di81léments a,
‘de E et af de Bf, de classes @ et &', et tels que yf _‘f(aﬂ,ag)(ﬂﬂ?}.-
Le cas n=1 est couvert por lihypothése ‘-i} s ons'mﬂiﬂ'tenaﬁ% de n

d
Zs € F . Diaprds l'hypothise 2) il existe w.e,E - w;aE* tels gue

2 n+1 . Comme y—-f(a aijé iF , on 3 y—-f(aﬁ,a ) *‘Z mig od m € Gl

(LN

z5 & f(a ,w.) + f‘{w.j,a’) (mod.MF). Ainsi y-'-f{a' +* Z e ‘39%‘*2211 W’} =
= y-f{a,,al ) ST om, +é,,; ., (zj—z(an,w = f(mg,a*)) z my 1y f{ﬁa, ,w )

@ 37

est S1lément de Hﬂﬂy + 15233‘ = % puisque n 21 .‘?I}. su-f.u: slors

“de poser Ho = 8 L §
de poser &, .. _9.%-9 m;‘wj o el

qaekles ites (a )s (a, )} sont ées suites de Catz.cry dans E LE? ',, conme

= a} +Z m *:?3 - Ce choix montre

E et EY soﬂt ccmgletu en tant qaﬂ modules de e,vpe fini su.r & s C&s
suites ont des llmztes 2.alt. Il est clair que les classes de a,a!
sont & et a'. Dis sutre part, conmme y-f(a &;1) tend vers zéro, on o

= f{g,al) imisqtze F est séparé. ' GeQeFelle
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=M.

Théordme 1 (Hensel) -~ Soient A un annean local complet, M son 1déal
maximal, f£(X)e A[zl] un_polynome unitaire de dezré n sur A . Pour mbw
h(X)éA[X] _ggj_qg_ B(X) le polynome (dans A/L‘I) [X]) obtenn par réduction
mod.l des coefficients de h{X). Supposons gu'il existe des polynomes -
unitaires et Strangzers alX) et @' (X) de deprés r et n-r dang

(%/m)fx} tels que F(X) = a(X) a'(X). Il existe slors des polynomes

unitaires ‘. g(X),g'(X) de dezrés r,n-r sur 4 tels gue g(X) alX) ,

B {X) = at(X) , et gue f(X) g(X)gr (X) .

’Ious utiliserons le lemme, en prenaa‘b pour B (reﬁp.E E*) le module
des polynomes de de gré €n ('f'esp- r, n—r) sur 4 , et pour a,pp? ieation
vilinéaire £ 1a mnltlplication dans a[x] Ia coadltlon 1) du lemme
est &videament sat:_sfalue par f(X}, (X}, at(X) ; lﬂ ccndltlozz 2) éo*ale«-
meat ‘puisque a(X) e+ cx'{X) soa‘b étrqnvezs (Bevozz*') Il ezls'{:e done des
nolynomes a{X), a'{X) de degrés T, h-r tels que a(z)a? (X) = x(K) Y
z({X) = afX), a* (X) =Vﬂ'(}f) . I1 nous reste a les rendz'e zml‘saires.

Comme Z{X) es‘s fGnitaire de degré r , le terme de plu.s hﬂut &ef’ré de
a(X) es+ de 1= rorme (1+m)X" ol meﬁ’! or 1+n e g invers:.ble dans
A et son inve.cse est de la forme T-fm' {mt ’é. H) 311 sufflt alors de
preandre g{Xj = (.1+m5)a{2)_' et g3 () = (1+m)a‘ (X).

: ies co‘rollaires et exeméles sont & reeopier sur 1'état 1 {page 17). ‘
 Ajouter 1'exemple o A/ﬁ est un corps firi & q é.‘:ﬁncnts 8t eé; on le
reldve (équation x%.x =0). - -

3 - ke théeréme de décompositiog._

Propesition 2 - Scit 5 4 un snnesn £11tz8 por les puissances dtun $ddal n,
séparé ot complet. Suppogons gue A/H soit composs §_direct de denr 1dSaux

V/I‘ g-_ ?'/ﬁ (e.2.8. Sue WY = a st Fﬂ?' = H), Alors & Ve-.s*._.; eem '




A
direct des idésux X *ﬂVn et f\v' . On a nNif= 1%y 5
N E? = T'8%. Ltanneen X (resp. W) £iltré per les TAME = pfy
(resp., W'\NH* = LIHH') est séparé et _conplet. Et “VMI (resp. ].‘I'/EIH')
est isomorphe & A/VY et et VU (resp. AT et vi/1). '
Soient & et &' (e EV/H ’ e'éV'/B‘I) les idempobents cbrrespondan’c i

la décomposition de A/H : e4+et = 1 , €€'=0 . Hous azllions utlliser le
lemme du n®2 av—eé E=B1=PF=4 , agvec 1a multipllcation dans & pour zppli-
cetion bilindaire f s £t avee =0 ; les conditions 1) et 2) sont
satisfaites. Il existe alors a,s' dans A " adméﬁtam £, €' pour
claéses mod.ll , e% fbelquue 22'=0. Conme. a+tat€ 1+8 , et comme 4 est
complet s ota! est inversible, et son inverse est de la forme |

T+m {(me ). flove lesg 61léments e=(i+m)s . e'={‘£+g}af satisfont &
etei=1 , ee'=0 , sont des idempotents orthogonsux, et donnent lien a
1= déeomposn.tz.oa dlrecte L = &e + Le'. Totons gue e€V et eteve .

Comme ¢ €V , ona e = elle v2 s dlolh be C ¥ = f\vﬂ ; de méme

hetc m -—ﬂwﬂ. e & =g + ée’ = aell 4 éc' on déduit -

4 =72 + V'ﬂ : dto TEAMR —{vﬂnvrﬂ;{v V’ﬁ) ‘Vﬁ'?'tn ; en partlculzer
ona V¥ = I, et done ViVt = B . Par coméquent comme ng ::{Q),
ona NNAF' = (0), d'on fe=l et Aet=H'. Ltinelus mn “’P"Ic; ‘?nﬁn est
évidente 3 réelproqaemeﬁt, si un 414 men*" Ze de N enpsrtieni: a ik'n > '

on g xe=xe. -e-é it ‘; d'oxk HRH f\L”n Amsi lc, 'benaleﬂie eanoquze

de I eoinnme avec sa topelo'ﬂxa induite ; comme Mest un 1déa}. fermé

de 4 (en tant qu‘lntersectlon dhdéfaa:,. ouvez'ts e‘i: éane ferr:tes), elest
_a_ri azmeau complet et évidevment sépaz-é. Enf E/M = J/ OII est

1somorphe 8 H—t—H/iI Ei-:—&e/m = V/u coded. & A/Yr C.Q.F.D.
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Corollaires 1 et 2 comme dans 1'6tat 1 (pe14) 3 suig d'zvis de

Cade
©

vider le corollaire 3 .

4 - Linédezire compocité.

Lecopier ici la prop.8 (p.12) de 1'6tat 1, avee ses trois corollaires.
de n'ai rien & dire d'orizinal sur la lindairec compaCiﬁé des annesux
‘Seni locaux complets, sinon gu'elle vient de ce que ce sont des limites

projectives dlannesuxz d'Artin.

§ 4 - Le Vorbereitunzssatz.
La praposifzéﬁ,préliminaire_ﬁ (pe24 de 1'é%at 1) est A43id faite
(cor.i de la prop.1, noi,éﬁB). & part cd Je nfai rieg ‘dloriginal & dire,

et juge inutile de recopier 1'4%at 1 & partir
(=3 3 =




