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OBSIRVATIONS SUR LA REDACTION DZES ALGEBRES
DE LIE SEID-SINPLES
par C. CHEVALLEY

Au moment d'éerire ces observations, je ne demande si ce ramessis
des méthodes les plus éculdes et les plus pisseunses, ces résultats les
noins générzux possibles établis de la manidre la plus incompréhensible
poseible, ne sont pas un cznunlar intrabourbachique ponté par le rédac-—
teur. IBpe s'il en est zinsi, je me laisse prendre au cznulsr et

présente les observations suivantes.

1. Le théorime d'Engel se voit déduit de celui de Lie, de sorte que
le seul, l'unigue, théortme de la théorie gui est vaolszble sur tout corps
de base sans exception n'est &tabli gue dans le eas dlun corps de base
algCbriquenent clos de carasc. 0. Clest dtsutant plus rezgrettable qﬁ’il
ntest nullepent évidént que 1l'alzlibre édéduite par extension du corps
de basé dlune 2lsdbre de Lie lindaire 2 £lénents nilpotents possdde 1=
méme propriéité, de sorie gue l'on ntest pas en'ﬁesaée_de prouver gqutun
groupe linSaoire nilpotent réel invarie =2u moins un veeteur. Par gilleurs
on n'a pas nen plus le fzit que toute représentation simple dtune
alzdbre de Lie résoluble sur les réels annulle 1'slsdbre ddrivée ot
est par suite de dimension 1 ou 2 .

2. I1 est également iﬁadnissible de ne faire les alzlbres de Cartan
que sur uvn corps algldbriquenment clos ; les alsdbres seni-sinmples réelles
en ont sussi, et elles sont Fort impertantes {sous-zroupes 2béliens
mexinaux. des conpects, par exenple). Je siznale & ce propos la défi-
nition suivanie des algdbres de Cartan : ce sont les sous-algtbres '
nilpotentes gui sont lcurs propres normeliszciecurs. IBne si le corps de
base est algbbrigueﬁent clos, on aurait pu dire gu'une 2lszdbre de

Cartan est nilpotente moximnle, an lieu de ne dire que plus tard que,
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dons le cas des seni-simples, les algébres de Cartan sont a2béliennes

meximeles.

_3. Le rédacteur définit "seni-simple" & la p.12, dens tn contexte of
il ne s'azit que d'z2lgtbre sur un corps al-tbriguerent clos $7il utilise
ensuite la définition pour des algtbres réelles. llais sz déronsiration
du critére de Cartan n'est valable que si le corps est alstbriguenent
clog. Si on veut proceéder ginsi, il faut se livrer & des contorsions

dtextensions du corps de base qui n'aspparaissent pas dons la rédaction.

4. Llonission de Leviuﬁalcev, ainsil gue de lz notion d'alsdbre
réductive, est-clle intentionnelle ?

5. Le plus invraisenblable canular de la rédaction est ls rmanidre dont
sont traités le théordme dtunicité (déternination dtune =2ls3bre semi-—
: simple par ses entiers de Cartsn) et l'existence de 1l forme compacte -
Le rédacteur se trouvait en présence de deux néthodes possibles
a) utiliser la déronstration de H. ﬁéyl (citde H.W. dans ee qui sult),
gui donne les deux choses en mémg temps 3. b) atilisér la démonstration
Harisch- Chandrs - Chevalley (eitée H.00 dans ce qui suit) qui domne ies
deux choses en mémé terps en fournissant ézalenent des dénonstrations
dtexistence des 2lzbbres et de leurs représentations. Voici»ce gutil =
Tait. 11 o denné.(subsﬁantielleﬂent 2 fois) 1= démonstration H.C., pour
obtenir l'existence des reérésenfations et lfunicité_des alzébres
ceci fait, il 3 repris tous .lég caleculs de 1a déﬂonstﬁétion.ﬁ.w. poux
obtenir 1= forpe compacte. Il ne s*es% proﬁahlément pas apercu gue, si
lion 2 l'unicité de l’algébre de Lie par lé néthode H.C., il est entidre-
ment trivisl ga'il existe un automorphisme dlordre 2 qui conserve une
algstbre de Cartan et change tounte racine en zon opposée, d'oft la forme

réelle compacte.
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6. Je n'ai pas vérifié la nature de lao démonstration "élémentaire™
donnée par H. Veyl du fzit que les opérations du groupe de Veyl conser-
vent les mltiplicités des poids, démonstration qui inguitte le rédac-—
teur. En tous cas je me rappelle la démonstration suivante, également
donnée par E. Veyl, et qui ne laisse rien & désirer. Soit o une
racine ; & cette racine est associbe une sous-glgébre & 3 dimensions
gui définit un sous-groupe & 3 dirensions, lequel contient un élément
qui opdre dans tout espace de représentation et dont llimsge dans la
représentation adjointe produit lo symétrie par rapport & la racine «
il en rdsulte inmédistenent que cetﬁe dernidre conserve les multipli-

cités des poids. Si on vent rendre cels l”cbflqu , 11 faut bien
entendu se servir des groupes algé’riques. :

7. Le rédascteur considdre comnme un cznular le théorlme dlexisience
dtune alsthre de Tie ayant des entiers de Cartan donnés, parce gue la
classification conduit & des con~t ~uctions explicites de ces al*ébres-
Dans ces conditions, on ne comprend pos qu'il prenne au sérieux la
guestion de 1'uniecité, vu qae les dites coﬁétructions explicites
assurent aussi bieh liunicité gue 1l'existence {cf. thdse Cartan).

Par ailleurs, le rédacteur se prqpose-t*il 3 rédiger ultéricurcment
une démonstration duw fait que les identités de Jacobi éont satiéﬁaites
pour les formules explicites aonnées par Cartan ? Si oui, je lui

souhzite de grandes joui SNCEeS.

Arr@tant 1& ces conmentai ”°s, je désire informer Bourbzki gue non
point de vue a guelque peu change au cours d¢ la rédaction du vol. III
de pon livre, ot sont traitdes les alsdbres seni-sipmples. Il m'a

en effet semblé de plus en plus net qutil était asses scurrile de
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de développer les alzibres de Lie indépendarment des groupes. Dons

-

ron livre, j'2i fzit nmorcher les groupes alstbrigues de front avee

leurs alstbres de Lie, avee des conplénents guand c¢'ét2it néeesseire

o

relati

o
ot

{
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8 auxr groupes de Lie non 2lztbriques. Je guis dtovis gue l'on

ferait bien d'opirer de nfre dans Bourbalzi, soit cue 1l'on introduise

les groupes alzibriques, soit qu'on se limite 2ux zroupes de Lie.
Par exenple, il est vrai gque, si G est de ILie seni-ginple et n'a gquiun

nombre fini ée conposantes connexes, toute représentation de G est

seni-ginple 5 paiz cels ne se ddduit pas trivialepent du th8ortme pour
les algdbres de ILie ( 2, Par silleurs, les zroupss de Lie ont non
seulepent des 21s0bres de Cartan mais des zroupes de Cartan, gutil

{*) ©S5i ! Voir Ex. 3 e) du g D des "Anneaux Primitifs®, Etat Ty
gui est 13 pour g3 . J.P.S.
&




REPOISE AUX OBSIZRVATIONS IRECLDENTES

par R. GODEIENT.

— e s S

Les adjectifs "pisseuses" et "éculdes" utilisés par Chevalley
n'étant pas définis en !lathématiques, ni néme en tamathératique, il
serait vain d'engazer une discussion a leur svjet.

Zn ce qui concernc l'asertion suivant laguelle j'aurais démontré
les résultats "les noins généraux possibles?, je sais - et savais -
19 Zngel parche sans hypothése sur le corps de
base 29 le théorime suivant leguel deux sous-algdbres de Caxtan sont
'eonjuguées est vrai aussi pour des slsebres de Lie non seni-simples 3

cette confession publique étant acquise, je prie Chevalley de dire

explicitencnt quels sont, parci les autres résuliats dérontrés dans

nma rédaction, ceux qui sont valables dans des circonstances plus géné—

rales (j'e'spére qu_'il ntaccordera que la substitntion de "corps complexe®

o

& "corps slgdbriguement clos de caractéris tigue O" est, non une restric-—

tion de la généralité, nais une sipple a2bréviation ...). Je ferai aussi
rerarquer gue, si lo dénonstration d¥Znzel est triviale dans le cas

général, 11 n'en est pzs de phme pour le résultat concernant les sous-—

alztbres de Carton (et Chevalley doit &%re bien placd pour le savoir «.s)
Ceci dit, exaninons les objections de Chevalley.
1 - Zngel. dJse s tout & fait d'accord sur le faii que "ma" démons—

je ne tiens dtailleurs

N

tration nme marche pas en caractéristique # 0
pas du tout & ladite démonstration, et aurais mBne tendance, au risque
de choguer Chevalley, & we foutre dl'inzel (donc & adopter avec la plus

~o

grande indifférence ses desiderata & cet égard), v gu'on ne l'utilise

vraiment qus pour la caractéristigue O, auguel cas le théordre de Lie

<




f2it 1'affaire presguc aussi bien. Quant & prétendre gue ma démons~
trotion ne morche pos sur les réels, c'est 8tre inconscienment de
mauvaise foi, car en 1o modifiont de fagon triviele on la falt fort
bien nmarcher.

A titre docunmentaire, il peut 8tre utile de rappeler que, dans son
vapport, Chevalley n'avait pas fait la poindre allusion aun théortne de
Tie. ‘eut-8tre avait-il 1l'intention, dans une rédaction ultérieure,
de le déduire dt'Zngel 7 Ou peut-8tre le considdre-t-1l comne néglizeable’
2 - "1} ésﬁ insdrissible de ne faire les alzdbres de Cartan que sur un
corps algdbrigquenent clos". En éffet, ctest pourgueoi, si Chevalley avait

1u na zédaction il aursit pu consiaier que contrairenment & ce qul se
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passe dans ls sienne ~sinples BEFELS

sont d4finies, nommées, &tudides et utilisdes aux pages 065, 57, 71, 77,

30, 81, 82, 84 de po rédaction.

I1 est par ailleurs évident que Chevalley continue & faire preuve
dtvne mauvaise foi inconsciente en me reprochant de ne pas dire que les

sous~algébres ds Cartan sont nilpotentes pexin pales 3 car co résulte

trivialement de la déflﬂztlon gue j'en donne, et de plus le thdordne

(e

dtoxistence des dites sous-2lzdbbres consiste précisément & les comstruir
comme nilpotentes moximales <.«

% _ Critdres de Cartan dons le cas non slzdbriquenent clos. = démons—
tration du 1°% eritdre (Thr 5 p.10) merche trivislement en passant & une

= 3

cldture alsdbrique. Dons 1z dénonstration du 24 eritere (Thm.6) 1=
dénonstration du fait que (I) iﬁplique (1T bs

celle de (II) ippligue (I) s'obtient trivislepent en complexifiant.

1 n'v 2 vrainent pas de "contorsions® & f21
¥y

]

e, ou slors ctest que

Chevalley est bien fatigué [
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Pour les alglbres seni-simples réelles, je n'ai du reste Janais eu
& utiliser autre chose gue le eritdre "forme de Killing non dézénéréem,
et 1l'2i pris comme définition des dites alsdhres. Je ne vois done pas
¢e que Chevalley me zeproche & cet’égard.
4 - L'oniscion de Levi-lllcev, d'Ado, de Birkoff-Witt, de lo cohomo-
logie, ete... n'est pos inten%ionnellg 3 elle résulte d'un simple oubli,

dont le rédacteur s'lexzecuse hunmblenent.

Zgpbrons qgue les deux rddactions antdricures ot 1'infinitd poten-
tielle des rédactions ulibricures de ces sujets suffiront & consoler

Pour les =lrslbres réductives, on s'est bornd & une allusion (P.85)
_que_bien entendu Chevalley nta pos vue '3 le rédacienr com:encait
en avoir marre.
5 - Théordne d*anieité, fowne compacte, ctC... Tout dtabord, je nlaire
pas dea injonctlonu tnlles gue "le rédacteur se trouveit en présence de
denx méthodes poss;bles" : avee un pareil style, on verrs bient8t dans
Lz Tribu des listes de punitéon du genre suivant ¢ "Chevalley, z'aurez

guatt!jours. Illotif : avoir démontré Rlemannuﬁoeh Sans passer a la

(e

Celn dit, jé reconnsis volonﬁieré que la méthode HCC , qui éonne
1z fois 1l'existence de 1'21-3bre, de ses représentations, son-unicité,
et sa forme compzcte : eét'seéuisanﬁé ainsi présentde - ausci séduisante
qutun pro-raoonc électafalg Toutefois, si l'on se préoccupe de rendre
les choses compréhensibles, comme Chevalley le di% & peu prds an début
de ses observations, il n'est pas Svident & priori que ddmontrer

gustre théordmes voches d'un seunl coup soist 1u dglllﬂure solution




-2 =

(sans pazrler éu fait gue lz notion de déponstretion "conpréhensible?,
6tant subjective, n'est pae nécessairerent la mBre pour Chevalley et
pour le reste du nonde).

A non avis, le principzal inconvénient de la nréthode HCC est de
reposer sur 1'étnde d'une olrdbre associative canulde, gui ne senble
nas evoir dl'interprétation topolosigne sinple, et qui n'est jusguta
nouvel ordre d'aucune utilité pour 1l'étude des représentations infinies
- alors que l'slzlbre enveloppante, que j'utilise pour les représenta—
tions finics et que Harish-Chandrz utilise, & liexclusion éde toute

aatre, pour les repriégentations infinies, a 6%¢ faite exprés pour li1stude
E o

des représentations. Il me porat

Q,mes représentations de dimensi
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nencer la déronstration, comme me le reproche Chevalley (d'ailleurs &
tort, car 1= partie pénible éu théordne d*ezisteace { § 9) nfest pas
reprcﬁuife an § 11 dens lo dénonstration du théordme dtunicité).

Concernant @™ du“ t“atiou de l'existence dtune forme compacte
(pp. 72 & 75), toute personne de bonne foi pourrs constatef'qa'elle
utilise enviren le tieré,des calculs de H.Veyl, et qu'en particulier
12 démonstrotion de Hyg =N, o (qui tient un pege et demie dans
ltarticle bien connu de H. Ve 1) est iei tr1v1alisée en ubtilisant
I'automorﬁhisme involutif de l'existence duguel Ghevallev ipagine que
je ne ne suis "proﬁablenent-pas apergu'.

Au lieu de se livrer & des conjectures plus ou nmoins flatteusss sur
les connsissences des rédacteurs; Chevalley ferzait besucoup nieux de

lire leurs rédactions ; c'est plus fatigant, mpeis cela lui pernetirait

ler on connaisssnce de eause.
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Quant & la phrzse "d'od la forme réelle compacte" gui ternine
1tobservation 5 de Crevalley, j'aimerais en voir la matérialisation
sous forpe d'une rédaction conmpléte. dJ'espére en effet que, pour
1'avoir éerite, Chevalley est capable de constrvire trivislenment

el

(i.e. sans fa

(')
Qs

2, 35 et 34 de na rédaction) la

W

es lennes

«.’)
Mo

re usage

forpe conpacte en question.

Je précise, & l'intention de Chevalley et pour 4dviter toute confu-—
sion, que le é précédent la dénonstration du théordme dtexistence des

fornes conpactes n'est pas wtilisé dans ladite démonstration 3 ce §

2 pour seuls buts de montrer gue la néthode de dérmonstration conduit
effectiverment & toutes les formes conpactes (ce que, jlespdre, Chevalley
ne me reprochers pas), et d'étudier les sous-algdbres de Carten des
algtbres compactes {ce que Ghevaliey ne reproche de n'svoir pas faiteoo)
6 - Pas de cornentaires.
7 - Chevalley ne comprend pes que, tout en me désintdressant de la
classifieation, je m‘intéfesse & ltunicité de l‘algﬁbr
entiers de Cartan donné_, Etant donné gue toute la 47
rédaction repose sur l'unicité, et se fout de ltsxiste

pourtant facile & copprendre -..

ait nécessaire dien
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parler ; mais conme on peut raisonnablencnt supposer gue bes ucoup de
lecteurs s'intéressent d'abord saux propridtés des a2l 3bres directement

données par le Bon D?eu, et sont suffiscpment conulés avee celles-eci,

2=

i1 pourrait @tre raisonnsble de résexver 12 classification pour un

®

Appendice, 2insi gue plusieurs pembres de Bour ski l'ont déja suggérs.
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Il ne paraft par contre infinipent plus inportznt de donner la clas—

gification des formesg réelles des sroupes sinples clossigues (unirodu-—

lzire, orthosonal et synplectique), et dlexpliciter en dét2il pour ces
groupes les résultats - tous les résultats - de la théorie générale.

Un tel travail ne saurait d'zilleurs 8tre séparé de théories telles que
groupes de Lie, mesure de Haoar, espzces honogtnes, glomtirie différen—

tielle (et probablement zussi s2lgdbrigue) etc... -~ clesat dire gue ce
=

ntest pas icl le lieun ...

En ee qui concerne lcs théordmes d'invarisznce de 1z 4653 rertie, Je
nten ai démontré gulune forme sffaiblie, & savoir, par exemple, que deux
sous-algbbres de Cartan sont conjugudes dans le sroupe de tous les
automorphismes, alors que cfest encore vrai avec ls conposante connexe
(oubirréductible) de ce zroupe. I1 existe du résultat complet une démons—
purerent algzdbrique dfle & Chevalley (Aner.vJournal, 1041) —

4

n
mois elle serble regudrir trop de géomditrie alsgdbrique pour 8%tre & s=

Hoter gu'une fois le vésulist conmplet acquis pour les sous-2lgébres
de Cartan, le résulisat anzlogue pOEf les sous-2lzbbres compacies meximale
sfensuit trivialemeni.

Jfoveis lt'intention de d&velopper beaucoup plus ls ST

partie
(conséquences de 1= compldte réductibilité) et d'y inclure en particulier
certains résulitats *mpertunts de Herish-Chandra s sux les represent tions

irrédnctibles infinies. Aprds avoir rédizé plus de 100 pages, j'=i

o

@tteln% un degré de saturstion suff moen t’élevé pour n'coter toute

envie de nme lancer dans cette guestion.
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A propos du théorime de conmpldte réductibilité (dont je donne
~ modulo un canular, d'zilleurs sans importance, et que Chevalley n'a
bien entendu pas vu - la déronstration clapsique de Vhitehead) il n'entre
pas dans nes intentions de pousser systématiquencnt le Conzrds 2
adopter ladite démonstration plutbt gue celle de Chevalley, Xoszul et
autres pédérastes. "la¥ déronstration présente 1ll'inconvénient dtutili—
les résultats M"profonds® sur les sous-aglgtbres de Caritzn - mais sussi
liavantege, pour cette rzison répe, d'€%re plus sinple. DPar contre,

une fois 1z complite réductibilité dérontrde comme dans Chevzlley,
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u i - fort peu, et seulerment dans le cas
des alglires seni-sipples -~ la théorie des sous-algébres de Cartan.
Finalement, je n'ai pas dtopinion précise sur la néthode 3 zdopter g

peut-&tre ne serait-il pas complétenent stupide de donner les deux
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