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ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES.
Fascicule de Résultats (Etat 2).

§ 1. Espaces vectoriels topologiques ; définition, voisinsses ...
Définitions.

1. Etant donné un corps topologicue K , on appelle egpace vectoriel topo-
logigue & gaunche sur K un ensemble E muni d'une structure dtespace vecto-

riel & gauche sur K et dune topologie compatible avee 1o structure ds
groupe additil ds E et sgtisfaisant en outre & l'axicme suivant :

(EVT) Ltapplicetion [A,x) —» Ax de ZxE dans B cot conbinue.

On éit slors cue 1a sitructure vectorielle et la siructure topologigus

de E sout compaotiv.es.

Si K' est un sous-corps de K , la restriction du corps des scalaires
& K' fait de I un espace vectoriel topolezique sur k' .
Dans toute lz suite,'nous supposerons gue K est cbmmutatif, valué,

complet et non discret‘ Alors tout espace vectoriel topologique séperd

de dimension finie n sur K , est isomorphe & l'espace produit KO ; tout
espace vectoriel topologique locslement compact est de dimension finie.
2. Une partie & de E est dite Sguilibrde si AL A C & pour tout A fel
que lJLg;g 1 . On appelle enveloppe équilibrée dfune partie quelcongue
A Ge E le plus petit ensemble Squilibré contenant A ¢ clest lz réunion
des ./\..A 4 i.M <1 3§ 8i K est un corps localement compset llenveloppe
équilibrée dtun compact est compsete.
Une partie 4 de E zbsorbe une partie B s'il existe o >0 tel gue

AA DB pour [A]l > « . Une partie A est aite gbsorbente si elle absorbe
tout point de E § elle engendre slors E . Un vbisinage de O est gbsorbant.
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;3. I3 existe un systdme fondamental @ ae voisinagea fermbs de O 1.'01
 gue g

(EV) Tout V€& est &quiliteé et absorbant.

(BVy;) @ est inveriemt par les homothSties de rapport # O .
U (BV¥qpy) Pour tout Y€ @ , 11 existe ¥ €G tel que W< V.
" Réeiprognement, toute baose de filire G sur- un espace vecioriel E ,
‘ayant les propriftés (EV.), (EVyy)s (EVipq) aéfinit sur B , d'une
“moanidre unigque, une structure d'espace veetoriel topologzigue ayont &
comme éﬁtéﬁe; fondamental de voisinages de O ..

‘Pour que E soit géporé il faub et il suffi% que ltinbersection des
énsembles de G soit réduite & f0}.
4. Puisgne lz topolegic de E est compatible 'ﬁeg 1z structure de groupe
de B , elle définit sur E une structure uniforme. S’éf—.% £ 1e complésé
de E , supposé sépars 3 l'application (A ',x)él x de K< E dans E
sé prolonge par continuité en une epplieation de K ;’cﬁ dans £ H £ est
ainsi muni dtume struciure é'espace veetoriel tapologique sur X , e%
est appelé le gompléts de E .
5. Popr qu'nn espace veetoriel topologique soi‘k M il fzut et
11 suffi‘b gutil soit séparé et qu'il possdfe uny sysitdme fandameatal
d8nombrable de voisinages de ltorigine. '

Bornés. -

6. Une partie d4'un espace vectoriel $opolozique E est dite gg_a;'_a_é_g si
‘elle est obsorbée paxr tous les voisinages -de 0 « Teute réunion finie
" de parities borndes, toute partie dlune pai"-tie bornée, tout homothétique
d'une partie bornSe sont des parties borndes.
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On appelle gysteme fondamental & de parties barnées tout ensemble

de parties borndes tel que toute partie bornde de E soit caatenue dans
une partie AL , £ € (& . Dans un espace normé, la boule |[ x| €
forme un sys%eme fanéame&tal de perties bornées.

7. Toute partie précompacte &st bornbe. Toute suite de Cauchy est bernée.
B&zz:é gutune partie A soit bornfe, il faut e% 11 suffit que toube suite
-(3 ) d%éldments de & soii baméé- Pouxr gutune suite ‘!zn} soit bornée 'iil'
':au'b et il szsziﬁ que, pour toute suite (A ) de sealsires cswerveaat
vers 0 , la suite {JL o) eonverge vers O .

8. Peur gulune parsis é é* un sous-espace vecioriel B &j}'_m espaee F soit
bornée dans E 1l faut et il suffit gulelle soit bormée dams F . Pour
qufune partie d'un produit é.ireca soit hwaée il faut-et il suf;.it qae '

chacune de ses gmjections seﬁ. berném

Llimage fi*tma partie bornde g»ar nne a;ap}_ieatlon llﬁ"é‘awe ecntinue,

ou dfun preﬂai‘k de ?artzes bamées par tme apgliea'bzaﬁ‘ mmitiliaéau'e A
continne, aon’t éas Eartzes faomées. N _ s A
9‘ Soit E un esma Igealemeﬁt eemrexe dm‘% 3.3 tepe}.agze est dé.fim.e par
une famille 'I" ds sem-mrms anz gutune partie ide B soii; vornée il
fam; e*%; il su.ffii: gue toute geni-norme pE T soit berﬁée sur A , et i.z.
suffit que '5:&11‘%@ fafmze 3.5.;3%3.% ecn‘blmze suz E soit harnée sur 4

{pas triviel ! ), sutrement 4it que 4 soit bornd ;gaa;r la rtope}_agz.e
a,ffa:.hlle ée la ta@elegze donnde. | "

10. Bans un espace mcalem».m convexe 1*em‘e}.amae convexe fermée éguili~
brés dfune mtie bornée est hernée et i1 existe un systtne fondamental
de pm-ties borndes formé de gaz-tz.es convexes fermbeg &guilibrées.

11. S¢it B un esgaee laealement eoaveze, limite inductive giricte dfune

suite En d'espaces localement coavexes. Si les Eﬁ sont fermSs dans E ,
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pour qu'une pavrtie 4 de E soit Dbornée, il fautb et :1.1 suffit gu elle smt

conbenne dans l'um des E Dbornée dans E . b _

12. Un espace veetoriel topolegique E est dlt gussi-eomplet si toube -

pertie fermée hornde de E est compldie ; dans un cespsce guasi-complet
toute suite dc Canchy est convergente. Tout espsee . somplet est guasi-

cemplet, et tout cspace méirisable guassi-complet ssgt complet. Teut produit
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nasi-complets est gussi-complel.

% o ! YT ey SR S ey B fectmvn I man 02 o < " B omunigise ol
F. Un & se vestoriel tooologique B (sur E ou $) est 41t loealemernt
% o - y .'r; 2 - R - e ’ - ,‘-' = o
onvere ='il nosséds un f’*rﬂ:teﬁze fonfamental de volsinoges de O gni
m&m 2 o Sad

scient convexes. Il o zlors un sysbtdme fondamenisl (& 4 voisinages de O
qui sout convezes, éqm.lz.‘b?és, fermés, et absorbants. Si E est mitriss-
bie, & peut Stre ehaz.s:. dénomtrabie. ) £

- Réeiproguement, si (& est une base de filtre sur E , iﬁssfariant?é par
les homoth&ties de rapport ;é 0 , et formbe d*ensemes convexes Squili-
brés e*h aiaserba&ts, il existe une topologie et une seule sur B 9 cempa*hi-—
ble avec sz shructure veetorielle, et pour laguelle & soit un sysidme
fondtmental ae voisinages de 0 ; muni de cetite %topolosic, B est localement
conveze. | - .
4. Saitv E un espace vectoriel sur R ou C ; on appelle seni-norme sur E
toute fonction mumérigue finie p vérifisnt les conditions suivantes

(835 plAzx) = [A|plz)

(8¥;) »l=sy) < plx) + 2l3) .

Si p est une senmi-norme, on = pl0)=0 e% p(x} 2 © pour tout =z el .

Seit T un ensemble de semi-normes sur E ; soit ‘g l'ensemble des

partieg de E définies par une relstion de la forme pix) < A s el s
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€ R+ s €t soit @ l'ensenmble des intersections finies d'ensembles
de <€ » Il existe une topologie sur E et une seale, compatlble avee
sa structure veetorielle, pour lagnelle @ ﬁSu un systéns. zoa&ameai:dl

de Vaia'nageg de O . On @it que ecette topologie est Géfinie .E--az'

llensemble [  de semi-normes.

Toute +topologie définiec par un ensemble de semi-normes 'eﬁzf’iécalemeﬁ*ﬁ
conveze et réoiproguement toute topologie localement convexe ;g:vea%; &tre
définie per un cnsemble de semi-normes.

15. Soit E un espace lecalemsnt convexe dont 1z topologie est Géfinie
par une famil E.e T &e semi-normes. Ia st:mc"aure upiforme de E est _
défmie par les dcarts p(x—-y), pel ; les semi-normes p & T s=se
p:mlange&t gar continuité au complédié g de E eu &éfinissent 12 topologie
de B . Pour que E soit sépard il faut et i1 suffit que la relat:.ﬁn
"y{x)*ﬁ gael que soit peT ® eﬂtraine 2=0 .

Pa—zzz gi_z* un espaee losalement convexe E soif mé“i:risé’ole il faut et
11l spffit gue l'en pulsse 4éfinir sa bopologle par une famille éénem»
brable ﬁa semi-normes. Une topologis dlespsoee porms est définie pex

un ensemble réanit & unme seule semi-norme, & szvoir ls norme donnfe.
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g 2. A¢olicat1onsulinéaires‘et multi11néaires._

Applications 1inéairas continues.

1. Soient B et F deux espaces vectoriels %opoloﬂiques, iz bne appllcation
lindaire de B dams F . Pour gue u s0it continve, il faut et il SﬁAflﬁ
que u soit contimue an point O . B

définies par des familles 1 et

2. 8i les fopologies dc E ot de F sont
T/ de semi-normes 1l faut et il suffit que, pour tout ple T 11 existe

230 et pel’ tels gque »tiu(xz ) gspl{x} pour teut =Z€E .

3. En perticulier si B et F sont a@rﬂés il faut et il su~flt gutil ezzs%e

220 telgue flalz) [ ¢ 2{=| - Da borne inféricure des ‘nombres &

vérifiant 1'indsalitd précddente est appelée la porme de u , et notde UQH

e11e définzt sur 1’espa¢e veectoriel des spplications lznéaires ceﬁtinaea

de E dans F une struciure dlespace veetorisl norms. | '

4. Si n est une forme linéaive sur un espacs veetariélftepélogigne-E 5

pour que u sclt eeﬁ%iane il fauk et il suffit que w 3(6) soit ferpé

dens E . Si B est loczlement canfexe, il faut et il salet gutil existe

une semi-norme p continue sur E telle gue |
Julz}| € olz) .

5. Soient E,BE',F irois ssitaces vectoriels topologigues, E &tant un

sous-éspace partout dense de E' et F Stant sédpsrs. Toute gpplication

b 4

lindaire continme de E dans F peut Btre preloncée par continuiié & Bt

£

ierégaé llune des deizx conditions suivanbes est remplie 2

é} P est complet.

b) ¥ esd quasi-complet et tout point de B! est adhérent 2 une pariie
borade de E . :
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6. Soient E un espace vectoriel sur B ou C , p une semi-norme sur B s
V un_sous-egpace vectoriel de E s & une forme linéaire sur V $elle gue
tu(x)‘s plx] pour tout zZ eV . Il existe z=lors une forme lindsire W

sur B , prolengeant u , &t telle gue fﬁ(z}}gp(x) pour tout =€E
(Théordne ée Hahn-Banach).

~ En perticulier toute forme lindaire continue sur un sous-espace
 d'un espace localement couvexe peut Bire prolongée en une forme lindaire
continue sur llespace enbler. Si l'espace est normé, on peut choisir

ce prolonsement de telle sorte qutil ait pfme ﬁ@f&& gque 1a forme
linéaire domnde.

Homomorphismes.

7 SGiéﬂ$ E et F deux eépéees ?eetoriels tapalagiqueé, u uné applicéiien
linéaire de E daas F . On di% que u est an.hegogpvghisme si 1'appliea~
tion de h/a 1(0) sur a(E) qa*elle a8Finit est un isomorphisme (pour
les structures topelegiques) pour cela i& faat et 11 suffit que &

soi% eontzane et que 1’1mage par n de tout ouvert ée o} soit un ouvert

de ¥ . S1 F est de dimension finie, ou bien st B e% a(E) sont métriss-

hles et ecm@le%s, il su“fiz gue 7] seit eantlﬁae.
n pafﬁzeulae s toute application liﬁéaire eon%iﬁaé,_bianivoq&e,

d'un espace méitrisable et complet E sur un espoce métrigable et

complet P est un isomorphisme.

Q0

- Seient E et F deux sspoces méiris hles et eeﬁnieta, u une application

s

néaive de E dans F . 51 e grophe de u est fermé (cYest-i-dire si o

ol
[

les relstions lim.x_ = 0, iim.ulz, ) = y entratnent y=0), slors m

est contimns (tﬁé@fems du graffsrmf).

Bemargus. Les n%8 1.8 valent sous des hypotiudses plus larges (pridrs

fo
v
£
g
=
]

1wartz d'en comminiguer une liste sussi complite que possible ! ).
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Applica“bians bilinésires.

9. Solent E?_},EQ,F trois espaces vechoriels topologiques, u une applica-
tion bilinéaire de E.;x'ﬁ‘z dans F . Pour que u soit continue il faut et
il suffit gue » soit conbtinue su point (0,0).

10. Pour =x€E, ‘notons o, l'application lindairve ¥-» ul ,y} de Ee

dans F ; définition analogie pour u g * VEC ¥ éEz .
On dit gue v est sépordment conbinue si a.  eb usy sont continues

guels gue goient :’a’-:é.E,§ s+ ¥€E, . Pour eelas, 11 faut et il suffit que

n 5 s0lt conting pour teut ¥ éE“? et que liapplication y-—=u .y soit
continue lersque on munit ' *?Eé +F) de la topologie de 1s gonvergence

Toute applisstion bilindzire continue est séparément continpe.
11. Solent u une application biiinééir’e séparément continue de E, % Ey
dans ¥ , @i un récouvrement de E1 par des parties bornmdes et Gquilibrées.
Leg p'rbpriétés sulvantes sont éguivalentes
2) Pour tout voisirage W de O dans F et tou ,&¢@, il existe un
voiginage V, de O dans B, el que ullH xV,) ¥ .
) Pour tout I, € Gé% » Liimage de H, par z-> u_ est une pariie
Souicontinue de %(E‘EQF}*

) Lfaggl'ieéiian ¥ —>u _ est mne application continue de 35; daza_s

oF
Une a@lieaéziéa bilinéaire séparément continue u vérifiant les

riétés précédentes est dite (S , ~Brpecontinpe. Une application
Bil ﬁéaife continue est Q hypoeontinue guel gue soii @ "

4 .
lindsire séparément

12. 81 32 est un espace fopaelé toute spplieation bi
continue de E, x E, dans F est @:; ~-hypooontinue quel gue soif @ Si en

outre Z, 2% E, sont méirisavles, uns ftelle application est continue.
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¢) Les espsces <f (B,8), of(8,7), o€ (R,T) sont munis de la topologie
de la convergence simple (vesp. compacte, resp. bornde).
En perticulier, cette application bilinéaire est gontinue sur tout

produit o (3,S)xE of E est une partie Sguicontinne de of (S,7).

_18. 51 S est tompelé, si iz sulte An converge dans of (B,S) vers L et
si l2 suite B converge dans of (8 sT) %ex2 B , la suite Bnoz;ﬁ converge
dgems < {R,T) vers BeA , les trois espaces <F{(R,S), £(8,T), £ (B,T)
étant muris de 1o topelogie de ls convergence simple {on de 1la %opelegie

de la convergente compacte, on de le ‘aagaaiégie de lz convergence bornéde).
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Soasuesgaees

Sous-espaces, espaces cuotients, espaces produits, eic..

1. Soient E un espace veectoriel topelogique, M un seub~es;@ee veetoriel
de E ; la topologie inmduite par E sur U fait de ¥ un espace veckoriel Eals

topologique, 41t soum-espace vschoriel fopolosicue de B . Si E esi

séyéré, métrisable, localement convexe, I est séparé,‘ﬁétrisa%le; léegfj;;'
lement convexe. Si la topologic de E est aéfiniec par une famille de semi-
normes, celie de I est d4&finie par les restrictions de ces semi-normes
i , _ | R | . o

2. Ltadnérence de I dons B est un sausuespaee véetoriel de B ; si ﬁieSt
de &imeaszon fznie, et si B est ségaré ﬁ est fermé dans E . Tout hyyer~
plan est seis fermé, soit gartout dense. Pour qa'll aait'fermé il faut
et il snfPit qa‘il sazt le noyau d'une forme lzaéaire cantinue.

81k est aaa gartxe de E s o0 aygelle seﬂs»es

ce veetariel fermé

"r_a 1*aéh~renee du sous-espace veeteriel eagsaéré par &
e?est le plas §et;§ sous-espace veetoriel fermé centeaaax A.SiE est
laeaiemsat canyexe, clest aussi 1fznterseetisn des hyperﬁlans fermés de E

contenant & oy eneore l'en@emnle des zéros eeﬁmuns & tanﬁes ies fermss

néaxres coﬁtinﬁes gur B qui sianmulent sur & .

Une portie & est dite tagale si le saas~espaee vectgrlel fermé qa*@ll@
eagenﬁre est A& tent entier 3 pour cels il fant e% il snxflt, si E gs%
localement eenxaxe, gue toute forme lindsire confinue nulle sur & soit
iaenth;,emeat mlie.

3. Une familie {xz} y i€l , de pez.nts de E est dite topoloz

11bxe gi, pour tout JEI , ie sous-espsce veetoriel fermé eﬁgeadré par

les z, , ifa s ne contient pas x. . Une famille topologiguenment libre

J
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est algdhrigunement libre 3 une fomille finie algebriguement libre est
topclogiguement libre si E est séparé. S1i E est localement convexe,

jomr gutune famille %ﬁx } solt tepols*ieueﬂent libre, i1 faut et il

suffit qu'il existe une famille -{f }»de foxmes linéaires continues

e

spr B tells que L.fx 3 = a, . Dans un espace préhilbertien tonte

i)
famille orthoncrmale eﬁv topologiguenment libre.

Espaces guotienig.

4. Soient E un espace vechoriel topologique, ¥ un sous-espace veeioriel
de B . Lo topologie quotient fait de S/H un espace vectoriel topologi-

gue, dit espaece vectoriel tapalégigue guotient de E por M . Pour que

B/H soit géparé il faut et il suffit que M soif ferm§ dans E . Si E est
localement cenvexe,va/ﬁ'est 1Qcalemen$ convexe § si la topologie de E
est définie per une famille T° de semi-normes, celle de E/M est définie
. par les semi-normes p(x) = 1mf p{z) pel - 81 B est métrissble et
eemplet et U formé, EfU est métrisable et complet.

Espsces produits. |

5. Soit E;, 1 €I , une famille dtegpaces vectoriels topologiques sur K.

Ea topologic prodult fait ée B{ un espace veetoriel topalagique &i%
i€l .

espace produit des E, . Pour que ,iefI E; soit séparé (resp. quasi~

complet, resp. complet) 11 faut et il suffit gue chague E, le soit.
Un produit dlespmces localement convexes est locnlement conveze.

Si 1z topologie de chague E, est définie par une famille de

lm

Efi
semi-normes, celle du produitb éééz E; est définie par les semi-nornes
TT s,

§i°fi 5 @iesiﬁi , O fi désigne ls projectiocn eanonigue de {eT

12 B, .
sur I,
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6. Tout preduit dénombrable a'espaces métrisables est métrisable. Tout

espace loecalement convexe est isomorphe & un sous-espoes dlun prodalt
'd’espaces de Banach {en sbrégé : sous-produit).

Sommes directes finies.

7. Seit E un espace vectoriel tepelogiqae, semme directe {au point de vue
alﬂébrique) dtune famille finie I, {1 <ign) de scus-espaces veetcrlelsa

Si ltapplication {xi) —3 z, de ‘FT'E% gur E est un isomorphisme
T & ’ ., e

d?cspaces vectorisls topologigues, on dit que E est”se;ﬁs?directe

togalapisﬁe des ﬁi . Leg &i sont alors fermés dans E féﬁlﬁfﬁqﬂEueﬂ% si
'1es E. sont fermés E est somme directe tcpalaglque des ﬁi pourvu qua '
1iune des deux eeﬂﬁltiens guivaﬂtes soit r@mylze s
"a) Tous les'ﬁi sauf un au plus sont de dimension fiaie.,

b) E e«t métrlsable et eom@le%-

8. Sczt k l'appiiaaticn qai & teat =z EE fai‘i: ecrs:eszmnére san compasaﬁt
dans ﬁ. - Ies ayylieatlons 1inéaires kg vérifient zea‘relaticas s
y =By By | i

kij 5.3
0w

Zk,

t;mr qné E saz% seﬂmﬁ élreo%e toyaleﬂlque des Ml, il 434& et il suffit
éae les ki soient eﬁntlans. Enversement; si ki est une xamllle ﬁ*applz—
cations lindaires de E dans lui-méme, continnes, ef %ézifiant les
relations prdecddentes, B est Ssmﬁe.dirseté des u, #’kifE}s

9. 81 E est somme directe topologigue de deux sous-espaces vectoriels

ﬁ~et ¥, on di% gue ¥ est un gppplémenioire iopologisue de I . Inversenent

soit H un saugmespace vectoriel fermé de E suppesé smgﬁzé K posside un
sa@pﬁémentalre topelogigue dons chaﬁan des trois cos suivants
a) B est un espaee de Hilberi.

B} W est de codimension finle {(dans ce ess tout supplémentaire algdbri-

¢ Q-

ot

£ e - Z o
gue 28% un snpplém

(f)

niaire topologiquej.
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e) B est localement convexe et I de dimension finle.
10. Une application lindaire continue u de E dans £ $elle gue u?:n
est appelée un projecheur. Pour gu'un sous-espace vectoriel I de E admei-
te upn supplémentaire topologigue il fautbt et il suffit qutil exigie un
projectenr u tel que u(E) = ¥ ; on peut alors prendre comme supplé-
mentaire topologigue fafii = (1-z}{B) N

" 141. Seient E et F deux espaces vectoriels jopologigunes, £ une spplics-

bach

tion linéaire conbinue de dems F . Pour guwe f soit ipversible & droite

Eefes%wéﬂdwwe pour gutil exisie uns spplication lindsire continue g &
F dons B vérifiant fog = 1) il faut et il suffit que £ soit un homo-
. 7 n? . ” . ’ K r
morphisme de B sur F et que £ {0} 2it un supplémenialire itopologique

dens E . Pour que £ soit inversible é,g ueke {clest-2-dire pour qutil -

existe g avee gof = 1) 11 faut et il sufflt gue £ soit un isomﬂrphlsme'
‘de E sur n{E) et que u(E) ait un supplénmentaire topologique dans F .
iners nodes de dé;immtlen de tepolqgges-

12. Solent f., iel , une famille dtapplications 1inéaireq dtpn espaee
vectorlel E dans des espaces veeteriels tenolagiaues Ei’ 4e€I . ‘gg
mains}fiﬁe des topologies sur E qui renﬂent continues les £. _est compa~
tible avec la strueture vectorielle de B . Si les Ey sont localement
convexes ot ont leur topologie définies par des familles [7,; de semi-
normes, 1o topologiec de E est iccalement ccﬁﬁeze et est €8 fiﬁie par

les semi-normes pyef, , §:§;6j’i . |

13. Solent g;s 1€I , une fapille d'spplieations linésires des espaces
vaetoriels topologiques E., i€ I , dans un espace veetoriel E {le corps

K étant seit B , soit C). Pormi toubtes les topologles logcslement

gopvexes sur E rendant continues les g. , il y en a2 une plus fine gue

=

tountes les auvires. Pour qu'une a2pplication linéaire h de E , muni de
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cette topologie, dans un espace localement conveze, soit continue, il
faut et il suffit gue les hog, soient continues pour fout 1&€I .

14. Soient E un espace vectoriel sur Eon € , B

.
i
i
=

‘sous~espaces vechoriels de E , filtrante pour ls

(L€} une fanille de
relation C , chagns -

Ei Stant muni dfune topolezie loeszlement comvexe de telle serve que,

_ o . - . . . . g5 ; ;
sL B QZTTi s G seit plus fine gue la topologie indulte par ijj S&E“Ei»
& oy ) .

: 4 , _
Lo plus fine des topologies 1@@%1@@6&% convexes de E géi'iﬁéaiséﬂ% sur
une topolegie mﬁins‘fiaﬁ que ?§i est a@éelé@ la limite
i&&a@tiﬁe des %;i . Ctest la plus fine des toﬁalggies localement Gﬂﬂ?ﬁﬁﬁs
rendant continues les apﬁlieatle 1S canﬂﬁlqaes gl ées bi &ans B .vPaar
gufune apyllgatien llﬁcalre h de E dans ua gsypsce lﬂaaiemeﬂt eenvexe
soit ceaﬁlﬂue il xﬂut et ;1 suffit qus 1es restrletiaﬁs de h aux Ei
scient @antlﬁﬁss. Lﬁaas eetﬁe taﬁalagie 554 @ysﬁame £enéamenual de voisi-
nages &e 0 eﬁ% Formé par las ensenbles csﬁyexss gui coupent chague E.

sazvaaﬁ un volsinasge ée 0 dans %ii .

i5. ceit (ﬁ 3 une saite ersissante de sous-egpoces vechtoriels dtun

espace vectericl E (sur B ou v) g7s U Eﬁ = E . Sur chague Eﬂ'g goit
e e g
G, ., pour tout n ‘éﬁ seit

zie dtespace lecalenent
<
minissens 1lfespace . = {f;gzﬁ,

P -
S % < 3
s $€E + Seit ¢ 1z topo-

= b5

B oy v P22y T mem
des I, , lorsgue H pmrcourt
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1'ensemble des parties‘fiﬁ‘? es de I. Ltegpase B , muni de lz topologle
‘@ est appelé somme directe topologigue des E - (E‘e pourrait-on vider

ce bel exercice 7 Héme guestion pour les n®® 12, 13).

Somme hilbertienne dfespaces hilbertiens.
17. Soit (E;) une famille d'espaces hilbertiens, et I le sous-espace de

“liespace predxzi% ii éEI E; formé des poimts x = (xi}‘ tels gue

ilﬁx !! L+o0 « 81 x= (%) eb 7= (yl) sont deux peinis de B , l=
famille des ?EQ&E:L ts sealaires {xﬂ 3.,?1) est sommable 3 =i ll'on pesSe slors

x|y} = é < (xi] 3.5_) ; {z]y) est une forme sesunilindaire hermiticune

q;ii_ £2it de E un espace hilbertien, agpe}.é-' somme hilbertienne externe’
-f}.es‘- ﬁ s on derit E = 1%3:&3; S I est _f_z_,_gg, E fes,% sussi sonme
clz.ree'};e topologigue des E; .

18. Seit E un espace hilbertien, Ei s LEI , une famlle de sous-sspaces
_ vectcm.els fermés de E . Supposons gue Ei et Ej solent orthogonans
pour i;éj‘ - Alors le sous-espace vectoricl fermé engendré par lés Ei
éat isamérphe & iz somme h ilbertienne externe des B - En p&r'ﬁwtﬁlex 2

2i 68 sous-espace eat B , on dit que E és% semehilﬁeft‘ des B '-"-i &




§ 4. Convexitd.
_ Densce § et les suivants, le corps des sealaires est soit B seit C.

Toutes les notions concernant la convexité sont relstives & la struciure
veetorielle gur B .

- Voriétds lingaires.

1. Baoppelons gne dans bn sspace vectoriel unmé varidisd lindalire est la

’transfermé& dtun gous-espace vectorisl p gy une tranglstion. S5i le sous—
& lindaire
est appelde droite (resp. h;gm:&glan}

ﬁasembles cam?exes "

2. Une portie 4 d'un espace vectoriel E est aite convexe si, guels gque
soient x,y€4 , le segment d'exirémité = et y est contenu dams A ; autre-
ment dit, si AA + (1-A)AC A pour OKA <1 . Un ensemble convexe &
een‘cs.em tout baryeentre de poinits de A affectés de masses positlves.

o Ix*mage directe et llimmge réc:.p'r*oqnc dtun- ensemble convexe par zme
apﬁliaatmn_ 3.inéa1re affine som; aomexes s un p:eoé.‘uit, upe intersection
d%ensembles convexes sont convexes ; =i A e% B sont convexzes et si u &
B sont des sea}-.aires, ek + 8B est eongeze : une veriété 1izzéa§.rei-es%:
conveze § un naz*allé}.e tope de RM est convexe ; si p est zmé semi-porme 2
1tensemble des x tels q;ze piz) €£r [(resp. p{x} < r) est céﬁmi@.

4. Dans urp espaes wveetorisl m‘mmﬂ’xqae 1lis &mrence dfun ensenble con-
vexe;; est conveze ; l'intérieur A 4'un ensenble convexe & est convexe

<

& <o o —
siAf¢ ,ona &=4 et &=

W‘n

Un ensemble convexe fermé d'intérieur non vide est appeld un corps
CONTEXL .

5. On appelie cunveloppe convexe d'une partie & de B le plus petit

-

ible cenvexe contenant 4 ; clest l'ensenble des baryeenires d:
e s

as
B

Yacke
5

e
63

‘m!s

ents danc
£ =3 © = ks

=

44

e

)
de & affsetds 8¢ coeff




>
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6. Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle gnvelonpe
convexe fermde de A l'adhérence de l'enveloppe convexe de & 3 clest le

3

plus petit ensemble convexe fermé conitenant A . Si F est localement
convexe c'est llintersection des demi-espoces fernds gui contiennent A& .

7. Soient €7 g% §§’ deux topoleogies lecalement convexses gur B

M
@
n

32
g4

e

&

formes linéaires continves sont les mBmes pour ces deux topologies, les

engembles convexes Termds sont aussi les mbmes.

n particulier lorsgque €' est la topolegie gffaiblie

&
assoeciée & la topologis € .

Séparation des ensembies convexes.

a =

8. Sozenﬁ un espace vectoriel topologique, A un ensemble convexe,
¥ une verlété lindaire ne rencontrant pas 4 ; il existe alors un hyperplan
fermé E eonteﬁant V et ne rencontrant pas A , pourvu gque llune des deux
conditions suivaentes soit sstisfaite (et moi donme !)

a) A esﬁ'ﬁavert. o

b) & est compset, ¥ est fermée, E est localement convexe.

9. Deux parties & et B d'un espace vechoriel topologique E sont dites

séparées (resp. sirictement 5égarées} par un hyperplen fermé E si b est
contenue dans l'un des denmi-espaces fermds (resp. ouverts) déterminds
par H , et B dzns llguire. {(Ls Bible ajéate A ,B#f¢ - on sten foutl).
10. Soient & ef B deux parties convexes non vides de lléspace vectoriel
topologigue T , L é%ant ocuverte, et ANSB = . f . I1 existe un hyperplan
fermé H qui sépare & et B

1. Seient A =%t B deux parties ceavézes et fermdeg de llespoce localenent
conveze E , & &tant compaciz, &% AN = ﬁ « I1 existe un hyperplan

£

fermé E qui sépare sirictemsznt & et 3B .

B



12. Dans vn egpace vectoriel E on appelle hyperplon d'appui dlune partie
4 de E tout hyperplon E tel gue HNA # ¢ et gue A soit tout entier
d'un méne cB%é de H .

Dans un espace veetoriel topologique {resp. localement csﬁveze}, tout
corps cenvexe L4 [resy. tout ensemble convaxe compact A non vide) es
1tintersection des demi-sspaces xsrLés gui le conbisnpent et gui gﬁﬂ%

&éterminés paf les hypef§zans éfappai de & .

13 Dans un egpace l@ealeaamt acn?exe tout ensemble Gﬂﬂvexﬁ ?ermé est
1*1ﬁterseetleﬂ des Qenl—eqpaems fermés qui le coniierneni s toutbe
Variété 1&n Saire feymée es st Ltintersection des h-pe plans fermés qui
iz eaﬁ%zenmeﬂ*.

Enseﬁglas GGﬂYEXﬁs eog@ac%s.

14. Dans un espace vgctcrlel topolewiqae sépard E " l'eﬁveleppe convexe
de la reunlen é*uﬂ nsmbre flnl de eampacts convexes est compacte. Si B
esﬁ 1acalemenz GOﬁﬁEK@ séparé 1*envela§§e copvexe dfune partle preeamw
pacte est préeam@acte s si en outre E est quasi-complet l*enveleppe
eon?eze fermée ﬁ'uae partle préecmpacﬁe est eem@aate.

15 81 A est uh compaet c@nvexe dfun espace veetcrael uepelaglqaa
separe E et H aﬁ ypefnlar L&Zﬁé de E s il axzs%e un ou deux ﬁyp&rplans
dfappui de A §aralleles H saavan% qﬁs A est aa n?est pas contenu éans
un hyperplan parsildle 3 ¥ . {4 balsncer 1}.

6. Un point = 4'un snsenlble convexe A est

17. Soit & un snsenble corwvexe compaet dtun es spoee loeslenment convexe
séparé. Tout 4lhyperplan dfappui de A conitient un point exirémsl de A :
A 28% 1*&3?&3@;@9 convexze fermée de liensemble 7 de zes points exirdmur

- A = - e = THE S wrman & mu il 3 s IE gl on  wappided . o 5 , 3
Théortme de Trein-Wilren) e% réeiproguenent touie poriic compscie de A
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" Projection doms un espoece préhilbertien.

18. Soient E un espace préhilbertien, & nne portie convexze séparde
compléte et non vide de E , % un point de E . Il existe un point yei
et an seul, appeld projection de @ gur A , dont la distence & x es%

égale & la distance de = & & . Ce point est sussi earcetérisd par
¥ o
4

S. Seit 4? i ensewmble filtrant pour la relstion DO (resp. < )
convexes sépardss eeﬁ;@l’éizeé et nen vides de llegpace préhil-
bertien E, ef soit N 1ltinterseetion des enseﬁhleg-’ he % s supposde
non vide {resp. lfenveloppe convexe fermde des ensembles & € @ ¥
supposée séparée e} comz_:léte). S1 x est un point de E , la projection
de x sur L€ @ tend vers la projection de x sur M , suivant le Filtre

des sections de @ .

Foncltions convexes.

20. Une fonechtion numérigue £ , définie dans une pariie convexe & dtun

espéee vectoriel E s est dite convexe (zesp. ~S-§gigﬁeﬁ;§ﬁf’a veemeﬁm}' i
‘elle vérific les conditions éguivalentes suivanbes : ;

&) Pour toute droite D de B , 1z restriction de £ au segment DBNA est
une fonetlon GQ@?%X@. {resp. strictement convexe) dtune veriable r»dells.

B} Pour x,yed , 0<A <1, o

&

5

bty

Py
il
§

§
St
4
M.

5 ‘.f'z'l::r-
1 2 % -z e o 7 % = oy =Y b a5 T -
(H, désignont le point (%,£{%)) G ExR) est au-dessus {resp.
- :
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Si £ est convexe (resp. strictement convexe) et si g eat le eentre
de gravité de points x, €4 affectés de messes j"i’ > 0, le point I,
est av-dessous (resp. strictement au-desgsous) du centre de grovité

des Hx s affectés des mBues masses "}&‘i .
i

21. Une senmi-norme est sne fonehion convexze.

22. Seit £ une Fonelhion coprexe définie dans une Q&f’tlﬁ ouverte convexe

-

& d'un cspace veschoriel fopologique. Si £ est majorée dans une pariie

.

ouverte non vide c-%..e & , £ est continue dans tout & .

CBnes.

23. Une partie C d'un espace veetériel E est appelée
llorigine si elle est stakle par les homothéties de Tapport >0 .
S1 % est un point de E , EH est appelé cbne de sommet x .

Un cbne de sommet O est dii: peinté s1 0€C , $pointé si O¢C , esillent
stil ne contiaat aneune droite passent par O .

24. Pour qulune partie C de B soif un obne _ceiwelxe: il faut et il suffit
aue G+ 0 o A.J\,C <C pour tout Y > 0 3 le sous-espace vectoriel
éngend:éé par C est aleors O-C ; le plus grend sas;saesspﬁee veetoriel
contenu dans G es® sﬂ{.ﬂc};

ne intersection de cbres convezes, un produit direct de cBmes cone

vexes, l'image directe e} 1l'imsge véeoiprogus dtun ofne comvexe par pne

25. Seit T un obne convexe pointé saillant de sommet O dsns un espace
vectoriel E . Iz relation y-x€P est une relajion dlovdre dans E ¢

2

si on la mote x <y , elle vérifie les propriétds :

- - - & a5 : o e 5

{::.GI) X<y entraine =bz < y+z pour tout z€EE .

- " - ] -, n B e % 3
(BO;y) = 2> 0 entrafme Az >0 pour tout scalaive A DO .
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Réciproquenment, si E est muni d'ume structure dlordre vérifiant
(EOI) et (EOII), llensenble P des éléments 20 de E est un cbne convexe
pointé saillant de sommet O ; E , mani de sa structure vectorielle et

de se structure d'erdre, est alors appelé espace vectoriel ordonné.

26. Soit P un cobne convexze de sommet O ; une demi-droite D , dtorigine O

d 3

contenne dans D et dite générairice extrémsle de P si tout segment

ouveri contenu dans P et renconitrant D est contenu dons D 3 pour sels

end

11 fapt et il suffit gue le

£
th

relations x+y €D , x€P , y€P entrainent
zcD et yel .

27. Dans un espace vectorisl topologique 1llintérieur et lladhérence

d'nn cbne convexe de sommet O sont des chnes convexes de somme: O .

28. Sosent E un espace localement convexe séparé, P un cbne convexe
point8 szillant dans E , d'intéricur non vide. Toute forme lindaire

sur E , positive sur P , est continue. Si II est un sous-espace vectoriel
de E rencontrant l'intérieur de P , et si £ est une forme lindaire

sur I , positive sur PNM , il existe une forme lindaire ¥ sur E ,

positive sur P s et prolongeant £ .
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gees d'applications linéaires continues.

Jens ce § s & &% ¥ désignent deux espaees vﬁctariéis topologioues
localement couvexzes (sur B ou C) e% 0%7(3,33 désigne llespsee vestoriel
des gppliestions liaéaires conbtinnes de B dans F .

81 F est le corps des scalaires, &f(g,?} est aypelé dual topolo

ique
{ea simplement dual} de B , et est noté Ei. S
 Zes (@ -topelosies dens oL (E,F).

i, ‘Seient X un cnsemble, F un espace vectorisl topolosique, & une famille

de partics de X. Sur llespoce FX des applications de X dans F en zppelle
(é -topologie la topologie de la convergence unlforme dans les ensembles

de Q§ « 851 & ezt un sous-cspsee vechoriel &e.EX

s pour gque iz G ~5 o0~
logie soit compatible avec la siruciture vectorielle de L , il faut ef il

suffit que pour tout A€E et tout u€l , ulh) soit horné dens F .

al

Be fis

C‘J

goe leo

(L!

En particulier, si X = E , easpace vechoriel fopolegi

¢ P ; . . - » " s ww
convexe, la (O -topologie est coumpatible avee la structure veecteriells

de éﬁ{u&F) si (& est une famille de parties bornfes de E . luni de

l7] S w
cette topelsgie wif(E sers notd éiﬁéﬁEyﬁ}. Clegt pn espace locale-

ment convese.

=

2. Soit T un ensemble de semi-nernes définissant 18 topologie de F e
posong ﬁx\&} = Smp plu{x}) pour u é<£?{E§F}' et e T . Tes fono-

zell ) ,
tiens Py forment uwpe fomille de seml-normes définissant la topelegle

E
fall= Sup fulz){ &éfinit sur £ {E,F) 1a topologie de la convergence

=<1
bornés.
‘ & % A o 5 /'V " e 2 v
3. B8i 1z réunion des cnsembles de (& est %totale dans B , et 51 F est

séparé, &fgéiﬁ,ﬁ} est géparé (réeiprogue vraie si E est sbparé et FHO

meis ce nlest guune euviesité).



4.~Les G; -topologies les plus ipmportantes sont les suivantes :
a) @ est l'ensemble des porties finies de E 5 1= Y ~topologie est

dite topolegie de la converg
du dual E? ).

gimple (topologie fzible dans le cas

b} @ est l'ensemble des perties compsctes de E ; la Y ~topologie

est dite topolegie de la gonvergence compachs.

e) & est Lltensenble de toutes les parties bornbes de E ; 1= & -topo-

lagie est di‘i;e topelogie de la conversence bornfe {topolegie forte

ﬁans 1z ezs du dual Ef).

Ghaczme c’ie ces temlagies est moins fine que la suivante.
5. I:a @ ~topolegie ne chanze pas lgrsqzze l*on sature @ par rapport
aux homoi:hé’tles & 1a réunion finie, e‘b 2 llopération Yenveloppe convess
équz.ii’brée fermde® . ,
6 Sappaesam E et F séparés et F complet 3 spit B le complétd de B
@ l‘enseable des aa}:teremea dans § des ensewbles de (& . En associont
5 tout &ldment de of,{h,}z’) son prolongement par continuibé & T on obtiend
un isomorphisme de liespace vecioriel topolezigue af@{iﬁ,.ﬁ sur lisspace
veetoriel toz&ei&gi'que OCA {E e {}E‘am-ilf énoneer o propridté ansle~
gue des qmsu—cem@’lets %)
7. 81 1ls réunion des ensembles de (& esi totzle dons B ; 88 E esé;'
tonneld et i P est guasi-complet, alors & & {2,F) est
S LB F}..

guasi-complet.

8. Pour gulune pertie H de & (E F) soit bornde pour iz @«-tof}.agie
11 faut et il suffit que, pour tout M€ & , llensemble des ulx)
(x é{ﬁ, n€H) solt borné dans F.o

9. 81 E ei: F sam séparés et si g est llensenble des porties convex

o
o

-

bornées dguili prées ei complites de E , toute partie de oL {E,F) borné

m
[
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pour la topologiec de la convergence simple est bornée pour la C ~topologie
10. 81 E est guasi-complet, ou %on.nelé, les parties bornbes de ol (E,F)
sont les m@mes pour toutes les Cé ~-topologies, pourvu gue la réunion
des ensembles de (& spit totale dens E .

Porties éouicontimnes de £ (E,F)

11. Soit ¥ vne psrtis de | Jg (E,F}. Les 'ﬁfgr’*’% tés suivantes mﬁﬁt égni-
velentes ¢

a)} H est Squicontiny au point 0 de E .

'“%3},4 B es% équicontiny e® feut point de E .

¢} E est uniforpSment dgpicontinu sur E .

d) DPour tout volsinage V de O dans F il existe un voisinage U de O dans

E el que u{z)eV pour xzeU e uel .
Un emsemble H vérifisnt ces conditions est dit Sguicontinu.
12. Supposons F séparé, et soit H une partic Sguicontinue de of (E,F).
L'ezzsetable ﬁ des iimites simples é’applieatmns neld as% alars une paz*’tle
-équmentim:e ge £ (E,F) Tes structures uniformes sui.vantes coincident

sur B ¢ 1) celle de 1=z eurvefgance sinple sur une periie tatalene 8 4

2) celle de la convergence simple sur E , 3) celle de la convergence
uniforme sur toute partie préconmpacte de I . '
] E,F) est bornde pour toute

13. Toute partie éq&icow’sm de .;;é (E
§ s

@w"scpg}ﬁgi@. Réciprogquenent, 81 E est tonnels e%
de -@" est toiale

i 12 réunion des




Q7
1</

§ 6. Dualité.

Espaces veeﬁo:«ffg.els en c’»i:zalifté.

1. Soit B nne forme bilindsire sur le prodult de deux espaces vechoriels
Fet©.0Ondit que B uet ¥ e ¢ en duslité sl lton & 3 :
(D,) Pour tout x40 de F il existe y€C& tel gue Blz,y) #0 .

(Do) Pour tont y#0 de G il existe = &F del que 3Blx,y) # 0 .

e

& ' = P s o s . R -
De mBue, F pout 8tre identlifid & un sous-espece de G .

2. La %opologie de 15 convergence simple sur G définit sur F une topolo

gie notée o0 {F,6), et =ppelée topologie faible d4finie par lz dualité

donnde. Cette fopologiec est localement couvexe et séparde 3 elie est
définie paor _1a famille de senmi-normes X — g< z;y}i o ¥ parcouri i;& 3
ctest 1a moins fine wendant continpes les formes lindasires =x -><2,§f> ,
vE G .'Eécipra@aemeﬁ’a 5 toute forme 1iéméa,ire sur F , continue pour

o {F,B), est de la forme X ~> <X,y > , avee FE€EG . Le dusl de F

meni de o (F,G), eést done G .

sur G ; le dual de G , muni de g~ {G,F}, es5 F .

5. Inversemewnt, solt E un sspsee vecitoriel topolsz

Jesto
£
&
L4y
o
&
I3
h‘L-
Poed
&
ol

g
@.«-J
mx

i
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et on llappelle la topolosie sffaiblie de © ; la topologie o-(B',E)
est dite topologie fzible de Bt .

4. 8i des couples dl'espaces (Fi,&i), i€l , sont en dualité, la sonme -
directe F des P, est en duslité avec le produit direet ¢ des G; et Iz
topolegie (¢ (F,F) est la topologie produit des 'r(&i,ﬂi) .

Polaizres. | | o
5. 81 P e% G sont deuxz esp&ees vechtoriels en dtzalité, on a@pe:a‘.}.e ,alaim
ﬁ*uae partie U de F llensemble I des yEG tels que % <x,y>
geur 1;1: zell «

ﬂﬂ‘ eez&tiezﬁ: 0, est conveze e‘t est Ialblemem: fermé Ie"esw-dira ferns

pour o (G,F) ). S:z. H est éqallibré ' est éaw.ii‘bré et se compese des
$1éments yéﬁ‘- tels gue 3< x,y>)<i pour teout x@%’i 51 MCE,

WO et i 1 a‘ﬁserhe ", M est abserbé o ¥° . Ee pelaire dtune
Aréuﬂizm est 3.’ iﬁterseetmn des palaires. ‘ :

6. 8% Iﬁ est une parfie de F , on nobe U°% 1o paz.aire de Mé s ctest
-l*eavele convexze fernde (pour G"(.E 8} ) ge H et G 0. O0ng EJI%Q_}ZIQ
dted IP9%%: 1% ege. Ig pglarité met dome en eemesgmﬁame Bimi%q&@
. les yari:ies convezes Pziblement fermées ean‘beaant ltorigine ﬁe F et de &.
'7 Si H est un saas-—es;@aﬁe vectariel de F , son palame ing esi; nn Sous-
espace vectorisl fziblement fezmé de G, épzarelé orthogonzl de M 5 elest
1*ezssemhle ges ye G tels qtze <x,3r> = 0 pour tout zéﬁ Alers H°°
est l'adhéreﬁee zaih}.e de M.

Par passaae e guotient, la forme bilindsire <L=z,y> met en Gualité
H et G/&%" 1z topelogie g-:(&ﬁ,&’-/ﬁ") est la resiriection &2 H de o {F,8) :
si ¥ est fai’ale.mént fernmé, la topolegie 'c‘lﬁ/ﬁe sH) est 1z tepologis
guotient de & (G,F) por P . '
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Iopolosies compatibles svec une dunlité.

8. Soient F et ¢ deux espaces en dualité. On dit dn"tme topologie loca -

lement couveze géparde f sur ¥ est compatible gwee iz duslité entre F
et @ si les formes limdaires sur F , continues pour ‘E’ s sont les

formes z= =< X, 7> » YEG , autrement 8it si le dual de F , mzmi de
la topologie ¥ , est & , ou encore i la topologic affaiblie de §

. Dang F , les ensenmbles Dbornds et les ensenmbles convexes ferpés sont

. les pBpes p@m@ toutes les iopologies compatibles swee 1z duslitd
entre F et &
10. 81 ?’f st une topolog:g.e 1eca1emeni: convexe sézﬁaxée sur F , les

'trais w-cp'ﬁiétés suivan’ces sont équivalente;. s

a) f est eompatible avec la duslisé entre F 5 G .
b) "6 gt plus fine que o (F,G) et moins fine gue la topolegie
’t’(}? @) «ie 1z ecnverﬂence uaiforme sur les par‘bz.es convexes éqml::.brées-
et faiblemﬂ‘h compactes de F} "
e) f est 1z topolegie de Is eamérgénee uniforme sur un recouvrement
de ¢ formé de pariien eeﬁveies Squilibrées e% faiblemm compactes.

ia tépolaﬁie' T {F,6) est appelie

topologic de Uockey ﬁe E‘ ;s clest

iz plus fine des ﬁapzzlaﬁieq sur P gui sont wﬁyati’s?% ovec 1% duslité

entre F et G . Tonte topelegie méwisa‘%ﬂ;e; ou honnelée, eem;satibie
avec la dunlité entre F et ¢, coineide avee 7T (F,G).
11. Soit% é vne topelogie sur F, compatible gvee 12 dualité entre F

et G . Pour gu'tune portie ¥ de € solt Sopicontinue par rapport & f "

il faut et il suffit que E° soit un voisinege de O dams E , pour ls
- o

topologie ¢ ; une telle partie N est feiblement compacte et si llon
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dégigne per @ liengenble de ces porties, ‘g est identigue & la
@ ~topologie, ce gui précise 10.e) .
Pour qu'une forme lindasire sur G soit faiblemem:‘ continune (done de

Ia forme y—>LX,y> avee xEF) il suifif gue g3 resiriciion aux

)

- ensenbles de (& seit fa %zz.ez.ﬁem continne s> pourvi goe B , mupi de 1z

topologie € , soit comple: (_._-é me de Banschl.

un espace loeczlement convexe sépard, E' son dual. On appelle

=

sopologis forie sur E' la topologle de la conv ﬂge 7aif s;me sur lss

j‘;zaf‘i:iss; be:mées de E ,53% 4 ﬁmzz_i de eeﬁse “"G‘&Gl@ 1@,’ @M% engeié gual
fort de E . Tes polaires des garnles bornes ds ¥ form u«:ri: un systime
fondamental ée vez%nages cie 0 pour la topol cgze forte de :33

13. On neoters @ue la 'topologie forte de E' ne dépend @ne de lg dualité

e 0'(3,3').

entre E et Er, aatrement éit, ne dépend que de la to poloz

(o aussi bien de o (B LEY). "
{ceci jastifierait une rédaetz.on &e k£ daalité farte en 1angage

“égala.té entre T ef ¢ 7. Paut-il le faire ¥ ) |

M; Toute pariie écmcen‘sn.nue de B' est fortement berﬁée, et teute partie

xazﬂteﬂeqt bornde esi: faxblameﬁiz hernée. Réczpfeq&eanﬂz, si E}.ees"%b guasi-

eei@le toute paz*'i;l :’f ivl eﬁ&n‘{: bsrnée de Bt es"b fememem éc:ﬁé’é %

si E est 'tcuneir.,, %es’ze partie faiblement bornde de,’ B! est fortement

"baz*née et éq&ie&n inpe.

15. 0n appelle -bi&aal de E , et on note E", le dusl fort Ge B! fort.

Pour tout = €E , =L Xg:z:f> es%t une forme linésire coniinme sur E!

fort, done est un élémem t{x) de En. Ltapplication 7 : E --bu}“ est

lindaire, csn%mzze et biuniveque. DPour que 1 appligue E guyr En |
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il Zant et il suffit gue toute partie bornde de E soi£~relativeﬁent'
compacte pour o {E,E'). Pour gue < soit unm isomorphisme de 1l'espace
vectoriel topologique E sur l'espaee vectoricl topologigue E¥ , il Faut
et il suffit gue 1z condition préeddente soit remplie ¢ que’E soit
tonnelé ; on dit zlors que E est un espace réilexif.
Le dual fort d%un espace réflexif est »&flexif.

Transposition.

16. Soient (F,6),(F,,6,) deux couples &'espaces en duelité, et u une
application lindsoire de ¥ dans Fi 3 pour qufil existe une application
v de G, dams G selle que < uly),z, > = <y,vfz§;)'> auels gue soient
YEF et 2, €6, il faut et il suffit gae u soit faiblement eontinue
(c?e3t~é»&ire continue pour les %opalégies o {F,G) et c*{ﬁj,G ) SN

Lispplication v est alers une applzeatlon lindaire fziblement csxii»
ﬁ&e, appelde transposde de v , et noide ta - On o %tu =8 .

t

Te noyau ae u est 1?oftac~onal de wl{F). I s;w gae u{¥?) seit faible-

ment dense dons F?, il fant et il suzfxt gue By soli bimnivogue.

17 beleﬁﬁ E et F deux egpatsg laealsme nt co zes sdpards, u upe appli-

%10& lindaire de E dans F . Si u est faiblemenﬁ continue, iu est

2

éfinie ﬁt eppligue F' dans E' ; clest une applieation sontinue lorsgue

gh.

1’on,mﬁﬁiﬁ 8imnld aﬁéﬁeﬁt E' et P! de 1z topologie faible ou de ig
topologic forte.
Si u est continue vour les topologies initisles de B et de F , u est

_ falblemeﬁ% continpe ; la réciprogue est vrais g1 F est tonnelid.
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§ 7. Principaux types d'espaces localement convexes.

: Daﬂs un espace localement counvexe B on 2ppelle tonpeon tout
2 At vt eathe)

ensenble convexe équilitré fermé e% absorhant. 1 absorbe Ltounbes

les porties convexes compldtes 2% borndes {ubili E est guasi-
complet, ou bien tonneléd, un tonneay absoerbes toukes orties borndes.

&3 it d 5% g P - .4 3 : o n PP 7 wiln oadmiag hmon 5

2. On 8it guiun espoes vacioriel tepelegigue E estfeny 2¥il est

% o N R 2 = Lo pnrgode:  Legnom O g £y T, ; —
localeuwent conveze et si bout tonmezu agit un Yooe n espaes

T oovrren Tom e e S - N f s R man mw Bedahod Game e Ronashd s R
L@Caiemen CORVERS O8 DALFE (4gn 2 {527 GBS B LSanall) 88T TOUReLls

tonneld. Un espemee guotisnt, upe gomme direche, une limits inductive ds

2. Soient E un esg se %annelé P un espace localemeni convexae. Les pariies
borndes de Sﬁiﬁ,ﬁ) sont les m@mes pour itoutes les @5«ut&§@19gies, pour-~

vu gue 1& réunion des ensembles de & soit totale dams ¥ ; elles coin-

cident avec 1és'§aé%ies é@aiecﬁtinﬁes de’ zﬁf(EyF)e
8% F est séparé et sl P est un fildre sor &5{E§?},_%@rn§ ou & base
déﬁembraﬁle, gui eaﬁ?efgf gi 3151 ent ﬁﬁré une zpplication u, de E dans P
' 14

alers a@'est une applieation 1baire continue ef (@ CORVETSS Vers i,

= A > £ - - Tt % ..
spiformément sur ¥ouibe partie précompachte de E {sléa”c@ de Bensch.

@Q

2 o
s.rri‘a ¢a?4=§ Lodiniiie 7 «

Si en ocutre F est guasi-complet et si Qé &5t un sncenble de pariies
s s - .PP = & o g ~;—, ,,“l.‘ & B 5
borndes de E contensnt les parties finiles, & . (E,F) est gussi-complei.
v G
4. Boient E uh esspice tonneld gdperd, BY son dusl. 51 I' est une pariie
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a) M' est faiblement b&rnée.
b} H' est fortement borande.
¢) H' est relativement faiblement compacie.

d4) W' est Sguicontinue.

 L'espace B! est gussi-complet sussi bien pour 1z topolegie forte que
pour la topologie faible. Dans E! faible ltenveloppe convexe fermbe
dt'un compaet st un compackh.

5. Si E est tonnelé et séparé, sz topslogie coincide avec la itopologie

de E%aekeg T(B,ET). |

| Ees pelaxres des vclsinages de O dans B {resp. dons Bt fort) fermsat
b systéme zgndamental 8¢ perties bornées dans E' fort (resp. dans E).

Béeiproquement, les polaires des paxtieé_horaées de E (resp. de E?

fort) forment un systdms fondamental 5é'voisinages de O dans B fort
(zeap. dans E).
6 Scien% $F,é trcls esyaces vectoviels eeyslagiqaes. Si F est tonnels
tounte applicatloﬁ blllﬁeaafe 8 5ﬂparémeat een%lﬁae de EXF dans G est
@, -hypecanuiﬁas que"i gue solt le recaxzvrement @ ée E par des perties
bornées. Si en eatre E et F sont métrisables, u est esmtiﬁ&%

Espoces de Uontel.

7. Gé'apyelle gspace de Uontel, ou espsee {Efé‘.”}ﬁ tout espace loczlement

-

convexe, séparé, tonnelé, et dans lequel tout cmsemble bornd est rela-
tivement compacsk.

01

En'esyaee normé gqui est un espace de Hontel est de dimeusion finie

liﬁhésre me de Bochner-TWe i1} 3 par conire il ¥ o Atipporitants exsmples
{

de Fréchets gui scﬁi des
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8. Sur une partie bornde d'un espace de Montel la iopolegie affaiblie N

3

coincide avec la topologie initiale. Tout filtre & base ddnombrable
faiblement convergent est convergent pour lz iopologie initisle.

Scit P wne partis dtun aspeee de Montel. Ties prayriétea suivantes
sont équivalentes ¢ : B g

a) P est bornde pour la %spc;égie initisle.

b) P est bornée pour la topologie affsiblie.

e) B est relotivement eeﬁaae te @th la tepologie initiale.

d) P est relativement camﬂaete pour la tcpﬁl@glm affaiblle.
9. Tout espace de Hombel est réflexif. DLe dusl fort d'un espéee'&e
lontel est un espace de Montel. | -

Esgaces de Frschet. | -
10. On aapelle espace de Fvée',t, ol espace {F...), taut espaee loaale—

nent eouvexsg métrlsable et eemplet."

1. Pulsqu'un espace de F%achet est mé%risahle et eomplet, on peut 1&1
sppligner le @@égrémgu@gm,“affefmé et ses esnséqaences {32, ﬁ°7 -
32, n%8 - 3,'ﬁ$?}

12. Un egpace de Fréchet es* tﬁaﬁekv- Cn geat aane mﬁ%&mﬁ&nﬁ lui aﬁpllw

quer le théordme de aaﬁaebwutezﬁhaag { S?g % 3}

Espaces de Boneoh.

13. On appelle zspoce de Banach tout espese norné compled.
= oo ; :

Tout espace de Banzch est un espsce de Fréchet.
Ie complétd atun e%gagc Jazmé ést nn espace de Baaaﬁé. Si est un’
sous-espace fermé é*aﬁ espace de Bansch, U c% j” sont des espaces ds

Banseh.
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14. S1 B et F sont deux espaces de Banach, et si llon munit of (E,F)
de 1z noxme L zff= Sup - Hulz)l] , L(E,F) est un espace de Banaeh

dont 1s tspol&gz,e est czlle de la convergence bornfe.
Si B est npe partie de 5(.4,1:‘) telle gus Sézy ﬂg.iz.(x}g%{ + 00 pour

| o
tout x€E , aloxrs S&yﬁ lellg+ oo (Tnéortme de Banseh-Steiphsus).
oy i :

15. Soient E un espace de Bamach, E' son dusl. Si lfon manit EY de is
norme 55 x"“ = ua@ §<;z§z?>§ s+ B! est un espoce de Banach dont 1l
tﬂmlagﬁe eeﬁs a *mp@l@gz.e forte. Ainsi le dusl fort d'un Banseh est
un Banach.

Dans E* toute boule fermbe est faiblement compaete. Pour gutune
forme lindairve sux B? ssi.t faiblement conbtinue {done de la forme
xt—= < x,x!'> avec X€3}5 i1 suffit que sa resitrieftion & la boule
Uzl < 1 soit faiblement conbinue.
16. 81 E est un espace de Banach,. son bidusl En est un espace de Banzceh,
et llapplication canomique 4 de E dans BY est upe isomdirie. Pour gue

seit réflexif il faub et 1l suffit que 12 boule Hxzll « 1 soit
: i

U° itorthozonal de I dems B! . Le dusl de E/U est isomorphe {en tant
qu'éspace de Benseh)} & U°, ot le dual de M est iscmerghe len tant
gulespace de Bansch) & E%fz*g g

8i B est réflexif, et E /il sont ré&fliexifs.

18. Soient E et F deux espaces de Bansch, u une appiiestion lindsire

e

=

continue de E donsg F . On = g 1l "{ t‘zz%

ﬁ

5

e

e
o
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19. Seit ® un espaece weeltoriel sur le corps K des réels ou des complexes.
On appélle forme hexmitienns sor E toube appliestion (x,y) — {zly)
Ge ExXE dans K vérifiant les conditions s

{ {Sazggrx egt }.inéaire en x et semi-lindaire en y «

i {yl=) = (ZF[F7 -

8i {z|x) > 0 pour tout =e€E , ls forme Ix|y) est dite positive

& sspace prénilberiien. ¥J é ﬁrggggﬁ sezlaire
des Sléments z ef :; 3 on pose g}x&{ = (xgx*g‘fd s =l a8t nne semi-norme,

Te rroduls %&l&iﬁ-’-’ yérifie i’%ﬁé"‘al:&.i:é éa gwmaﬁa’aﬁs» ,w{?aueff;—-Sehﬁfarf

%izgy}g é‘ ggxéﬁé %EEF | 3 i1 est done nczzztimz. gur BXE .

Pour gue E soit séparé, il faut et il gu..f:. gue 1la Fforme her?miﬁéme
amﬁ.ﬁcﬁe soit &é infe-positive B3 est : l@‘ws nne norms, ot E un espace
BOTEE . |

21. Un espace prébilbsriien sépmré of complet est

3

ou gsypace de Hilhert. Ie ocomplétd d'un espace préhilberiisn sépardé et

un espace hilberitien. 851 I est un sons-espoce fermd 4N

g:"@
=4
9“‘
m
[]
&
I
w
et
o'
&
i

. ¥
y
i
<3 .
. P w1z i St
- —— 3 =
o 3 vad A s g e, 7 1% o s : e -
DTXOO0ULT 88818178 z 1A 2 FLus 74 et s o~ T =f5=,~2r gy #
N = P e ol

%
@

pyelé sspace hilberiien,
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22. Soit E un espace prénilbertien, et, pour tout yeE , sois u, s
forme lindaire x —> (z]y) « Trapplication P s y—a»uy est une oppli-

eation semi-1lindaire e% isométrique de E dans son dual E'. Si F est

un espace hilbertien, @ est un semi-igsopmorphisme de E gur E'. On peut
donc identificr un espece de Hilbert 2 son dnsl. a
. Tout espsce de Hilbert B est un espsee de Sanaaﬁ'réfiaxif- Ig buule»
unité de E est faiblement compacte. Pour quiun filtre ! sur E converse
iaitemsﬂt vers x, il faut et il suffit gu'il converse faiblement et
que lim?;-[[:z[[ F={ - o

23. Sait ¥ pn sons-eépocé veetarlel é’nn espaee de Hilbert E , 8t sait
EX"’ lierthdezﬁal ée 4 , snsemble des points y& B tels gue (xiy}%‘

pour tont x€H . B° est un sous-espace veetoriel ferm§ de E , et, si ¥
est fermé, E est somme hilbertienne de H et e B°. |

24. Une famille {gi},_ ie1 , dtéléments d'un espace ';z;réhii’bezéﬁen E

est dite arthgﬁammale si (ﬁi[eﬁ) = §i§'3 une telle famille est topolo-
giquement 1ibre. ‘ e . _

S4i {ai) est une famille erthaneémaie d*nn'e8§a&e yﬁéhilbartiea sépard

E», les pwaﬁ@iéﬁés suivantes saat éqniva&eates z

a) Ia familie {ey) est %otale.

B) Pccu:e tout’ x€E 1a famlle (x{ei}ei et sommable et & pour somme x .
o) Pour tout x€E 4 xg Ziel‘ | zle;)

Une famille er%hnnermaie {ei) vérifisnt ces eenéztiene est appslée -

51 F est unm espace hilbertien, les conditdons 8)sb)s¢) sont guiva-
lentes & la condition :
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a) (x[ei) = 0 pour tout 1€I entratne x:O',A_ 5 “
81 (e;) est une base orthonormale d'un cspsce hilbertien B , llappli-

cation x-~d>£€x[e.}) est un isomorphigme de E gur 1lespacs E%(I)
’25 Dans tout espace préhilbertien de type dénambrable il existe une
base orthonormsle dénombrable.

'-26} Dans toub espaee_hilbertien il exisie aﬁe'kééé crthonormale eeﬁté~

.ﬂant uée’famille-érthéﬁﬁ“ma7e'd@ﬁﬁéé'; tout espwcﬁ hilbertien yaé%éée

ésmc au moins ane base orthono 1e* Deux aasec' ﬁﬁ%&ﬁawzaies guelcon-

qnes sont £Qﬁzdatﬂn»es ; iemr eaﬁainal est appelé 1z g dimension hilber-

iennsg ée i*egwaee cons ia‘%é. Pour qac deix eﬁpwﬁns hilbhertiens

saxeat 1se§aryhﬁs 11 faub at 11 smAth qa*wxs ai Qﬁu ;%We ”Lﬁuﬁﬁlaﬁ

hilbertienne.

Diégramme des divers tyges. ﬁfE.V.m;

o ereas

localement convexe

-

. tonneld
Fréchet ‘ R
T  réflexif
Bansch -z R
S o
HEilbert Yontel
g Z

espoce séparé de
dimensien Finie

{0)
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Appendice IT

Propriétés des F.V.T. bsuels.

Ty

b

] . » OO
1. Soit ‘égz llespace des fonections de classe €7 gur B
£0

un compact X , muni de ls topolegie de 12 econve: rgence gniforme baur'
%auﬁea leg dérivées. :@ est un espace de Fréchet s

(o)

=

2 L*ﬁs paee éﬁ » limite induetive des éb‘ » est une Limite inductive

gie de la ¢
de EEéeh@i

5. Te dusl «;% &% da % s espace des distributions ] i
muﬁzrde le. topologie forte, est une limite inductive {non stricte) de
Bonschs et un Hontel.

6. Liespace 6 des fonclhions holomorphes sur G2, mni de la topologic de
1a convergente compacte, est un espace de Fréchei et un espmce de ﬁsﬁtei
(menguersis plus que ¢& !). '

7. Soient X un ggpace loes lemeﬁt cem;aet zZ ua emmpaet &ontenn dans X ,

R, (X,K) l'espace des fonehione continues sur X u'sugyﬁft dens K |

muni de Iz topologie de 1z convergence uniforme. (R (X,X) est un espsce
Banaeh {nen »6flexif en général).

de
8. L'espace (R (X), limite inductive des P (ZEK), est vne limite
tricke Q?equcns ée Banseh.

i e ‘ 13"'“
tive sur £ , les espaces ¥ (X.u)., munis de
4 g

g sgnt d es de Banseh. Ils sont Iéf exifs pour
1{p<+ 2o , &% LE(K,@} est un espsce de Hildbert.

Remoroues.- 1. Tous les espaces préeddent

™
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ée
me de 1'App.I et le fzit gu'une linmite inductive de %onneléds est tonnelée.
P e
2. On &%snd fz 5 4 :

5 [
e
cf' P
(i3
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(O]
&
ey
a8
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¢ant le mot "fonc
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