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PRODULIT TEUSORIEL TOPOLOGIQUE DYESPACES
VZCTORIELS TOPOLOGIQUES.

Théordme. Si E et F sont deux espaces localenent convexes, il existe

sur E@F une topologie localement convexe et une seule ayant la
propriété suivante ¢ quel gue soit liespace localement convexe & s 1liso-
morphisme canonique entre lSespace vector'iel)aes% applications bilindaires
de ExF dans G et l'espace vectoriel des applications lindsires de

E @F dans G fait correspondre & l'espace vectoriel B(E,F ; G) des
applications bilinéaires continues de E xP dans G l'espace vectoriel
L(E® F 5 &) des applications lindaires continues de EXF dans & .

Cet isomorphisme fait alors cdrresponére les ensenmbles dquicontinus
dtapplications bilindairves de E xF dans G sux ensenbles éguicontinns
dtapplications linbaires de E @F dans G » L= topologie sinsi dé€finie
sur E@TF est la tovologie d'espace localenment convexs ls plus fine
pour laguelle I'=pplication bilinSaire canonigue e ExF dans T &F
seit continue-

Démongtraticn.

Soit T unc topologie répondant aux conditions de 1%'énoncé. Ligppli-
ecation iéeﬁ.t:?;,quszgl de (E®F)p dams (E® F)'i‘ est continme, donc l'sppli-
cation bilindaire canonique de E xF dans (B D F), est continue. Si
meintenant T' est une topologie localement convexe sur ES T +elle
que lfepplication canonigue de EXF dens (B QF)T, soit continue,
alors llapplication identique de (B ®F},§ sur (2 ®F)T, est continue,
done T est plus fine gge T'. Fous aovons bien monirséd gue T, si elle
existe, est la topologie locslement convexe ls plus fime pour laguelle

liapplication bilindaire canonique de ExF dans E @ F soit continue '3

et ceci dépontre en nBme temps l'unicité de T .
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lUontrons mointensnt llexistence.
Nous montrerons pour cela

ogition 1. Lorsgue U (resp. V) percourt un sysiéne f-oadameﬁ'kal de

" yoiginages de O de E (res;a. Fy, THD ST}, enveleppe sonvexe Squilibrée

de U 8?, parcaart un systém fcnéameatai de veismages de O d*me
- tcpolagie répondant 2ux conditions de l'énoncé dn 'khéareme.- Comme

I‘{B’ @ V) est convexe, Squilibzrd, absor’bant, et oue ees enseﬁzhles fexmﬁ
:me base de £iltre, ils définissent bien un s;;rstéme fa&éamental ée '
vaz.sinagas de O @ e tapaiagie T localement camrexe saz' B SF .
' Sei*k B ;me mtie éou;eontime fia B(E,F G} I:L exz.si:e a‘.i.ws, pem ".
tmzi: mismage eamrexe éauz.lz.bré w de 0 dazs.s ¢ , des vmsinages 1‘}” ’é"
&e 0. daas E,‘i*‘ :!;els gue s pour tonte BeH s 0n ait B{B’x?‘}cw ¢ Si
on agepeile B l*applmatmn 1inéalre ée E @F dans fe a.sswmée 5 B ) OB
' vaz-.t q,ae 1'on 9:_,:_ mwtcute Ben , B{'G’ V) ¥ , aom, ¥ &tant counvexe
égm.lzhré, g{i‘ﬁfﬁ’ *7)} W , done E est une portie dguicontinne &3
TE®F)g 5 ©) - ' | | _,
| Eee:.pre weme ¢ Q:i*s E nne pﬁrme égumen‘tmze de L{i{E ®E}I : B).
'i-’m@l q&e %z 1c volsirage de G ¥, dans & » 31 existe alm*% on volgi-
;nage de 0 de {(E®BF }zg s que neas pouvons Supposer de 1z Forme T°(U ‘E‘
tel qu.e BT {’5‘@’9’)} ¥ pour *%;czrba Beﬁ és_ezs 2 fer‘bwzi |
_3(‘6’@?}: v, ﬁana B(Ux?)c’@- s ee qu:%. prouve. qzz;e 3 oit ume gar'sie
| éqn goaﬁm;e &e B{E,F ) s : G,‘;Q‘_.v‘E;B-._-_
 Définition. Ié topologic de E OF satisfaisant aux conditlons de
1*é'nen¢é du thésrdme sera appeldée produit tensoriel des topologies de |
Eetde F . | SR Bx -




. =%
B @F'y gers t.wjéws muni de cei::be_ +topologie. | |
B %F sera le compléié de E ®F pour cetie tbp@lﬁgie.. Si a'lorrs G est
un egpace vectoriel locslement convexse complet, tonte apglicati en bili-
nésire continue de ExF dazzs G @éfinit cononiquement une spovliestion

Pay
l:s.maa:.ra continue c'ie E®F gaps & «

: . o
Hepargue. Ie Gual de E @?‘ s'identifie par llappiicstion B — B

2 llespace B{E +F) des formes bilindaires con ntinpes sue ExF 3 il en

&st ge meme an é;al de E BF . Ceme les parties Squicontipues de

i & %‘“ cem;% a‘i @zs 1{1&::1%1, a,tzx @arti:«;—:s éguicontinues de B(E,F) e

-

on vmu mz‘ un systdme fondame ntel de voisinages de U dans E @ F

(z*es;a. @ ?‘i‘) zst-eonstitud vaw tes polai “f & deg "?C& ties Sguicontinues
- de E(u,.‘%’), daa ia dun :%.i' 4 sépavente en%;:fe Z ®F {resp. E 8F) e%
Bfa,.ﬁ)

Ceci aursii joH é’ga}.ement servir & montrer Liunicitd de 1a topologie

'pmdmt ﬁeﬂso.v e.;.g et d'aiilecurs sussi som exisiensse.

Proposi 2 Eet? _sont sépards (resp. méi:risa’s:}leﬁ), E BF est
sépard {:resp. métrisable)
 Soit en effet BEESTF . 8§ E ot F sont sé§a:f3és 4l existe une forme

ﬁilméaire continte B sur 5 xF telle que la forme 1méaire associde
3 sur EQ®F wérifie B{a} # 0 [Il existe enffet des sous-cspaces de
dimension f:mze E?:, ,,3‘».%.; s tels gue ae&i ®}?§; s solent Eg, ?2 des supplé-
ééﬁtaiées. tcye_lsgiqmé de By, By « 51 By est unc forme bilinésire sur
E,@F, telle gue 1a forme st sssocide B, véritie B,(u) £0,
on pourra prea&z'e pour B 1a. forme bﬁinéaire égale & B? sur Eq ;('5‘.; % .
U sur E 4*Fy, 4 E o % By ng 32] » Comnme -1 doit ftre eozz’siaua, cels

prouve que u n'est pas adhérent & _0, donec que ESF es% séparsé.
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. Si E et ¥ sont méirisables, on peut prendre un sysfbéae fondamental
 dénombrable de volsinages de O dans E ®F , les ' (U @ 'Vﬁ) ol
B {reap. Yﬁ) poreourt un systéme fondamentsl dénomiarabze de vcismag% ;
de O dens E  {resp. F) ; donc E @F est méﬁmsahle, et E @F est um
' ezs-;;a'a&e de Fréehei:,- ' .

Proposi 12;1&}3

1 ¥ (= sg: 7} es‘i: g ’szeismaﬁs de @ e‘ée E (::esy' F},, ﬁ’m&matezzr

: @,.{%egg_ g)s 1'ind seatour de | I"{*G @Y} est domnd 3;33,? :
(1 -@-@i% n) = {m Z pi5,) al7,), pour.
DCAR e g e T Z %g @ 79 | e

) zzarsgue p {resp. g} porcour i; 5154 Systém ?ea&ameﬁta’l ée semi-normes

@‘i:ﬁ‘i}‘i‘ﬂﬁﬁg de E {resp: F), les p @ ¢ W”evment un sysi;eme fasz&amental de
Sé“{_l“’w’iﬁ‘i‘&e% contimues sur E@F . On a_ g
2y @m%@w mg)m)

Iemom i:.zzat L @a,

d"“%

%aflsmﬁs ‘que ‘T4v @?) a yreelsémem; pour jouge ® = § @@ .
bet“se ;auge est an effet &é'?inie paxr

o {  inf (A
_ : £ %’1} ‘aeJLIfw@v; } i
: ' : . J’L >0 : Vs e 7
 Hais - zze,)\,l"iﬁ’ ® V) &quivant & u = Z t, 1933} i iia‘{:zg; o e
9:1 ;
' i:!;(;?) >, }%;} < A +-Cgcl entraine n = E ® Y, 2

.ﬁf - :
,él F{%)}}fﬂ?)} A',if;zpfegant iv“%x;”?,; ¥, -
" Bciproquensnt e{?;t v 2 ‘f ® 7, ,evee 5 p(§)al7; )<

f/\

J=i
15 RS .....(_L.,), %) = @{%} al 7, ) pous les
waleurs de 7 _@aar lesquelles pi{ 5;) %( 7, )#0 ,- 39 =5 = { %,

?]9 ;s %, = s s pour les valeurs de ¥ pomr lesquez.les '

En posant x; =

7, =




S v- 5 - , : :
pl ¢ )=0 (1, )40 3 : gmjzi.)_ §. =t :
P(§,)=0 , al®, )40 5 == "T’Z“T o lwds bingete
les valeurs de y pour le@qa.elles p(? 30 , q{ 79 =03z, = ¥,
=17 ) # ‘k T’ pour les valeurs de ¥ pour 'iesguelles ol i; 3=
q( , 5 =0 3 on obtient wugﬁfgrs une déﬁempssma.an B= Z + z &3,
Pz, J< ¥, uly, 35 T, }.}Z 2,1 < S Aae
} Comme € est sussi petit guton weut, r{a} @é“;‘mz },aar {3) es**s bieﬁ
véga'i;' & }g}@g{&} g8fini paz {1}).
Von e ons ﬁ:‘&iﬁ%@ﬁaﬁ% = R N
{13 donne o) {fo ‘f" < pl§) aly)-
e 11 s ££1% dons de montrer l‘iﬁégahte im :&rs& 3 comme -6119 est
&vidente w1 g{% ) @l ¥ }=0,nous pouvens sa:@@aser 3{ § ) aly ) #9.
zel

,,._

u?a:{w‘es H’?ﬁzl«‘ﬁaﬁaﬁﬁ, 3."1 @XE.S"‘E Zre Bt
w) <T,E>|g
<L E>=n)
: Be m%ne 41 existe Y%E.?e“ tel que
{5) l<'zf E DN IS a(T)
| <TL,9S>=al7) |
o ﬁl@rssi u-%@’? Z §9®?9*’m3
6y }(X*@Y',zx>‘ Z y{i)@(%
done
y < (» @c},) (ii)
. wais sussi
7 <X'@Y ,8> =3, %> <2’t 7> = @if)@i’f) ﬁ.’ea
pl)aly) € p®g (),  C.Q.F.D.

i it




Si E et F sont mrmés, de normes resp. P et g, 13_ emste sur B ®F
 topologique, une novme et ume seule, & savoir p ®q , ayens 1z pro- |
: priété suivente : quel gue soit l'espace normé G, 1'isomorphisme canomi-
ge entre applications bilinéaires comtimues de B ¥ dans et' appli<
cations lindaires conbinues de E @F dans ¢ conserve les normes de
ces applications. Llapplisation bilinéaire @aa@mq&e de ﬁ::) x (F}

dars {E@ F) est de norme 1 .

P ® : _
Hontrons a*abisﬁ l'pnicité d'une felle naxzm;e;"'éiils:i{ se*i: &t sont é.eﬁz ,
telles normes, comme ilapplication iﬁ«&ﬂtig{m. de '{1?: @F) dans (E @F}S
-es%, de norme ¥, 1lapplicatien bilindsire canonigue de- 1*313@3.132,'{:3.{3:1
ilinéaire cononicue de & ®F dans {E @F), sera ‘de norme 1 ,
{ce qui .&éiﬁ_@m’mem 1la :&erniere assertion du théordme guand on saurs
e & =p @g} ; alers 1'3131311&9:&1321 tdentigne de & &F}s, éam
= @P} sers de norme 1 , done & < 8! ; de mime s'< & , done s,
Il suffit deme de voir q%zel g=p&qg zrépend %;}_ia';;_@.;ue{s%i;im; B*j.abarﬁ
cleg: tmé &&zm, p@.isqua; dtaprds 1o prop.3 elle aé_.f init Ia ‘%@@Qﬁ.ﬂagie;
et gue cslle-ci est séparée d'oprds 1o prop.2 . Soit B ume application
bilindeire continue de ExF dame G . Pour simplifier, notons toujours
r il iz norme de v dans E, P, E®F , relativement sux normes

¥
'Ps @ D B g . Pour toute ?ée@zﬁgar:si%iaﬁ B = ; §i & 7;9 de n€EE F ,

@ [Bw =] 3 =5, 000 < Y=l Z IS 1 ol
done | Btw)f < 3] te '
et par suite I Bl< §31 .
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Pa.razlleurs
9 l\B(‘§ mu-n’ﬁ(%@m
(Bu{;g@ﬂ g H%i 42!1

= >-
Dene B ¢ g {-a :
eat @ar gwii;e .\B §% = %% u § . cthFeEO
%egﬁl tion 5 ! '
o B, Fl [i=1:2) sent é;% espae%s lmaicmeﬁi: egmrexas,

{iu‘i §2~‘f} des ap@l cai:mfas ‘%méaima eonbinues de E é,ans Fl o 1*3@-—
:zzlz.ca.é;ﬁ on &T ®§s de E @Eg dans ¥, @F as% eﬁmmue .ot gt Eq, 1‘*. -
(3=1,2) sont mvmés, E b= M) B '

| B, 00,{ < lal N 4

Gﬁﬁsmémms en effet nn vo 1&3&3@ ée e gmeicamue dze F @F il
| eaa*&ient %ﬁéﬁ. T( S, }.,, '?. {1=1,2) vmsimgeﬁ ge O dons §‘

Gorme ﬁ.« es'%: :fammue, il @xz,sta un ?@isiﬁaga ﬁe G 'E.}'l s éans E

tﬂl@ﬁe ' ﬁ {ﬁ' Yo Yf. ﬁlﬁzfs
(10) (4. @zzg) Ermg ® T, ] = -ffp ®a, (T, 070 3}
= T (8(0) @ 4,0,)) = T, @?2) 5
ce qui momtre la continuité de ﬁ'i @ ﬁ :
""43. L:s es;;a@e@ sont normés, prenocns p&mr Z? iz ‘besz.ie mlté fermée
de E. . é‘j_rms 235 {E’ }c,;'i'. Boule La?’mﬁe de rayom- || &, i ce F; .
& G} mam::fe almfs gue T (E‘! @U }, qui contient Is ‘batzﬁe zm:f.te
. ouverie de 1®Eg s & so0n insge dsns F{Yg 7. },' ntenu dans ls
boule fermée de rayen ' %?g ii 2& de F ?@3’2 . Done
4@ 1< Lagh Iag].
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Corollaire. A?®A2 se prolonge canonigquenment en une app}.ieatmn linéaire
ceontinue A @AZ de E, @Eg dons '3‘ @F

Proposition 6. Si &, est un Spimorphisme de E‘i sur By » 4,84, est un
Spimorphisme de E, O F, sur F, ®F, . o

Digbord om sait gue &, @ 4, est Spijeciive. Soit alers
T'{U, ®7T,) un voisinsge de 0 dans E, ®E, . Son imge par 4, ®4,
eeh I‘_i‘if%_. @T,)s o Vg = 4,(U;) est un voisinage de © dans ?i,' paiéqﬁe
&, est un Splpmerphisme ; done £, ® 4, est bien un &pimorphisme.

Isis i1 xaz}@zaz.:ls se gamer de eroire gue, Si 4. est on monomorphisme
de Ei dens Fi, A1 & A - goit un monsn:crghism. S?;"E‘ est un seasweépaee» |
, tcpologigue de Fi’ E @ E g en général une tapez.aaie str:.ctexmem‘:

@las fine qzz.e 1a topslaﬁie mdui?;e par E‘ @ F

z’mdui}; tease:cie}. de plusieurs espaces 1@0_1&@&&'{;_@9&. Xeyo

Déflmtiea directe par les a;aplieai;a.ons m&tilinéaires- _

_Pre ess.t:w , 7+~ Ltisomorvhisme {algebrique} ca.neniqae de (B ®F) @6

sar E @ F & G est ux 1som9rphz.sme topelagique {reep- un isomerphisme
ﬁ'espa.ﬁeq m:més gi E oF 404 sent normés). | |
I1 suffit s vemarq*aer gue si U {resp. 7. ?E‘} pa.fez@m% zn systeme fon-
éamemal é@ voi s;.ﬁages de G dans E {resp- PF,8), on sysi'ezze fcaéamen*bal
da veismagesée O dons les 2 espaces en litige est formd par les '
fi?fﬁ@?}lﬁ%‘} et :{"‘ (tevTew), or ofest du pareil au nlme. Si
T {resp. V,¥) est 1ltindicateur de 1a semi-norme p {resp. g, r) slors
on voit qs;.é p@ae@®r=lp@g)@zr , dlof 1z propriéité relstive aux

espaces normés.




