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ESPACES HIIDZROTINS. § 2. Btat 6.

1. Somme hilbertienne externe d'espoces hilberiicns.- Solt (T . )ie 1ne

o™

By
gnerons par (xb‘ yt) le produit sealoire, par |x | 1o norme. Dans

Pomille dfespoces hilbertiens sur X ; dons chocun des B, , nous dési- .

l'espoce vectoriel produit F = E E,b 5 considérons le sous-cnsemble
E des points x = (x ), .7 tels que % | =, l! L+ 00 . Cet ensem-
ble est un ble est un sous-espace vectoriel de T s COr on & :
Iz, +¥, “ 2( |l x 1’{5 +| ¥ lg ). Dans cet eupo,ce, pour tout couple
de points = = (x ), y = (y,), lo fanille de scalaires (x,t} y,) est
gommoble en raison des indgalités %(xz]yi’)‘}g =, i Mll;uﬁ %-(nsz-{-ﬁy“[gz-)
~ Si on pose (x}y) Z {z,|y,)s 1l est cloir que (x|y) est une

forme sesguilinéaire hermt*enné

s en outre, conme (xgx) Z lix lg
cette forme egt définie-positive. lontrons erzfin gue E, puni du. produit
scalaire (x}y), est un espace hil’oertlen, auntrencnt 4it qutil est
gomplet pour lo norme ;ﬁxﬁ = (xfx)‘?’ . Bn effet, soit (z,) une suite’
de Couchy pour cette norme, et soit =x = (xngz 3 Lc T BVeC X EB .

n _!?./’ip T

Par hypothbse-, pouriout €>0 , il existe n, tel que les relations

T phge Bl entra inent = X na < e? | ctest-ti-dire

;I ﬁ m,t “'Xnﬂ,g 3 rpcal‘tzcvflier', pour chague —z'e' I , 1z suite
(xn,;z, )néﬁ est une suite de Cauchy, gui converge donc vers un point

a, € E@ y en faisant tendre m vers + oo , on voit gue, pour ioute

partie finie J de I, on 2 Z “w - Xn bt[ 52’ pour nzpn,, et par
, 1€J :
conséquent aussi fg 2, - nﬂ;&% e* pour ny no, celn démontre

1€X : -
dfabord gue a—xnéE , done 0 €E ; puisqgue lo suite (xn) $end vers @&

dens E , ec qui aochéve de prouver notre assertion.
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Soitlib'l’application de E, dans E qui tronsforne z«sEt en 1'616-
ment (x, )€E tel que x, = 0 pour k=7 » 6t x, =2 . Alors, £
est un isomorphisme de l'espace hilberticn E1 sur un sous-espace vecto-

riel fermé de E . On dit que £, est l'application canonigue de E,

dans E . Le plus souvent, on identifie E et son image dans E par cet
isomdrphisme. Avee cette convention, Eb et Ex, sont orthogonsux dans E
qu&ﬁ& + #% 3 E est lc sous-espace vectoriel fermé enzendré por la

%éunion des sous-espaces E_ .

On dit que E est la somme hilbertienne externe de la famille d'espaces

hilbertiens (2 = ) e1? et on éerit E = zg% B, .'Lbfégu’aueane eonfuf

51on n’est a cralndre avec la terminologic qui sera lntvodnite au n 2 .

=

on dit apssi plus ‘bridvement que E est la sonme hilbertienne des E :

LOTSQDS I est finl, E est 1a somme diveete des E : -Qomme_le projec-
| 51 1o somme directe

on derit aussi

2. Somne hilberticnne de sous—-espoces orthogonuux d'un espace hilbertien--

Proposition 1"- S.moient m&ﬁ&é&w, () ier lme

famille de SOEu“GSQ&CGS vectoricls de E felle ucg_poqg _tout couple

dlindices 7,2 distineis, V, &t V, soient orﬁhofoﬁaux. Pour tout

2€ I, 1l'intersection de V., et du sous—espoce vectoziel fermé Y

engendré por leg V, 4'indice 1 # 2 , est réduite 30 (ce gui entraline

en partieulier cue lo gomme des V est dirseite aun gens algdbrigue)-
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Dé2inition 1.~ On dit gu'un eppace hilbertien E cot somme hilbertienne
dlune famille (L, ) g de :

« pour deux indioes distincts <, » guelconques, E, gt E, sont
orthosonaux ;
2. le sous-—espace vectoricl fermé ensendr’ por les Ez. est E .

Théordme 1.~ Solt T un espoce hilberticn, somme hilberticnne dtune fomille '
(r.. ) a1 de souc-ggspaces vsctoriels fernbs ge E . I1 exictec un isomor-

phisme £ et un seul de E sur la sopre hi;-bgrt;engg gx;erpg B! des E,
tel gvue, pour tout tel , 1a restriction de £2_a goit ieotio

cononigue £ de E dans Et,
En effet, soit P = 2 E, C E 1o sonme des E, . Comme lo somme

Z E, est directe (prop.‘l), il existe une opplication lindaire g de F
Lexl
dans E! dont la restriction & 31.. soit fb pour tout 2€ 71 . Soient

1621,, X, s ¥y = Zr. y, deux S1éments de F, aveo z €3,

pour tout :€I , et x =y =0 sauf pour un nombre f£ini dtindices z . |

Ona (xly)= ze%&:ﬁz (= | Ve ) = zé (z, 1y ) = (glz) gly)). Atnsi, g

est un isomorphisne de l'espace préhilberticn F sur un sous-éspace portout

et y € E,

dense de Ef. Déne'g se prolonge en un isomorphisme du complété de F , qui
stidentifie 2 8, sur»E'. Enfin, 1'isomorphisme £ est bien d&terminé par
ses restrictioné aux E; s buisque le sous-espace'vectdriel fermé ehgendré
par les E, est E .

On identifie généralement E & E' par l'isomorphisme £ .

Dons tout ce qui suit, pour tout sous-espace vectoricl fermé V d'ug
espoce hilbeftien E , nous désignerons par Pv le,projecteur orthogonal
de Esur V (§'1, n°). '
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Corollaire 1.~ Soit E un espace hilbertien somnec hilbertienne d'une

fanille (E )zeI de sous-espoces vectoricls fernés de Z . Pour x€E ,

Boit X V (x) Les familles (yx " ) et (x ) gont gommables, et on a '
"x“ = Z I 3’1. “ x= té: X . Réc:.p.coguement, 81 (x,) est une fomille

d'éléments de E tels gue x, € E, pour tout « et tels gue zélz fl = la<+°°/

cette famille est sorzimable, et so somme x est le seul point de E tel que

x, = PV4. {x) pour tout - 1€I . Znfin, si y est un outre point de‘”-.L?..v,
et si y =Py (y) ,ona (x)y) Z (z, |3, )
: % i

" Corollaire 2.- Soit I un espace nllbertmn somme hlloertlenne d'une

famille finie- (D )zeI de sous-espaces vectoricls .cermés. Alors, D est
~ somme directe topolosigue des B, .

corollﬂire 3.- Soient T un esgace gréhllbert:.en séga.r (bz)meI une
: fqmille de sous—espaces vecto:fiels comglets de h"‘belu u.e, pou:c' tuut

1, % distincts E et E so -ent_ orthoronaux. Soi‘b v

le sous-—espﬂee veetor:.el fermé em'enriré par 1es E soient %eE , et

xta.-'_.?t (X)o
"Ona& Z; ‘uxﬂ ’ﬁxﬁ ke
2° Les conditions suivantes sont égaivalentes s a) %€V g
1) Z ﬁx 3} =ix g s ¢) lo femille (z,) et sommable dans T , et
16l ; , _ o i
x = Z x‘i’ °
zez : _ . :
30 51V est cc>xngi!.e1:z lo famille x, gst sommoble dons E , gt on o

A L UL R

In effet, soit E 1’espﬁce hilberticn compléz:é de £ , et ic}entifiqns E

2 un sous-gspace partout dense de ) . Lcs E-z, siidentifient & des sous—
i : > ~ : i~ ~
espaces vectoricls fermés de £ . L'adhérence V de V dans £ est le sous-

. - : ~ b
espace vectoricl fermé cenrnendré par les E,L done E , et ona V=VNE.
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Lleapzce B est lo somme hllbertienne dea B et du. sous-espnce E supplé-
mentﬂi*e ov'tho"onﬂl de ¥ dons T . Soit Xy =P, (x). Mp’ Gs le cor.1, on o

I= % [(xoﬂ +£§I ﬂxtﬂ , 8t x = X, +z§r xf dons E . Ceei entratne
oussitdt le 1° du cor., et lc faoit que lcs conditions b) et ¢) du 2°
sont ééuivalentes & lo condition xo=0- done & la condition xeV . Enfin,
81 V est complet, x'=Py(x) existe, et xlexz, = {x-x )-(x-}?v(x)) est ortho-
gonol & E;, done x, = Pv (x') ; 11 suffit alors dlappliquer lec 2° du
cor. gu vecteur xt . ;

Soit V 1la soume hilberticnne dtune famille (Vi ) AeT ’ Subposons que,
pour chague A €L , V, soit somme hilberticnne dfunc farille
( }«.P)PGU,L s alors V est somme hilbdérticnne de tous les W]\.P»
(ﬁ.é L, P'Ch.z\ pour chague A€ L). Tout revient en ez’:’fet & vérifier que
V est le soub-espoee vectoriel fermé engeéndréd par les Wﬁ n 3 or, ce
sous-espace T contient tous les Wﬁ._p, pour un AEL fixe, done le sous-
espace fermé v.!L qutilc encendrent ; il est par cuite identique &8 V .

Vi) den s
soit (L ). , e Une p(”rtition de L, et, pour chague 151 s 501t U, 1a

Inversenent, soit V 1a somme hilberticnne dtunc fomille {

somne hilberticnne des V‘\L tels que ie Ixt s alors V est somme hilber-

tienne des U, . In effet, tout revient & mentrer que, si ¢ T

U et U sont ortho.:eonmux. Or, tout S1ldment xell (resp. yeU ) est

linite 4'616éments de ; VJ& {resp. de Z, V ), et Z V}L et
Aea

2 Vv, sont orthoronaux, dome il en est ae m@me de x et y .
A€ty

On peut cxprimer ces propridtds en disant que lo somne hilberticnne

est associntive.
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3. Panilles 'orthor_zormalea dans un espace hilbertien.~ Définition 2.~ Dons un

espace préhilbertien £ , on dit qu'une fanmille (et )téI de vecteurs

est orthonormole si lle.]= 1 pour tout t€I , et si, pour z # 2 ,

: or A {5} e
e,b et e% sont thoonaux

~Les sous—-espaces‘vectoriels fermés D, = Ke, de dimension 1 sont
alors deux & deux orthogonaux. Pour tout =X €L , la projeetion ortho-
- gonale de x sur B est épale & At e, avec (x- At ez]eb )=0 , done

"(x|e$)= .)t,;(e1[e4, J= .)\.z . Les résultats du n®2, appliqués aux sous—
és;oacés‘ﬂb , donnent les énoncé‘s suivants s _
Proposition 2.- Dens un espace préhilberticn sépars, towbe famille
‘orthonorma.le est togolcglguement libre. c L 8
P.eopo*:.tion ”g.; Soient E un espace préhilberticn uéparé (ez)z.e]: uvne.
fanille or+aonorm_,le v 1e sous-espoce vectoiﬂ“ fe,emé de engendré
'garlns_a.' ‘_ v V e oty

19 Pour tout _ XEE , on on 2

"Zf(xe); }x”‘g’

(inéﬁalité de Besae}_), de sorte gue l'encermble des <Z €I tels gue

(x‘et )¢o est dénombraeble. En outre, lcs conditions suivontes sont

éQu-ivalent* _:,a) xeV 5 b) x!g

2 ‘(X!é )!ﬁ' : '6-)"1a'famille des

ter
(x]e, Je, est sommoble dons F ,et X = 2;%_ (z]e, Yo, o
i€ :
59 81 V est complet, 1la famille des (‘,.{e@)et cst _sommable dans E
e - $_ i
e% z%z: (x!e Je_ = Bplz), é%}: [(xée )g uﬁl’ (x)ﬁ 5

39 51V est comp}.et, et si (J\. )161 e..,tune::ﬂﬂille de scaloires

%5els que % }.)L i <+co 4 i1 existe un point xeV eo% un seul tel gue
z€

(x!e ) =J\, .51 (EL’)ZLI est une autre famille de. ﬁcaL aires tels gue

. f;}t!‘%<+ o ,et s yeV est tel gue (y[e )»p.{’ s on 3
& ; :
(x,}y) = Z A By e

7
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Proposition 4.- Soit (et)'iél une faomille orthonornale dans un espoce
préhilberticn oéparé E . Les propridtdés pulvontes sont Sounivalentes s

a) 1o fanmille (e,) est totale ;

To= ;Z: (zle, )e s ;
7 i 3 : . ,
¢) pour tout x¢E ,ona [xf*= 5 |(zfe, )| (identité de Porseval).
1€l :

Lorsgue T est hilbertien, ces conditions gont encore éguivolentes

a la suivante s

d) les on1ités (x[eb)zo pour tout ¢e I gntroftnent x=0 .

L!'équivalence des conditions a), B), ¢) résultec aussitbt de 1o prop.3.
L'équivalence des conditions a) et d4) lorsque E est kilbertien résulte

de la prop. du 91 .
Par abus de langage, une famille orthonornasle et totale (et) dans un

¥

‘espace préhilbertien E est appclée unelbése,orgponorma;g de E 3 clest
aussi une base orthonmormnle du complésé de E .
Pour qu'aécuné confusion ne se produisc cntre la notion de bage
orthonormalé et celle de base deiE sur lc corps K définie en
Alg. ,chap.II, §1,n%, nous dirons toujours par 1a suite qu'une
basc dtun espace préhilbertien E'; au sens de cette dernidre

définition, est une baose 2lrdbrique de E sur X .

Comme les Sléments dfunc famille orthonormalce sont distincte, on peut

. encorec appcler engsenble orthonormal l'ensenble de ces &ldments © les mots

3

de "base orthonormale" pourront donc sisnifier anssi bien un encenmble
orthonormal et total B gque la fanille définie par une application biuni-

voque d'un ensemble dtindices sur B .
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4. Orthonormnlisotion d'un encemble de vecteurs d'un eépace hilbertien.-

Théordme 2.- Pour tout ensemble orthonormal L dons un espoce hilbertien H
il existe unec base orthonormnle B de E contenant L .

En effet, soit,i) lt'ensenble des portics orthonormales de Z, ordonné
par inclusion. Cet cmsemble est de coractire f£ini (Ens. R, § 6). I1 existe
donc dons ;E) un enserble moximal B centenont T . Toubt revient & prouver

q&e B est un ensemble toial. Dans le cas contralre, il ezisterait un
vecteur y # 0 orthogonol & tous les vecteurs de B (prop.A), et en multi-
nllant ¥y par un scalaire, on peut supposer que }(yg . 3 alors, B Lﬁiy}
seralf un ensemble o:thonormul distinet de B et eonxenant L, ce qui

contredlt la définition ée B = dtof le théordme.

Gorollaire.u’ Dans toat espoce hilbertien, il eAiste une base orthonormal
. I1 suffit d!apﬁliquer le cor.2 aucas of I = ¢ -

Proposition 5.— Soit E un . espace réhilbertien, et soit (a ) .une famillg
libre dénombrable de vecteurs de B . 11 ex1ste uge famille ovthonmrm@le

{e ) et une seule dans E telle gue g

1°- poux tout entlec D ;»O le sous-espaee vecto;iel ggendré por

' est_identi,ae?

par

e1,ea,..gse? uAsous—es;acebvectoriel?e;nendréh

31}325°'°9apv'?v

2°- pour tout imdice n , {m e ) est réel >0 .

En effet, soit ¥, 1e sous-espace (de dimension n) ensendré par
Bg08p500048,0 8L B, = an+1“P¥n(an+@)’ Kb, .q est le supplémentaire
orthoronal de V dans Yn+?, donc, si les e, sa%iafcnt 19 condition 1°
de 1'6noncé, on dolt aveir e .. ~.A.hn+1 ; 1a conﬁition ﬁen+4§ =1 don:
%i?uite Lﬁf g n+@§§ ??,Et iz condition {aﬁ+1{en+j);>0 dcnge
J{éan+?§br+1};> 0 ; celo détermine conmplitenent A ’ et prouve par suite
quton pecut dé%er iﬂc par rTécurrence une fomille orthoumormale (e ) et

une seule de fagon a2 sotisfaire aux co quﬂﬁzons 10 et 2° de l‘énoncé.
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On dit que (e,) est obtenus per orthonor‘maliaatigg de la famille lﬁgﬁ

Il est cloir que le sous-espace vectoriel engendré per lo famille (en)
est :l.dentique an sous-cspace vectoricl engendré por la famille (a ).
En particulier, si (2, ) est une suite totale, il en est de nlne de (e ).
qui est donc une base orthonoz'male de E 5 d'of le corolleire :

oro;laire.~ Dan.s Hout _espace préhilberiicn E g__yp_e__gé_ngm_;hra_p_]‘g, i1
existe une bose orthonormele dénombrable.
I1 suffit de remarquer que dtune suite totale dans E, on peut toujours
extraire une famille libre totale (Alg.,chap.II,d 3).
Par contre, il existe des espaces préhilbertiecns ne possédant
aacune base orthonormale (exere.) A
Pour tout ensenmble dtindices I, désipnons por LK(I) l'espace hilbertzen
somme hzlberﬁenne externe ée la famille (K )zen s o8 K = 4 pour tout
zel, autrement dit 1’espace des :Eamilles- = (5 ) I d'6léments de K |

uyant pour ensem‘nle at indices I et tellés que Z <+ Co avee
2 5o
le ‘produit sealsdire (x}y) Z 5 ? L Le cor. du th.2 montre gue

tel

tout espace hilbertlen gur K gst isoworphe & un espace LK(I) _
Pronoszti.on 6.- Dens un espece hilb r‘bie E, deux boses orthonormales
c,ueleongues sont égui;ggtentes.

; Soient B et C deux bases Orthonormales de E . Le cas ot l’an des deux
ensembles B, C est fini est trivial, puisgutune base orthonormsle finie
est une base algztbrique de 1'espace- Supposons done B et C infinies.
Pour tout x€B , soit Ax la partie de C formbe des y €0 tels que

(z|y) # 0. L'ensenble A_ est dénombrable (prop.2). Pour tout y&C , il
existe x%e€B tel Que ye‘Ax s puisque B est une bose orthonormale et que
y f o, au‘aremént Qit, C est la réunion des ensenmbles dénombrables A, »
lorsque x gaseom B . Lz puissance de C est done inféricure & celle de -

e -




A

A
de WxB , donc & celle de B (Ens.R,é'?) s de mfre, la puissance de B

est inféricure & celle de C, ce qui achdve la démonstration.

Le cardinzl d'une base orthonozrnale quelconquedtun espace hilbertien
E est appelé 1z dimension hilbertienne de E .

Coroilzire 1.- Btant donndes deux bases orthonormoles dans un egpace'

‘hiibertieg E , il existe un antomorpaisme de E iransformont ls premidre
base en le seconde. .
Coroliscire 2.~ Xour gue les espaces hilberiiens Léti)‘gi ;g(J) soient .

1somorphes, il fout et il suffit ogue I et J soient éguipotents.
‘Remargue.- Supposons I infini, et soit J une partie de 25 distincte

de' I et équipotente al. L'espace QK(J) a'identifie & un sous-espace
de LQ(I) distinct de LK(I) Jone un espace Vilhertien.E de dimension |
hllbertlenne infinie est isomorphe & un sous—espace vectoriel fernd de B
distinct de 71,‘ ' .

Exercice.

' Soient E un espaee préhzlbertien, (E ) une famille de sous-espaces

VerOflels eomplets de E , bien osdonnée par 1ncluszon, felle que la

oo

réunion des E —;{@ni+ partoat dense dens E . i eﬁléteﬂuﬂc hase orthonormale

(£ )a.e e de E pessédant 1=z p"opmété sui.vau’cc }: pour ‘i;otzt 1L 5 1'ensem‘n1e '
des f aypartenaﬂt a E est une base orthonormale de E . (Gon31dérer

les sttemes srthcnormauz S de E tels que tout vecteur de S n'appartensnt

‘p@s a E, soi% erthogon@l a E, , pour tout < { envisagez un tel. systénme

maximal). Dédulre &e 13 une nouvelle démonstration de Ia prop.5 .




