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iy > ATLGEBRES DE LIE SEMI~SIMPLES.

1878  porpie
Critére de semi-simplicité de Cartan.
§ 1 - Algbbres résolubles et algdbres nilpotentes.
1 - D6finitions.

Soit g{, une alzgtbre de Lie (sur le corps complexe, i.€¢ «¢.). On pose

’.‘-*[gz»zr] gt =g ]
, =Lgg] =[2: 4]

; On dit que cZL est résoluble si g( =0 pour un entier n § on dit que
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? est nilpotente si gﬁn = 0 pour un entier n .

Pour que g soit résoluble, il est nécessaire et suffisant quton

niigse trouver une suite décromsante de sous-algbbres
gzﬂig'wz .a.;%nz ,

telle gue chague terme de la suite solt un idéal dans le précédent et

qﬁze Xs g /OL soit abélien. -

I1 s'ensuit quune alveb.ce nilpotente est resoluble. On notera asussi
gue, pour gue cg, solt nilpotente, il est néceseaire et suffisant qu'il
existe vn entier n tel gue

24(X,)...08(X,) =
guels que goient les X Eg_ :

Si V¥ eot un espace veetonel 1'expresszon figolit % une algebre de
Lie dans V" sers utillsée au lieu de %soit ? une sous-algdbre de Lie
de l‘albébre de Lie g@ (V) n .

2 — Théoripme de Lie. .
Soit g une algébre@e_ Lj.e dans V § une forme linéaire A sur g est

dite un poids si lc sous-espace V() ) formé des a€V vérifiant

-
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Lemme 1 - Soient % une olstbre de Iie dons V de dimension finie, # un
idéal de ? J\_ un poids de 44 ; alors le gsous-espoce V(J\.) est
invarient por % '

Soit en effet 2eV(A) non nul, et posons

g, = ng
pour un X€ g- « Liontrons par réeurrence sur k qu'on &
(1) n‘%: = .A.(Ir) %: mod. & _'o.boo,%: 1

pour tout W e 3 la relation est triviaie pour k=0 putaque ge VM.)
si elle est démontrbe pour k-i s 11 vient

”% ey 4 ’"[“'x]-a-kz + ey, 4

Alr e, +me:ak_, (mod. & _o,...,gk_z,xg‘_z)
dtolk immédistenment (1).

Ceci dit dési.gnons par k le plus petit entier tel que 2 soit eomb:l-
naison lindsire de ‘_q'._a,...,.a_;,g 4 3 1e sous-espaee E engendré par ceuxz-ei
est alors inveriont par X (trivial), et dtaprds (1) il 1lest susei par ¥
de plus i1 est clair d'aprds (1) que, dans E, I se re’méeehta par une
metrice triangulsire domt la diagonale principale cst formSe de termes
tous égaux & A(I) ; done on & Tn z(7) = k. A(H) 5 nais comme ¥ et X
conservent E on o TrE([II,x])- ; on en conelut que

Amz]) =0 '
quels que soient Newn ,X e Qﬁ
Etont donné gqu'ton 2 la relastion
Mg = [1,Xx] g + M -.M[n,x] Ja +A(NZg
le lemme est donc démont:cé.

Théorome 1 (Lie). Toute plsdbre de Lie rdsoluble dans un esnoee veetoriel
V posstde ou moins un poids. :
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Soit en effet une algbbre résoluble g de dimension n dans ¥ ; pour
n=1 1le théorlme est +trivial (lemme de Schur) ; supposons-le démontré
pour les alglbres de dimensionén - Comme ¢f/est ## y s on peut trouver
dans g un sous-espace 'f de dimension n-1 contenant g/ s 11 est clair
gue -{ est une algstbre résoluble, auguel stapplique donc le théordme.

Solt J\, un poids de f s le sous-cspace V()\\.) correspondant est inva-

riant par }7 (leonme 1) 3 soit alors Xé% non dans f 3 X posséde an

we

moins un vecteur propre g dans V(_)g,) $ on a done des relations

Ho =A(H)z pour HEé 5 Xﬁ_:./\.;gi H
comne (012 est sonme directe de 5 et des multiples scalairves de X 11 est
ckair gque g est un vecteur propre pour tout Yé% , Glot le théordme.

Corolliaire 1 - Soit g une alpdbre résoluble dans V : il existe une Dhase

de V par rapport & loguelle les patrices des X ég sont toutes tris

Si aim{V)=? , ctest clair. Supposons alors dim{V)=n et le thdordnme
dénontré pouxr M : s0it g un recteur propre commun asux A€ ff; : soit
vt le sous-espace formé des multiples de g « Comme V! est invariant
par g;; ’ % définit upe algltbre de Lie dans V/‘V? s laguelle, é&tant un
quotient de ? , est évidemment résoluble. Comme dim(V/V!)=n-1 on
peut done trouver une base de V/’\T' par rapport & laguelle les él'*men»s
de cette nouvelle slglbre sont triangulaires. Il est clair que le
corollaire résulte de 13 .

Corollsire 2 -~ Toute représentation irréductible d'une alzdbre résoluble

est de dimension un .

Résulte trivislement du théordme de Lic et du fait que llimage d'une

alzdbre résoluble par une représentation est encore résoluble.
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5 — Théordme d'Enzel.
Lemme 2 - §_q'i_‘§g, une alrdbre de Lie 3 si tous les opérateurs éd(X),
X eg' » Bont nilpotents alors g est nilpotente. =~ -

liontrons d'abord que Z est résoluble. Pour cela désignons par f :
unc sous-algdbre résoluble maximol: de g 3 les opérateurs ad(H) ,Hef E:

conservent f s donc apgissent sur g/-ﬁ » de sorte qu'on définit ainsi
une représentation de f dans y/f ; comme 7 est régolubie cette
Eepéésentatien gongerve au moing un sous-espzce de di.me‘nsion 1 de
(dans lthypothdse ok gf/f n'est pas nul). Done il existe X e}
non nul tel qu'on ait des relations e | |
[H,X].—':‘ AE)X  med. f , et méaie =0 _mod; f car ad(VH)'

est nilpotent, pour toizt He zf . Ilvest claii que le Sous-espace engendrs
par f et X est alors une sous»algﬁbie régsoluble de 31 - Comme 5 dtait
maximale, on sboutit & une qcﬁtradietion en supposant g/ 5 non nul.
Done g est résoluble. - ‘

Cela dit, le corollai,re T du théordme de Lie monire l'existence d'une
base 4; de g telle qﬁ*on.ait des relations de la forme |

| 2d(X)4, = )Li(xgai modeAy yees 4, 4
pour tout X 6-3 3 comme 2d(X) est nilpotent il vient en fait
ad(X)Ai.?-. mod. Ay ,ecephy 4

si 4 est de dimez;sion n on a done eaA.rl(X1 )...ad(xn)=0 queis gue soi_ent
les Xi, dtod le lemme.

Lemme 3.- oit X un endomorphisme nilpotent dans V 3 slors 2d(X) est
nilpotent dans g-e (V). '

Cor 24(X)PA est une somme de termes de 1la forme + xlaxd avee i+i=p .
Théordme 2 (Ensle) - Soit % une alpdbre de Lie dans V ; si tout Ieg
est nilpotent, 9. est nilpotente. |
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Cela résulte aussitdt des lemmes 2 et 3 .

4.~ Almdbres de ILie nilpotentes d'endomorphiemes;

S0it A un endomorphisme d'un vectoriel V (de dimension finie, comme
toujours jusqu'd nouvel ordre). Etant donné un sealaire A s on désigne
par V(A3 A) ou simplement par V(A) llensemble des xzeV tels qu'il
existe n vérifiant

(A= )P =
I1 est connu gue V(A.) est un sous-espace, et que V est somme directe
des divers V(./\,) non nuls. De plus, V(.)L) est invariont par A , et A-A
est nilpote_nt dans ‘V('.z\.), en so:c'te gue la seule valeur propre de A dans

T(A) est A .

Lenme 4 - Soient A et B deux

endomorphismes de V tels gue
2d (A)5B = 0

pour un entier k 3 slors B conserve les sous-esps

(on pose dtune manidre générale ald‘(A)B =[A,B}).

Si k=1 clest t'é'-ivialvpai squlalors B permute & A . Supposons alors
le lenme démontré pour k:-1 . Lt oyérateur c _[A 281 vérifiant
ad(A)L"1 = 0 consecrve V(A,A) D'autre part, on a dans V(A; A) une
relation (A-A)P=0 ; utllisont l'zden’cité

(-X)%B = B(a- )% + Z (8- A)2s=1 q(a. }.)

on voit imméaia‘cement, en relcgﬁoda f2it que C conserve V(A jL), gue
(A- A )QZB =0 dams V(A;A) pour g = 2p. Done B conserve V(& ;.)L).
Théorbme 5 - Sdi‘b 4 une s alrstbre de Tie nilpotente dans V pour chsgue
poids A de % s 80it V{)L) l'ensemble des 2 €V gui pour un n convens-

ble vérivient ,
(X-A(X))2a=0" pour tout X€4 .

Alors les V()\,) sont des sous-espaces, et V est somme directe de ces V(A).
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Le fait que V(A ) solt un sous-espace est trivial ; de
(X-A(X))Pg = 0 et (X-A(X)%=0

résu}.’ce en effet R
(Z- A (X)) P (g4p) = 0 .

Pour démontrer que V est somme directe des V(JL) il Zaut tout

d'abord montrer gue ces sous-espaces sont lindsircment indépendants.
Or désignons per ]Lig..eg}i,r les divers poids, choisissons un g,
dans chague ‘V(Ai), et supposons &y +ooot g, = 0 . Conme les formes
lindaires )ti}sent deux & deux distinectes, il existe un VX e%' tel que
les nombres J\’;*; z)@,i{}z) sont deuz & deux distinects ,il est clair que
éiéV(X;Jai) ; mois les V(Xy;i) assoeids & des valeurs ’})repz-eé deuxt &
deux distinctes de X sont indépendants § dome il vien".’t‘,' gizﬁ , ce qui
prouve notre asser’siona >
Reste & montrer gue V est lo sonme des V{A), ce guion va faire par

réourrence sur n = dim(V’); Supposons tout diabord gue chaque Xég,
posséde une seule valeur pr'opre' &ans V'; alors il est‘ clair que % ne
possdde gutun poids A et gue, pour X € Z A(X) 'eé% g,__a; valcur propre
| de X dens V 5 on a alors V = V(A ) dtaprds le résultat correspondant
~sur les matrices. Supposons mamtenan‘c guton puisse trouver Aé?
nogsédant au moins deux valeurs propres distinctes dans V . Conme g
est nilpotente on & ad(B)SA = 0 pour tout B e 2 et un k convenable ;
done (Lemme 4) les sous-espaces V(A;)&.) sont invariants'pai' gz 3
conme ils sont de dimension KL n; le théorlnme stapplique dans chacun

dteux, dtot évidemment le résuliat cherché pour V lui-nBme.
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¢ 2 - Sous-alpdbres de Cartan.

1 - Décomposition dlune algtbre de Lie par une sous-alptbre nilpotente.

Dans ce § , on désigne par g_ une olgbbre de Lie sur un corps algé-
briquenmcnt clos de carsctdristique O et par 5 une sous-algdbre nilpo-
tente de 4 . '

Ztant donnél une forme lindaire o sur f , on désigne par gL(a) le
sous-cgpace des X € % tels qa’il existe n vérifiant
(d(B)-a(H))?X = 0 pour tout H e*f e

On dit que o est une racine si ?(cx,) #0 .

Diapres le Théoréme 5, gl est somme direcie des divers %(a) .

I1 faut aussi remarguer que, ad(H) étant nilpotent dans 7{)? s L& s0US~-
gspace gf.(o‘} as.sac:i’:é & la racine O contient 5 - Le but principal de
ece § est de montrer gu'on peut choisir { de telle sorte gque Q(O)z é s

on dit alors que ‘5 est une sous-algdbre nilpotente rdgulidre ou une

sous-alpbbre de Cartan de - .
[g(m), g;{ﬁ)} . gz(:x-!-ﬁ) guelles gue soient « et B .
In effet on a2 dtune manidre générale
(ed (B~ (E)-p(H))[X,¥] = [(aa(m)—a(@m)x,¥] + [Z, (e (®)-p(E))Y
dtol plus géndralement résulte que (ad(ﬁ)-a(ﬂ)-{%(ﬁ))P[X,YJ est combi-

TLemme 5 - On

)

naison 1inéai:c-e4 des evochets de la forme [(ad(ﬁ)-oc(ﬁ))kx,(ad(H)-@(H))p"kYJ
O£k ¢<p - Le lemme résulte trivialement de 14 .
Corollsire - ?(0)

est une sous-alsdbre ; g ({a) gt Z(P) commitent

lorsgue o+ n'est pas recine.

2 - Sous-a2lsdbre de Carian ensendrde par un &1ément részulier.

Pour démontrer llexistence de sous-alglbres de Cartan, nous aurons

besoin de 1s notion suivanite (analogue & celle de "point générigue®)
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Définition - Soit X€¢ ; solt 2 ,(X) le sous—espace de aesocié a la
va‘]_._eur propre O de 24(X), i.e. l'ensemble des ¥ vérifiant 2d(X)%Y =

pour au moins un n 3 on dit gue X est vun Slément répulier de gz g__i;___g
dimension de go(X) est miniman.

Théortme 4 - Si lo sous-sligibre nilpotent f contient un 6iément régulier
H , glors la sous-alstbre 'g,(O) est nilpotente et on a 9:(0) = go(H).

(i). Posons
Z % (@) .

Diaprés le lemme 5, le sous—espace % est inveriant par g(O) Pour -
X € gL (0), seit D(X) 1le déterminaont dans g de ad(X), et soit B
l*ensemble des Xe gL(O) tels que D(X);éo . Gomme D(X) est évidemment

un nolvnﬁme en £, E est un sous-ensemble ouvert de g(O)

(ii). E n'est pas vzde. En effet, les racines o &bant en nom‘are £ini

il ex:.ste Hef tel que a(H)/:O ‘pour toute racine a f 0 s 11 est elair
’qu'alors ad(H) ne nossede dans % gue des valaurs propres non nu.lles, ;
done est invers_ible dens y s Aot HEE et notre assert__ion.

{1i1). Pour Xe¢E , considérons le sous-espace g(o(x). Puisque aa(X)
conserve les Soug-espaces g (O) et ? s Supplémentaires ltun de 1tautre,
et comme 2d4(X) est inveisible dans g , il est clair que

g.o(X) < 7(0) Il est par a:.lleurs clzir que He f implique

g.lH) D g) .

(iv). Soit slors H un lément régulier de ¢ contenu dans 4 . Pour
XeE on a d'eprds (iii) la ;-e}.ation go(X) c;g(Q) c:g.o(H) $ comme
g;o(H) est de dimension minimum il s'ensuit que go(X)'é 9 (0) pour
tout XeE . Done, ad(X) est nilmtent dans g(O) pour tout X€E .

On voit aussi que g;(O) -gfo(H)

s
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(v). Pour Iey(o) désignons par f(X) la rectriction de 2zd(X) & %(O).
Si X€E on a d'aprds (iv) les relations Tr ¢ (X)P=0 pour
P =1,000,dim %(0) or le premier membre est un polynbme en X ¢ g(O) 3
puisqu'il stannule sur E ouvert non vide il est identiquement nnl.
Done f’(X) est nilpotent pour tout Xég(O), de sorte que gL(O)
est nilpotente (Lemme 2).

Corcllaire - Soit H un élément répulier de y 3 alors daz o(H)’ ensemble
des X € ch vérifiant une relation de la forme ad(H) = 0, est une
sous-alabbre de Carten de g .

En effet, soit 5 une sous-algdbre nilpotente moxipsle contenant H
(Ltexistence de ép est évidente) ; dfaprds le théordme 4 , l2 sous-algtbre
?(O) associde & 1; est nilpotente ; comme elle contient f , on a done
;?e = gz(o) de sorte que 7{ est une sous-algdbre de Cartan. Conme

dtanrds le Théorime 4 on = g,/ {(0) = %O(H), le Corollaire est démontré.

§ 3 - Critdres de Carian.
1 - Forme de Xilling.

On introduit sur % ie produit sealaire ("forme de Killing")
< X,Y > = Tr[ad(X)ad(Y)]
on a naturellement 1'identité
< 2d (X)Y, Z> = -<Y,ad(X)Z>
Lemme 6 - Seit # un idéal de % 3 guz w , lz forme de Killing de %

coincide avec celle de 4 -

Soit en effet Ay (1€ 1< n) une base deg dont les r ﬁremier
é16ments constituent une base de 2 . Soit (eij) lo matrice de
2d(X)ad(Y) par rapport & cette base. Si X,Yen s 28(X)2d(Y) applique
cb‘aqg.& A, (1£1¢n) dans 24 ; on a done ¢,,=0 pour LiSr , d'of le lemme.
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On choisit une fois pour toutes une sous-aleebre de Cartan -f .

Puisque %(O) = f s on a donc une décomposition
—1
g=%+ 2, Ha)
X # 0
de % en sonme direete. On désigne par Y (a) lo dimension de g(oc).

Lemme 7 - Pour X,Ye f on o

LX,I> = Z Aa).alX) alY) .
Por polarisation on peut supposer X =Y . Alors ad(X)ad(Y) = ad(x)2

poss&de dans %(oc) la seule valeur propre .a(X)a , la formule & démbn—
trer est done triviale. | | '
Lemme 8 - Soient o et B deux racines, o # 0 ;A_g_g._g__;g(resp.q) le plus
petit (resp. le plﬁs grand) entier tel_ gue f+p.a (resp. B+g.o) soit
racine. On s alors %A
| . g 9(;3+1»:.a)iﬁ(ﬂ)-:-k.a(ﬁ)}'éd;
pour tout H E.[%L(a), 3—'(‘3_)] ' s

Formons enAeffet ile squs-espace V , somme direecte des g[(p«f-k..cx.) pour

p<k<qg , et supposons H -_-.[X,Y] avec Xégz(a),Ye A (-a). Comme ad(X)

anplique gl(y) dans g(ym), et comme ?(ﬁ+qm+cx)=0 y On voit que V
est inveriant par ad(X) ;5 et par 2d4(Y) pour unc raison analogue.
Comme ad(H) =[ad(?£),ad(¥)] on en conelut gque Iry ad({H) = 0 . Or
'ad(H) possdde dans % (Btk.a) la seule valeur propre vﬁ(H)H«:.a.(H) 3
dtoh le lenme.

2 - Alpbbres dont ls forme de Killing est nulle.

Théordme 5 - Toute alpbbre de Lie dont 12 forme de Killins est nulle
est _résoluble. |

Soit en effet g une telle algdbre. Il suffit de faire voir gu'alors

gg’f %; esr gi clest démontré, puisque la forme de Killing de g}l’ est
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aussi nulle (lemme 6) on aure % “d % » et alinel de sulte, et g sera
résoluble.
Supposons alors gl, =gL s aiors on a % = Z [e}(a), g{(ﬁ)] (on ineclut

dans lo sommotion %(O): 5 )s et conme Zgz(a), %({3):{6%(“*'(3) on en
déduit immédiastement que

) f=2[g@, g-a)] =]4,4]+ Z [W“) gl-a)]
On va en déduire que g, ntadmet que la racme 0 -~ done que % é
“P contredit ;Z = gi .

Jolt en effet f une rocine. Il existe au moins un X E% non nul

ce qui évidenmment ddémontrers le théordme car % =

vérifiant g;ﬁ,X} = B(H)X pour tout Hé‘é (théorime de Lie) 3 on en

[

18dult déjad que toute 5’{%‘,5} » Reste & montrer,

dtanrdes (*), que toute racine stanpule sur [?(a), ?{«a)j quel gue
soit a # 0 . |

Or soit He L%(m), cz(«oc)} d'aprds le lemme 8 on 2 une relation
de la forme

' BUE) = o 4 -a(E)
ol ®y,B est un nombre rationnel. De 1'hypothdse <E E>=0 et du
1emme 7 résulte dome «(H)“ Z Q{Q)c ﬁ =0, d'olt a(H)=0, et par
sulte aussi B(H)=0, ce qul acheve la démonstration.

5 ~ Alpdbres semi-sipples.

Théordme 6 - Soit g; une slrdbre de Die 3 les deux D opriétés suivantes

guivalenies

(I) ¢ g, ne contient ouveun idésl résoluble 3

(II): 1o forme de Killins de Z}:

Seit % 1l'emsemble des X tels que <X,Y>= 0 pour tout Y ; il est
innédiat de vérifier que 7z est un idéal de % 3 12 forme de Killing
de 72 est nulle (lemme 5) 3 done 74 est résoluble (Théordme 5). Par suite

I implique II .

B,
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Supposons réeiproguement que g/, posstde un idéal résoluble 44 . Alors
posstde un idéal ghbdlien non nul ; soit en effet p le plus grand entiex
tel que %(p) # 0 3 il est clair que %(p) est un idéal de g , et est

abélien puisque W(P"H) = [%(p),%(p)J est nul .

Ceeci dit, soit ¢4 un 1déal sabélien non nul de'} ; solent Xen ,
Yé% s soit A une valeur propre de 2d(X)2d(Y), et U un vecteur propre
correspondant § on o [X,[Y,U] =AT ; mais comme U est un idéal on g
Uen si L#0, done [Y,U]es , done ﬁ{m@k{mwjzo
puisque ¥ est abblien ; done A = 0. Par suite, on a ITrad(X)ad(Y)=0
quels que soient X e€n |, YégL s de sorte que (II) implique (I).

Une alzbbre possédant les propriétés énoncées au Théordme 6 est
dite gemi-gsimple.

On dit qu'une alglbre 9 est gimple si elle est de dimension >1 e%
nladnet aucun idéal non trivial. Une telle alzbbre est semi-simple § sinon

D

e contlendrait un iddal résoluble non nul, done serait résoluble, don

1l
>ontiendrait des idéoix mon triviauxw.

]

Comme tout produit direet d'slgibres seml-cimpies est semi-simple,
ainsi qu'il vésulbe de 1o conditien {II) du Théordme 6, il est clair que
tout produit 4'algdbres simples est seni-simple. Réciproquement
Ihéordme 5 bis -~ Toute alsdbre de Lic semi-simple est isomorphe éﬂ
prodult direct dlalsdbres de Lic simples.

Hontrons d'abord que la reprdsentation adjointe dfune alsdbre semi-
simple gL est complotement réductible. Soit ¢ un sous-egpace de
invariant par les ad(X), i.e. un idéal de gz s soit 4 l'ensemble des
Xe % orthogonaux & UL relativement & la forme de Killing de gZ ;3 i1 est
évident que £ est aussi un idéal de 9 et que dim(%)%dim(@)} dim(g) :
donc tout revient, pour monirer que # est un supplémentaire de of , &
établir que % = wNH est nul. Or # est un idéal de gz s Sur leguel

la forme de Killing de % est évidemment nulle ; done (Temme 6 et Th.5)
- % est résoluble, d'oh % = 0 et la compldte r&ductibilité de 1o

représentation adjointe. - .
Cela 4it, or peut décomposer ¢ en somme directe d'idéaux minimeux
Z; 3 comme ft;i : 323;] c_giﬂ?j =0 pour 1 # J , llensemble des
ad(X), Xég ¢ coincide sur 9}1 avec l’ens}eﬁble des ad(X),X e %Li 3
done la sous-alzdbre gzi-est sin 1e, et comme les %i conmutent deux
& deux le théordme est démontré.

[92]
ot
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2508 pontie,
Structure des algtbres semi-simples.'

: o § 4 -~ Décomposition de % par une sous-algdbre de Cartan.

Dans tout ce § on désigne par % une alpgdbre semi—-simple sur le corps
eomplexe et par f unce sous-alzébre de Cartan de gL Pou.r chague racine
« de g, par rapport & f 11 existe, dans le sous-esyaee 9:(0&) corres-
vondant (défini an $2), un &1ément E, vérifiant -

(1) (5,5, ] = atmz, i o

pour tout He '% - (théortme de Lie) ; dans ce qui suifbf;bn‘ suppose E
choisi une fois pour toutes.

Lomme 9.~ ¢.(®) gt orthosonal & 4 (B) mour atB # 0.

Soient en effet Xeg(o:.), YG LB} Alors ad (X)ad{Y) applicue %(y)
" dans g,(a+{3+y) ; si done on prend une basc de g, tadaoptée® & lg. décom-
nosition suivant les g,(y) on voit que tqus les termes diagonaux de
2d(X)2d(Y) sont nuls. Done Tr ad(X)ad(Y) = 0, ce gui démontre le lemme.
Lemme 10 - Lo restriction &
'dégénér.ée. ‘ v

Car gi un He ﬁ est orthogzonal & 5 2?(0)’ il est orthogonal & }
diaprds le lemme 9 5 done E = 0.

2 de Killine de ¢r est non

Lemme 11 ~ Soit ¥ lz dimension de ,é $ il existe r rae,ines lindairement

indépe ndantes.

Dens le cas contraire, il existersit un H non nul tel qb.e a(H)éO

pour toute _raéine @ ; mais comme on a la formule
(2) LBED = 2 J(a).a(H)(H)
(lezame»"('). on voit que E serait orthogonal & ﬁ’ s contrairencnt an

lemme 10 .
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Lemme 12 - —6 est une sous-alztbre abélicnne moximale de } o

in effet, il est clair que toute racine s'annule sur,[-g ’ 7{] 3 done
[f ,ﬁ] = 0 dlaprdo le lemme 11. Que 70 solt abélienne moximale résulte

alors de la relation '@ r—%(O), laguelle montre en particulier que tout
élément permutont a ‘yp est dans "5 .

Lemme 13 -~ B1 o est racine, il en est de mBme de -a .

Cela résulte du lemme G et du fait que 1la forme de Killing est non
dégénérée. |

Zn féison du lemme 10, on peut identifier lt'espace vectoriecl f et
son dual ﬂ-*; autrement dit, pour toute forme lindaire A sur g 5
il existe un By e ‘5 et un seul tel que
(3) - AE) = <LEE >
pour tout He ‘6 . On 2 en particulier deé éléﬁents H& associds aux
racines o . J'autre pard, on peut définir un produit sealaire dans —5*
& liaide de la formule |
(3t) <.A. s P>=<H?\ s H;L > -

Lepme 14 - 81 E vérifie (1) et si X, € (f}('a} on g

== “u
W [ma]e<ma > .
Solt H le prenier membre ; il est dans ‘7? en vertu de
[9(a), glé-o:,}:{ c90)=% . Pour B ¢F ona
= B 3 = E | N = N, e

LHHE 5<[ba,x~a_§ H > =g B By | E = SHNCELE > 3
{4} résulte donc de liunicité de HY .
Lemme 15 - Ona a(H!)#0
Comme Eoc n'est pas orthosonal & g'(ua) (ceci parce gue dans le cas

contraire E& serait nul, en vertu du lemme 9), on peut choisir

X—-C’- € 3{_(-&) tel que 1l'on 2it
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(5) [E“,X__a] = B
(utiliser ‘le lemme préeédent).
Soit alors § une racine non nulle ; 1a relation (5) montre gu'on peul

anpliguer le lemme 8 & H& s A'ol résulte que B(H&) est le produit de

a(H') par un nombre rationnel. Le lemme 15 résulte done du Lemme 11.

Lemme 16 - Pour toute rocine o non nulle, lc sous-cspace g_(a) est
de dimension un .
Tout revient & prouver gue. chague Yeé %(oc) est propo:c'bionnel 2 E .
Pour cela, choisissons X_, de fagon & avoir (5); et posons
T, = ad(8,) Y 5  H=adlx)v
de sorte que He '6 et gue Y appartient & la racine (k+i)a . Utilisani

les formules de commutation (1) et (5) on vérifiec sans peine qufon a

(5) | ea,d(X_m)_Y1 = —a(H)Ea - ad(H&)Y _ ‘
(7)) 2dlZ_)Y, = Skt JalBY )Y, -kead{B1)Y, , , k22,

[lais comme il n'y 2 qu'un nombre Fini de racines, il existe un k tel gue
Yk-1 f o, Yk =0.81 k»2 , la formule (7) s'applique et montre que
Y,_, est un veeteur propre de ad(H!), associé & la valeur propre
%(k—‘! )a(H&) s mais P é-?(k.oa), et dans ce sous-espace 12 seule valeur
nropre de ad(H&) est Vk.cz(H&) 3 conme a(‘H&) f C on doi%t donc asvoir
-;-(k~1)=k s ce qui contredit i'hypothése‘ que k 22 . Done on a
k=1 , f.6. Y,=0, ce qui d'aprds (6) monire qu'on g

[B: I] = —a(m)E,
de 1& et de (1) résulte que 11614ment
@(HL)Y + 2(H)E,

]

de g(a) vérifie [H&,Z]-—: 0 3 12 seule valeur propre de ad(Hg") dans
J (o) étant e(H!) 7é 0 on en conclut que Z=0, ¢t comme a{Hl) #0

6n a démontré gue Y est proportionnel & Ezz. .
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Remarque - Les résultats qu'on a2 obitenus montrent que les sous-alpdbres
de Cartgn f de 7. posstdent les propriétds suivantes

(1) 7? est une sous-algdbre abélienne meximale de g s
(11) ¢ 1les opérateurs ad(H) sont semi-gsimples.

Réciproguement, toute sous-alzdbre f vérifiant (1) et (1i) est une
sous-alztbre de Cartan 3 car f étant abélienne est nilpotente s de plus,
les opSratenrs ad(H) &tont seni-ginples, le sous-espace % (0), formé
d'une manidre générale des X € Y vérifiant une relation ad(E)%X = 0
quel que seit He ;? -, est évidemmen’s formé des X tels que ad(H)X = 0O,
i.e. des X qui commient & 7? - 'comme f est abélienne moximole on o
done %(0) =-€ » ce gui démontre notre assertion. |
Lemme 17 - Soient a et B deux racines non nulles 3 supposons gue B ne
501t pas un multiple entier de « . Solent p et q le plus petit et le

plus srand entier tels gue f+p.a et p+g.2 goient racines. Alors

BHz.c st racine pour p<k<qg ; ongs
. : 5
(64

3

(8) ~8 = = ptg 3

en perticulier, _
BIEL)

{9) _ g -2 ﬁEﬁEgT '

est aussi racine.

Désignons en‘ effet par [p’,q'} le plus grand intervalle contenant ©
et tel que P+k.a so0it racine pour tout ke[p',q']  on peut alors
appliguer aun sous-espace somme des gz(p-i-k.a,), P'S k<q! , le raisonne-
ment du lemme 8 ; é§;:°‘§i 1a relation A.

9({3-!—1{.&){5(3&)-5—]:.0&(3&&)} =0 ;
mais comme B n'est “pas un multiple entier de @ on & ¥ (BHc.a)=1

(lemme 16}, de sorte qu'il vient
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(10) Z $ BUEY )+ (Ey)} =

maintenant, soit P le plus petit entier tel que p+p.a s0it racine.
On a évidemment p<Lp' , et on peut encore appliquer le raisonnement

du lenme 8 au sous-cspace somme des }/((3+kocx) pour pLkgqgl § il en
résulte, si p'>p et en tenont compte d¢ (10), qu'on &
'}

ap'~1
(11) ﬁ g(p+k.a)§Lp(H&)+1:,a.(H£)J?.= o .
&:p
Or (10) implique comme on le voit facilement
(12) B(HL) = - %- (pt+q')a(H!) |
1 ; 2y .
POSa?t 5 (p'+q'£z.n' on veivt gque (11) s'écrs,t, dtaprds o(H!)#0 .
{l=n). P(B+k.a) = 3 ‘
mais clest absurde zmisq;.e tous les ternmeg de ecette somme sont des
entiers < 0, et gutun au moins d'en’cre eux (celui pour lequel k=p)

est L0 .

" On a done p=p'! ; de 12 nfme manitre on montre gque ge=q! . Iz formule
(8) résulte alors de (12). D'asutre part comme p<0<q lc premier membr

de (8) est un entier k compris enire p et g § par sulte, (9) est racine.

Lemme 18 - @ et -a sont les seules racines Eopbrtibnnelles & a . .

Solt en effet f§ = c.a =BEX une racine proporicionnelle'& a . 51 ¢

n'est pas enticr le lemme 17 sigpplique, et montre qaé' 2¢ est entier |
done 2¢ est enticr dads tous Lles cas. Puisque o = “'fa"f‘;& o 11 en résult
aussi qge 2/0 est entier. Donec ¢ ne peut prendre 'c;ﬁ,e les valeurs
%, 1, 2 et 1§u§s-oppcséese On va exelure ie cas e=2 (ce qui excluers
:; = <2 en veirim_. du fait que -u est racine, ¢ = % en vertua du fait
gue o = 0“1(3’_, é‘%: finalement démontrers le lenme).

Or soit g le plus grand entier tel que gq.¢ soit racine. Considdrons

le sous-espace V = %(—a)-&-...-ﬁ- ?(q.a) s choisissons Eaégp(fx) et
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E_aeg(-a) tels que [EQ,E_“J:: B} - Puisque 9 (ga+4x)=0, V est invoriant

por ad(Ea) s puisque ad(E_a) annule g,(-a) en vertu du £7it que
g(-—a) est de dimension 1, on voit que V est aussi invarisnt por
ad(E__“). Il s'ensuit que Try ad&(H')r-O, autrement dit gquton a

~¢(H) + a(HY) + 2 Y pekea(BL) = 0 oa Vi = k).
Comme a(H!)#0 il vient done 2 92 +ooot qu =0 , ce qui est absurde
et démontre que g =1 3 d'od le lerme.
Lomme 190 — 81 a,p et o+ sgont des racines non nulles on a
[#te), 3e)] = gtass).

Supposons en effet que 2d(E,) annule G(B) ; solent p et g comme
dons le lepmme 17 et formons V =g([3+p2)+...+g(ﬁ) s V est trivialement
inveriant par ad(E _d), et par ad(E“) en vertn de lthypothdse faite
done Trv ad(ﬁé) = 0, ce qui donne

2‘: § plEyHeaEy)} = 0
on o done &#’
B(EY) = - L pea(Hy)
comparant avee (8) on voit que 1l'on doit avoir pHg = p, i.e. @g=0 ;
mais cela contredit le fait que'ﬁ-t-a est 'racinee
Résumant (partiellement) les résultats obtenus, nous pouvons done

énoncer le
Théordme 7 - Soient ? une alsdbre semi-simple ef '5 une sous-aolsdébre
de Cartan de % . Alors '5 est une sous-alsbbre sbélicnne moximale de g,

et les opéroteurs ad(H), Heﬁ s Sont tous semi-simples.
En outre, pour chague racine non nulle o Q_g 3[ par _rapport & -6 »

il existe un Hae ﬁ et un seul tel gue
a(Ea) = 2

et _tel gue 1o forme lindnire H—»(B,Ba> goit proportionnelle &
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H--;a.(H). On_peut en outre trouver des xaeg tels que g soit
soustendu por ‘; et los X , et %els gu'on ait des formmles de
commitation de 1o forme suivante

[8,X,] = atB).X,

[xa 'x-cc] =3,

[x ,X] gi a+f nlest pes racine §
B LA el a+p est raciss, sves Bo,5 70 -

Bnfin, si a et B sont racines, il en est de mBme de p-BlHEg)ea .

Bien entendu, tout o 6t6 démontré - sanf 1texistence des H, 3 eeax;ci
sont donnés par

2 . .

= Bt .
o o
Sl a{H&)_ E

§ 5 - Systimes fondamentaux de racines.

Lerme 20 - Soit -5 o ilensemble des combinsisons 1inéai.res b coeffi-
cients rotionnels des E, ; glors 1o restriction & 5 o 2e la forme de

Killing est une forme guadraotique rationnelle et définie-pgsitive -

1s dimension de 7? o 2br le corps rationnel est Goale & celle de f
sur le corp__s_ cogplexe.

D'apr"«s lc lemme 7 et le fait oue les .aoug-espacee %(a) sont de
dimension un, on 2

(13)  LHHES= D p(E) plE') —Z<H é_>-<ﬁ',ﬁ‘§>

pour H,H'e ‘5 s dtautre poart le lemme 17 montre qu'on a

(14) < H, By>= ey g . £HY, :
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ot les e, B sont des nombres rationnels. Appliquant (13%) pour H = H'= H}
2

et utilisant (14) on voit d8jd que les nombres <H' > sont rationnels,

donc aussi les nonmbres <H' ’Hﬁ> donc aussi les nombres <H ’Hﬁ>

il s'enspit que <H,H'> est rationnel pour H,H!'e f . Pour HE€ f

on voit anssi que les < H,H} > sont rationnels, en sorte que, dlaprés (13)

on a LH,H!'> >0 pour Hefc » €t que <E,H> = 0 impligue

<H,H' = 0 pour tout § , donc implique H=0 d'aprds le lemme i1 .
Jmfm, soient %y (1€igr) =» racines linda alrement indépendantes

sur C 3 les produits sealnires <I~I“,Hﬁ> ¢tant rationnels il est clair

que tout Hcc est combinaison lindaire & coefficients rationnels des H“i. i

qui engzendrent done go s dfolt 1a relation dim(ﬁo}ar 5

Hous supposerons mainitenant qufon 2 muni *{; N dtune relation dfordre

total compatible avee sa structure vechorielle (par exemple, lfordre
lexicograghigue par rapport & une base de ffo). Au moyen du produit

3
calaire, cette relation se transporite au dusl '?po de fe; s une forme

oW

e

2

4L sur 1; sera dite >0 sgi 1'éldment E_?A correspondant est >0 .

Relativement & cette relation dtordre, une racine positive sers dites
simple (Dynkin) si on ne peut la représenter de facon non triviale comme
somme Ge deux auntres racines pésitives; Cor:;me toute racine non nulle est
soit >0, solt « 0, et comme -o est racine en nlme temps gue @ , il
existe des racines >O , donc aussi des racines eimples (par exemple
la plus petite racine >0).

Théordme 8 - Il existe exactement r racines simples @, (1gigr)

elles sont linéaireaem inddpendantes ; toute racine o est de la forme
(15) & = ki@, +eoot kO,
ot les k, sont des entiers tous 20 ou tous <0 ; enfin les nombres

(16) 84 = 2L %5 >/<ai, @ > = ”aj(H@i)
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sont des enticrs 20 pour i # j ; de facon précise, &4 £8% le plus
rand entier tel gue @y + 840, BO0l% racine.

Liontrons d'abord 1l'existence pour toute racine B d'une déecomposition
(15). On pent supposer B >0 . Soit alore nl(f) lc nombre de

"pertitions® de B en racines positives. S§i n(B)=0 , B est simple et

le théortme est trivial ; dans le cas contraire, on peut Gerire
. ﬁ'z Pyteeet pp o les B sqnt des racines > 0 , pour lesquelles &videm-
ment on & n(B;) n(B) : (15) s'obtient done par réeurrence sur le
nombre a{p) . »
Démontrons meimtcnant (16). Solent a, et %4 deuxiraéines simples
distinctes s ceient p et g les entiers minimum e% maximum tels gue

Q.+ DeG; eF aj 4 Qe Gy soient racines ¢ d?aprés le lemne 17, le secornd

ol

rampbre de f16) est g2l & p+g ; nais on a p=0 , car dans le cas con-

troire Gt kéi', Stant racine pour p<k<gqg , se?alt racine pour

% = -1 § on ourait done

7 aj = + B

pour une racine § ; conmme @y est simple, on ne peut aveir B>0 - ni

B<LO0 comme on le voit en permutant i et § ; done il y a contradiction,
et p=0 . '

I1 nous reste donec & étahlir llexistence de r racines simples, ou,
ce gui revient au mfme d'aprcs 1'existence de relations (15), gue des
racines simples distinctes sont toujours lindairenent indbpendantes.
Cela va résulter du f2it qu'on 2

Loy ;> €0
pour L # § (ece qui résulte de Lay, ;> >0 et de 853 > 0).

Considérons en effet une relation entre des racines simples ; on peut
1'éerire




-
2 2oy =) by By

ok les 8y bﬁ sont des entlers tous >0 , et ot les ayy ﬁj sont des

racines simples deux & deux distinctes ; soit alors Y la valeur commune
des deux membres de la relation précédente ; on o &videmment

< YoY>=2. aibj<ai,ﬁj> < 0 puisgue o, est distincte de By ; mais
comme Yy est dans fo et n'est Svidemment pas nul on &, d'aprds le
lemme 20, LY,y > > 0 , d'ok une contradiction.

Définition - On dit gue r rocines @; forment un systdme fondamental

gi toute rameine dé % est combinaison lindsire des @;, avec des coeffi-

cients tous positifs ou tous nézatifs.

Le théortme 8 démontre 1l'existence de systbme fondamentaux, et de
plus les donne tous § car si %; est un systlme fondamental de racines,

et si 1l'on munit f o de la relation dtordre lexicographigue par

rapport & la base @; , alors les racines sinmples (relativement & cette
relation d'ordre total) ne sont autres que les @; « Désignons en effet
pour un moment par “5 le systime fondamental forms per ees racines

simples ; alors on a des relations
ai=2ga§'v : “522%{“};
o les coeffiecicnts ag " b? sont tous ,} 0 (soit par définition,
soit dlaprds le théordme 8) 3 nais comme on o é.es relations '
Z ‘a?_b?::o ‘pcmﬁ"i%k
on voit guton doit avoir
ag_'b? =0 pour tout j dds que i # Ik ;
si done ag #0 pour un_cou;éie :i,j Bn aura, 'b?‘-: O pour tout k # 1
en sorte gu'alors la racine rz5 sers proportionnelle & %, o done
égale & s en vertu du lemme 16. Il résulte de 15, comme annoncé,

que le systime a'.g est identigue (& ltordre prés) an systime Gs oo

H
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Dans ces conditions, on peut appligucr le théordme & & tout systdme
fondnmental de racines, et dnoncer le

Théortme 8 bis - Soit @; (1IS1igr) un systdme fondokentnl de rocines ;

alors toute racine est combinaison & coefficients entiers des o

ges &y 5

'les Hombres a‘ij = «cxj (Ha) sont des entiers positifs pour 1 ;lz J 5 e
i

=

aij est le plus srand entier tel gue o, s 8y 5% soit raeine.
On remarquera que dl'aprds 1la définition des Hoz on o dtune monidre
oénérale a(Ha) = 2 , et por conséquent Bys = =2 .

Soit @y (1<igr) wmn 8ystlme fondamentsel de racines. Hous posero‘ns

.Hi . Hai 5 Xi = xcai 3 Yi = X’“"ai .8
on z alors les relations suivantes :
[Bio Ty]= -ay%y EIRAE %1575
. o Ly
(17) : [gi, B]=0 | |
[Xi,, Yi]= H, : [xi, Yj}-.: 0 (L#3).

Celles de la prenidre ligne résultent Svidemment ds [H,Xa]:: a-(E)X“ et
de la définition des 8y 3 $ celle de 1a segonde ligne est évidente,

de méme gue la premidre relation de la troisidme ligne § enfin, la der-
nidre orovient de ce que “1"“3 n'est pas racine, ,puisqug toute'racine

est comblinzison des «, avec des cocfficicnts tous de mlme signe.

pAS

En roison de a,, = -2 on o en particulier

(18) [Hi_, xi] = 2X, ; [Hi,izfi] = -2y, [x,_, Yi:) = H,
ce gui montre que X,, ¥,, H, eongendrent une sous-algdbre de dimension °

Ge g .

Lenmme 21 - Lz plus petite sous-—algbbre de ¢ conterant les &léments

Xi, Yi’ Eti (I<igzr) est % elle-mBme.
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Soit en effet (L cette sous-algdbre. Soit o la plus petite racine >0
" telle que ¢¢ nc contienne pas Xa s comme O¢ contient Xa pour o simple,
on voit que o ne peut €tre simple ; donc on peut Secrire o = B+y pour

deux racines B,y >0 ; comme P et y sont < a, ¢ contient Xﬁ et XY .

done aussi [Xﬁ ,XY] s or cette derniére expression vaut Hp’Y xa avec
3} #0 3 donec X, €U , ce qui démontre le lemme.
BsY @

En roicon.du lemme 21, on dit que les éléments- Xi, ¥, Hi forment

un systéme ecanonigue de sénérateurs de % &

$ 6 - Groupe de Weyl.
Soit A une forme linbaire sur 7 o » donc de la forme

AE) = L8, BY >

nour un Hh' ‘ﬁo ; nous désignerons par U A 1'61lément de ‘8 o Propor-
tionnel & HY et vérifiamt A(H))=2 . Soit P, lihyperplen de %',
orthdgonal & HJ\. ; ctest donc l'ensemble des pé'ﬁ tclles gue
LAs p>= 0, ou encore telles gue u(E ) )=0 . Soit S) 1topéretion :
symétrie par rapport 4P, +5i pe -50 s alors S, (p.) est Svidemment
earactérisé par les deux conditions guivantes s
(1) Sj_(p)-p, est orthogonal & P) , donc proportiomnel a A
(i1) '2;[54\(3")"‘!*] appartient & P.)\. .
Posont S, (p) = p +c. A la condition (ii) stéerit

<H_,\. s 25 + € A>
i.0. < s PO+ 20 = 0, d'ol e = -<HJ\ h>= "P'(H.A.)‘ En consé-
quence, la symétrie S]\.‘ est donnée par

5, t B —-)p.-'p(Hl).]L .
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En ‘perticulier, solent @ et p deux racines, « £ O ; clors 8, trans-
fo-me B en P-B(E ).z 5 or (Théordme 7) p-p(B,).a eost aussl une racine.

- 51 donc on dbéasisne par W le psroupe de transformations de ‘f Io engendr
por les symétries 8§ 6 associGes oux différemtes racines « # O , on voit

gue les opérations de W permutent les rocines entre elleg. Comme les
racines engendrent f /o on voit que WV est représenté £iddlement comme
groupes de pernutations des racines 3 done ¥ est un _sroupe fini. Clest
1z grounc de Veyl de g . |

Théortme 9 - Soit % (1<igr) un s.zgt.?;me fondamental de racines. Alors

les symétries Sy = S @y enp;endrent ie o rougg de Veyl, et toute raecine
non nulle est transformie d*tme %y par un SeV , '

Tous ddsismerons par U 11 ensemble obtenu en retwanchant de f o les
hype.hplans P‘i" agsocids aux diverses racines non nulles § nous sppelleron:
chanbre toute partie convexe m.ximale de U ;5 il est clair gue tout
weTU apporticnt 3 une chqmiere' et & une seunls, et gue w permute les

chambres euntre slles.

L'ensemble C, des w 'i:e,i;es que W, &; > <0 pour tout i est upe
chambre. 4 '
| Ctest en effet une partie coﬁve'z‘:e de U ; si de plus wie U n'appartie:
pas & Cog alors pour tout w-eco il e:ciéte un 1 au moins tel que
<w,ai> et<w',ai> aient des signes opposés ; donc le segment [w,wj
renconitre lihyperplan Pi = 1’&1 s ce gui montre gue Go est une partie
convexe meximale de U
Seit W! 1le seus—grauﬁe e W eagand'fé jeich les S . Zoute chambre C es

transformée de 0 par un 8 eVt . Choisissone en effet un w c G et

un weC , et parml les S{w), SeVW!, goit w' un point don%t la disiance

a wo est minimum 3 on o dome | 8(w)- 0“; nw*-wc ﬂ pour tout SeEW! 3
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prenant S = Si on volt que Wy et w' sont du mBme ¢Bté de l'hyperplan
Pi s done w'e Co s posant w! = S(w) on voit gue S{C) rencontre co .
done lui est identique, d'oh notre assertion.

Tout hyperplsn P, est transformé d'un P, par un SeVt . In effet,

les Pa &tant en nombre fini, il existe un we€ P, qui n'appartient & aucun
autre Pﬁ s prenont w' suffisamment voisin de w on voilt que l'on peut
trouver un w'€ U tel que < W,p> et < wt ,ﬁ> soient de méme slgne

pour toubte raecine P % e . Ditaoprds ce gquion a démoniré plus haunt il
existe un S EVW'! gui envoie la chambre C contenant w' sur la ehémbre .3
de plus, S ftransforme E@ en PS(@;) . Supposcns alors S{a) f @, pour

$out 1 ¢ alors dlsprds le choix de W et w! on voit gue <<$’;Jm‘:zfa >

hyperplans Pq& i
W

Toute racine a est de 1s forme S(ai) avee S eV . En effet dlaprds

ce qui préedde il existe S€&W' et i tels que Py = S(B;)= Py y .

i 2
done a est proportionnelle & S(ar.i), de sorte qu'on 2 seit o = S(ai),
soit a = =S (ai) s mais le dernier cas se rondne au premier si lfon

observe que Si(ai)z ~0s
I1 nous reste & &tablir gque Wi=W ; mais cela résulte de ce qui

préelde ¢t de lao Zornule Sa. = £‘>S§_S"I pour @ = S{ai)‘ Do le théor.9 .
Soient (cx.i) et (a{) deux systimes fondamentaux de racines 3 écmme on

1's vu dans la dénonsitration, ces systlmes déterminent des chambres Co

et C! 3 de plus, il existe S€V tel que Gé = S(GO) s posons

!Bi = S(ai). Comme les Qs sont lindsoirement indépendontes il exisvte pour

tout 1 un w, € %i qui vérifie <ﬁig s > <0 pour tout J #1i,
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et 11 est clair que g appartient & la frontidre de Go s done S(wi)zw{
appartient & la frontidre de 05 3y mais il est visivble que celle-ci est

contenue dans lo réunion des P&! 3 on en déduit immédintement que S
tronsforme Pa en un Pa' " don.cl tronsforme o, en nne racine propor-
i =

le

-

tionnelle & ai s C% en fait en ai elle-m@me comme on le voit en exami-
nent les signes des produits sealaires.
On peut done conpl&ter le Théorime 9 en disant que deux systdmes

foncamentaoux de racines peuvent toujours se déduire 1l'un de l'autre par

une opération du groupe de Weyl suivie d'unc permutation.

g partie.

Reprdsentations irrdductibles de dimension
finie des olgbbres semi-simples.

3 7 - Poids d'une représentation.

Soit X —» f(X) une représentation lindaire de 4 dons un espace
vectoriel V de dimension finie ou infinie. On dit quf&né forme lindaire
A sur -ﬁ est un poids de cetie reprdsentation si le‘sous~espacer(J\)
formS des g€V vdrifiant ‘

(19) . PlE)g = AlH)a pour tout He ﬁ ’ '
nlest pos réduit & 0 . Il est clair éue ces V(A ) sont lindoirement
indénendants. |

ggns tout ce qai suit nous supposeroﬁs choisi une fois pour toutes
un systéme fondancntal de racines % 5 ona alors un systime canonique

de¢ générateurs Hi’ Xi’ Yi s d¢tautre part, les % formont une base de
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de ‘{ on peut ordonner -ﬁ lexicozraphiquenent por rapport & lo basé
en question.

Hous désipnerons par G 1'al~dbre envceloppante universelle de 3
clest nne ol dbre associntive possédant les propriétés suivantes s

(1) s g gtidentifiec & un souc-espasce de G 5 (ii) G est engendrée par
1 et g s (iii) pour X,YE } ona X, ¥ =ZXY-YX , ot XY désirne le
' prodult Adans G ; (iv) toute représentation f de (g, dans un espace V
se prolonge en une représentation (quton notera encore P ) de G dons V .

Tepme 27 - Soit Xi’ Y., H; (1 i) vn systdme canonigue de séndrao-

teurs de. 7’ s 2lors G est soustendue par les éildéments de 1o forme

o) o L
Z(Q ,J,P) = Yj1 & 8 ch ) E,} & e .H:f Xi1 s .Xip
oh les m, sont des cntiers ,02 gt o8 lcs suites P ={i1,"“*1p5 et

Q':{ Jqseee ,jq} sont arbitraires (&ventuellcment vides).

Soit 4 la sous-algdbre ensendrde par les XigYi,Hi et 1 § comme
A Mg est une alzdbre de Lie contenant le systéme canonlque de géndra-

=1 o

‘tea:;”s, on voit que A contient g?(Ixemme 91)»; done A =G . G est doane
soustendu par les monbmes (non commutbatifs) en les X,, Y., H, ; gue |
iton ;smisse se borner oux monbmes particuliers indiqués dans 1'énoncé
provient Svidenment é e fornules de ﬂammu"amﬁcn {17}

Lepme 23 -~ Soif p une représentation de g éaﬁq V 5 pour toute racine

« et tout vpoids » de p on a ?(Xa_)V(}h)C.V(,}a%a} $ en porticulier,
P(X, )V(A) =0 si A+a nlest pas un poids de ¢ -

Démonstration triviale en vertu de llidentité HX, = X H + a(H)Xa .
présentation irréductible de ﬁ?dans un vecto-

Lenme 24 - Soit ¢ une représen

ziel V de dimension finie. Alors V=2, V(X), et pour toute racine

@ llopérateur  p(X ) est nilpotent.




- 29 -
- Dl'aprés le théordme de ILie appliqué & la représenteation P de ﬁ
dans V , 1l'on ou moins des V(A ) n'est pas nul ; conmme l'espace

2, V(L) est invariant (lemme 23) on a donc bien V=3 V(L) en uti-

lisant 1'irréductibilité de £ . Par ailleurs, prenoms 2EV(N) et
une racine « ; alors f’(X )ka appartient an poids .1\+ keoo ; comme il
n'y a évidenment qu'un nombre fini 42 poids, on o done P (Za)k_g =

pour I assez grand 3 F(X ) est done nilpotent. |
Jemorgue - Come on démon‘b'r*ers plus loin que toute représentation de
dimension finie est complctement réductible, le lenmme ?4 s'applique 2usSs

& ces renrdseritations ¢ mois nous ntaurons p=s besoin de ce résnltat

nlus géndéral.

Lemme 25 - Soit £ unme regésentat:.on de (01 dans an_cspace veetorie
arbitraire V ; pour une racine o ge g 5 samgosons gue, guel gue soit
2V , il exisic un entier k el gue P(X )k = P(X )k O . Alors,
si ) est i goids de ‘9 s i1 exiete des entiers p et g possédant les
Erogrié'!'és suiva,gtes ‘ g .
(a) ¢ qs_Gép () s -A(B) =pia ;s (e): A+ zg.‘,c‘z' est un soids
de f pour agkgr . : |

Choisissons un veeteur non nul g appsriemant au poids )\ , et ddsimnor
par m et n les plus grands entiers wositife tols o

b= P(x)2a¢0 ; -._e,'-— Pz
Posons g:_k = f{x_“}"_b. s % sclt r le plus grand eantier tel gue z,. #0 .
Hontrons dlabord gqulon = deg relations de 1o forme
P(E)Dye = Veby 4 :

(on pose :q_'?:{)) 3 pour k =0 c'est &vident vu que ¢ (Xa)j_o_ =0 ; si

ltexistence de 1o k-dme relation est démontrde, on peut derire
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P (B, )by, + PIX_ )P (X, )5,

e ?(Ha)£k+9k~1?~k :
mails il est clair que b, appartient au poids A+ (m-k)a ; d'od la
(k+1)-tme relotion, avec en outre

Vg4 =V FAE) + (m-k)a(H)) =V, +A(H) + 2(n-k) .
Etant dormé que 9 -O » on déduit de 1la que
Prsq = ;’ ):}s.(H )+2(m-j)] (k+1)f.k(H )+2m} (142+. . . +k)2
= (e+1) [A(E )+2m] k(1)

it

f(x )-k-M » F(Xaxn-a)l)-k

dfol finalement _
| Viear = ) [ A(E Je2mre]
mais comme bs=0 onsa 9r+1=o et par conséquent
(*) A (H,) =r2n ; |
en outre, les b, &tant # O pour OLkgr on voit que A+ k.o est
un poids de. f pour
(%) mrLk<n . |

Considérons maintenant les vecteurs &y = f(Xfm)kg_ ;s €t soit s le plus
grand entier tel que o, }é 0 . Comme plus haut, on montre gu'on a des
relations de la forme

_al%e = Fuli ;

pour calculer les ‘ck s i1 suffit d'observer gue, dans le ealeul des 9
fait plus "s.au'l_:, tout revient 4 remplacer @ par -a , mpar n , et T par g
done on a _A,(H_a) = 8-2n , i.e.
() A(E) =2n-5
et A=~ ke est un poids pour n—ssksp y autrement dit, A+ koo est
un poids pour

(wkxk) -ngk<Ls-n .
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Distinguons 2lors deux cas.

10) )“Ha)7° . alors (*) montre que ~2nz0 , d'ol m-r<-m 3

posant ¢ =m-r , p=m on voit que q<O0<p , que -,/\,(H ) =

qu'enfin d'aprds (**) A + k.a est un poids pour qgkgp .

29) .)L(H ) £0 ; alors (***) montre que 2n-s<0 , d'ok s-ny nyo0 ;
posant q =-n , p=s-n on a les mBmes rédsultats dlaprds (****).

- Le lenme est donc entidrement démontrés.

Pour simplifier le langage, nous dirons quun endomorphisme A d'un
espace vectoriel V est locslement nilpotent si, pour Hout 2eV , on a
Aa 0 pour an entierk. ;

Lenme 26 - Soit P ane représentat:.on de ? dans un espace vectoriel v

et soit H. ’ Xi’ Yi un szstéme canomgae de ‘__générai-eurs de ? supposons
gue les onérateurs F(X ), F(Y ) soient 1ocalemcnt nilgo*cents gour

Jout L . Alors l'ensem’ole des goi&s de f’ est invarisnt par le sroupe

de Weyl de ? , :
Cela résulte évidemment du lemme 25 et du fait que le groupe de Weyl

est engendré par les symbiries acsocides aux racines %; du systime fonds-
mental correapondant au.syst‘éme canonique de zénérateurs considéré.
En vertu du lemme 24, le lemme 25 Mappliqu_e en particulier & toute

représen‘batv on irrdductible et de dlﬂen@ion finie de ? De plus, si 4\,

est un polds dtune telle éeprésentatlon, 1es nombres .)\.(Hi) sont entiers
(lemme 25) en sorte que A est combinaison lindaire 3 coefficients
rationnels des racines @; du systime fondamental. Par conséquent on ;Seu't
appliguer & ces poids 1o relation d'erdre 1exieograp.aique par rapport &

cec systtnme foadamental, et mif*qa' il n'y 2 qutun nonmbre :E:Lni de poids,
on peut parler du plus hout et du plus bas poids de f .

e R
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Théortme 10 - Soit ¢ une représentation irréductible de ? dans un
espace V de dimension finie 3 soit )\, le plus bhaut poids de P . Alors

les nombres A, (H;) sont des entiers positifs ; le poids _)g, est de
multiplicité un ; tout poids de f est de la forme )\,o-Zoi g avee

des entiers positifs ey 3 llensemble des poids de ¢ est invariaont par

le zroupe de VWeyl de (é{,

Diaprés les lemmes 24 et 25, les nombres J\,O(Hi) gont des entiers ;
comme de plus le 1emmev 26. montre que )”o"‘Ao(Hi)’“i est un poids de £ ,
et comme tce poids doit 8fre < j\,o , on voit qué )\,O(Hi') > 0 pour
tout i . Chéisidsons maintenant un vecteur non nul g appartenant & A o
comme P(Xi)a appartient & A ot%; >J\.° , On 8 ?(Xi)g;_ = 0 opour
tout 1 ; donc (lemme 22) V est scus-tendu par les vecteurs F(in ..,Yj Ja

. Lt “q
et par g 3 il s'ensuit inmédiatement que tout polds est de la forme

A -(a. +..,-w;j ) = o - Z‘ei“i avee des entlers ey 20 , ef que le
seul vec*’ceaz* de paLdg J\.e est, & un facteur constant prés, le vecteur g -

Te fait que l'cnsemble des polds de ? soit invaeriant paxr le groupe do

tevl résulie du lemme 26. Le théordme est donc ddémontrés.
£y

‘”U

mzwe - On démontrera plus loin que, si deux poids de ? se déduisent

Pl

Tiun de 1llantre par une opération du groupe de Weyl, ils ont méme multi-
plicité § cela rdésuliera du fait que toute opération du groupe de Veyl
est induite par un automorphisme de % . He Weyl (lath.Zeitschrift,1625)
donne du foit que multe(A) = mult. (S(A)) une démonstration
“élé—mentairé" s malheurcusenent, le rédacteur ne 1l'a absolunent pas
comprise, et n'est en aucune fagon convaineu qq'elle soit corrsecte.

Il est du réste .utile dfobserver gque la propriété en guestion ne fizure
pas dans lc rapport Chevalley (ce gui est un tort), ni dans llarticle '

de Harish-Chondra sur le sujet (m8me remoxzgue).
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Bien entendu, 1'utilité de 1o propriété en question est de montrer

gque les caractlres des représentations irrdductibles de % sont inva-
riants par le groupe de Veyl.

§ 8 - Remzrgues sur les représentations

des alglbres assceiatives.

Soit & une alsdbre associative avec unité 3 soit f’ une représentation
de G dans un espace vectoriel arbitraire V . Désisnant per V* 1c dual
de V , on appelle coefficient de f toute forme lindasire 0 sur G donnée

par une relation
L%
0le) = Lfla)g.a >
avee g€V , a.*ev « On désiznera souvent par 9 2,8 * le coefficient de

f daéfini par iz formule préeddente. Il est clair qu'on a la relation
(20) 0 (g)a a (g*) = 9 o* (8'98) »

Désignont per 8% le ausl de 1'espuce veetoriel € , cela nous conduit
& définir une représentation de g dans g de 1a fagon suivonte : pour
Tout gel& ltopbrateur T(g) associé & gz por cette reprécentation
consiste & transformer toute forme lindaire 8 sur G en la forme 8'-93‘(3;)@
donnée par
| 8t(g!) = 8(g',2) . |
Hous dirons pour abréger (ét bien gue ce ne soit pas eonform; 4 la termine

lorsie classique) que T est la représeniation réoulidre de ¢ dans son dusl

Lemme 27 - Soit f une revrdsentation irréductible de @ ;s Boit 9 un coef-
ficient non nul de P o et désisnons par E le Sous-espace invariant de

G engendré por 6 . Alors 1s représentation f est Souivalente & 1g
représentation de G induite dans F par 1s regésentation réounlidre de

G dens ¢



- 34 -
Posons en effet

0g) = L Pla)z,e*>

ok 2eV et 2 éV sont 74 0 ;5 et & tout veetenr beV associons la
forme lindaire

(21) ople) = LPlake™> 3

dfaprdés la formmle (20), 1a formmle b— eb définit une application
linéeire u de V sur E , vérifiant unopP(g) = Wigleu pour tout gEG ;
comme § est irréductible et u non nulle il stensuit (lemme de Schur)
que u est une applieation biunivogue de V sur E s et que u transforme
f en la représentation T de @ dans E 3 d'od le lemme.

Corollaire - Si deux veprésentotions irréductibles de G ont un coeffi-

cient commun elles sont Sguivslientes.

Comme opplicat: on nous pouvons démontrer le résultat suivant g

Théorime 11 - Seit } une alsdbre de Liec semi-sinple $ 11 existe (& une

dquivalence prds) au plus une représentation irrdductible de dimension

finie de g ayent un plus haut poids donné.

En cffet prenons un systléme canonique de pénérateurs Hj_gxig'i'i de %;
soit g!’ une .ceprésentation irréductible de plug haus poids ‘,/\_ o Choisig-
sant un veeteur g non nul dans V(A ) on 2 les relations
(22) PlE)z =A(E)e s PXa=0 ;
maintenant, soit T 1e dual de V § la formule X —> ° P(X) aéfinit une
repréfzentaﬁon de ? dans v s solt _a_s‘= un vecteur non nul appartenanf au
plus bas poids de celle-el 3 on aura slors des formules
(23) bprre*=0. 7
Cela dit, 4tendons f & l'algdbre cnveloppante G de g. s et considérons

le coefficient
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*
0(z) = Lplela,a >
de P ; les formules (22) et (23) montrent quton a
(24) 0(el) =A(molg) ;3  olgk,) = olT,g) =0
si l'on suppose ©O(1) = 1 -ce qui est évidenment permis, car sinom 0
serait identiquement nulle d'aprds (24) - on voit done en utilisant
le lemme 22 que la connaissance de )\ détermine parfaitement le ecoef-
ficient 0 ; d'ol le théordme. |

3 9 - Lemme fondamental.

| Hotre objet dans ce § et le suivant est de démontrer l'existence
d'une représentation 1rréductib1e de dimension finiec possédent un _blus

hant poids donné _A pourvu gue les )\ (H ) soient des entiers >0

(cette derniére condltion est néeessaire c'anrcs le Théoréme 10) Ia

méthode gue nous utilzsezons es gt 1o suivante : on construira tout
d'abord une. LOWme 1inéaife 0 sur l'alﬂcore envehoppante & , forme véri-
fiont les conditions (?4) ainsi gue 3(1)=1 ; puis on formera le sous-
espace invariant T de G en~endré par @, d'od une représentation de gz

dans E par 1’intezméd1alre de la représentation réguliére : ensuite, on
vérifiera uue E est de dimpnsion finxe et que 9 , considéré comme
S1l4ment de E , appertient au poids ){o; 1z feprésentation irréductible
cherchée sera slors construite.

La principale difficulté étéﬁt de démontrer que E est de dimension

finie, nous allons dés'ﬁaintenant établir un résultat général qhi
permettra d'établir ce point
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Lemme fondamental -~ Soit f lune représentotion de } dans un espace
vectoriel V . Sup]gogona gu'il existe une forme lindsive _ko sur ‘5 et
un vecteur o de V vérifisnt lecs conditions suivaontes :
(1) ¢ le sous-espace invariant ensendrd par o est V tout entier 3
(i1) tona fP(Ha=A (H)z P(X)a=0 . |
(ii1) s pour tout i il existe un entier k el gue E(Yi)g‘ =0,
Alors V est de dimension finie. '

Ig &éﬁonetratioﬁ de ce lemme va clle-mfne se décomposer en plusieurs
propositions. | _
Lepme a2 - V est somme directe des sous-espaces V(L) 'A'o est le plus
haut poids de f , gt tout poids de ¢ est de Ia forme A - 3, €%

od les o, sout des enticrs positifs ; V(_)\;o)‘ est de dimension un .

Cela résulte, comme le théordme 10, du £ai% que V sst soustendu
par les vecteu:r'é |

Bypeedy " ?(ij“"Y;q)é :

Lemme b - DPour tout beV et tout i il existe un entier k tel que
e(x5p=0. -

On peut se borner au cas od b apﬁa&tient & un poids A ; si f(xi)kg '
nlest pas hul, A+ k.as est un poiés de ¢ dtod (lemme 2)
Atkea, = - Z cjéaj avec des entiers éj > 0 5 neis on a aussi
A= )to -2, eg %y avec des entiers eg > 0 5 comparant les deux
relations obtenues il vient k = ég-ei s ¢¢ qul prouve que k est borné
supérieurement et démontre le lemme.
Lemme ¢ - Quels gue soient 4, (15.11,3{:0)‘ et llentier k>0 , 0n 8
une relation de la forme
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A=f

7 Iz (8)vk-8
(25) Yli‘Y = 1,75 + ;1 Yij)Yi

ot les Y(s)e? appartiennent & la racine "'“;]"B‘“i 2

Le lemme est &vident pour k=1 ; supposons-le alors démontré Jjusquta
k , et montrons qu'il est vrai pour k+1 . On a par hypothdse (25) 3

donc on g

k49 K (8) x-g ,
el AES 4 58 S Z Y%, r“ 3

mais Yin = YjYi + un élfsment de % appartenant a -c:._j g 3 et de mBme

113

Y Y(s) = Y(S)Yi + un élément de gL appartenant & -aj-(sﬂ )cr.i s d'o&
le lemme. : PRt

Lemme d - Bour tout b eV et tout i il existe un entier k tel gue

?(Y )b 0.
On peut se borner au cas ol
(25) -b-‘a F(Y -.ooY )a~o
¢ g mj‘t””jq q 3
3i la suite :(ggsa”sg ) est vide, b =2 et le 1emme ‘se réduit &
linypothdse (1ii) du lemme fondamental 3 on peut donc proctder par
réeugrence sur ¢ . Hous supposerons donc le théordne démontré vour
1télément (26), et allons en déduire qu'il subsiste. pour
2 ) £ = = Yc h e
( 7} 13- 3331‘..3q P( 3)-.
Dlaprés le lzmme ¢, on peut derire
k. : 4='& (s) Iz
(28) f(}:i g, = Ej P ) PR

/J-o 2 5
oh YS) appartient & --(cz.:l * emz.i) pour O¢g ssk -

¥ais par hypothése le s-2me terme de (28)kest nul &és gue k-s > k
ok k est défini par la condition que ¢ (Yi °)b ﬁ .-})'autre part,
si Y(s) -74 C alers a

o g

gt 8y est racine, de sortg;,}q;;z'aiors ege 135 ¢
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ceci dit prenons kp ko*’aij ;alors_pou:c chaque terme de (28) on aura
soit s 2235 80lt k-spk_ ; done tous les termes de (28) sont nuls,
et le lemme est démontré.
I1 résulte des ‘lemmes b et d, et du lemme 25, que 1l'ensemble des

poids de f est invarisnt par le groupe de Weyl de % - En particulier,
S(]\.o) est un poids pour tout S EV ; nous désignerons par Py le plus

bas poids de la forme S()\.o), et par b un vecteur non nul appartenant

~

a F’O e

Lemre e - p-o; n'est pas un poids de P

Supposons en effet que ;‘Lowai solt un poids 3 comme on a évidenment

Sy (py) » B, por comstruction de Boe On vOit que Bo(E; ) 0 (en effet,

n

{;..10}-:;@&@;;.3 (B, )%, ). lais appliquons le lemme 25 & i

) et £ § on voiit -

“L 0
que  p(H )= -p-g avec qgO0Lp et ob ',Lo-i-_“f_é;.oai est un poids pour

e kgp § comme po(Hi) L0, on s soit pO(Hi) <0 -etalors p>0 ,

en sorte que Po*®; e85t un poids - soit p.o{Hi)=O ~ auguel cas Potey =
= Si(pe-cci) est encore un poids. Donc de lthypothdse que p-ag est

un poids résulte que Pot®; est ausei un poids. Posons alors

)Lo = So(p.o) ; llensemble des poiés étant invariant par le groupe de _
Weyl, on volt que les formes .)LO -i- So(c‘i) et )Lo-so(a.i) sont des poids i
cecl est évidemment contrsire su fait que ‘A'o est le pl'us haut

polds de p .

Lemme £ - V est de dimension finie.

Soit .en effet I le sous-espace invariant engendré per _'p_eV(y,o) -
dtaords 1lé lééame‘e s B est annnlé par les F(Yi)-, en sorte que E est
soustendu par b et les vecteurs '

(29) Ei‘gzg‘ip = ?(X11 ...Xip)ﬁ ;
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nuisque le plus haut poids de fF est .)Lo y ce8 vecteurs ne peuvent 8tre

/é 0 que si :
|.|.°+cx.11 teeot @y )\.O s
D

e+ fosons. “11"'""" “ip = 2 24%; o les a; son’ des entiers 3O ;
puisque tout poids de P est de la forme .A. 2 Cj%; @avec des ¢y
entiers 20 on voit, en posant Bo = .A_ Z b;a. , que si (29) n'est e
nul on aura une relation de la forme
| -Zbicciq-Zaia =.)L-Z°;

d'o&, en vertu de l'indépendance lindaire des ;5 les relations

1 bi-o, s 11 s'ensuit gue les a; sont des entiers positifs bornés
sunCrienrenent, (Ionc qu'ils ne peuvent prendre gutun nombre fini de
valeurs. .

Les veeteurs (29) non nuls sont done en nombre fini. Par conséguent
E est de dimension'finie-

Consfdé:cons aloz's la représentatlon f de g dans E H puiuqu'elle
posstde dans E 1le po:.ds Bo s elle posstde aussi le poids S{p ) pour tout
SeV’ (1emme 26) ¢ en partﬁculler .)L est un poids 3§ mais V(A ) est de
dimension un (lemme a) done E contient g s Ce qui montre gue E=YV
et démontre le lecmme £ .

Le lemme fondamental est done entidrenent démoniré.

§ 10 - Théordme dlexistence.

Lemme 28 - Soit )\,o une forme lindaire sur -ﬁ $ alors il existe sur G

ane forme lindeire € et une seule vérifisnt (1) = 1 et
(30} lal) = 8(8) Ao (B) 5 0leX)=0 ; 6(L,5) =0 .
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Désirnons en cffet par & la sous-alstbre de 3’ soustendue par f
et les Xa correspondant aux racines o > 0 , et par ¥ 1= sous-2lgébre
sous-tendue par les Xa correspondant aux racines a < 0 § il est clair
que g, = ‘@' @ U (sonme de sous-—eiapaces). Diaprds Birkhoff-Witt l'espace
vectoricl G s'identific donc au prodult tensoriel B @A des algdbres
enveloppantes de -€— et & , ltidentification en gquestion induisent on
isomorphisne des glotbres A et B dans G et transformant 1'61ément b @ a
de B®A en ba . ‘ ,

Dlantre paort, prolongeons .A, & 1l'alzlbre 9 par la condition gue
'Ao( a =0 3 11 est elair guton 4éfinit alnsi une représentation de
. dimension un de l'alsdbre de Iie ¢ 3 cette reprdsentation s'étend done
en un homomorphisme a. —> J\,o(a) de A sur le corps de base, avec
A 1)y =1.

Désisnons dtantre part par €(b) lthomomorphisme de B sur le corps
de base qui envoie 1 sur 1 et a sur C ; llapplication
{bya) —> €(b) )\.O(a) est bilindaire sur Bx4A ; donc il existe une
forme lindaire © sur B® 4 qui vérifie

6(b ®a) = e(b) A la) 3
identifiant _2_3_@5}; et ¢ comne il & ét_é.clit il est eclair qufon obtient
la forme linéaire cherchée sur G . _

Considérons la forme 0 du lenmme 28, et le sous-espoce invariant E
de g* gqutelle enrendre ;‘paur la représentation régulidre M de €
dans E , i1 est clair d‘aprés 1a définition de 9 qu'ion a les propriétés
suivantes :

{1) 1le sous-espoce invariant de E ensendré par 6 est E tout entisr

(i11) ona HF(H)E = .A.Q(H)e 5 T(E)e=0.
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D'aprds le lemme fondanental da ? précédent, il suffit done, pour
montrer que E est de dimeusion finie, de faire voir gu'on 2 des rela-
tions de 1o forne

(31) T,5e =0 ;

c'est & quoi va servir 1! hypothise que les nombres )L (Hﬁ) sont des
entiers positifs.

Posons diune monidre géndrale
Z(ng,}?) = Yj Y. ;;:n,!uoaI'IDrX- .a-Xi
103 & Jq ? p

ok Llan derit M =im, TRRN W4 =%i_z,—-u,ip} ; Q ?{319““;3‘1}

-

{les suites P,Q peuvent ftre vides, et 1la suite U ne comporter gue
des zéros). Les S18ments =z(Q,II,P) soustendent G (lemme 22)-: done
pour Stablir (31) 1l suffit de vérifier llexictence diun E >0 tel

gue lton ai%

syl . Tous distinsuerons viusieurs cas.

£y

est vide. Adors (32) a lisu dds que Ez 1 .

o
"]
i
Qo
fi-s
]
0
~
‘:vv
ot
I
xe]

En effet, les formules
entrainent inmédiatenment que gucls que soient & 21 etmpy0
1'61ément H?Yik appartient & 1'idéal & droite cnsendrd dans G por
les Yj 3 or il est clair dtaprds (30) que © est nulle sur cet idéail

cas ¢ 1o suite P nlest pos vide. On 2 alors une relation
G

nour un geG et un j , dfol résul‘se gue

® T oy
i o

ﬂgq,‘z’??}“fz = gV X, + 2 st‘“g’ 3
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mais 11 ect clair d'aprds (30) que © est nulle sur 1'idéal & pauche
engendré dons G par les Xi s par conséquent, il vient

(33) o|2(q,1,2)Y, ¥ = ota.]x,,7,5]) -
St f i, Xj commute avec Yi s, donc avec Yik , de sorte que dans ce
cas le premier membre de (33) est nul quel que soit k> 1 .

Reste & exaniner lc cas of j = i . Or des formules de commubtation

[z, Yi] =H 3 [Hi’xi] =2 [Hi’Yi} = -2%y

résulte qu'on a plus généralement la relstion
(34) [Xi, YikJ = 1y, (m )
en effet (34) est vraie pour k=1 , ce qui permet de raisonner per
réeurence et dlobltenir sans peine le cas séndral.

Ceci dit, le premier membre de (33) vaus done

k.e(gYik"1 (5;-k+1)) 3

faisant usage de 6(zH) =,X§(H)e(g) il vient
k(A (5 )-Ie+1)0 (g0, )

il suffit slors de prendre
k =A, (E )+

pour annuler (33).

En consdguence, 1a relation (31) est démontrée, et on = mlme obtenn
exvlicitement une valeur de k pour laguelle eclle est vérifide.

Diapriés le lemme fondamental, nous avons done construit une représen-
tation [ de G dans E qui est de dimcnsion finie et admet )Lo pour
plus haut poids. 8i cette reprdsentation nlest pas irréductible (ce qui
n'est pas le cas, comme on le verra dans un instant) elle admet des sous-
espaces invariants non triviaux ; aucun de ceux-ci ne contient ¢ , pulsqu

€ engendre E . Si donc Eo désicne un sous-espace invariant f E et de



[
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de dimension m&imum, on volt que 1l'image ? de 0 dens E/E n'eat paa

nulle ; comme E est invariant la représentation I définit une repré-
sentation % dans "‘/Eo s laguelle est 4évidernent 1rréduetib1e, de

dimension finic, ¢t odmet )\, pour plus haut poids 3 on effet, 11 est
bien évident d'aprés E = 3, E(.)L) que tout poids de ‘ﬁ' est un poids

de ¥ , donc gue le plus haut poids de ¥ est < A o + mois comme 3
n'est pas nul et appartient au poids )\o s notre assertion est démo_n-
trée. Jone @

Théordme 12 - Soit A, une forme lindeive sur ¥ telle gue les

A (Hi) soient des entiers gositifs 2lors g posstde une reprdsentatio

irréductible de c}imension finie, et une seule, de plus haut poids A,
Iais on 2 vu au § 8 que cette représentation irréductible, si elle

exisi;e, est équivalente & 1= représe_ntation T de} g. dans le sous—
espace E ennmendré per 0 3 i1 stencuit que cette repurésentation M est
ellic—ntne 1rrc5duct1ble, bien que nous nfoyons pas pu le prouver & priori
Ceci ntest dfailleurs qulune confirmation supplémentaire du théordme

~ d'existence ... |

Commentaires sur lo néthode adopgg

Le procédé de démonstration utilisé fei est directement mspiré
de 12 notion de regésen'bation indu:lte. |

Soient G un sroupe et A un sous-groupe de & § soit & —» .)\.(a) une
représentation de A dans un vectoriel L 3 80it V 1l'ensenmble des spplieg-
tions de G dons L qui vérifient |

Slag) = )L(a)ﬂ(g) | (aeh ; ge@) ;
on déiinit aloz's une représentat:.on f de G dans ¥ par
Fle)olg!) = o(g'g) .
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Solent maintenant G une alzdbre associative et A une sous-zlgtbre
de G ; soit A une représentation de A dons un vectoriel L ; soit V
l'ensemble des applications lindaires de ¢ dans I qui vérifient

elag) = A(a)olg) ;
alors la foraﬁle '
flglole) = ela'g)
définit encore une représentation de G dans V , dite "induite" par la
représentation )\ de A .

Si A est encewndrde por une'algébre de Tie rdsoluble il résulte 4trivia-

lement du théorlme de Lie que toute représentation irrdductible de

dimension finie de G est confenue dans une repr

V-4
G

représentation de dimension un de A . Glest Svidenmment ce principe

guton o utilisdé pour démontrer le Thdordme 12. Son importance est du
reste considdrablement plus grande § si @ egi l'algébre enveloppante
dtune algdbre de Lie seni-sinmple et gi A et 1s sous-algdbre engendrée
>par les Ei et les Xi » 11 gemble en effet résulter des théordmes annoneés
réecenment par Horesh-Chandra gue le principe en guestion s'étend a&x
re;?éseﬁtaﬁicﬁg rréductibles infinies de G (%out au moins & celles

gui sont reisonnables, i.¢. ont un sens topolozique).

Zn tous cas, toutes les représentations étudiées par Gelfsnd et
Halimark sont construites de cette fagon, sans la moindre exception.

4 ce sujet la remarque suivante est intéressante. Soit g. une algltbre
de Lie semi-simple, d'alsdbre enveloppaﬁte G ; soit Hi' Xi, Yi un
systCme canonique de générateurs. Pour une forme 1indsire A sur la
sous-alsdbre de Cartan ensendrde par les Hi’ désiznons par ?& ltensen-

ble des formes lindaires 6 sur G telles que
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o(g) = Mmole) 5  0(Te) =0 ;
on a alors une représentation ﬂl de % dans Vj’ » bar restriction
de la représentation régulidre de G dans son dual.

51 A est "générique” il y a tout lieu de croire que ﬂl_ est
irréduetible, ou tout au moins se déecompose en représentations irrédue—
tibles infinies. Ihis si les )&(Hi) sont des entlers posififsAles
composantes irréductibles sont de dimension finie. |

Les représentations de dimension finie appsraissent donc comme des
dégénérescences de représentations infinies. C'est en tout cas ce que
la théorie topologique ténd & confirmer. |

Pnénondne analogue (en fai*a, lié directemen‘s au précéddent)

Zonctions de

Iegenére ‘P, et polynbmes de Iegendre F, .

= om s




"

~4.6 -

4%™®  porgie.
Déterminotion d'une olgtbre semi-sinple
per ses entiers de Cartan.

3 11 - Théordme d'unicité.

Commentaires - Il s'agit dans ce ¢ de dbmontrer que deux a2lpdbres de Lie
ayont les ménes entiers de Cartan sont isomorphes, résultat fort important
In dénonstration qu'on en donne est essenticllenment celle de Horish-
Chandra ; clle conporte de nombreux points communs zvee celle du théordme
dtexistence des représentations 1rréduct1b1es; 2 tellé'enseigne que
Harish-Chandra {comme du reste Chevalley) dénontre les deux choses en
néme temps, et par dessus le narché démontre aussi ltexistence d'une
algtbre ayant des entiers de Oartan donnés & l'avance. On o trouvé préfd-
rable de séporer nettement les deux démonstrations, afin de ne paos
embrouiller outre mesure hne situation d6J2 peu simple ;5 le f£2it gu'on est
| obligé de 1o sorte & rénéter plus ou moins textuellement des d6momstration
déj& faites, ntc pas parn r»8dibitoire an rédactenr ;-au controire, ctest
un avantoge du point de wvue pédasozique, vu que les dénnnstrations en
| guestion ont tout intér&t & &tre bien comprises... Quant & ltexistence
dfune algdbre ayant des entiecrs de Cartan domnés, clest Svidemment un
canular ;3 cela ne peut servir, jusqu'a nouvel ordre, qufd la classifies-
tion - mais cela nc dispense pas de la faire (quand on sty intéresse) et
alors on obticnt beaucoup plus que le p8le théordme dlexistence en questic
& savoir une construction explicite de 1l'alglbre ayant un sysidme d'entier
de Gartan simple donné. |




o
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Soit gz une alglbre de Lie seni-simple sur le corps complexe (i.e.,..)}
pour Stuller les représentations de g: nous avons utilisdé l'alrdbre enve-
loppante universelle G de gL 3 on va maintenant nontrer qu'on nurait aussi

bien pu utiliser une autre alcsbbre A , olzdbre dont 1o construction mettra
en évidence qu'elle ne dbpend que des entiers de Cartan de 2; {relative-~
ment & un syctime canonigue donné de aéndrateurs).

Pour celo, soit Xi’Yi’Hi (1€ i< r) un systdme cononique de généra-

teurs de yl 3 on o donc des relations de commutation

T ) - .
Rt BRI LR A LW A
(35) |5, 8]=0
_ 0 si 143
'z, v, 1= p
[ #10 %3] Hy si i=} :

noter de pluc que, o désignant le systdne fondamental de racines corres.
pondant, on o les relations aij = ““j(Hi} : conme les %, sont lipSairenment

-

»
L1

pendantes cela montre gue

. A
d6t(ay5) # 0 .

(=)
i

¢

(o3}
St

{3
Cela dit, nous désignerons par A 1'alsdbre associative Tuniverselle®

relative auz relations (35), i.e. ;'algébre ascoclative définie par

générateurs et relotions au moyen des identitds (35). Les générateurs de

4 seront ddsisnds por 53 Yy hi afin de les distinsuer des $18ments

correspondants de gi « En vertu du caractdre "universel” de A il est clair

gue 1l'alzdbre § est un gdotient de A (d'ailleurs non trivial, car il est

elair que, dons @ , les Xi par exemple sont sounis & des relations gui ne

se déduisent pas de (35) ; par exemple, l'alptbre de Lie encendré par

lesg X; @ un centre non nul - considbrer le X& correspondont & lo plus houte

racine positive). Dans ces conditions, toute renrdseniotion irréductible
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de ? définit une représentation irréductible de A , mois la réeciproque

n'est pas évidente ; c'est cependant ce qu'on va montrer pour les repré-
sentations de dinmcnsion finie. Autrement dit, on va établir le résultat
suivant ¢ soit f une représentation irrdduetible de dimension finie

de A ; 2lors il existe une renrésentation irréductible f‘ de ‘ZZ telle que
P(xi) = f"(xi) 3 f(hi) = F'(Hi) : Hyi) = fv(Yi) .

Cela entrafnera, comme on le verra, le théordme d'unicité.

llous ddésignerons par —f[ le sous-espace vecioriel de A engendré par
les hy (1e rédnctez,.r regrette la confusion avec le 5 de % cee) 3
dtaprds (35) il existe des formes lindaires = (mBmes Jfflegrets ces) BUT
g tels que l'on ait o
(37) REAREACE AN [ By )= - m).7
pour tout h,éé s on & évidenment « (hs) ~B.4 ©6 gui, en rsison

<

:
&
e (35}, montre gue les & @, e% donc aussi les L. sont lindasirement indé-

f:?r

3
U

')
c+

enidonts ;3 don

e
]

% cst de dimension r , et toute forme linéaire sur ';
est conbinnicon des %y .

Seit maintenant f une représentation ilrréductible de A dons un vecto-
riel V de dimension finie. Une forme lindaire A sur 5 sera un poids
de f si le sous-espace V(A) des geV tels gque

flh)z = A(n).z
vest non nul. Comme leg he ‘5 conmutent, il existc toujours au moins
un poids 5 de plus 11 ne peut ¥ avoir gu'un nombre fini de poids, puisque
V est de dimension finie. Or il résulte évidemment de (37) que si 2
apparticnt & A , alors ,F(xi)_% appartient & );«Hxi et f(yi)g &
)\,—ai 3 comre 4 est soustendu par les nonBmes (non commutatifs) en les
X3+¥yshy 11 réoulte immddiotement de l& et de 1'irrdductibilité de 1

2

gue ¢V est somme directe des divers V(ﬁ} {ci. lecnme 24).
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Ilontrons maintenant qu'il existe un poids j{o.gg ¢ el gue Jko+ai
ne soit un poids de f pour aucune valevr de 1 o S'il n'en &étoit pos

ainsi, alors pour tout poids A on pourrait trouver un i1 tel que
Jk-+ “11 soit un poids ; appliquant le résultat a ,A.+ ay on trouverait

1
un 12 tel que A+ Qg+ Gy soit un poids ; poursuivant le procddé indé-
1

-
finiment on voit que pour t;ut entier n‘>»0 11l existerazit un poids de
la forme Jﬁi-‘izciai avee des entiefs ¢1 > 0 de sopmnme égale & n 5 cela
contredit évidemﬁent le falt que P ne posstde qu'un nombre £ini de
poids, et 1'indépendance linéaire des Gy e

Du résultat précédent découle Gvidemment lfexistence dfun vecteur
non nul geV vérifiont des relations
(38) Plhja = A (h)g 3 Plzy)a =0 .

Cn va montrer Que les nombres J%e(hi) gont deg entiers positifs. En

f

effet ?(yi}jg appartient & é&@mkeai s dfot un k tel gque fgji}}% #0
:‘I_‘:r‘:")é Ia -
P(yi) 8 = Vo posons gilors
:;L:p = f(yi)P.a» (P = 69050\9}:}
et soit E le sous-espace soustendu par ces 2. ;3 il est trivialement

invariont par f(y;) ; il l'est aussi par P(x;) conne on le voit
immédistement en utilisant {Xi’yi:l= hi ;y done, et en vertu de cetie
dernitre relation, lo restriction & E de f(hi) 8 une trace nunlle,

=k

ce gui donne

ey

N {J\.c(hi}‘-p«ai(hi)} =0 ;
vu que ai(hi)= ~a;4 = 2 1l s'ensuit que
Aglny) =k

ce qul démontre notre assertion.

o
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Considérons maintenont la représentation tf dans le dusl V* de V
de 1l'alglbre opposée & A ; par des fa&“onnhnenth annlosues on démontre
llexistence dans V. d'un veeteur non nul a vériiiant entre autres
les relations
Plyla =0

pour tout 1 . Bi donc on considldre le coefficient

*

e(u) = (F(u)g_,g >

de 1~ renrésentation £ de A , on voit que cette forme lindoire € sur A
virifie les identités
(39) Oluny) = 0(u)Ay(ry) 5 O(uxmy) = Olysu) =0
mais en vertu des relations de conmmutation (35), A est soustendu par les

:] .
nmonbmes de loc forme ¥, «..y. h 1...h X: seeX 3 les relations (39)

51 3.t T 11 i

déterninent done € & un facteur constant prds, ot comme f est irréducti-
ble on voit, commé dans le Th. 11, gue ls donnde du poids 4{0 déternmine
¢ & une éguivalence pris.

Or comme les A (hi) sont des entiers positifs, il existe une repré-

sentation irréductible f‘ de & dans un vectoriel V! adnmettont 4&
pour plus haunt poids. Cette représentation f’ de g, définit canoniguenent
une représentation irrdductible f’ de A dans V', et ol a' est un vecteur
non nul de V' appartenaont au plus haut poids 'Ao de la reprdsentation

P! de 7 il est clair qu'ton aura

pt(n)a! = A ofhla' Pi{zylat =0

en vertu du résultat immddistement p réeédent on en conelut que la reprdésen
tation P donnde de A est Squivalente & 1la reprdsentation P/ 5 cela

chive de démontrer 1z propridté que nous avions en vus, & savoir gue A

-

ne posstde pas dlautre représentation irréduciidble de dimension finie que

g de g; g

celles qui s'cbbiennent & partir de reprdsentatio

ks
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Bien entendu, ce résultat s'étend de lui-nmBre aux représentations
compldtement réductibles et de dimension finie de A .

Hous sommes mointenant en mesure de démontrer le résultat principal i

Théortme 13 - Soient % et g’ deux alzdbres de Lie semi-simples complexes

solent K, ,X,,Y, et Hi, X}, Y} deux systdmes canoniques de sénérateurs

de g et g,’ gyznt le méme nombre d'6léments 3 supposons que les systimes
d'entiers de Cartan de g et ?’ rclativement & ces systimes soient les

némes ¢ A,, = 8 5 alors i1 existe un isomorphisme de sur ! qui
Zches i3 i3 ' & Ear Juli
appligue Hi’ Xi, Yi sur Hi ,Xz!. ,Yi .

Reprenons en effet 1'alpdbre A considérée plus haut ; s2 construetion

ne faisant intervenir gue les entiers de Cartan, cllc fonctionne pour gz_/
comme pour ‘3" . 1}'&&1‘!:1*@ part, les opédrateurs ad(Xi),ad(Y;_),ad(Hi) vérifimt
évidemnent les relations de commutation imposdes aux Z; 47y ’hi il existe
une représentation lindaire P de A dans le vectoriel g’ qui envoie
Xs3¥3s8y BSur ces opéroteurs ; comme g’ est genl-simple sa représentotion
adjointe, donc sussi 1o reprdsentation f dc A V, cst conplitement rédue-
tible. D'aprds le résultat obtenu avant 1o théerdme 13 i1 existe donec

une renrésentation f de ltalsbdbre de Iic (} dans le veectoriel g’ gui
envoie Xi’Yi’Hi sur ad(X%), ad(Y;_), ad(Hi) 3 1o représentation adjointe
de g’ étant £iddle on en déduit ltexistence d'lun hermomorphisme 7 de

? sur cdel (sur_parce que gz’ est engendrée par son systdme canonique)
gui envoie Xi’ Yi, Hi sur Xi, Y_}L, Hi t mols en sens inverse on o

pour les mlnes raisons un homomorphisme " de g’ sur 7' qui en'&oie

Xj'_, Yi, H{ sur Xi’ Yi’ Hi $ utilisant le grand théordme de Veil sur

les homomorphismes réeiproques on obticnt le théordme 13.



§ 12 - Rationalité des olptbres sermi-simples.

Les concidéretions du § préeddent entrafnent le résultat suivant,
important non sculecment en soi nols anssi parce qu'on 1l'utilisera plus
loin daons 1t'6tudc des souc-alzlbres compzctes

théortme 14 — Toutc 0l-dbre de Lic semi-simple ¢ sur un corps al~tbri-
gueoent clos s’obtlent, por extension du corps de base, & partir d'une

alslbre semi-sinple sur le corps rationnel.

Hous su/pposero_ns ? simple ; cetie hypothése n'est évidemment pos res
trictive. Soit alors Xi 'Yi sHy un systime canonique de générateurs de
? . et formons comne au ¢ préebddent ltal-dbre associative A & 3r gé@nérs
teurs x, ,yi,hi $ comme g. est simple sa représenitntion adjointe est
irrédnetible, et fiz_’:?;lc, de corte que l'on pcut trouver unc reprdsento-
tion irrGductibvle P de A dons un veetoriel V ( = g!) de dimension
£inic telle gque % soit, & un isomorphisme pris, 1*313&1)3:9 de Lie enpen-
dréde par l:s oplzatcurs P(x;), Ply;), p(hy). Hous identifierons g
avec cette dernidre algbbre, et déoisnerons par T liimoge de A par £,
i.'e. 1'alntbre assoclative cngendrée par les opérateurs en guestion.

On sait de plus gue 1a représentation P stobiticnt conme snit & une
équivalence prds : soit A le plus heaut poids de P , et soit ¢ la forme
lindaire sur A définie par les conditions ‘

o(uby) = 8(u) Alny) 5 Ofuxy) = 6(y;u) = 0
pour tout ueld ; soit enfin V le souc-espace du dual de A formé par
les formes u —0(uv), VveEA ; alors P(v), pour veEA , est l'endomor-
phisme de V qui £oit passer de f{u) & f£(uv) (translation 2 droite).

En vertu de la d6finition de @, il est clair que V est soustendu par

les veeteurs de la forme (v, A2 )¢ s par couséquent, on peut trouve

1 g -
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une base 0, (1€<n) de V formbe de vecteurs de cette forme. On va
montrer guc, relotivement & cette baesc, les opérateurs F(xi), Plys),

f(n;) ont des nmotrices i cocfficients rationnels. Pour P(hy) ctest
clriv, car chague OL apporticat &4 un voids de P, dc sorte que la matric

de f(hi) eot dinsonale et & cocfficients entiers. Ilaintenont, posons

Plzy)0y = 2 apgly 3
pour tout unei on a done | ‘

O (ux; ) = 20y 0 (u)
Or A étant soustendu par les monbmes y3 oo Xy et les formes ek étan
‘linGoirenment indépendaontes sur K {corps de base) on peut trouver, parmi
ces monBmes; n Siéments uy, tels gue dét(ek(uh))fo ; les @y, sont
alors d6finis par le systdme d'éguations lindaires

;Z: ah(u1)“ikh = 8 (ux,) 3

mais il est elair, puisque les .Ajhi) sont cnticrs, que 6 prend des
valeurs entidzres sur tout monbme 3’31.“xi s 1l en est de néme des ?k
en vertu du falt que, d*aprcs les formules de commutation entre les
géndérateurs de 4 (lesquelles sont & cocfficients entiers), on peut
exprimer, pour tout monbme u , 1'éldment uy :

1
linéaire & cocfficients gntiers de monbmes ; or 8 n) est par construc-

e.y4 comme combinanison

tion de 1la fozme‘ ?(uyjz"‘yj ) , dtod notre asseétion. Cela fzit, on
voit que les %433, Sont solutions dtun systdme lindaire & coefficients
rationnels, donc sont rationnels. Une démonsitration analogue sianplique
aux flyy) -

Celn étant, considérons ll'alstbre associstive T engendrée par les
f(xi), f(yi), f(ny) ; elle possdde une base formbe de mondmes en ces

onérateurs, i.e. d'opérateurs ayant des matrices raotionneclles
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il s'ensuit que, relativement & cette bose, les constantes de structures
de T sont rationnelles ; donc I se déduit por extension du corps de bose

d'une alrtbre nssociotive sur le corps rationnel. Il stensuit évidemment
une propristé analogue pour lt'al~tbre de Lie ; engendrée dons T par
les ?(xi), ?(yi), f(hi), d'ok le théordnme.

On notera qu'on o dfaillcurs démontré beaucoup plus, 3 savo;r que
toute regrésentation irréductible de ? steffcetuc dons le corps des

nombres rationnels.
§ 13 - Applications au groupe de Weyl. ,

Soient g} une alabbre semi-simple complexe, ‘5 une sous-alzslbre de
Cartan de g , %, un systbme fondamental de raelnes de % par rapport &
«f i Xi 'Yi ,l‘ii un systdme canonique de génératcurc correspondant 4 ce
systdme fondamental. Soit d'autre part s une opération du groupes de
Weyl ; s est d6fini comme opdrateur sur le dual de f s €t peut done
€tre considdrd - ce Que nong ferons - comme automorphisme de lislzdbre
de Iie abdlienne -ﬁ - Ocla 4it, yosons H} = o(H,) et a! = g (@) 3
comme on le sait (§6) les &} forment un nouvenu systime fondamental
de racines et comme il est clair que Hi = H"‘l on voit gu'u ce no;xveau
systdme fondamental correspond un systdme eanonique de générateurs de
? de la forme Xi " Y&, H{ . Les entiers de Ga:etan aij relatifs an
nouveau systdue sont Sgoux 4 ceux du premier systdnme ; en eifet, 44
(resp. aij) est, pour 1?4 J , 1le plus grand entier 2> 0 tel que
@; + a4 4% (resp. af + aij aﬁ) soit racine } mnis onm sait (§ 6) que
le group: de Veyl permmte les racines, d'od 4videmment notre nssertion.

UGtilicant le théorlme 13 on voit done gqu'il cxiocte un automorphisne

S de % qui applique Hi sur Hi s €5C... 3 done 3

el
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Zhéordme 15 - Soient ¢ une slzdure de Lie gemi-simple conplexe, # unme
sous-nlrCbre de Caortan de % ; 8 une opération du groupe de Ve
par rapport & ‘f + alors 11 existe un sutomorphisme 3 de y gui_conserve

4 et out induit s sur 4.

Remargue - Lo réeiproque du Théordme 15 n'est pas cxacte. Soit Al y) le
~roupe des auton. de ?‘ ; soit A { g) la conpooante connexe (mort cux
alpdbristes) de 1tunité dans A(4 ) ; alors pour qu'unm SéA(cJ.) loissant
invariont )5 induise une snbstitution du sroupe de Veyl il faut et 1l
suffit gque 8§ soit dans Aotg{) » résultat plucs prdeis que le Théordnme 13,
gt dont le rldacteur ne connolt pas de démonstrotion purement al-dbrigue
(% 1o différence sons doute de Chevalley, qui ferait bien de fournir

un rapport sur lz guestion).

Les notatione restant les mBumes que celles du début de ce § s cONnsi-
dérons une représentation irrdductibvle P de } dans un vectoriel V de
dimension finie ; on s2it depuis longtemps gue l'encenble des poids de
est invariant par le groupe de VWeyl de ?_ ';V on vo montrer plus
Théoréme 16 ~ Soient f une représentotion irzdductible de dimension
finie de ¢ , A un poids de P , s une opération du sroupe de Wex»l s
alors A et s(A) interviennent dans f zavec 1o n€me multiplicité.

Formons en effet comme au § 11 1'al~bbre cssociative 4 , enzendrée
par des 61éments x;, ¥;, B, - Au premier systdme canonique de zénéra-
teurs X, , Yi’ Hi correspond une représentation T de 4 telle que

?(xi) = f(Xi) s @etCecee s
de mfme cu cystlinme Xi . Y}_, Hi déduit du premier par l'automorphisme S
de g correspondant par le théordme 14 & s correspond une représentation
! de & telle gue Tix,) = p(2}), ete ... "
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Cela fait, désignons par A un poids de ¢ et par p lo forme linéaire
en les hy définie par p(hy) =./\.(H1)o Le sous-espace V(XA ) de 1la
représentotion f est l'ensemble des solutions 2 de P(H,)a =A(H, )a,don
aeV(A) danivaut & T(hy)a = plhylz
dtoutre part, posant A' = s(.)\-), V(.)&') est l'ensenrble des sonlutions
a' de f(H;)a' = A *(H;)a' , ou encore de f(HY)2® = )\.'(Hi)_a_..' s comme
_/\'(Hi) = J\,(Hi) on voit que
a'e VA '}y  équivaut & qr'(h )a' = p.(h dal .

Pour démontrer que V()\) et V(A') ont mlme dimension il suffira done
de faire voir que les renrdsentations § et }‘IT" de 4 sont Sguivalentes.
Ctest ce qulon va faire en calculant leurs "pius hauts? pofis.

Pour cela. scoit )\. o 1e plus haut poids de € relativement & la base
E—Ei de '5 : soit By 1s forme lindaire en les hi donnde par
’ %(hi) = J\.G(Ei} : si 2,€ V{J\.o) il est clair quton a

T (by)a, = py(hy)a, : Tixyla, =0 ,

de sorte que le plus haut poids de F est Bg De méme‘, si )\é est le pl:
hant poids de relativenment & la base Hi de ‘6 , il est clair que le
plus haut poids de ¥/ est donné par by —;_A_ o(H}) ; mais comme la
substitution s du groupe de Weyl envoie Hi sur Hi et permute entre eux
les poids de P il est vident que ./\.6 = s, ) done A '(H' = ')Lo(H:‘
ce gui montre conmme annoneé gue les représentations T et 7/ de A ont
le m&€me plus haut poids, donc sont Squivalentes dtaprds les considdératior
du @ 11 . Ceei ddmontre le Thiordme 16. |

On 2 mfme démontré un peu plus § en effet, T et W' &tant Sguivalente

il existe un automorphisme u du vectoriel V dans lcquel s'effectus P

qui transforme (hy), Wiz;), Tly;) en T'(hy), T'ix;), §'(y,) 3
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en dlautres termes, si S désisne 1'un des nutomorphisnes de VA gui
induisent o sur 4 , il existc un outonor-hiscc 4 go vectoriel V el
g\r ue 1l'on 2it
(4.0) PIS(X)) =uep(X)ou
pour tout X e gg (en_ fait on ne 1l'2a démontré gque pour X appartenant au

systéme_ canonique Hi’xi’Yi s mais comme celui-ci engendre %_ cee)e
Haturellencnt ce résultat est évident dans la théorie topologique, une
fols gu'on coit que S correspond & un automorphisme intdricur du groupe
compact simplemcent connexe donf lt'alsdbre de Lic complexifide est gz o
Hoter gue ltautom. S de ? se prolonze en un sutomorphisme {que nous
noterons encore S) de l'algzdbre enveloppante G de ? s la relation (40)
est 6videmment encore valable pour tout X e . Son utilité est entre
autres dfentralner le résultat sulvant. Appelons caractire de P 1a
forme lindaive
| Xp(x) = T2 p (x))
sur @ ; alors 9(? est invariant par le ~roupe de Veyl, i.e. vérifie
(41) Ap(8(x)) = Ke(z) .

En particulier si H est la sous-algsdbre de G enpendrée par 'g (H stiden-

tifie & 1'alsdbre enveloppante de @ s L.e. & 1l'algdbre - commutative

il

des polynbmes en les Hi)' on a ?(f (s(n)) ?Cf () pour tout heH
et tout s eV , résultat fort important quand on cherche & caleuler &

explicitement les caractlres en question.
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§ 14 - Invarionce des gous-algtbres de Cartan.

Soient % une algstbre de Lie semi-simple sur un corps alstbriquenent

clos, et X un 6lément régulier de g , i.e. (§ 2) pour lequel la multi-

plicité de la valeur propre 0 de ad(X) est nminimum. On a vu (§ 2)

gue X ensendre une sous-olrbbre de Cartan de s 1o dimension de eelle-c
étont 4pale précisément & la multiplicitd r de O dans ad({X), on voit

que toutes les sous-alrlibres de Cartan obtenucs de cette fagon ont méme
dimension r . On vo mointenant démontrer un rdésultat cul implique,

entre autres choses, que toute sous-al;dbre de Cartan peut 8tre obtenue
por le procédé en guestion - ce qu'on ne sgvait pas jusqutieci.

Théoréme 17 - Solent —g et f’ deux sous-alstbres de Cartan de g s i1

existe un asutonorphisne de } gui oppligue f sur f’ .

Lo démonstration qu'on va donner est extraite essenticllement des
derhibres pages du rapport Chevalley.

Soit 1? unc sous-alpdbre de Cartan de g . Hous choisirons un systéme
fondamental de raeinés, d'ot une base Hi (1€ igr) de 5 s bour chague
racine_ a , un Xa appartenant & o . Soit n la dimension de g . i

K désirsnont le corps de base de y , on choisira unc extension algd-
briguement close I de K , ayant sur K le degré de transcendance n , et
nous formerons ltalzébre g,L déduite de % por extension & L du corps

L

de base. Un 61lénent de g, sera dit générigue si ses coordonndes par

rapport & unec base de % sont alpgdbrigquement libres sur K § cette défi-

nition ne dépend évidemment pas de la base choisie dans ?— s

Tomme 29 -~ Soit D unc dérivation nilpotente d'une al-~bbre de Lie ;7_ 5

alors exp(D) est un outomorphisme de % .

On o en cffet
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exp(D)[K,Y] = J .g.?. [X,Y] = éo p+Zq—:-=n [DPX,DQY}/p,lqg
d'olt le lenme.

Zn vertu du Lemme 29, on peut, pour toute racime « et tout t€Ll ,
former l'automorphisme exp(ad(t Xa)) de %I‘ . Nous désignerons par G

le gzroupe engendré par ces antomorphismes.

Lemme 30 - Soient des uieﬁb alrlbriguement libres sur K § alors il

existe un seG gul transforme 25 nyH,  en unlélément sénérigue.

2o

Désisnons en effet 7ar &y y. .. 40y (1 = n~r) les racincs de gl

rangées dans un ordre gquelcongue, et posons
8(t) = 8(ty,eee,ty) = exp(ad(t1Xa1))~u exp(ad('t1Xa1)) ;
la matrice de s(t) par rapport & la base Higza est évidemment formée
de polynbues en les tj 2 coefficicnts dans K ; si done on pose
8(t)( 2 w,H,) = Z P, (u,8)H, + 2 2, (u, )%,

i1l est clair gue les Pi et Qj sont des polyndmes en les u,, tj & coef-
ficients dons X , polynbmes qui sont d'cilleurs lindaires en les u, -
Pour &tablir le Lemme 30, il suffit de montrer gue ces polyndmes sont
alrdbriguement libres sur K , autrement dit que leur déterminant fonetion-
nel ne stannule pas identiguement. On va le calculer pour les valeurs
tjzo des variables.

Posons Pi(u,t) = >, ukPik(t)' Qj(u,t) = ;E:ukqjk(t) s comme s{t)
ge rédult & 1l'identité pour =0 , on a Eik(o) = 84508 ij(O)zo s done

()P. - DQ.
5"!—{;}; (ugg) = 6]-_]5 H D—ui (usf}) =0 .

Pour caleculer les dérivées par rapport & tj , on peut supposer les

autres varisbles + nulles ; slors s(t) se réduit & exp(ad(tjza.)) s

J
meis on &
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ad(tJXaj)I—I = mtj[H,Xaj) = -t cxj(H)Xuj
d'ok, au point considéré,
s(t)(2 uH,) = 2 u,H, - sy () uiHi)Xaj
de sorte gue pour cette valeur de t les polynBmes Pi’Qk se réduisent
a Uy s 6jktj“j (28 uiHi) s on a donec
les dérivées cherchnées sont donc donndes par

R
2ty

2Q
(2,0) = 0 3 5—;—’;‘- (1,0) = 85,0, T u,H;)

En conséguence le déterminnnt fonctionnel D(u,t) cherchd vérifie
D(u,0) = TTaj( > u,H, )

ce qgui prouve gu'il n'est pas nul § diod le lemme 30 .

Lemme 31 - Toutes lcs sous-alrtbres de Cartan de g ont méme dimension r:

pour tout &ldément générigue X de ?L

de multiplicité » .
Tout d'abord, soient X = w,H, +5/v X et X'= J ull, + 2 viX

s 24(X) odmet O pour valeur propre

deux él_éments ~énérigues de gzl' ; les uy, Vg dtunc part, les a%w&
dfautre part, Staant alstbriguement libres sur ¥ , 1l existe un
X-automorphisne de & qul transforme u; en a;_ s Y, on v& s celui-ci
définit un autonorphisme de % & qui transforme X cen X'. Done, pour X
générique, 1a multiplicité de O dans ad(X) est indépendante de ¥ .
D'aprds le lemme 30, c'est aussi la multiplicité de O dans ad( 3, ugHy) s
les g étant alnGbriguenent libres sur K , cette nulticitéd est done
égole & dim(% ), d'od le lemme.

AL'entier r slappelie le rogg de % ; ciest évidenment la multiplicité

dée la valeur propre O de ad(X) pour tout 6lément rérulier X de %
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Moter que les résultats d6jd obtenus prouvent que toute sous-algtbre de

Cartan ﬁ contient (et done est engendrée par) un Slément régulier H ¢

il suffit de choisir H de telle sorte que lecs nombres «o(H) soient tous |
# 0, ce gui est possible sur un corps contenont une infinité d4'éléments...

lous pouvons maintenont démontrer le Théorime 17. Solent f et f /
deux sous-alslbres de Cartan de g s By et H{ (1€ iLr) des bases de f
et 'ﬁ’ correspondant & des systlimes fondamentaux de rocines ; cholsis-
sons r Gléments u; de L algbbriquenment libres sur K , et soient
{(lemme 30) X et X' deux é1léments génbérigucs de gL respectivement
transformés de 3, u g, et de Zuiﬂi par G . Les valeurs propres non
nielles de 2d(X) sont celles de ad(z uiﬁi)’ i.e. sont les Z uior.(Hi)
ok o varie dans l'ensenmble des racines de 9: par .éappert & ‘70 s de
méme celles de ad(X') sont les J, u; B(H]) ok B varie dons l'ensemble
des racines de f(‘l par rapport & ﬁ' Mais X' se déduit de X par un
K-sutomorphisme ¢~ de L ; done ¢ transforme les valcurs propres de
2d(X) en celles de ad{X'). Il stensult qu'd toute racine « de %
var rapport & )? correspond blunivoquement une racine a! de % par
rapport & '5 ¢t telle gue Z uia‘?(Hé?;_) = @(Z vy oa(’nf’i)} ce gui montre,

puisque o laisse fixes les Sléments de K ; qu'en peut Stsblir enire

les racines de gg, por_rapport & -5 et les raeines de g per rapport &

! une correspondance biunivogue préservant les relations lindaires

2 coefficients rationnels ; par sulte, li'image par cette correspondance

dfun systome fondanmental (a—i) (1€ 1<) relatif & *5 est un systiéme
fondamental (a;_) relatif & *5?, et pour ces deux systimes les entiers
de Cartan sont évidemment Gzaux ; le Théorlime résaite done du

Thiortme 15.
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Le Théorlne 17 a2 lao conséquence suivante. Soit X un 61ément répulier
de g i.e. (3 2) tel que 1o multiplicité de O dons 0d(X) soit minimum,
done égale & r ; rons de ? ;s on sait ( § 2) que X appartient 4 une
sous-alzdlre de Cartan. Donc, pour toute sous-alsdbre de Cortan
de % et tout 61dément répulicr X de g il cxiste un automorphisme de 2
qui _envoie X dans % -

Seit X un 6lément orbitraire de ? s on appelle polynBme de Killing

de X le polynbme coractéristique dét(A-ad(X)) de l'opérateur ad(X) ;
comme il admet O pour rocine de multiplicité 2> r , on peut l'éerire
sous la forme ,
22(N) = a6t(A-ad (X)) =A? + 4 DA F! 44y, (X)AT

o les Y, (X) sont &videmment des polyunfBmes en X ; les éléments
rézuliers sont évidemment ceux pour lesquels ¥, (X) # 0 . Soit X un
é1ément régulier § on peut le Plonger dans une sbus—algébre de Cartan
-g s et alors i1 est clair gue les racines non nulles du polynbme de
Killing de X cont les nombres «a(X), ok o dderit toutes les racines de
? par rapport & ‘5 s on en déduit qu'on peut trouver r racines

Ay i,“e,)gr de ce polynbme telles gque toutes les autres soient de la
forme Z ei}"i. avec des ey entiers tous de mBme sisgne § autrement dit,
Lles racines de £y Zforment un systome de rong < r sur le corps
raotionnel. IHouc dirons que X est trds répulier si ce rang est exacte-
nent r , autrement 4it, si fX posstde » raclines lindairement indépen-
dantes sur Q 5 llsxistence de tels 61ldéments est claire puisgue le corps
de'bése, étant olzdbriguenent clos, est de dimension infinie sur Q .
Soit X ¢ 9 tris répulier 3 on peut trouver r racines o, de g: par

rannort & g telles que les %y {X) soient lindaircment indépendants
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sur @ et telles que toute autre racine de £y solt combinaison & coeffi-
cients entiers tous de mlme signe des nombres .)\.1 = ai(X) (car on peut
d'une part trouver r rocines de fx lindoirencnt indépendantes, et

-

d'autre part en trouver r dont les cutres soient combinaisons & coeffi-
cients entiers tous de mPme sisne - clest donc que les r racines qui
vérifient cette dernilre propriété sont indépendantes sur Q) 3 1l est
clair gu'alors les %y forment un systime fondanenial de racines de g
par ranport 4 ‘5 s de facon plus précise, pour vérifier une relation
PR w ¢ X =0 entre les racines & , il suffit de vérifier la relation
Z & o @(X)=0, pourvu bien entendu que les 17,* soient rationnels ; en
effet, on a des relations a(X) = 2 °a i.oc:'_(X) avec des e, i rationnels
et meme entiers j donec 2, 9& «(X)=0 impligue Z Og,4° I @, (X)=0 ,
donc d'aprds 1'indépendance lindaire des %, (X), implique Z Cg g ¥, =0
pour tout i , dod évidemment notre assertion. I en résulte en parti-
culier gue, relativement au systdme fondamenial de racines %y les
entiers de Cartan de g; sont définis comme suif ay4 est, pour 1 ;é =
le plus grand entier tel que ./\. + :3.:1_:l '/\'1 so0lt encore racine de fX .

Cela permet de démontrer le résul'bat relativencnt intéressant gue

volei ¢
Théordme 18 - Solent X et X' deux §l6ments %rds réouliers de % 5 pour

gu'ils se déduisent 1'un de 1'autre por un automorphisne de g, y 11 faut

et il suffit gue leurs polvndmes de Killing sient les m®mes- racines.

Soient en effet ‘g et 'if / les sous-glglbres de CGartan contenant X
et X' ; on a vu que toute relation lindmire ratiomnelle Z )&vo(: 0
entre les racines de ‘J— par rapport & 'ﬁ est Squivalente & 13 relation
Z )’ ‘X (X)=0 ; on en déduit d6J2 (en concidérant les relations

a-f = 0) que les racines non nulles de fX gont deux & deuxz distinctes,
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i.e. toutes sinmples ; m&me propriété pour X'. Donc & toute racine a de
. % par rapport & f correspond biunivoquement une racine a'! de % par
rapport & f’ , par la condition que a(X) = a'(X') ; 11 est cloir de

cette facon qu'on établit entre les o et les a! une correspondance pré-

s

servant les relations & coefficients rationnels. Done il existe un auto-
morphisme s de g appliguant g sur '&' et X gurun Y € 5'te1 que
a({X) = a'(Y) pour toute rocine ; d'ol Svidemnent Y = X', ce qui démontrs
1e théorlne.

On voit donc qus, pour X et X' trxls rézgulier, les relations

¢

'L%fi(X) = wi(X') (1 €£i1i<n-r) sont nécessaires et suffisantes pour gue X!
ge déduise de X par un automorphisme (en général, "extéricur?) de g .
Hoter gue l'on o du reste 1, (X)=0, vu que ¥y (X)= Pr(ad({X)) est une
forme lindaire inverisnte sur g, . donc nulle sur [g /%] = % puisque
?’ est seni-sinmple.
3 15 - Préliminoires & la construction
des formes rdelles compactes.

Poursuivant sans f£aiblir 1l'exposé des conséqucnces du Théordme 13,

nous allons meintenant nous orienter vers la démonstration {gui sera
faite au § suivant) d'un théorbnme disant que toute alszdbre semi-simple
conplexe posside une forme réslle compacte, résultat doﬁt 1'importance
est non négligeable. Les purs, que cette intervention des éorps réel et
complexe ne merquera pas de scandaliser, sont priés de relire le Chapitre
des corps ordonnés si ¢o les anuse (ce que le rédacteur sfest bien gardé
de faire) (précisément porce que ¢a ne l'amuserait pss).

Dans ce § on va seulcnment donner des vésultats préliminaires dont

1'int6éret est de rendrec naturclle lo méthode de démonstration utilisée
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au § sulvant, et aussi de fournir sur les alpdbres compactes des rensei-
gnements & peu prés aussi d6taillés que ceux qu'on o obtenus au §4—
pour les alztbres complexes.

Soit % une algtbre de Lie complexe ; par unc forme réelle de ﬂ
on entend toutc alstbre de Lic réelle dont lo complexification est iso-

morphe & g s &videnment ces formes réelles sont toutes semi-simples

(i.e. ont une forme fondamentale non dégénérde). Par ailleurs, une algdbre
seni-simple réelle est dite compacte si sa forme fondamentale est

définie népmotive. % désignant une slsdbre seni-simple complexe, nous
allons montrer comment on obticnt toutes les formes rdelles compactes

de gl s en sunposant bien entendu démontrée l'eiistence de ces dernilres.
On va en effet &tablir le résultat suivant :

ZIndorbme 19 - Sofent ¢ une alrdbre de Lie semi-simple complexe et ¢,

une forme compacte de g. (considérbée comnme sous-alpdbre réelle de % ).

Alors il existe une sous-al~dbre de Cartan ‘ﬁ de gz et, pour toute racine

o de t} par rovport & '5 s an 81dment X de % appartenant & o , de
telle sorte gque gu solt ll'ensemble des éléments de gf de 1la forme
2 u H, + Z v, X, Zavec u, ima,ginai:c-e- pur et v_, = —?r; "

Pour démontrer ce thbordme, considdrons une forme rdelle 9‘,& de ?

(on ne suppoese pas 7,[1 compacte pour le monent), et dbésipgnons par %o
1'alatbre réelle déduite de ?“, par restriction du corps des scalsires
on peut identifier %a & une sous-alpdbre de go s avee

dim(g}o) = E,dim(gﬁu) ;s sl 1'on désigne par J l'endomorphisme du vei‘ho-
riel rjzo gui, dans g: s 8¢ réduit & la multipliecation par i = (-1 §*
(on ne précise pas le signe ...) slors il est elair gue ?’o est sonme
directe de %, et de J( %a} s tout Xe? stéerit done avec unicité‘

sous l= fornme

.



- HH <
X=7Y+Jd(z) o8 TZe g, ;

£l 1'on pose
=Y - 3(2) |
il n'est pos difficile de vérifier que XX eot un outomorphisme

involutif de y PR ?u n*est autre que l'ensemble des points f£ixes

de cet cutomorphisme.

dtautre part, nous appellerons gous-nlrdbres de Caortan de gn toute
sous-als-tbre abélicnne maxinnle ‘5 N de gu telle que, pour tout He€ f Q.
l'opdrateur ad(E) soit semi-simple (il importe peu de préeiser si lton
considtre od(H) dans g on sculcnment dones g u § Tappelons qu'un endomor-
phisme A d'un vectoriel ¥V sur un corps k est seni-ginmple si 1'sizdbre
associative casendrée par 4 est semi-simple § si l'on étend le corps k ,
cette propridté est conservée trivinlement vu lec eritdre de Cartanm pour
les alntbres associntives ; mnis bien entendu si k niest pas alrdbrigue-
ment clos la cemi-simplicitd de 4 n'implique pas 1la réductibilitd & 1a
forme diasgonale ! ). 81 f g ©5t une sous-alsdbre de Gértan de ﬂu s dési-
ghons par ‘f la sous-alsbbre complexe de y engendrde par ﬁn s eénsenble
des I + iH! gvee H,H'e fu 3 11 est &vident gue pour tout EH € g .
ad{H) ect seni-cinple dans ? , que 5 est abélicnne, et mBme que ‘ﬁ

est absliennc moximale dans % (i un systdéme lindaire homosdne & coef- |

(&7

i-ieqts dans k& 2 une solution dans X Ok s 11 o une solution dans k...):
autrement diy, 5 est une sous—aigb'bre de Cartan de % .

Supposons mointenant queA %u soit compaecte. Lo restriction & g‘u
de la forme fondamentale de g est done définie nézaotive, diod une
structure dtespace eucliéien sur gu 3 en raison de l'identité
L2d(X)Y,Z>= -<L¥,24(X)Z>> on voit que si llon choisit une base ortho-

normale de ?'n la motrice de ad(X) par rapport & cette base sera,
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pour X E?u y réelle et symétrigue rauche ; donc celle de 1.2d(X) sera
hermiticnne ; 11 s'encuit que 2d(X) est semi-simple pour tout Xé}u

8i g'u ect compacte. Pour unc algtbre semi-sinmple réelle conpacte, les
sous-alztbres de Cartan ne sont donc autre que les sous-clgslbres
abéliennes moximales de g‘u .

Supposons toujours 7.1 compacte ¢t cholsissons une sous-alstbre de
Cartan fu de gu s soit f la sous-alstbre de Cartan engendrée por
ﬁu dans g(. +« Soient o une racine de ? por rapport & ‘f s €% Xa an
élénment de % appartenant & @ . Conme f ect évidemmcnt invariante
(globalcment) por X —2> X il est cloir que
(42) T(H) = alf)

]

est encorec une racine et gue Xa appartient & cette racine (eeci ne

suppose pas ?u compacte) ; de plus, pour H € ‘ﬁ g ¢+ ®({H) est une valeur
propre de ad(H) donc, puisque ad(H) est réelle et symétrique gauche,

est imasinaire pur 3 il existe donc un £1dément H: de '9 tel que

u
i) = i.<H,H:> pour tout HE g gy donc aussi pour tout H 6‘5 3
il stensuit inmédiatement que 1'61dnment Ha de ‘6 gui, dtaprds les
résultats du §4, définit la racine & , vérifie

(43) 1.0, €9, , atob B =-E, ;

enfin, la relation (42) stéerit, pour He"gu s Sous la forme

G(H) = -a(H) puisque E=H et puisque «(H) est imaginaire pur

par suite, de 1o comprcits de g‘u rdsulte que

(44) @ = -

Choisiscons alors un systdine fondamental de racines » €t ordonnons en
conséquence les racines o de g par rapport & 5 H ehoi.sissons arbitrai-
rement' les X“ correspondant aux racines « pogitives ; alers il est clair

d'aprds les résultats préeédents qu'on peut prendre
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(45) X, =-X,
Comme les I-Ia et les Xoc soustendent % (sur le¢ corpe conplexe) et comme

%u est soustendu par les 6léments de la forme X + X s On voit en vertu
de (43) et (45) que %.ﬁ est l'ensemble des conmbinoisons lindaires & coef-
ficients4réels des élénents P

(-0*E, ;3 XX 5 (-1)2 (X HE_) s
cecl démontre le Thiorldne 19.

ous nllens nolntenont mentrer que, los X Stant choisis d'eprds
(-4.5), on peut de plus lcur imposer de vérifier lo condition

[Xa’x~a]: I-Ia . En effet si cette condition nilest pos remplie on aura en
tout cas une relation de la forme
[ZZo]=A B,
i1 est facile de caleuler A s en effet, si Eo'; est 11416ment de b tel que
o (H) z(H,H&} on a (§ 4 ,Temme 14) [xa,x_a] =<Xagx_a>eﬁ& et par
ailleurs H_ = 2H!/a(H}) ; done
A=<z xS a,m>/e .

On va montrer que A est positif. Conmme on g <H&, H&>>0 { éS,
Lemme 20) 1% suffit d'établir que L X ,X_, > eost positif ; oz—ocomme
”.;%j:‘;s_g;-- esb—pesi%EL ; or comne Xa":'{-.oc est dans %u on a

| <Xa"x-a’za°}{;a><0 ; le premier membre #4tant dgal & -2<Xa ,X_a>
en vertu du falt gue X@: et X_a sont isotropes, notre assertion est

démonirée.

4
et A* X-.ca ¢ cels ne

détruit Cvidenmnent pas (45), d'od comme annoneéd la possibilitéd de choisir

e
Ceia dit, remplogons X et X__ par A X,
les X:x de telle sorte que lion sit

(45) [2,%,.]=58 -

E-—fxcg
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On notera que, si l'on multiplie Xm par un scalaire f s 11 fout multiplier
X“a par F pour préserver (43) en sorte que si 1lion veut préserver (43)
et (45) on doit prendre P de module 1 . Por conséquent, les X, sont

déterminds & des facteurs de module 1 prds pour « > 0 .

Hoter dlautre part qu’en transformont la relation [Xa’xﬁ]“ Hor.ﬁxaﬂa
par X —» X il vient, en tenant compte de (43), lz relation

(46) i} = I

-0y ap. ’

ous allons maintenant démontrer, pour les formes compacies, un
théortme dtinvariance analogue & celul qu'on a établi pour les sous-
alstbres de Cartan :

e}

Théoreme 20 - Soit g une al~tbre de Liec semi-gsimple couplexs ; dzux

formes réelles compactes de } cuvent toujours ge déduire llune de
lioptre zar un auvtonmorvhisme de i;j &
. . . . ‘ - - R &
Solent en effet ¢ et deux tellies formes (piengdes dans ¢f |
) 3] - & e

Tans ces conditions, le Théoréme 19 montri gufon peut supposer 2“"

4
soustenfue par les (’-—’s)’?’ H_ Xo;"’X-a s (= 1)‘%’ (X +E } en choisissant

convenablement les on s et 1fon peut supposer réalisdes les relsotions
a .

J T -
(4F) ixag,x_ga |= H,

(4@) H—-a.-,-—f.% =.Hocﬁ A

de plus les X sont pour « >0 déterninés par ?Lu o des factnurs de

module 1. Deﬁéme on peut supposer JZ " engendrdée par les (- 1)51{ .

X-X1 o, (-1)% (X:+X!1 ) avec des relations analogues & (4\8) et {A&),

& savoir



(4@:) X!, xla] =H ;

(4&) g = mi

-0y~ ap i
ici encore les X} sont pour a0 déterminés par g,l; & des facteurs
d2 module 1 . Si nous établissons l'existence d'un automorphisme de gz
envoyant Ha sur H& et chague Xa sur X& (en choisissant convenablement
ces 61éments) il est clair que le théordme sera dénontré.
Or on a2 des relations de la forne

X& = °a’xa
avec des scalolres ¢, . Conme les X& sont déterninés modulo des facteurs
de module 1 on peut supposer
(4?) e, >0

pour toute rocine a >0 . Or (A%) et (4%') nmontrent que l'on a

(gﬁ) k' c.c_ =1 3

s R, 1
paxr sulite, ( )] est vra1 pour toute racine o , positive ou non.

Dtgutre part, il est immédiat de voir gue les constantes de structures

ﬁég sont donndes par les relations

0 =X i_ﬁ@__
G T Taf +ﬁ

la relation iéé‘) stéerit alors

WD

= N

ﬁ“a,_ﬁsc—meuﬁfc-amﬁ aﬁ“eae /°a+ﬁ 3

tenant compte de (48) il vient done
cacg/ea+@ ?ic~&%-ﬁ/b—a=P :
mais d'aprds (43) et (W) le premier membre de cetie relation est >0
et 8gal & l'inverse du second ; donc e e§/°a+ﬁ = 1, en sorte que
ﬁéﬁ = Kaﬁ»‘ Cela démontre évidemment l'existence d'un automorphisme de

;Z envoyant X@ sur X& pour toute racine a , et Ha sur H , Aol le Théord
- me .
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Le Théordme 20 est noturcllcment fauz si 1'on omct l'hypothise de

compacité. Por exemple, les fornes de Killing de deux formes réelles
de g peuvent avoir des signaturcs différentes, comne l'exanmen des divera
groupes orthogonaux permet de le constater ;3 on ne peut done pas dire

que deux formes rdelles de g soient isomorphcs (mBre en faisont abs-
traction de la fagon dont elles sont "plongdes" dans g)

Corollaire - Soient ?; une alrtbre de Lic semi-simple réelle compacte,

et 5 -ﬁ' deux sous-alsdbres nbélienncs maximales de g 5 11 existe

un automorphisne de ¢ gui annligue ﬁ sur f ‘. In particulier, tout

Xe % est transformé dlun &1bment de 'g par un aa‘bomorghisme de %
En effet, soit g. la complexification de % s et soient ‘f '3 '

celles de 6 5 'y et appliquons le Théordme 20 cn prensnt _

?u = ?‘u’ = s dési&nant par X les Eldéments de (}, gul vérifient le
Théordme 19 pour ? ? et ‘5 s et par X' ceux qui vérifient le
Théorime 19 pour q s F et '6 ' on voit gu'il y 2 un asutomorphisme S
de ¢ qui envoie g sur 1; (done iH sur iE!), et X sur X! si ces
él=ments sont bien choisig. Il est alors clair gue S conserve %7.
d'o& le corollaire.

/ 8 15 - Propriétés des constantes m, ap s
existence de formes réelles compactes.

Dans ce § on désigne por ‘@ une sous-olgbbre de Cartan d'une alpdbre
semi-simple complexe g } pour chague raeine a on choisit un Xq appar-
tenant & o , de telle sorte gue l'on ait
(&) X, %.]=8,

on ne f£ait dans les lemmes 32 et 33 sucune autre hypothise sur ces Xa .



- 72 -

Temme 32 -Soient a«, B, Yy trois racines non nulles telles gue

or.+[3+y=0. Alors on a

On a en effet, puisque ad(Xa) est une dérivation g

[xa,[xﬁ, XY]] - [[xa, X ], X ]+[x 1z 2 ]
a{S[XY y]+ y[xp' B]

Fap By * Ty Hp .

nmais digutre part
-? = [ ; 3 J = = - H.°=F " s
[Xa ,[xﬁ, xvl] Tos gy X o] = Vo, By = My Hy - Wy H 3
comparant les rdsultets oblenus il vient
IT - T + N, )H :
%p ﬁY) °‘Y $3Y) B 4
conme B et Y ne sont pas proportionnelles (sinon on aurait soit B=vy
dtodt @ = -2 , absurde, ou bien P = -y d'ol « = O,‘coﬁtraire & 1'hypo-
thdse) on voit que I\Taﬁ — Nﬁy 5 dié& le résultat par pérmutatiozz cirecu-

laire.

 Lemme 33 - Soient o, 5, Y Jtrois racines non nulles telles gque

a+p+y = O. Soilent p et g le plus etl‘b et le 1

cptier k %el que
B+k.o. goit racine. Alors on g

N&ﬁly a, Y = ~Q(P—1) 5
Posons en eifet
‘-a-k = a,ii(fzim‘)k?i{3 pour k 20

& = 84X )7, powr k<O ,
dtod une séziie de vecteurs Bpreee sy

| dans g , avee g = ZX;3 « Dlaprds
le Lemme 17 du §4 on salt que f+k.a est racine pour pgkgq
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en vertu du fait général que Hap est fO sl a+f est racine (Lemme 19)
on voit que les 2. sont 0 pour p<kgq . Comme de plus les racines

sont de multiplicité un, on o des reclations de 1o forme

ad(xa)gk = P’kgk-i-'l : ad(X__a)P_-k = ng'-k-‘l

avec bien entendu

0
(58) ”‘q =0 s Qp =0 3
on4a donc aussi
(53) 2d(X_ )ad (X ), = P2,
avee

= : :
(54) PI’; =9k+1 p’_c: *

Cela dit, il vient
Pkad(x—a)f‘-kﬁ = ad(X_ )ad(X )3’!: = -0d(H )ak-i- @d(X )ad(X )ak
= -] B(E,)+x.c(H ] 2+ ey Vi &y _
et comme le prenmier membre vautb . F‘k‘)kﬂﬁk il vient, dtaprds (54), 1la
relation
; Po =Py ~[B(Hﬁ)+kaa{ﬁd)]
ou, en tenant compte du fait que m(H&):Q g
_fk»-‘l = Fl’ + f3(H Y2k .
Comme (50) impligue ?q~0 on voit que

Py = z iﬁ(H)*-EJ}

en particulier q #= R

F Z %[3(3 )+ 23} q,ﬁ(H )+ glq+1) .

Ilais le lemme 17 3oint au fait que a.(H )=2 mon%re que
BlE)) = -(ptq) ;
par conséquent il vient 'Po = q(g+1)-ql(p+q) = -qlp-1), 1i.e.
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(5%) aa(x__a)a.a(xm)x‘3 = ~q(p—1)Xp :

Or on 2 directément

ad (X—a)ad(xa)xﬁ = Hop [X-'a. 'xa+p] = Hapﬁ.a,ocﬂsxp ;
done il vient :

(ﬁ) napn-a,a-a-p = ~q(p-1)
Cela dénontre le Lemme 33. 4
Lemme 2' —~ On peut choisir leg X de telle sorie qu'on ait (sz) et en
: & : outre
(5{) i =N S

=% y=f ap
les constantes Hap sont alors imaginsires pures.
Soit en effet Xi, Y,,H; un systime canonigue de générateurs ; il en

est évidemment de rfme du systdme X} =Y,, Y =X, , H] = -H, , et il
est trivial de vérifier que les entiers de Caxrtan de ? sont les mfmes
pour ces deux systémes. Par sulte il existe un automorphisne S de g_

gui envoie Xi, Yi, Hi sur Yi ,Xi "'H'i' donc qui envov.{e_:‘Ha sgr -Bq - done

qui envoie X, sur un multiple de X _, ;

[}

S(Xa) = X_‘ae %

(on sunpose les Xo: choisis de fagon & vérifier {51) seulcment) ; rempla-

gons alors Xa por Yoa = ?x ‘Xa s pour préserver (51) il faut que

Fo('f;-a=1; de plus on a

Fa 2 .
S(Y“) = fo(ud e s F:; Uy T g = %o I o :;.

i :
cela dit, prenons F& = ua"' pour @ > 0 (ctest possible, le corps de

base étant alpdbriguenment clos) oh aura alors S(Ya)_: Y—-a pour x>0 3

mais connme on a évidemnment 82=1 cette relation sera vrale aussi pour

a<0.



il o e
Zn d6finitive, on peut choisir les X, de telle sorte gu'on 2it & 1la

fois (S1) et S(Xq) =X_, 5 conme S est un automorphisme celn entrafne

trivialement la relation N-a.,..p = nap o linis posant a+p = -y on a

d'apzts le lenne prdéeédent

Hapﬁ-a - -q({p-1)<L O

et .d'au’cre part TI"“,-Y Hay , done = Hﬁcx. d'apris le lerme 32- 2
finalepent il vient

56 3

(yg) (E&ﬁ) z‘_q_(p_‘])

de sorte gque les If{ag sont imsginaires purs.

i

Théordme 21 - Soient gz une alsCbre de Lic seni-simple complexe, et 'ﬁ

une sous-alalbre de Cartzon de % . Pour chague racine o de gz Par_rop-

vort & -ﬁ , choisissons un X  appartenant & o de telle sorte gu'on ait

les relations

49 ¢ ‘
(S&) [Xon’z-a] = Hcc :
()7) e E-oc,-g = Haﬁ 8bs gue o+3 est racine.

Alors ltensemble des &lénents de gL gui sont de ls forme

ucH Z a

avec

Yy = ’ Y- g

est une forme réelle compacte de gg =

En effet, on sait diapres %e lenme préecéddent que les ﬁap sont imsgi-
nzires purs, d'of Baﬁ = (-1)% H, %3 avec des LI, B réels. Cela dit, 11
est elair que l'enuenole 07, du théorime est soustcndu sur R par 1es
$1l4ments

N E, S B XK i Vo= (X@+X~m)/i 3 (e > 0)

or, on a les fornulcs de commubtation suivaontes
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Erabs
L1805 )= -ptB,)v; 3
[18,,9,]= p(g,).05

[v,.9,]= “opVasp * % ,—plap
eVl HagVaup * Mg

LA LR W SPNE S B

2 [ua,v"] =-218

cela montre gue 4 u ©8% une 'algéb:e' de Lie réelle $ comme ic Gimension

(o >0)

réelle de ?u est évidennent Gzgale & 12 dimension complexe de g , OB
voit done que ¢ est une forme réelle de 4 . Done 1a forme fonda-
mentale de ¢ est induite par celle de g . :

Or soit X = Z"ana + Z VoX, un &lément de ?u' 3 va que X est
orthogzonal & X‘3 pour o+ non nul, on voit immédiatement gue

<xE>=2K Ba'aﬁ> *Balg +Z<:a’x-a> e WV o 3

étant donné que le premier Z est dé£ini positif lorsque les w, sont

réels (Lemme 20) on voit qu'il est d8fini négatif pour X dans %u 3
dtautre port, pour X € ﬂu ona Vv = -lv“‘z ; done pour achever

1z démonstration tout revient & &tablir gue los produits sezloires

KX, X > sont >0 .

Or soit H} 1'61lément de 5 tel que «(H) = <H,H:> 3 on a les relo- .
tions [Xa’x-a] =<Xa’x-a>"H& et H, =-aﬁé/¢(3&) } par suite et en
tenant compte de (51) 1l vient <X X D= Z/a(Hé), en sorte que la
nronriété & démontrer résulte encore du Lemme 20 ;3 ce qul achdve 1in

démonstration.
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§ 17 - Applicationa }aux alpgCbres semi-simples réelles.

Soit ?o une algtbre semi-simple réelle. On 2 alors dans sa complexi-

£ication % un semi-automorphisme involutif X —>X dont 1l'ensemble des

points fixes est p:cééisément %o s nous désipnerons encore ce semi-

automorphisrme par 0 e On va établir le résnliat suivant

unc alotbre seni-simple rédelle

%o s 11 existe olors une forme compacte gu de ? invariante globalement
Par o, § ?o N g “ est l'ensemble des points fixes d'un automorlghisme
1nirolutii’ de ?0 s enfin %o est somme directe du sous-espace gzon gu

et d'une sous-alsdbre résoluble %, de Lo *

Ie résultat précédent est & 1a base ¢ 1° du théordme disant 'que les

Théqréme 22 - Soit g la complexification ¢!

propriétés topologiques des zroupes de Lic se déduicent trivialement de
celles de leurs sous;xnp groupes compacts sl maux ; 2° de 1a trhéorie des
espaces de Riemonn symétriques ; 3° de celle doo fonctions sphérigues et
reprééentations de dimension infinie. Clect dire qufil O une certaine
impoitance. | |

Lo démonstration se décompose naturelleﬁent en trois parties.

I - Izistence de ?u. (ce gui suit est la reproduction textuclle de 1=

dénmonstration de Hostow).

Choisissons une sous-algbbre de Cartan ﬁo de ?’o (il en existe ;
prendre un H € %o rér lier, ce qui est possible puisque ces élémelnts

gsont définis dans ?, par une inégalité alztbrique, et l'ensemble ﬁo
des Ht € ‘}o gqui commutent & H). Nouz désisnerons par ‘6 sa complexifieca-

tion, qui est une sous-algtbre de Cartan de g. (§15), Comme on l's vu

_an §—15, & toute recine o de g par rapport & 'ﬁ eorresi;bnd une racine o |

_ d6finie por la condition gue




Ly pp
(57) %(H) = T(E) pour tout HE B,
posant «(H) =H,H! > 11 est clair que H' - Hé ; comme H = ZH'/a(H')
11 stensnit 1mmédiatement gue
Cela dit, nous choisirons pour chaque racine ¢ un élénent X“ de telle

sorte qu'on 2it (Lemme 34)

(49) 15X Jes oy

(55) b .2 =N, g .

On va montrer gu'on peut imposer zux Xa dez conditions supplémentaires.

Lemme 35 - Les relations (49) et (55) impliguent
H—" = i H s
op ap
En effet, soient p et q les entiers minimum et maxinmunm tels que
B + ke.a solt racine ; on a la relation (56) du § préeddent s
(36) (Irmﬁ)2 = =q(p-1) ;

nais 11 est évident par transport de structure que si l'on remplace «

et £ par @ et (5 s p et q ne sont pas changés ; done (E‘ag)2 = (Ha. -i-s--)2 =

~d'ol le lenme.

Tenme - On_pcut choisir Jes X de telle sorte gu'on ait (49), (55) et

{59) -X-; =V Xe avee )'cﬂa.! =

tn effet, on 2 d63jd des relations

50 X =p,.X

(50) = ParEe

avec des facteurs £ # 0 . On va montrer que les $léments
(61) Y =“>a!" . X,

véz'ifient les conditions du Lenme.
ZTout d'sbord, en itérant {60) il vient trivialement



Same

done ___ -% 4 P
o 3”01.‘ ! Fa‘Xﬁz\?o&\ }' Fa'\?&'l%' Iz = ‘;?“l 1z

ce qul montre déjd que (59) est vérifis.

‘D'autre port, tronsformons la relation [Xa,X_m]z Hopar o5 11

vient dteprés (60) ¢+ T .7 ,.H=-=H dtoh dlaprds (58) :

o -0l (0
(63) Tood =1
Il s'ensult évidemment que les ¥, vérifient aussi (49).

Bnfin, transformons per o, la relation [za,xﬁl = FypeXyup 5 11
vient aussit8t en tcnant compte de (50) la relation
'ta_'_ﬁ‘.ifa_é = Tlof Tﬁ‘ﬁié' ; conme (‘Lemme 551 H:iE = Honp ou sizne prés, et
comme Nocp est4imaginaire pur (Leimme 34) on voit que C’C’""@ =%+ Zo'(?:ﬁ .
done \t'a-z-ﬁ ‘"E = "Lva [-"' .}’2"{3 i * s+ 41 stensuit que le passage des X,
aux Ya. ne modifie pas les constantes I\Tm[3 « Lec lemme 36 est done
démontré.

Nous pouvons maintenant établir l'existence d'une forme compacte gu
invariante par g ° Pour cela, choisissons les X, conformément au
Lemme guton vient de démontrer, et soit ?u ile souc-espace réel sous-
tendu per :!.es4 6léments

A B e X X Ve TR
dloprée le Théoréme 21 c'est une forpe compacte de % $ reste &-établir
gutelle zst invariantz par ¢, o I1 est tout dfabord claoir que

o ((=1)* H) = =(1 )* H, est encore dams ¢ ; d'sutre part on a
ro(Ua) ae'u Xa o5 ?:_a.X_E s or dlaprds (62) et j'a'ag =1 -ong

Tog = T, 3 ceci met en évidence le fait que o (U, )€ %, s démons-

tration anslogue pour Va .
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IT - Dxistence de l'automorphisme de 7,0 (dénonstration dfle & Papa Car- )
tana. ..
Considérons 1o restriction de o“o a }u s clest un antomorphisme

involutif de gu $ 11 est donc possible de cholsir une base
(U1,...,Us, Vi ,..‘..,Vt) de ?‘u de telle sorte gu'on alt les relations
~ P 4 - P
(34) O_O(Ui) 2 Ui ] G—O(vj) = vj

Comme %o est llensemble des points fixes de % s loee des é1léments de
lz forme ’%(X+G-O(X)) avec X€ Y4 , i.e. X combinaison & coefficients
complexes des U,,V.

1_ J

(TypeeeyUgel-1)* Vyseeesl- 1Y £)

Cela fait, désipnons par 05 le semi-automorphlsme de % défini

on en conclut que (g,o adnet pour base leg éléments
1 .

par g’u 3 i1 tronsforme les Ty, Vj en eux-m€mes, donc loisse %o

invariante 3 il est alors clair gue lo resiriction de T a gg est un

gutomorphisme involutif de (}o dont l'ensenble des points fixes est
Fo Nu - |

Avant de posser & la troisi®me partie de la démonstration, faisons
quelques remargues intdéressantes. Les raisonnecments gufon vient de faire
montrent gue 1o forme réelle cg 3 est parfaitement déterminée par la

donnée de ltautomorphisme inmvolutif e, de (Z:Z'a s 85 11 est bien évident

que, réciproquenment, & tout sutomorphisme involutif de g,a corresgond

une forme réelle de % s résultat qui est & 1la base de la classifieation

des 2lgtbres réelles seni-sinmpies. :

L*’au’comorplzisme A de gfsz yo.sséde évidenpent la propridté de laisser
- invariante une sous-alsdbre de Cartan de 3"{1 s & savoir (avec les nota-
tions de la putle I de 1= démonetratﬂon) la sous-algGbre fu =guﬁ
gsoustendue par les élépents -(-’!}1' H o On peut donc trouver az.ie base

i8] (1€igzr) de formée d'éldme ts vérifiont les relations
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(65): - aolBy) = Bl pouz A< ign g 5810 = 30 pous ptigler

11 est facile d'interprdter l'entier m . En effet de (H5) résulte que la
sous-algtbre de Cartan '5 ‘60 Y, dont nous sommes partis est sousten-

due por les éléments (-1)° H} (1<14n), Hé (m+1< J<r) donc est
formée des éléments H = Z .)\.iHi avec J\-i imarinaire pur pour 1€ i<gm
réel pour i>m . D'autre part, comme 0o laisse invariante lo forme
fondanentale de ?’u , on peut supposer gue les H;_ forment une bose
orthopmormale de gu relativement & cette forme § comne celle-ci est
définie népative, cela veut dire qu'on peut supposer

< Hj HY s ;
cela dit, pour H = (- 1)2 Z: §iﬁi - Z S’ Hs on aurs monifeste-

\usm g ¢om }3 . ment

K EH>= }+.”+}_ Lo ;

m+d ;

en conséguence, lo restriction & %o

o
se décompose en m carrds pocitifs et r-m corrds nératifs. Cela montre

e R

évidemment que lientier m dépend du cholx de %0 5

IIT - Existence de ls sous-2lgbbre résoluble g {Iwasaws).

Pour Stablir cette existence, nous ne partiroms pas dfune sous-glgtbre
‘50 gquelecongue ; on va la choisir de facon due l'cniier m soit moximum.

De fagon précice, considérons les scus-algbbres ébéliennes de @Lu
qui sont invariontes par 0 {11 en.axiste !} ¢t sur lesquelles O
se réduit & la multiplication por -1, et porml ces sous-glslbres prenons-el
une maximole ; soit H;,..p,Hé une boce de celle-ci ; on o donc les
propridtés suivantes :

(4) = o ,(H) = -H! pour I€igm

(B) +  tout X €Y oqul commute aux H} {(1<i¢n) ot vérifie

0o{X) = <X est une combinaison lindéaire deg H .
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Désignons par ‘gu une sous-al-rtbre abélienne maximnle de gtu contenant

les Hi « Comme g'u. est compacte, la complexification ﬁ de 6:1 est une

sous-2lgdbre de Cartan de } i

Lenme 37 -~ La_sous-alrobre ‘5[1 est stable par g, -

Car soit H € gu. s H comnute sux Hi s decne zussl ¢,~o'(H} 5 ccpmme

P

X = H-¢,(E) vérifie o"o(X):-_--X. et commute aux H! on voit que X est com-

binaison desH_,’L ; dtol o‘o(H) (S ‘gu ;, ce gul démontre le Lemme.

En vertu du Lenme 37, on peut adjoindre, aux m éléments Hj'_ (1<igm),

r-m Clinments Hi (mH1<igr) de ’911 de fagon & obtenir une base de ﬁu’

et de fagon que l'on ait les relations {55). Les &léments (-1)% Hi
(1€igm), Hs (nt+i1< j<r) forment alors une base d§ ‘53 =.‘5ﬂ go .
et il est clair que ‘;? : est une sous-alplbre de Cartan de io o :
Digprés les résultats du §15, on peut trouver, pour chague racine &
de % par rapport a g , un qu apportenant & a de felle sorte que %u
soit engendré par les Sléments :
4 - :
{(—1)* Ha , H Ua, = X&-X_a s Vg: = (Xa+X“&)/i .
A toute racine correspond de plus par g, unce racine @ s

Lemme 38 - Soit o une racine telle gue @ = -a ; glors on a _X:; =X , -
En effet, on o d'une fagon aénérale a(M)=a(f) , dton ?(Hi)::—a(H{)

pour 1g i<m ; comnme H] est dans gf.a s a(Hi) est imoginaire pur

par suite il vient .&“(Hi)' = «(H}) , en sorte que & = -0 impligue

.a(H}{)zQ pour 1€ism , et donec impligue

(65) [Xa,H_}L,},: 0  pour 1<igm .
Liélément Xoa commute donc avee les m premi rs Hi s 2insi bien entendu
gue AX_&‘ ; done Uiz et Vq conmutent avec ces H% ; €t dlapris la propridté

(8) 11 en est donc de mlne de E’Z et de ch, - done U@-’-@ = X est dans 3’};
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commute sux m premiers Hi y et vérifie trivialement X = -X 3y d'aprés la

propriété (B) il stensuit que Ua“Ua est dans 'gu 3 mals comme U,
est combinaison de Xa et X_a s 11 est clair que Ua-TI; est combinaison
lindaire de Xa et de X-a. aussi j; donec U -_5‘ =0, i.e. ﬁ_xU s de mBme
— 4
ona V =7V 3 mais on o visiblement X, =3 (U HYV ), X_, = 3 (0 -1V, );
d'ot immédiatement le lenme.
Posons mainte)pant
H, =(-1)? B}  (1€1i<7r) 3
il est clair que les H, forment une base du sou%espace réel engendré
par les H , et gu'on a les formules :
o ST
(57) Hi =H (sigm) ; H =-E

cela fait, nous munirons 1'ensemble des racines ¢ de l1la relation d'ordre :

(i< js2)

lexicographique par rapport & la base Hi »

Lemme 39 - Pour toute racine o >0 , on g soit &> 0 goit & = -a .

En effet, comme @ est >0 , on & une relation
a(h Y= see = os(H13 1) 3 a(Hp) >0 4
si pg m il résulte de (67) que l'on a
B‘Z{H,i Y=o e ‘é:?:"(zip_,i )=0 , ‘5&"(3 ) = a(#) >0
dtol o >0 ; siau contraire p >m , on a cz(ﬁ y=-a(H )5 i cc(P e
= -a(H,) dtod a4 = -a -

Désignons msintenant par 7 le sous-espace (complexe) de (g, engendré
par ;5 et par les X# pour lesquels on 2 & la fols o >0 | E’}O . Comme
les relations a>0 , >0 , B>0 , E;» O entrainent des propriétés
analogues pour o+ , on voit gue N est une sozzs;algébre de g
visiblement r8soluble (car felle est contenue dans 1l'alplbre résocluble

engendrée par 5 et les Xo, pour toutes les racines « >0) 3 elle est en

outre invorisnte par 5" puisque sa définition fait intervenir o et o
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de fagon symétrique. On va montrer que %o est somme (non directe) de
Zo ﬂg/u et de goﬂ N . Il suffit évidemment, vu llinvariance de i
et de © par gy d'établir que ?o st %u_ + N+ Or soit un X C—.gLO s
on peut l'éerire sous la forme
X=H+Z uaXm+iZ Vo Xy
ok les sommes sont Etendues & toutes les racines. et ot les Uy sV,

scm:4 réels. Tenont compte des relations Z = XO,—Uq ;

o

(1) X_a = (=1) xa..va on voit guton 2 une relation de la forme
\X =X +H +o<§o PX, » avee X € %L& -

et comme X =X = %(K+§) on 2 méme une relation de la forme

(68) . X=X aBa FT AP +P X)) .

u
X>0___ :
lois pour @ = - on 2 X, =-X (Lenme 38) en sorte gqu'alors

P Zg + g By = O Ky -FaZa €Yy
donc on peut Serire

M

X:X&+H+i>o Xy .
ce qui démontre bien que < 7&st contenu dans Fa U -

s}
Pour achever la démonstration, observons que l'interseetion de 41

et de %u ge réduit & ‘5’7 i (car si H +Z x‘me appartient & cette
intersection, on doit avoir xazo pour a<0 vu la définition de ¥ ,
et x = -%X pour a>0 vu celle de ga)g et por conséquent que
celle de ?un?o et de M N\ g"o se réduit 2 15& {"}{f)ﬁ : la_soasu
alnbbre 4 . cherchée s'obtient alors en substituont & %, , dans 7N ¢
un supplémentoire de ‘50 N '% i dans 19 - {de fac;on plus sxplicite ;

on prend la sous-olplbre fL engendrdée par les Xa aves a>0 , E'> 0,

et N, =N %, + un supplémentaire de 53}.“ ‘%0 dans go) -
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iemarque - L'alglbre #ung{'o n'est pag nécessairemnent compacte 35 il est

cependant facile de voir que sa forme fondamentale est semi-définie
népgative, en sorte que ?aﬂ%o est au moins réductive .

Dtune monidre génbrale, goit o une sous-alsdbre dlune alrdbre

‘oomgacte (ga 3 alors lg forme fondamentale de ¢ egt semi-définie

négative et vt est rbductive. En effet la veprdsentation a2djointe de

laisse invariante la restriction & Jf de la forme fondamentale de ?Lu. ’
i.e. une forme quadratique définie négotive ; done les ad(X), X € o ,

ont dens J des valeurs propres imaginaives pures, diod Tr):ad(X)z_]s 0
comme annoncé i de plus Tr[ad(X)g:}: 0 équ.ivaai: & 2d4(X)=0 (valeurs '

propres nu.llés§ ) s done U est somme directe de son centre et d'une

sous-algtbre compacte.
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5bme Partie.

Théorime de compliéte réductibilité.
Invarionts. Caractires.

s e e e s e aae

(

3 18 - Opérateurs de Casimir.

Soit zp une algztbre de Lie sur un corps k de caractéristique nulle,
mois non nécessairement alzbbriquement clos. Rappelons gue g; est dite
seni-sinple si 1o forme de Killing ‘

< X0 >= Tr 2dl(X) ad(Y)
de g est non dégéndérée. Il en est Svidenment de m@me de toutes les
algtbres dédulites de par extension du corps de base, en particulier

de l'algtbre obtenue en remplagant k par sa clbture glgdbrigue X,

Si g. est semi-sinple, il est elair que toute forme bilindaire £ sur
%; stéerit d'une fagon et d'ume seule sous la forme

£(X,7) = <u(X),T >

o& u est un endomorphisme du vectoriel gl . On dira que £ est invariante

si ltidentité
£(2d(X),¥,Z) + £2(¥,ad(X)3) = O
est vérifide ; il est &vident que cela éaquivant au fait que l'endomorphis-
me u commute oux opérateurs ad(X). :
Solt Xi (1€ i< n) une base de g s il existe une "hase duale’ X* .
caractérisée par les relations
"(Xi,Xj) = 62 ,‘ symbole de Kronecker.
EZtant donndée une forme bilinbaire invarisnte f sur g s associée comme
il 2 &6 dit & un endomorphisme u pérmutable aux ad{X), on appelle par
abus de langage opdrateur de Casimir de f 1'élément
= 1
If = u(Xi)X

de lialptbre enveloppante G de gi (on utilise ici comme dans la suite

les conveantions de sommation usuelles). I1 est Svident gue celui-ci ne

dépend pas du choix de 1s base. De plus, 1iopéroteur de Casimir de £

appartient au centre de @ .
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En effet, pour Yé% posons

ad(Y)Xi = aixj H
on & alors 3 j 3
<Xi ,2d(Y)X® >= -<ad(Y)Xi s X D= -ay
dtot %
aa()xd = gzt
utilisant le fait que u commute & ad(Y) il vient done

[, T ¢y = 2a(@u(;). 2" + ul,)aa(v)x?
= a‘;}_u(Xj Pedi o ag‘u(Xi)Xj =0

¢e qui prouve notre assertion.

2

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivart

Lemme 40 - Soit P une représgentation non nulle de dimension finie de !a‘L s

il existe un opérateur de Casimir I1', el que P(1'z) ne soit pas nul.

I1 ezt eloir qu'on peut se Lorner cu ecas ob lq corps de base est
algtbriquenent c¢los. Cela dlt, supposons dfabord g gimple et ¢ irzréduc-
tible, et considérons la forme bilindairc, 6videnment invarionte,

2{X,7) = Tr e(X) X)) = LulX) T> ;
comme % est simple, la représentation adjointe est irrédductible, de

sorte que u sé réduit a un sealaize (Lemme de Schur) ; done on 2 une
identité
£XY) =i LT X >
considérons alors l'opératecur de Casimir }
& i
T“zg
de la forme de Killing de ‘4 s on 2 visiblepment
or (D) = 2(X, ) =nix
ok n est la dimension de % « Done tout revient &4 étalblir que %k n'est
pee nul. Ibig soit ‘9 une sous-al~xthre de Oa:'bsm: de g"; 'scit v'_l'espace

de P 3 relativenment a 9 on o une décomposition de V cn somme directe de

e
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de sous-espace V( .)L)g chaque Hé)’. se réduisant dens V(A) & un
scaloire .A(Il) ; done

£(B,H) = ; AE)2.din V(L)

de plus, pour H bien choisi, les )L(I-I) sont des nombres entiers non
tous nuls ; cela Stahlit Svidemment notre asgertion.

Possons maintenant au cas ok (g, et P sodt gquelcongues. Soit
? = gﬁ’@o.a @ %;n une déconposition de u;( en somme directe dtidéaux
simples ; prenons un i tel que la représentation f( ."}i) ne solt pas
nulle et, dans l'espace V de la reprdseniation P de g_, soit U un
sous-espace vectoriel inveriant par (ii » non annulé par ?i s % de
dimension minimm» Lo représentation £ de %. dans U est Svidenment
irréductible ¢ si done on déaisne par Fi l'opdrateur de Casipmir de la

orme de Killing de %5. s on volt gque l'opdratenr p( f’i) ntest pas
nul dans T et donc ne l'lest pas dons ¥V . :

Comme 1o forme de Killing de %4 ; peut 8tre concidérée de fzecor
évidente comme unc forme bilindaire inver ante sur } le leome 40 est
démontrs. ' _ ‘

3 19 - Théordme de compldte rdductibilité.

Thiorbme 23 - Toute reprdsepntotion de dimension finie @'une 2lebbre de Lie

seni-simpls zur un corpe ds caractérisé-icge 0 g8t coupllbeucnt réductiible
S0l V une resrésentastion d= g Semi-Fimpic duns un vectoriel E de
dimension finie. 3oit U un Sous-egpace invariant de E , 2% soit V un

supplémentaire de U dons E . Pour tout 2 €V on 2 uns relation

=

(X)a = o(X)a + w(X)aA avee o(X)g V , Y{X)g €T ;

s

il est clair que 1l'on définit ainsi une application lindaire
¥ ¢ X = Y(X) de gZ dans le veetoriel L = & {(v,0) ;.
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Supposons maintenant le probléme rdsolu j alors on peut trouver un

supplémentaire invariant W de U ; pour a€V on a une relation

a = pla)+ qla) avec p(g)eU , qla)ew ;
appliquant P{(X) & cette relation et tenant compté de 1L'invarionce de U
et V il vient P (X)p(a)+ P(X)a(a) = p[o(X)a )+ qfo(®)a] + ¥(X)a
d'ou 'n en porticullier 1la reclation

Y(ZX) = p{X)ep - Dop(X) o . _
Réciproquenent, supposons trouvé un Elément p de L = gf (?,U0) vérifiant

1tidentité préeddente, et soit W llensermble des e-pla), 2€V ; alors
¥V est un supplémentaire invariont de U . Que VW moit un supplénentaire
de U est cloir. Quant & ltinvariance de W elle résulte du calecul suivant:
£(X)(g-p(2)) = P(X)a - P(X)opig) = p(X)a + ¥{X)g - ¢ (X)epla)

_ = 0®)a-p0X)a=0b-p) ot b=o)a -

Tout revient donc & établir ll'existence d'un pel tel gulon 2it
la relotion précédente. Pour celo, remrciuons dfabord que, si l'on
désigne par TG (X) l'endomorphisme

B —> p(X)ou -~ uop(X)

de L = sﬁ(v,v), on d4finit une reprdésentation M de 1'alsdbre de Lie gL
dans T ; cela rdésulte inmbdintement du fait gue X —> ©(X) et X — p(X)"
gsont des représentations de g(_ dons U et V respeectivenment (133 {secende
pouvant encore sfinterpriter com;ze 1la représentation évidente de ‘f;Z
dans l'espace gquotient E/U}. lous sommes donc ramends & rdsoudre le
probldéne suivant

Scient  unc représentation de ‘jL dong un vectoriel L éde dimension

finie, et ¥ unec spplication linéairev de 9 doans I 3 & quelle condition

exicte-$-il un z2€L tcl gue Y(X) = W(X)z pour tout Xe g °?
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Il est noturellement immédiat de trouver une condition nécessaire
de possibilité, & savoir

(%) T(E)Y(X) - T(O)W(X) = w(X,X]) .

11 est également focile de constater que cette condition est remplie dans
le cas particulier gqui nous occupe. Donc le théordme de compldte réduc-
tibilité sern ddmontrd =i nous établissons gue la condition précédente
est non seulcment nbeessaire maiu aussi guffisante dons le cas

'semi—simpleu'
Pour démontrer ce résultat ("premicr lenmme de Vhitehead®) nous procd-
derons en trois Stapes. Surposons tout diabord la reprdseniation T

irréductible et non nulle. D'aprds le lemme 40 il existe un opdrateur

de Casimir
£ cree Sy i
T = uiX )&, =T.X

petd

rque (T

t’n

tel que T(I').ne secit pas nul ~ donc soit inversible pul

o

dmen

| S

commuite & T et que W est irréductibvle. Comsiddrons alers 174

= (T, )uxh
de L ; pour Z€% on aurs

TZ) = T(2) T (T, )U(E") uwfz,zi})wx ) + T(T,) TZ)W(E)
= [z, Y{;)w(x‘) + L, )T (X )u{s) w[xl 213
| =TT )0(2)+ T ([ 2,%, Puixt)- T wzh,2])
(on 2 utilisé (*)). Lsis en posant
' 2,2,] a"X

on a v au § précédent guion avais
[Z!Yi]:: a’ilj 3 EZ,X J::: _-a:’?‘lij s

il sfensult inmédintement gque

M(2)b =TT )v(z) .
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Comme Tr'(]_") est Inversible et commute aux T(2) il vient
¥(z2) =W(Z)a avec a zT(I’)“1Q

ce qui démontre le lemme de Whitehead dans ce casg.

Supposons maintenant que T soit identiguement nulle. Alors (*)
montre dque ¥ est nulle sur 1l'alpdbre dérivée %’ de g; s mais g[ étant
semi-simple coincide =svee gf;’ (il suffit de le voir pour % simple,
auguel cas clest trivial) ; done ¥ est nulle sur % s G0t évidemmént
la possibilité d'éerire Y(X) =T (X)z .

Dans le cas général, nous procéderons par récurrence sur la dimension
de 1l'espace L de 1la représentation T . Si T nfest pas irréductible,
soit I un sous-espace invariant non itrivial de dimension maximum.' Ig
représentatién évidente de ? dans L/M est irréductidle non nulle, ou
bien identiquement ixulle, de sorte gu'on peut luil appliquer le résﬁlta‘b :
précédent. Connme liapplication canonique de L sux L/LI conserve l'iden-
tit& (*) on voit dome qu'il existe 2 €L tel que

P(X) = T(X)z modulo M
posant ".I:(X) =N (X)a + ¥ (X) on définit une applicatioﬁ ¥t de % dans
II qui vérific encore (*) 3 d_*ai)‘fés 1'hypothése de rdecurrence on 2o
done Y'(X) = G (X)a' , et tout est démontré. |

Lz théorime de complite réductibilité s'étend triyialement aux
représentations de g, dans un vectbriel V de dimensi\on infinie, telles
gue pour tout az €V le sous-espace invariant engendré par & soit de
dimension'finie ; nous dirons gu'une telle reprdsentotion est rationnelle

Soit P une reprdsentation rationnelle de g dang un vectoriel V ,
et goit "V = Z V,é.' une ééeomxjosition de V en somme directe de sous-espa-

ces invariants nminimsux Vf’ > goit ﬁb (X) 1la restriction de F(X) a Vz, :



‘gw /'\qﬁ\"’
e 1 )

Pour chaque classe ¢9 de représentations lrréductibles de dimension
finie de y;, désisnons par V(i}) 12 somme des YL pour lesquels ﬁ;
appartient & # . I1 est connu que les sous—-espaces V%’ﬁ) ne dépendent
pas de la décomposition utilisée pour les définir ; d'asilleurs, les

6lépments de 'V(i%) peuvent se caractériser comme suit ¢ g zppartient &

V(q?‘) si et sculement si la restriction de P agu sous—espace invariant

enfendré por o se d8compose en représentations irréductibles appartenant

toutes & J} . Nous dirons gulun tel vecteur "se transforme suivant P
par ¢" . Evidenment, V est somme directe des divers V(ii), et 11 est

utile d'observer Que tout cndomorphisme de V gul commute sux P(V)

lesisse chague V( v ) invariont.

On donnera plus loin unc autre caractérisation de V(1}), utilisant
le carsctdre de " o
Remargue - Lo démonstration du théordme de compldte réductibilité
n'utilise que les propridtés les plus élémentaires des représentations,
& savoir le fait que Tr Ef(ﬁ)zj n'est pas identiquehent nul pour €
irréductible (cf. Lemme 40). On aurait donc pu la donncr aussitbt aprés

les résultats du § T

§ 20.- Théordme des invariants.

" Etant donnde une représentation p dfunc algdbre semi-simple %} dans

na vectoriel V , on appelle invarionts de V , ounde ¢ , les gzeV tels
que ?(X}g =.0 pour tout X € %:‘e Ils forment évidemment un sous-espace
vectoriel invariont par £ .

S1 V est de dimension finile, plus généralement si P est complitement

réductible, ce souc-cgpace VG admet donc un sous-cspace supplémentaire W
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également invariant. Tous allons montrer qu'on peut caractériser W trds
simplement (et qu'en particulier W est unique). Tout d'abord, pour tout

2€V ,ona a= 2, + 2 avee 2,€V, , beV , dlon P(X)z =pe(X)p ;
donc W contient tous les vecteurs de la forme P(X)z . Wous allons
montrer que W est mtme eggendfré bar ces vecteurs. Soit en effet E le
sous—espaée sous-tendu par les f(X)a , Xezg , 2eV ; 11 est contenu
dans W , et visiblement invarinnt 3 on peut done berire W =EPF

ot F ecot invariant 3 pour eF on g F(X)_q €L por définition de E ;

o

et P(X)aeF por l'invaricnce de F s d'lot  P(X)a =0, dion

a eW nV-o =0 ; done F est nul, ce qui démontre noire assertibn,
Autrement dit | »

Lepme 41 - Soi'!: ¢ bne représentation comgletement ré dactible de ¢

dans un vectoriel V : alors lec sous-espaoce Vo des invariants admet un

et un seul supplémentairve invariant, & savoir le sSous--egpace soustendn

par les vecteurs ?(X)g (X € % ', 8eV) .

Jans 1a pi'atique‘, il est souﬁrent utile de considérer des représenta—
tions de dinension infinie. Par exemple, soit © une représentstion de
dimension finie de %1 dans un vectoriel V , ot désisnons par S (V)
1'al~s0bre des fonctious polynbmes sur V (algdbre symdtrigue de V*)

11 est blen connu que, pour %out endomorphisme u de V , il existe upe
dérivation D, de S(V) et une seule qui est donnde par D Lla) = ~2lula))

lorsque £ ezt une forme liné’a:e.re sur V ;3 on a trivialement

[Dug ‘7] = Dfu,v; - S1 donc on associe & chague X € % la dérivation
T(X) de S(V) définie par lfeﬂco,m?'p me F(K) de V , on définit une
représentation de ? dans S (V}; avec évidemment les propridids

Suivantes




)
S

S
N

«:).q....
2) chague T(X) est une dérivation de Sty 5
b) pour tout n, le sous-espace gn(V) des polynBmes homogdnes de
éegré n est invariant par T . , ,
En vertu de la seconde propriété, il est clair que 1a représentation
" est rationnelle, et par "suite compldtement réductible si gl est
seni-simple.
Considérons d'une monidre géndrale une algébre S avec unité, zssocia-

tive mais non néecessairement commutative, et une royrdsentation I~

it}

d'une algdbre de Lie 9 dans S , telie sur les'ir(X) solent des dériva-

e S . Iles

G

[ 1]

clair g

s

Yions ‘alors le sous-espace des invariants, i.e.

(o]
S
So

le sous-espnce S{

e (5 (9

désipne lo reprdsentotion unité de gﬁ s

est une sous-alpdbre de 8 . S1 I est compldtenment réductible, on peut

plus généralement considdrer, pour toute classe z% de représentations
i
N

irréductiblecs de 9: s 1E seuswespaee'§j ) des Sléments gui se trans-
fornment suivém‘s # par T 5 8 9) est _un module surA 5 79‘0), & gauche
et & droite ; ecar si £eS est invariant,(,ﬁidentité ?FTX)(fg) =

= £. ¥{X)z montre gue 1'opbrateur g —fz copmute aux  g7(X), done
conserve chague _§(’$f) (§ précédent}. Dtautre park, diaprds le

Lemme 41 tout éldment £ de S s'dorit dtune fagon et d'une seule sous
la forme ‘

(59) g=s’ LT x

ot f 7 est inveriant (on utilise mointenant la notation Xz pour dési-
raer G (X)g 3 elle est particaliéiement conmode dans ce pgenre de

guestions l%épplication —_ fé est -6videnment unc Projection sur

£
le sous-espoce des invgzia;%s 2 ée plus, éomme les opérateurs f —fg
B: 1. -S> ot ecmmaﬁéﬁt aux X pcaﬁ g invariant, on voit tout de suite
gufon 3 l'identité

e
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(70) (fg)ly = fé oZ pour g invariant
ainsi gque (gf)é = gafé ; cela peut encore s'écrire
(71) (297 = e g (fg)7 = 2% g
sans faire d'hypothdse sur £ et g . '

Revenant au cas ot S est 1l'algtbre des polynBmes sur un vectoriel V ,
nous allons démontrei' le résultat suivant d

Théorime 24 - Soit f une représentation dtune alsbbre semi-gimple g

dans un vectoriel V de dimension finic ; alors 3es polynbmes sur V

invarionts par f forment une alpdbre & un nombre fini de générateurs,

et, pour toute classe 19' de représentations/ irréductibles de dimension

finie de ? s les polynbmes gui par € ge transfiorment sulvant 1} for-

ment un module de type fini sur 1'alc-bbre des invariants.

Soit § 1'alglbre des polynbmes sur V . Pour X é%f et f€S on
notera Xf le polynbme obtenu en transforment £ par X 3 £ — X£ est
donc une dérivation de S . Comme le sous-espace gn degs polynbmes homo-
génes de degré n est stable et de dimension finie, 11 est clair qﬁe 1a
représentation de (g dans S est somme directe de représentations‘irréﬁ v
duetibles de dimension finie § cela permet de considlrer lo sous-algdbre
§_(’9'?0). des invariants et les S( ’19’5)—modules §_(f5’ }. On a2 en odtré une
application £ —> :Eé de S sur §(,‘}’0) vérifiant (71).

Soit I 1'idéal de S engendré par les invariants sans terme constant.
Comme S est noethérienne, il possdde un systdme fini de géndrateurs,
gu'ton 'peut &videnment supposer 8+re invarisnts et homorsdnes V; soit
fi (1< 1€T-1) un tel systdme de zéndratenrs de I ; nous poserons
fr = 6l8ment unité de B . Il est alors cleir gue tout invariant £ est

% .

de 1la forme £ = ), gifi s on peut supposcr les 8y invariznts en
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en observant gue d'aprds (71) on a

7 4
=L = Z g « £y -
Comme de plus les composantes homoztnes d'un invariant sont des inva-
riants, il est clair gue dans la représentation £ ==Z gifi on peut

supposer gque degré(gifi)s' degré(f) pour tout i , donc que degré (gi)<
& degré(f) pour 1<i4N-1 3 on peut aussi trivislement supposer &y

constant.

Si f‘ est de degré 1, les 8s sont done constan“ts,' en sorte gu'slors £
appartient non _séulemen’c & 1'idéal mais & 1l'alzdbre engendrée par les fi'
Supposant lo mlme propridté démontrée pour degré(f)é n-1, et supposant
f de degré n, 1a relation £ = Z gifi avee g4 invariant de degré < n-1
démontre qus £ vérific encore la propridté cn question. :

5S¢ /}’o) est donc 1'alsdbre ecngendrée par les fi’ dfok la prenidre
assertion du Théordme. " :

Considérons main"cenﬁﬁt unc classe ‘ﬁ quelcongue. Hous la supposerons

réalisée coume Lepfésen‘catien irréductible T de % dans un vectorisl L
de dimension finic, et choisirons une base (e;) de I, ainsi que la base
dusle gf de 13* :t on 2 glors des formmles

TX)e; = af(X)e,

et la représentation contrazrddiente ‘ﬂ‘*: ot

- de &v_ dans I est dor;née
par
(72) TiX)ed = -ai(X)e .

S1i 1'on désigne pér = 11 1 Sbre des polynBmes sur L, la représentation
de % dens L permet de définir Xg pour X & gf. s 8€I 3 pour g lindaire,

% B %
donc de la forme g(a) = (a,2 ) avee 2 ¢l , ona

Iz(a) = -g(T(X)z) = (g, T'X)2") ;




oq
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iy =

1 la forme lindaire définie par le vecteur e

si donc on désiszne par g i

de L on aurg dlaprés (72) les relations

(73) xgd = -ag(X)gi .
Cela dit, considdérons dans §_(19) des polynSmes £, vérifiant
(74) Xf) = a(X);  ;

dans le vectoriel VxIL Zformons la représentation A de é% s Somme
directe de f et T ; 1l'alsdbre U des polynbmes sur Vx L s'identifie
de fagon évidente au produit tensoriel S @I , et les dérivations X

de U définies por la représentation A= PO T de g dans VXL

sont évidenment données par '

(75) M2 @g) = (X2)@g + £ @ (Xg) -

Comparant (73) et (74) on en déduit que ;@ gi'ggi un inveriant de M.

Or l'ensemble des invariants de JL est engendré par un systime fini
d’invariantg homostnes hk . Puisque dloutre part les monbmes en les
formes linéaires gi soustendent I , on peut Serire les hk sous lg
forme suivante :

=2 @1+ £, © st & AP @glzd + ...
avee des £, ., £, f.,,”,... dans 8, homogines, et parfaitement déter-
minés si l'on impose & ces fkl; d'€tre symétrigues en less indices
& AL D’ﬂp;es (75) il est év1aent que les fLo sont des invariants
de f£ , et que pour chaque k les fki vériZient lcs relotions (74), done
gue les fki sont dans §j'€%)o

Ecrivons alors que fi ®g; = P(h) of P est un polynbme en les hk s

on voit alors que fi stéerit sous la forme
-z *
ol ?j : 5 ) désigne un polyaﬁme en les fko’ i.e. un invariant de P o

En conséqucnce, les f; appartiennent au S(ﬁ\ J-module (de type fini |)

engendré par les £, . .
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llnis 81 £ est dans ?l('l?’) il est clair qu'on peut trouver un nombre

fini de systémes tels que £y, de sorte que f e'exprime linéoirement par
rapport aux divers fi utilisés. On en conclut que §_(19') est identique

aun S| 79’0)-m.odu.le engendré par les fk;} s ce qul terpine lo démonstration.
Renargue - Il est utile dens les applications d'avoir le théordme pour
une représentation f conpldtement réductible d'une alpdbre g,)‘ non

nécessairement semi-simple (por exemple, réductive ¢ groupes compacts 1.
I1 faut alors vérifier gue 1la représentétion dans S est complltement
réductible.

Le Théordme 24 sitétend parfois & des aigébres S plus générales. On va
examiner un cas gqui est particulidrement important dans les applications
4 1o théoric des représentations infinies. "

Démontrons tout d'shord un lemme -

Lenpe 42 - Soit D une dérivation d'une alsdbre de Lie ¢ 3 alors D se

prolonse en une dérivation de l'g;ﬁéb;é enveloppante A de o -

Soient en effet I i'alglbre tensorielle du vectoriclip c’L et I 1'idéal
de T engendrd par les éléments X QY - Y@X'«{X,Y} 3 D se prolonge tri-
- Vialement en une dérivation D de T ; celle-ci conserve I en vertu du
fait que ‘

D(XSY-Y® X -[X,Y]) = (IX)®Y-T @ (DX} -[DX,¥]

' + X@(DY) - (DY)®X -[x,0¥] ;

d'o® par possage au q‘uoﬁimnt' une dérivation de A se réduisant & D sur a .

Cela dit, considérons une algbbre de Lie o , con alzbbre enveloppante
A , et une rernrdsentation 1;néaire 9 dtune alsdbre semi-simple «? dans

le vectoriel ¢t , telle que les opbrateurs I (X) soient des dérivations

de & . D'aprds le Lemme 42 on peut prolonger I en une répré’sentation

(gu'on notera encore W ) de % dans le vectoriel 4.
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Pour chaque entier n » O , désignons par _l}_n le sous-espace des

x€A qui peuvent s'derire comme polynBme (non commutatif, mals symétrigue)
homogtne et de degré n en les éléments de ¢ 3 il est clair que An

est de dimension finie ; d'aprts Birkoff-Vitt on sait que A est somme
directe des divers _I_&_n : 11 est de plus immédiat de vérifier (voir
dtailleurs un peu plus loin) que les é_n sont stables par la représenta-
tion 9 de g. dans A . Celle-ci est donc complitement réductible, et
néme somme dirvecte de représent‘atiohs de dimension finie ;' on peut par
snite considlrer les sous-—espaces 5_('29’) pour toute classe )" de

représentations irrdductibles de dimension finie de % . Cela dit;

nous allons montrer que 1l'algdbre Al » o) &8t & engendrement fini et que

chague 33_(19‘) est un _A_(ﬂgo)-—module de type fini.

Pour cela désignons pa:c? le dual de l'espace vectoriel O et par S
1'algdbre des polynfmes sur V . Soit X, (1€1<n) une base de 4 , et
solt fi la forme lindaire sur V définie par Xi o« A tout élément

f=a + @ifi + C‘ijfif + s :
de S , éorit sous forme symétrigue (cci'j = aai, etc...) faisons
correspondre l*élément ;

o4 : p P ij :

f=0!.o1+04A +CJL XX-+006

: i i
de A ; on obtient ginsi une gpplication linéaire de S sur A , laguelle
est indépendante du choix de la base,et qui, tout en n'étant pas multi-

plicative, posstde néanmoins la propridté suivonte ¢ si h = £f2 avee

' Ly pro-
f et g homostnes de degrés p,q 2lors on a i = ffE modulo éo+...+ A

(On rappelle gue l'on suppose traité Birkoff-Witt sous toutes ses

formes).
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De plus, considérons la représentation f de % dons V, controrrédiente
de lo représentation donnée devg; dens ¢ 3 elle permet de définir Xf
pour X & g et £€S . On o nlors entre les représentations ¢ de ¢ dans

Vet T de gL dans A la relation
S
T(X)(£) = X£
- en d'autres termes, l'application £ —%>§'est conpatible avee les

représentations en question. Il suffit de le démontrer pour £ homoglre

Ak, :
, f=a fifjfk°'° :
or posons
T(X)X,; = ef (X)X, dlod X2, = cng)f-j ;
le polyndme g = Xf est donné par
g o= ﬁidk.&ofifjfkn o'n_
aveao

glik-- _ clii(x)ahjka.o_’_ cg(maihk.,.+ éi(—x)aijh.”_i_

ce qui met en &vidence le fait que les coefficients Qijk°‘°,,comme ceux

de £, sont syméiriques ; done
#E . ﬁijk‘ﬁexiszk“’e s

tenant compte du fait gue les opdratenrs §((X) sont des dérivations- on
pérvienﬁ trivialement an résultat cherché.

{Le rédaeteur suppose bien que de pareils ecalculs feront hurler
certains lecteurs, qul ne sont paé contents sans leur dose quotidienne
de calculs Mintrinsdgues®™ ; ndanmoins, le rédacicur persiste & croire
que le calcul tensoriel, et en tous cos ses conventions d'écriture,'n'ont'
as &t8 inventds pour les chiens exclusivencnt, et qu'il est parfois

agréable de pouvoir calculer : 1) sans réfléchir ; 2) avec la certitude

de ne pos se tromper ; 3) avee celle d'éerire - mais oul - des choses
~ invarisntes).

<Lk
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De ce qui préedde résulte 6videnmment que, pour chaque 15‘, le sous-
espace 5_(17’) esﬁl’imege por 2 —*% au souc-espace S ( #'). Clest ce
qul va nous conduire au résultoat. :

Prenons en effet dans _S_(’ﬁ’) des éléments £, en nombre fini tel que

_S_(?)‘) soit le §S{ %o)—module engendré par ceux-ci (Théorime 24). On peut
évidenment supposer les fj_ homogines de degré ny - Considérons les 616-
ments ’fj_ de §(17"), ct prenons un Fe ~{&;(29') de degri n . On peut derire

£ = gi.fir o les g; sont des invariaonts de degré n-n,. On o alors -

;.’l = Zﬁi + un Glément de degré < n-1 de _1}_('3) s d'oh par rdécurence sur n
le fait gue le _&(19’0)-&30&9,19 _.5.(’29”) est cagendré par les ?i » Un raison-
nemené anologue montre que si l'alglbre S( 79’ 0) est enzendrée par des
invariants homoglnes fj alors l'algstbre A (13‘0) est enzendrdée par les ':\53 .
En conséquence on a le thdordme suivant g

Théortme 24 bis - Soient ¢L une alsdbre de Lie, A son algdbre enveloppan-

te, (éL une algGbre de Lie semi-simple, T une représentation lindaire

2 g

Vation de A gui prolonpe la dérivation T(X) de % s £t considérons

par des dérivations de o ; pour X &g , soit W(X) 1a déri-

la représentation " de 21 dans A . Alors la sous-zlgdbre -é‘-”%o) des

invariants de 9 admet un sysidme fini de générateurg, et les Af 19’0)-

modules A(z%) sont de type fini.

Remarque - Si 1l'alpgbbre 0L est abélic-_nne, on retrouve évidenment le
Théordme 24 . ”
§ 21 - Propriétés des caractires.
Soit g, une alslbre seni-simple sur le corps complexe, d'alglbre
envelonponte G . ZItant donnd une reprdscnistion irrdductible £ de %
dans un vectoriel V de dimension n finie, nous appellerons carzetire de 2

la forme lindaire
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)(' (x) = _. .Tr [f'(x)l
sur G (ce n'est pﬂs con‘Forme # 1o définition classiqgue, mois est plus

utile car cette définition s'étend, comme on le verra, oux représen-

tations de dimension infinie pas trop déraisonnables).

Désignont par Z le centre de G , il est évident qu'on a les propriétés
sulvantes : )
{76) , }’Cf,(xy) Xf(yx) _pour X, JEG&

(77) 7(,?(22!)_ %F(Z) %F(x) pour xeG , 2€Z ,

1s seconde provenant du fait que f(z) est un scaloire pour z dans 2

i}

(lemme de Schur). Rappelons aussi (Q’ 13) que ')CF est invarient var le

groupe de Veyl de (g relativenent & une sous-olnlbre de Carten quelconque.
Pour parvenir & des résultats plus intdéressants. nous utiliserons

le lemme suivant ¢

Lemme 43 - Ltalodbre G est somme divecte de son centre Z ¢t du sous-espace

sous—tendu par les zxy-yx (x,y€ G) .
En effet, considérons la représentation adjointe X — ad(X) de g

dang G ; elle est raotionnelle, e? Z est 4&videnment l'ensemble de ses

invarisnts ; donc G est somme directe de Z et du sous-espace G' soustendu

7z

nor les Zy-yX (Xe€eg , y€ G). Désicnant par X 1o composante suivant

Z {relativenent & cette decompasi‘cmn) dtun XeG on o done

(Xy)é = (yX)é , dtofi par itération la relation (Ly) (3,’:>c)éz quels

que soient =x,y € & ; donc G! contient xy-yx , dlod le Lemme.
Remorgue — Le théortme des invariants montre dome que Z admet un systime

fini de générateurs Zggse-c;2, o On démontre cen fait gquton peut cholsir

D
les zi'algzé’ariquement indépendaonts, et qu'alors p=r , rang de (g, o

Te lemme 43 et la velation (75) montrent gquc, pour déterminer ’)4.»?» ’

i1 suffit de comnoftre sa restriction au centre Z de G ; cette restrictior

Al



- 103 -~
est de plus un homomorphisme de Z dans lec corps de basé dteprds (77),

qui bien entendu n'est pas quelconque. Zloter qu'on peut aussi, en tenont
compte de la reclaotion évidente

(78) ’X-(x )(P(x 3
éerire (77) sous lz forne
(79) x?(xéy) = Xf(x) %o (7) pour X,ye€G 3

(79) est oppelée 1'@guntion fonctionnelle des coractlres ; elle est bien

entendu viriiide non seulcnent por lés caractbres des représentations
de dimension finic mais plus géndralenent par toute solution de (76) et
(77) 3 de £agon préeise, (7¢) est Sguivalent & l'ensemble des relations
(75) et (77) -

Tons allons mointenont démontrer un résultet disant gque X ¢ dépend
rntionnellenent® de la renrdésentation P o

Théordme 25 (Harish-Chao ndrﬂ) - Soient g une souc-ol~Cbre de Carton de

g(_ et (o ) un systdme fondamental de rocineg de gL par rapport & 19

alors pour tout %€ G il existe sur ual ‘5 de $ un polynbme £
tel gue, pour toute reprdscntotion irrdductible P &e dimension finie
on oit

(80) Xolz) = 204, )

ol ‘A_? désirne le plus hout poids de P xelaotivenent au systime

fondamental (o:.:.L )<

En vertn de (78) on peut évidenment se borner an cas o x = 2€Z .
Cela fait, désignons par P, ,eeg,};{ (@-(dlm(g) r)/2) les diverses

racines positives, et pour chague J choisissons un XJ de g, aprartennnt

& {53. s 2insi qu'tun Yj appartenant & -@3 s scocient “1""”Hr les é1l8ments
de ‘5 corregsondant an gystine fondamenital (v“ii)e
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Ztoant donndes trols suites dlentiers
Q = (k,‘,...,kg) s 1= (m,l.,...,mr) 2P = (;',1,,...,;}“2 )
nous poserons

u(Q,11,P L‘.,.Y’ %...Hmrx ...x;“ :
conpe les Xj ,Yj ,mi forment une base de g. , ces u(Q,l,P) forment une base
de G (outre formc de Birkoff-Witt) 3 il est de plus clair que pour H c—.ﬁ
on & [H,u,(Q,L,_)]z WQP(I’).U_(Q 1,2

ot 1o forme lindaire Yop (II}) esct donnde por
Uyp = %_\, (JSwL.S)e[}S .
Gela dit, .prenons dans Z un élément
2= alQ,I,P).n(Q,H,2)
comme ):“Qz] =0 et conme les ul(Q,li.P) sont lindanirenmecnt indépendants
on voit que o&(Q,d,r%O pour P # Q ; done sz -—Z g { B2, P)sul P, 11, P)

autrement dit, 2 ¢st congru, modulo 111d6al & mauche enmendrd por les Xj .

Remargue — Les polynbmes fx ne sont poes arbitrairec § dési~rnoat por w la

54 un S1dment de I , sous-olplbre earendrée par 'ﬁ s bicn entendu cet
&16ment de H n'est astre que 3\ %(0,1,0).u(0,l,0).

Zerivons done
(31) z = h + Z quj s
soit P une repréoentation irréductible de ?;7_ dang V de dinension finie,
et soit a un Sldément de V ~pportenant au plug hawnt polds de ¢ 5 comme 8
est annuld par les F(}I.) 1n relation (81) montze qu'on & p(z)z = f(h)g .

et comme f(z) se réduit an

(&}

ealoire )t’.e(z) ¢ on voit gque
xf(z)ag_ = f(h)g ; mois comme h est un polynfBme en les II; , soit

£ (H, 00,0L,) il ot clair dtaprds P(H;)a = J\P(Hi).g_ gque lton g
Plh)e = £, ()L )eg 3 dlod le théordme.

%—sommr—, des rocines pogitives de 5, por ronport & ﬁ y ON dénontre
) MRS RAL RS

Earish-Chondra) quc, mod:lo la translgtion 5 — )\.+ @ sur ‘6
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l'ensenble des £, n'est autre que 1'algbbre des invorionts du groupe de
Vieyl. o démonstration n'est pos tris compliquée mois repose molheureu-
sement sur les fornules explicites donnant les earaetdres.

Autre remarque - Il est facile de vérifier que G possdde un systlme

complet de représentations de cimension f£inie (ceci parce que clest le
cas de ? y bien entendu, cela n'a rien &4 voir gvec 1o semi-simplicité,
& ceci prlig gue pour gL seni-sinple Ado n'est pos difficile...), et gue

por suite ll'application z —»> f de Z dans l'encenble des polynbmes sur

-,

‘5* est biunivogue. C'est donc un isomorphisme d'al-ibres vu la propriété
nultiplicative des caraetires.

Dernilre remargue -~ Les deux reparques préeéddentes donnent un moyen de
réaliser Z conmne al.fjébre des invariants du groupe de Weyl. Ce procéddd

n'est noturellcrment pos intrinsdque ;5 neis il est dlune importance

“‘bSOI.U.B\“:. dans la théoric des reprdsentations infinies.

Autre dernidre rermargue - Appelons carsctire de G toute forme lindaire

A véri t (76) et (77), ou, si l'on veut, (79). Alors, pour toute
forme lindaire A sur ﬁ s 1o formule

K,y (x) = £ (A)
définit un caractlre - cela tient évidenment 2 cc que l'spplication
x->£f_ est une opplication ¢ elle vérifie fxg; = fxfy . Les carasctire
obtenus se dfduisent en somne de ceux des repfésen%ations de dimcnsion

finie par "prolon~ement alsCbrigue®. Or ddmontre (Horish-Chandra) qutil

n‘'y en g pos d'autres ; cfest du reste facile modulo le résultat 3noncé

dans 1z Repargue ci-dossus.
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