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Commentaires.

En ce qul concerns la substance de cetie rédaétion, le -rédactenr =
sulvi scrupuleusement les indications du Congrds de Pelvouz 1452, se
gardant d'a rjouter quol que ce soit &4 ce gui- sc-tvouvait dens la rédasction
Godement ;3 1l y a toutefois une exeeption, les. n%3s au § 6 du.chaPGIV;
qul s 616 ageuti & 1a demhndc expresse de Dixmier. DTour la répartition
~des natidres en §§ et n° , le rédacteur a eggayé de bloquer.éans un
ueul paragraphe tout se gui a trait sux mspaces de Banach (§ 5) 3 e
wouffalt dfoillcurs 8tre permuid gvec 1e § 6 sans. 1ﬂco*véﬂieﬁg. Dans
le é 3 on a essayé de aiem diauper au débuk leg propriétés de la topo-

logie faable dtune vart celles de iz topolezie affazblbe de 1llautre,
en évztaﬂt auu@“t qae posszblc ae pasaer sens cesse de l'tune ¢

Lk
food

tagtre.

33 3 1 ay chep.IV sera sans doute trouvé encore trop long ; le
rédacteur sersit heureux si Guelqa*an érrivéi* é szaplzzler leg démon
ﬁfationslA(%sndaurs *51¥1ales, dtoilisurs, mais e :0;3 uya pei lsﬂgaﬁs,»
?ﬂé-ﬁeS'?rzpcﬁp clés raisons de ces 1oacaeurs est oa’vl f aut reddmontrer
pour Ies. %opelo ies- favblns SU¥ 4n corps éissvet tontes les ﬂ?@p&léﬁég
vues au caa@ I, 2 2. &% gui. sout fausses pour une %cﬁclag1e gueleongue
sur un tel corps.- On pourrsit évidemment alléger en déclavent qa*aa
ne s*?atéresae pas Sux GoTDS dlscrets, mais alors-on rsnonce & parler
dca cs?aces lindairenent. cem@sets, dont les geasz@ilités é’awylzcst?aa
en élﬂenre ne garaisseﬁf pas nézligesnd Ies. On qLﬁglix1efai+ aigsi,

&y iée_ﬁ”ﬁt en Sﬁ??&i@&ﬁt une fois de @lu tout ce’ gui z trait aux

89D e~cs paces &% espases ﬁﬁﬁﬁlﬁnts {non se unlement i § 1, bien entendu,
f@'is ausel dans tout 1e ehapiire (é\é 3 ot 5¥) 3 le x6 acteaf zetime
g o 3 '
%

e

zfon r%sq&ermlt séricusenent de se csnuler par la sai%e en prenant une
elie 4 déeisions : '
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DEPACES VECTOLIZLS TOPOLOGIQUZS
HAPITEE IIT

§'4. Applications bilinéaires hypoconﬁiaues (état 3).

1. Applications bilindsires sépardment contipu eg-

Soient E>F G trols eppaces vectoriels oyo?ou”qvcg. Pour toute appli-

ﬂatxcn bilindaire n de ExXF dans G et tout z€E (resp., tout yeFE)

St

dé isnera par v, {resp. u y) 1tapplication lindaire y s ulx,y)

(zespa z-s>al{x,y)) de F (resp. E) dans G .

? 3 = o e e
DEFIWITION 1.~ On dit cufune applicstion bhilindpire uw de EAF dans & est
sépardment continue si, ponr tout x€E , l'gopiication lindalre u,_ - e85t

i &

Sé?&fémﬁﬁt eon%inae,'ii faut e%.il suffi%.qua, %eqr %01% 3w5t s U B0i%

‘une application 1iném ire coﬁt?ﬂ;e de B dang @ ;_e% que 3qﬂplle”ﬁ7%ﬂ

1lindaire v —> u solt continue g&waé on munit qf (Z,8) de za'tsﬁelégie

Toute. anpl?caticf bilinddire sépardpment continue de E

eontinus.
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Hous allons dans ce qui suit définir une notion intermédisire shtre

celle - d'application bilindaire contiuue et celle d'appliea’sion bilinéaird
séparément continue. : :

2- Agglicati’ons bilindaires h'zgocontinues.

BOPOSITION 3.~ Soient ¥,F,G  trois espsces vectoriels topologigues;

@1 (resp. ‘@'2) a@enéemle de parties bormées et Gouilibrées de E

-(res;a'. F) formant un recouvrement de E (resp. F). Soit‘ % upe avplicat

= E e

.oili {z'z lreg e EXF dans G . Lms mova ition

es 8 c:ri; éguivalenty

s suivan
Y 6

xe U s y€U en tra,‘?ac'fié; : uu,q} ew ..

iauc, szr bou%r‘ pa:fts_e &(C ‘5 1limase de H

naxr l?aaniica‘aieﬁ 3: ,«a cst ane pa.f't*e eaaieoni‘:z.mze ae af{.s. ¢y
Xi

et jg ur *seatejL 'i:ie ﬁé@’a 1limage de N per l*agglicatzog 7= v._y

2

88% une partic eauzconh e ae ag(iz &) 3

- d4) u est @Cpe,fér:ent cont tinu 1*33@110& ion x -’?a _ de B dang

{:r, {7,8) est aan‘smue, e% l’awliea‘biea y - u. de_.E‘ dans
@, s e

@g@ (L,G) est continus, ‘ . =

B!équivaleace c’ze h),c, et d} '#ésal*z:e 333;:&@ stement _des &é’fiaiizisns :
(eompte-i:en& de c& que @ et @g sont resg&ee‘éix‘ré’rs{éﬁﬁ des recouvrement
de E et de Fle bz,,ppesons gue u sois% eoﬁ’s?imze c,dzz p&m*b !0,0'} de CHRF 1

pour tout 'vo.;, 1 nage ¥ ae: 0 éaas {i’- 3 41 ex:z.stﬁ ene tm. vo sinoge U de ©

\.l:-

dons E et un vciv‘im e V de O dans F tels que a(x,y}g - pour xe UNU et
= - . ! s . . ??‘g %7
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. leis comme M est bo;cm‘:c, il existe AS0 tel gue .z\x," cu s ocomns
u(x,y)—-u()&.xu\. y), on voit gque 1cs rela’cions xel , yeA,v entrainent
u(x,y)eW $ ce raisonnement, et le .Lmsonnement analogue ol 1lon échunge

les roles de E et de F , proavem: gque a) enuratne b)), Inversement, sup-
pogsons b) vérifide, et soit ) un point Qe LxF ; pour tout

o’yo

(x,y)e UxF , on peut Serire :
u(x,y)~u(xo,ya) =0 (wa S, (ywyo')- . _‘ |

iﬁ,?..S ’o) entraine gue pour tout voi.;:.nage ¥ &e Q daﬂs G il existe un.

volsinag se U de s éazxs B e’c un v01 e v d_f: o c‘ians by tel que lz relatiozz '_
_z—-:x.:éU enﬂaine u’%{mx )e?? et que lés felatzons xel , y«ye eV

. eﬂtrainent u (y«yo)ﬁw - On anra done a{z,y}-a(xo,yg)e W-f-’é? ‘pour tout

}‘A;}Qiat .ix,y}éksx? tel «:g;.e X-X, €U et y—-y é'?' , Ce qai proyve 1

c@zﬁiﬁzﬁ.éé de u&ans EﬁxF { on prouve de m@mc g&e @ es% eominne azmg

EXF, c‘tz%ﬁe:zbnt f?zt gue b} entrathe a).

B”EIZT .LXGET Zs On ait gu une_amlma""mn 'bl}_. inés i e ude ﬁ.F rii dans G gui.

érifi 'S*zme deés conditions &gt walenﬁes 3} }ge} a) de 1uﬁ9§) 3, est

{ @ 79 ég}fhvpcfcsnfémue‘

'chz*sq.t;e lfon considére deux e.zzfﬁ.em%}},es' g,, g de parties borndes

ld

é.s ol mt'ﬁ-'ﬁés*gectiveﬂeﬁt, o*mn‘s respectivenecn nt des _'ﬁefasmr:feizzenu de

i
brées, on é;.ra m_qccfe qu une
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“ble des emv’élep;}es
I1 ést e¢lsir que ‘zou*ce "J‘y}.ieéztfﬁﬂ bili zszaife c‘ami}me de BAF dans ¢

est (&4, @ o)~ ?ygoccamme mar tout couple d'ensembles de parties
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"PROPOSITION 4.- Soit u une spplication bilindelre (@ ;, @ ,)-hypoconti-
nue de ExXF dans G . Pour tout couple dlensembleg il € 61 , WE G 5

u est uniformément continue dons HxI . En outre, pour toute partie

bornée Q (resp. P) de P (resp. E), u(lixQ) et un(PxW) sont bornés déns

B L 7 T3t &5 = S e .-rv‘ > 3 - e 1%
Bn effet, on & a(tzpi +¥4 ;»a(xg,yg)- a.yz(x_?m’zg_/'ﬁl}{? _(31«-3;'2) : Eow :

tout VOluin ge W de O dans G , il existe tm voisinage U de O dans E et..
'an volsinage V de O dan.; '“ uclél gque les 'ﬂelaﬁlonn (21 274 )éﬁi;{H : -
(xg,y?)é UxU , x,ia-zgé‘&” , yrygé v evztra,f.nent u 3‘?( =Ko} €W eﬁ :
e (y,j--yz)é W, ee gui *J:eouve que u est unuo*ﬂmcramu continue dans HAT.
T?;u'czre pwt :5.3. miste' ..)i. ) 0 ’scl gue )&Q 5 ,d*oxi :

A u(?’lx Q)-u( X(AQ))C*’J . e’s on n”cuve de ofoe que . : a(”’x}}} est borns.
. Tne v}g}llc*‘*tio 5 sépax rcrit ccﬁ“f'imze est @ 19 6 57 hyiccema.nue

lé:ﬁsgalm__pref’@ pour et @9 les e emﬁ,es de Qm’ties équilibrées

ek :bc“ﬁées&' de inie dens E et F eswectivemea%, mais non en

ﬂ‘énéral ‘36&!1‘ les g 3’,. @ 5 ccntenam des partz.es bozaees ﬁf"-

&= ..

: 5imen ion- infmie (eﬁcere‘S}'. On a '*’sot;’i;efois la ;@19 ‘bicm suivante i

PP.O'POSI{"I 14 5.~ Si 7 wt Llﬁ Gw"'}”{?‘” localement ec;mvexe tonneld % @Q-

un ‘;feccum"@mmm ge F, 'i:o.m:.e ?}pllcam on bilindaire - @ ; ; & '}aaz}sceoﬁ-;

t‘iaue {3. dé ;w‘ dons G est EillSui { %? " @ )-hggocen’smue, oz!a jz

est l*easemle éa ‘teaws .Les pwz*t ies omzées et égmlliﬁzee“- de o

11 st,fii%'l a eife’c {pT0Ps Zc)) d¢ prouver gue 1llimsge por X «;ga»a#"
de ‘qu;‘i:e portie bornde U de E est Sguicontinue denms af(}?" G). . OF,
_(pmpg‘ 2&))’, éé’s%a imé, ge est une p:a.ftm szmgl@mcm‘s 'bornee de QE(F,G)S.'
et comme F cst %onne_le,_ tewfs pc-,;_ft:s.g .s;mpleaen bo;née de (E‘,G)

est équicontinme- ( § 3,th.2).
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3. Prolongement d'une application bilindaire hvpocontinue.

Dang ce gui sult, nous supposerons toujounrs qne les ensembles de
parties borndes des éspaces vectoriels topologlgues que nous conaiaere~
rops sont formés de parties Gquilibrées, et gue, pour un tel ensenmble
@ % les relations He (@ , Ve G ~ entratnent I € 6 et ')\.‘L,‘I Xt
pour tout scalaire A

PROPOSITION 6.~ Soient E,,B,.F +trois espoces vectoriels topslosigues ,

F &tant supposé séparé ei guasi;comglet, Soient G (zesza.(}a) an swswesmce

cetoriel pariout dense de E, {resp. E?'_)-,y @,‘ (resp. o) ba envemble de

pazties borpbes 46 G, (resp. G,) el gue tout poiny de F, (resp- EZ)

z - R G
soit adhdrent & un ensemble de @1 (resp. @ 2}'- Sois g?, {resp. @f 3
llensemble des adhérences dans E‘i {regp. E,) des cnaembles de {5

T S e T T Yl
bilindéaire E?., sés:ar £ at copbinue cie Zy X ¥, dans 3’ ”t ee %;;c applica.

L 3 : T 3 eeaiis 'ﬂ
Ssien I‘,.géfv et Z;JEQ__G @5‘ 2 3 eomme &k est .u 14207"{3{3'.2@@% csmmwz

dans LIS I‘EQ {nro A4) et 2 s F est 8épsrd, u B8 p“olange ci';me geule

anibre en une @4;311'3*52@3 unif cs:ﬁmamca continue aﬁi . ae L,1
5“2 +
dans le cemp1~sté % de ¥ (io-g.gézz.,uh §),t;.1) : en outre, comme

f}.(ffi'?}( f:ig) es%; Lomé dens F (p’ﬁop.zl}, son aé ércnee daﬁs F est un
sf%ii&-gg bace :mizornc cemgle% par hg‘g}o"shes donc uﬁi‘( r p:fend ses

- vslam's dazz.s b « I1 emt 8’15.1? &n outre gus si HO ::;;.-;1 ejb Ilzc;ﬁz s O%

. t
E‘.% e 'g 1’ eq, g e @’ ng}_gnnemn‘b u"i ,"—I est la réstfioﬁioa a _
T« H, du prolongenent 9.*1’; i, * Comme tout poim_ de ég X, est é,g’h_éf
rent & un ensemble de 1la forme M X1 {5‘31'6';@?:; i, € 6'2) » on Géfinit
ainsi une apvlication ¥ de }I’?x "*2 psu‘t’.éf:;’siez- dans- F . Tlontrons que U
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est bilinéaire. In effet, soient xée J:}‘1 s YEI, , y'efué ; soit 1!,116(3;

un ensemble auquel x est adhérent, MQG Cc:- (resp. M' '3 @2 ) -un ensemble
angnel 'y (resp. y') est adnbrent ; comme O appartient & ng et Llé , et que
73,2 = Z!iz»rhée @_/z , on voit que lész trois points y,y' et y+y' sont &Zﬂl’f«

rents & ;3'2 s 81 alors s (:cesp. t,5') tend wvers X ('ﬂe's'p. v,y') en restant

a -

"2,~«27 ’ ‘c+t' tend vers . y+y' en restant danc H,, et _e_‘n_}_“

-~

dans 131 (resp. 5
verta de 1a Lentmuitc de & dans LI1 xng s ON neu% pasoe lﬂ limite.
dens 1s relati ion . uls,b t') uls t)+a s t'), ce gui aor:r;e :
u(z,yfy!’)-—;u(x,y}-&u{z,y*‘}.' On drﬁmoatre de- mbﬁe les fela .‘,dns "
E(X%X"';3f)33('i,?),ﬂ%ﬁi$’,¢y}" et a(f@,xw)-u( ?U) Atix,y) .

Nous ‘ai};aris enfin prouver cgae J;' e_st (5::; : ‘\w }mrvm;'mmr;ze; et &

e

fortiorl sépordment continue puisque (o (vesp. (& ) es% 4n recouvremen
; , g ¢’

= — Ty ; = " Y 55 St _ =

de Ei {(respe BL) ) comme Gg gﬂesgs., G,} est partout dense dans EE? {resp.E.
2 én E; k. e A

el - - " : Ly # % :

1 sgra bilen la geuls appliea 4ion Jiliné ire sépardment continue de

i, &, dsns F prolongeant u .
H o ) = .

“é’:i 4e.{: yé‘?' . agz .aii:_ u{xﬁy}_g?; Lfaaiérefﬁe T oae v dans E, sst um
“miéinég@ de"Oh?;a“?.s By oo z)zzis-gae@;’es"‘s @s;*tciz% &éﬁé_edaﬁﬁ E, 3 s0it U
ﬂvelwlaage ﬁeG dans B, tel qu.e T+U C,‘? s et soit ae"ﬁi 5 bET

Par Za,yglothise ,x} ,,es% Tﬁéren“ & un ewsemz}.e ;IQE @2 , done aunssi &

“2 {"g(b—%—ﬁ} ;s mais ce dern;f'ﬂ “mem ie es ‘i: contenn dans G N(T+T) é_ezze
dans 2!"} k25 3 comme _Tl2;b) est adnérent & 1lensemble des u(x y)

xe ;.611 ot yéiﬂ,g {b+7), on o bien ula,b)e ¥ .+ Ce raisomnement &% le

raisonmement: é,naloﬁ'zze of on intervertit les roles de B, e} E, prouvent
que U est (% , & S, J-hypocont amue. :
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5. Insembles équihypocontings dlapplications bilinéaires.

La proposition suivente généralise la prop.% :

PLOPOSITION 7.~ Solent E,F,G trois espaces vectoriels topoloquuea,

(; {resp. G; ) un _ensemble de perties bornbes et éguilibrdes de B

). Soit B un ensembld

(resp. ) fofmanu un recouvrement de E (resp.

B
d'applications bilindaires de ExF daps G . Les propositions suiventes

sont Squivalentes :

a) pour tout ensemble W

continu ders HxP et dans ExXT 3

*
b) pour tout voisihase W de O dans & , tont ensemble

chsemble N e G§ il existe vn voisinage V ge O dans F

T de O 8ans B tels que les relations €l , yei entratnent nlz,y

pour tout u€H , et gue les relotions x€U , ye¥ entratnent

,y)e‘fi E tov. ueH; A
c) R_est_formé d*alilicatzons sé jour toute parfie

e @1 yi%e de HxY por l'anglgeation (a,x}-»u est une

vparﬁ;eﬁégLiecntinue_dg 'eén(? G), et pour toute partle N E G,

gment eonflnues,

A
ggt»qge'partie

Llimaze de EXXH par l'ap *clw':tmu (u,7) —u o

dazicontinue de QZCE,G)

d) H est formé d*anplicatloas sén;remen% continues, et lorsque u parcourt

H ,l%mﬁmﬁeéﬁﬁmWDGMﬁm$ xﬁm% de
L8

e

dans QQ% (F,G) est dgui-

. continu, gt liegsemble des &nplicaticns y‘ﬂﬁﬁ;y de F dans wf - {E,6)

est Sguicontinu. = , . 3

L’éqalVﬂlence de b) c},&) est lﬂﬁéﬁla%u; &% lVéQinaléﬁce de a) et 1)

se aémopt7e eyae%nm'n% comac dans 1a Prop.2, eﬂ'remaz@uant (avec_ies

2

notati aa" ﬁe‘eet%e propositio ﬁ} qu*aw fﬁis donné W , les voisinages U et ¥

h\

Jte
R

aveat 8tre pris i:

aé

My
“c::i
o
o}
L3

~
£

™
#
i

10 ﬂment du.zzé

4 . %8 ; : 4 A —;&‘ e = 2
‘éﬁ - 7
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Lorsque H vérifie l'une des conditions équivalentes a),b),c),d)

de la prop.7, on 4it gue llensewble H dlapplications bilindaires egi

(@%, G; )=éaquihypocontinu. Torsque Gé? et(%% se zéduisent aux partie
‘bornées et éguilibrées de dimension fiple dans E et F respectivenment,

un. ensenble @% @5 J-équihypocontinu est encore gope 18 sérnarément

ot - 4e g ;
csgulcontinu.

- Nous laissons au lccteur ) démonstration des propositions suivantes,

qui géndralisen’ respectivement les prop.4,5 et 2 ¢ &

b
O
b
(o]
@]
[}
[

-4
O

W 8.~ Soit H un ensemble ( (é% ,Q%}«éqaihﬁpocoﬁtinu dtaopli-

cotions bilindaires de ExF Qdans G .'?oar tout couple dlensembles

. BEn outre,

@Gar,*ﬁaéﬁ,?' .ié'barnée Q_ {resp. E),gg F' (fesn.dj, ;S'réa;iﬁn des
ensenbles Q) (resp. u(®xT)) loreque u percours ¥ , est borade
§§&§~€é . : A
PROPOSITION 9;§fSi‘F est un espace 1oealﬁmeﬁt GOﬁveye tonacl}‘ tout

(¢33

ensenble ﬁ%g e %g ;»canivaacont nu dig nplzcaﬁmeﬁ“ Ell&ﬁ Saireg de

xF gdans G et anssi - ( 52

g ¥ ¥
ble de %outes,les,pazties bcraées et ég librées ae E .

PROPOSITION 10.- Solient E un espace wcetc iel métrisable, T un espace

locolement convexe nétrissble et tonneld, & un espace locn

= ¢ = poees

s

l
convexe . Tout ensenble sépardment Souicontinu 47 applic ations
é

bilindoires de EZxP dons G est Sauiconti ni.

«éguihvaacantzgg, ;m_ jg' g8t l'ensem.
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: - CHAPITRE - IV : 2
LA DDALIT“ DATTS LBS LSPACE VECTORIELS TOPOLOGIQUES (Btat 7)

§ 1. Topologies f2ibles.

1. Espoees vectoriels en dunlitéd. :

Soient K un 'corps (eOmmutétif ou non), Ef un espace vectoriel é'g"auche
' suzr K , G un espace veetoriel & drolte sur ¥ g e‘:; soit (X,y) -»B{x.y)
une forme bilindaive (Alg.,chep.ITI,App.II) sv:c e produit FxG . On dit'

que 12 forme bilindaire B met les esvaces vecaov'z_els Pet G en duali 18,
ou que I:’ et G sont en dualité (relatlvem;:nt a B) si B sa‘twfait aux deux

oan&itiens suivan'bes s _
(D) QL.el gzze soit xF0 8ans ¥, 11 exist yeG,t‘el gue B(x,y)fc 7

(EH) ggel aue_ soit y;éO dans G ’ _g._;.___mx__;_g_i@ xeF tel» _uc B(x,y);éo &
"‘scemgleg.- 1) Sozent un espace veetoz"sel a. gaaehe queleenoue sur un

coz-ps K 5 et E le 9__,1_. de E (espace de toutas 1es formes linéaires

_sur xz«), qui es‘!; un espace veeto iel & éraite sur K (412 ,chap.II §4—,
;_01) I»a ‘Pe"’ﬁe bllineavre canonigue (x,x*}-?(x,x') sur ExE .
' _(;-pe.e:t. ) met et E" en dzzalité t en effet, {@ﬂ) est vrai par défi-—
r’zi%ioﬁ de la ralatnon x'fO- , % orz =) 3.% que, pou:e tout xf@ dahs B

, ,.}. exz_s%a une forhe iindnire x'€ B telle qu,e < x,x'} 0  (Alg, v
chap.‘fl §3 pr63.9), ce qui démn‘b'ﬂe {}3 % : '

_ 2_) Iio.ﬁ.gque est un espace vechoriel ée siz:emzon iﬁfmie E' un sous-
éépace vec%om.cl éu dual B de E , 1a restel ct::.ozz & Ex;:f* de la fovme
bz.liaéame cancn*qzze <x,x’> {qui véri fie ‘i:ozzjours (33 )) mai; eneore

satisfaire &, (Z} ) néme lo:esque mf‘ s I.'ezemple 1e plus inportant,

anguel sera consacrée 3.9 plus gratqée gaz"::z,e de ee chapitre est celid

ok K*R on Y-C 9 et ot E est un espace»localegea_t convexe ,ségaré,
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et E' le sous-espace de E* constitué par des formes lindolres continues
sur E 3 11 résuvulte en effet du th. de Hahn-Banach gque pour tout x;lO dans
E , il eziste x'€E' telle quie L x,x'>#0 (chap.I1I,§ 3, cor.3 de la
orop.4). Ltespace vectoriel E' est appelé le dual topologigue de E 3 '
il dépend de la topologie donnée sur E , mais ne doii: pas atre cons:.dCré

comme; muni d'une topolor"fie a moinﬂ que cette ’copolwie ntait été exp.eeosém

‘ment m_entionnée; Par eﬂ:ws de 10 (l-'e Dace B iqte**vemnt beavcoup plw

'3—) b

souvent que I ) nous o‘ rone imp’lc*neqt le plug aouven’c que L" es‘c le

dusl de l'es“aee lccalement conveye vnm g E qva,zld ilya lleu alors
de ps’rlef de l’eqmee 5 on l’amelle dual al 5; 'mg e de E'pour‘évz.t‘e_r :
_ﬂes confusions. : SF T O v

3) Soxent Ze .QE’ deux mga,ces 1oealemem ecﬁvexes si;@»srés ‘(s'm" R eu
€ ), BEBF ‘leur 1 ' gg,ﬁoyg OB Tk

V"Ex“ﬁ’_ . Pour %oui

Lzup= 2 Tie) o8t aézis

conme sorme L ;' prodait tensorlels, o z,l est E:i.a.lf qae ;z,u)-@<z,a/

est une forme Elliﬁéa’fe syt (.a @ F)x& ',,,q__..,v_fsé;fcisffait a (BII) par

::_'_v_‘;eﬁ‘&renm ‘gutelle satisfait sussi 2 (BI),e'b met par suilte
S@I’ et B en daali*z;é en effet, toalaéiéteén* sz as E®F peut
!égrire z = i@ bj“ s 08 les (1 1< EI) bom 1méai£eﬁzea‘
.ltzczeperzdan‘m dans E et les bj (? n) 3_me rement indﬁpeadants
daﬂs? {ﬁgga 4iczh’ap.'IIE g ,c0r.2 de 1a p::ejp-?). Comms 16 sous-espace de

‘engendré per les a,

B -

a! d‘fce :)1 est fermé (enap I §¢.,ccz- 1-dau

%Iéi.?f), il existe :mc *orzﬁe 112;@&1%@ csn“"lzme x{ sur § telle gue

Lopx>=1 ot Lo st>"‘0 POW i?'* {‘-‘ 3P‘II’§3 sor.3 de 1s peop.4 4);
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de mBnme, 11 existe une forme lindaire econtinue y{ sur F telle gque
< by ,y)p =1 ,<b 7] =0 pour Jp1 . Alors u=x]y] est une

forme bilinéaire continue sur E;tr telle que <:z u>=1 , ce qui
établit notre assertion.

Saient P et € deux espaces vectoriels sur un corps ¥ , mis en aualité

par une forme bilindaire B ; pour tout 2 €G , soll B;z 1z forme lindaire
y > B{y,z) sur F . I1 est clair que l'application =z ﬁQBpé est vae appli-
cation lindaire de G dans liespace vectoriel (& d?oite)AF* s Gnal-de F ,
et 12 condition (DT ) 87511_16 qub cette aaglzeﬁtvcn est blanivoaae,

done Ln isogorphisme de & dans F : én 1&@&%15162% le plus souvent G

_avec son image.bar ceh iécmorﬁhisme‘ Be méme, pour vye€F , soit By
la'fcime lindaire = aﬁ'@(y,z) sur @ § y—= >3, iy est unne application

'liaéa ire de F dans le dual 6" de & ; et 13 CQh@“ﬁlO% (D ) sigﬁif s gue

(i)

cette appliea%ioﬁ et un isomofahisme, ce'qai pernet u‘ldeqti texr F 2
son image par cet isomorphisme. Lorsquton failt ees identifications,
on éerit L y,z% au lieu de 3B(y,z) .

2. Topologiecs Fpibles. .

g = Lo s g S ; T L
DEFINITION .- Sqie&t K up corps topologigue séparé (commutatif ou non),

F un espaee vee oriel & pouche sur X , G un espace vecuoriel droite

sur K ﬁlé'en du lité por une forme bilindaire _(x,y)f><ix;y:> .

On _appelle t_goloﬁze raible sur F aé¢1n10 par 1 dualité entre F et G ,

et on note 6(?,:), X} tOleOg iz 1o moins Fiﬁa suf F zendent continues

toutes les formes lindsires y->< x,y> sur G lersgue % parcourt ¥

Mo =

[F &tant identifid & 1'ensemble de ces forumes lfaealres)
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On emploi@ra'parfoia ltadjeetif "f£aible®™ et lladverbe "faiblement"
pour désigner des propridtdés relatives & une topologie faible
6(F,G), lorsau'il ne pourra en résulter de confnsion. On parlers
par exemple de "convergence faible", de "fonction faiblement
continue®, ete. ' v
Comme F est ainsi identifié & un sous-ecspace vectoriel de ltespace

produit Kg' {espace de ﬁontes les applications de G dans X , muni de

- a

sa structure d'espace vectoriel & gauche sur X), 1z topologic faible

G(F ;&) est la ropoloﬁie induite suw F_par lz. topologie prodult sur KZ,

W o :

elle eSz done compatible avec la sir JC%Q&G 4'espace vestoriel de F
(ehap.égié?,ﬁ ?) et séparée 3 en batre, elle est localement convexe

1025Qae K= ?{ ca Z = @ et,défiﬁie alors par les Semi-normes

% §<;x,35>§ Gu j coaz é . Paur tout vo Einageyﬁ de O dans K ot
tout ensemble 1%1 de po1ata \ y; (i < n) de €& , soit ffJ?,‘~’9§5@5

l'ememble éesi’ yé‘ﬁ’ tels gue <=, yi>&- ¥ pour ,‘é.gé- <n § ces ez:sembie~

(pour g 13 et ira.bl razres} ,o;mcat 6v;denmcﬁt Lﬂ svs%ame ienﬁamenm

%al &e voisi Vé;éélé o ar 6{F G) Ga\ﬁatera que @{y?,..,,y ﬁ) eontier

1m seusmespace’dn ?5, de ced1m5331eﬁ flnie 48£4 'i 3& Tes aquat;ons
<i x,yi;>»=0 i<:n) é’alllvavs, si K est dis t ce sous-espoce
es%flﬁiﬁméﬁe an VGlSLQ& e e € naur :?(F,a} v

Lzemgle.w i F est aﬁ cggwca ﬂa élmenszea finie n sur K s 1'espa ce G ,'

‘l.‘:l': * . ~"p- '>—'e S *
ldezt £i6 & un Scaa—esmaee de ¥ , est néeessairem eat gal g F : en
- - el mea e = %
ZEZ effe% ccmme>§ est alcv aaaaﬁ4qzbmeﬂ@ identifié au du 1 de ¥

félg.,ch&p.l;, §4,n94), si on avait G%F ; il existerai% zofﬁ %el que

<;xb,yj>~6 Baﬁf tout yez@ Lﬁ;g;, chap.zl %3,prcgs§), eontrairenent &
. 8 | F £

I} oit {a )§< ixﬁ ane ba,.,e de ¥ sur (ai>?~§§i 1a base dusle

2 %
de @=F" ; comme toute form lineazfe sur F est une combinaison lgﬁcaxre
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des &) ,° G(T +G) est aussi la topologle la m01nu £ine rendant econtinues
les n formes a{ gsur ¥ 5 1l'application (§ ) ,»25 ji 5 est donc un

L-.

omorphisme de l'espace prodult K gur l'espace P nuni de c(F,G).

Lorsgue K est un corps valué complet non diseret, ce résultat est
augsi une conséguence du th.2 du chap.I, 2.
On aéfinit de 1la méme neniére la topologie faible ¢ (G,F) sur G , eh
permutant’ dano 1la déf 1 lcs rbles de F et G 5 cette remarque s’appliquer
du reste & toau les ﬁcsultatg et 4éfiniti lons de ce paragraphe et du '
suivant, eﬁ ne sera pas ré@étée. '

3. 1e théoreme de prolonzement. -

Le thiereme su;vaai se sabstltae, pguf ies 1 'obcldgieS'?aibles sy
des espaees Vﬂcto“iels sur un GOﬁgs suelcona&c F s 2u th. de. Hahn«B&nach
favec lequc1 it. se confond d*ai?leurs (pour gn eqpace mini é’uﬂe topolozie
s falble) 1owsqae E&f?i ou E=€

nhu@l 1B 1.- SOlCﬁt F et G deux ﬁsgdnes vbcuoviels en aaalité Sur un

¢°3E3A35§¢lé&i§@e sépaxé K ; L'espace F £taﬁ% mLal de la %opeloﬁi fsiblg

o(F,8), sotent U Ln Sous-espace vee%oxzel,zerme ae 7 et : 8 &n geint de F

,&'angar%egaﬁﬁ pas & M . Il existe 910?“ yoé;G el gae <<:x 30;> =0
pouz tout xe I%K et < xo,yg> 749 . : |

ua efzet, i1 résulte fe 31n ypethege et de la d’”iﬂltlon des velslaageg
de O pour G(b &) (302) qa*zl u&iste un voisinage U de © dans K et un
nombre fin; de paxnts

vy (1<€1<n) de G tels q&e le voisinage

(D

% +W{y1,...,yn,8) ne rencontre pas W . Soit ¥ Le soa ~68pace vectoriel
de F , iﬁﬁe“SGG%?Oﬁ de*vn na@@znlana d’eq&a$10ﬁs <: 1;> —O (1 € n) 3
a fortiori la va riét4 lindaire Z 4 ne rencontre pas ¥ , ce qui équiVaut

ntappartient pss au sous-espace vectoriel 125 S
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I1 en résulte que U+ est contenu dens un hyperplon H de T ne contensant
pas x, (Alg. , chap.II,§3,prpp-9) 3 mals comme Wc M4 H , H admet une
équation de la forme u(x)=0 ,,of u est une combinsison lindaire des n
fofmesllinéaires ‘x-ﬂw<:x,yiﬁ> (81g., chap.II,$4,th.1) 5 on a dene
u(x)=<x,7,> pour un v, €& , ce qui démontre le théordme.

COROLLAIRE (t néowume ée n:olonve t).~ L'esnﬂee P étant muni de la -

tonologie fmible G(F C) ﬁouze Torme 11nﬂaife cant;nae gur un soa~~espaca

Veroﬁlﬁl\u de ¥ est la res t*vctLon a H d'uae 10%&6 1znuaife
X““ﬁ’<xafy’/ 5 ol 37’56';

Conme K est séparé, f se prolgaﬁe par continuitéd 2 1ladhdrence de H

th.1 an p@im%

alors la fsrﬁe indsire x #ﬁ><;z,y5z;> :

CORCILAIRE ?.» Eoute forme llnnalma eoaizﬁue sur F (pﬁar'lalfdpglcgie'

rire §'une acs}.}.e mamiire .z: ;>< ,y> o yel .

, ‘L!exl stence éeiy“fésulbc en effet du cor.d ap§1Aqaé & A§#§';’e% son
-Lﬁicité §e (E )

“4. Sous-esyp ces ort%o 1onaux.

Soient T et &vﬁeaz esyaces en du l;%e Sur un acrgs X : nous dirons

qn*aae jelcha die A éa F et uﬁe partie B de @ sont orthogonales si llon g

,<2:,;> : ;3 ur tout ya-;A ei; t@m} éB

d%@a% éonré'un saasmegyace,ve@tcriel 'de ¥ , ltencemble des ye@

'vﬁkcﬂoaa.&,é'g est un sous-e spaece veetoriel ¥ de & s guton sppelle 1e
sous-espace folalerent cs%hogsgg% & H {(ou simplement le sous-espace




M

LU BT
orthoronal & M , por abus de 1;nﬁube) Liespace C 4tant identifid & un

sous-espace du dual (il’(ﬁ[iq&@) FP° de F s I ntest sutre 'que l'intersectio
de G et du sous-espace 0 de P~ orthor conal & B (4lg., chap.II,§ 4 w2

":J

Par abus de langage, toatcs les fois gqu'on n'aura 4 considdrer qu'un seunl
espace G en duﬂlité avec F , on désignersa encore par 19 1e sous-espace de
G oxthomonﬂl a .

On éviters par contre cetie notation, qui p:éte & confusion lorsgulil
y 2ars é comsidéxex blasieuré topologies faiﬁles éistinctes‘sar le
Bme espace F;. . ‘ o v

?FO?OQITIQﬁ'ig» Pour toul sous»espﬂee voeto:191 i ém F , L& sous~e pace.

11° de G est xermé pour la topolosle -«,3) ;: si B est l‘adkérence ée M
5&&3 P pour s fopologie olF,G), ona (U)%=u° .

Lﬂ g”Oqulbiﬂﬁ “Ceu se auss¢t6t da qut QL@'ZZ'79<:JX T> ést contine

pour G{“,G) et y ~w§<<'x,y;> eontinue peur 0{& F)

PROPOSITION 2;~-Pearzﬁsa% sous-espace vectoriel M de P l‘qéhéramce de

G{F,G) est égale lfﬂwthﬂgOﬁ&L ﬁcg ae 1‘0@%&0&0& 3

t fermé dans F (@réy.i) s 4 Lzre yaft ai X, eFr ﬁ’““

, maftlcat sas & 1'adhérence T de ¥ pour iz %cpolewic aiﬁ,ﬁjﬁ i1l exziste

J%)SG- ertnqgsngl 3 M et non & X, (ﬁhe?), se gui ‘p savr que Xsé ”GG’,

-atéément &i%'qae- W = W, dtod 1a y"cpooltlon pu;sq&e % e 10,

GQEOELAT““ fem Tou*,ﬁ*perblan H de F s fvr@é 2 ur S{k,G},_a une Squation
s : L : iR
de 1o forme <xi$§\}@>zﬁ » b y,€C ot 340 .

En gffct, on 5 slors H=HY?, st éaame %%? : chgﬁﬁ : i ¥ 4 par
el ; : ;?0 : - >
suite un y #0 dans n_s,lgtAgg 2 <i;x,y02>»0 pour tout x éif , d'of le
corollsire, puisgue H est un ?vnerﬁlaﬁ* '

|




TR P
On observers que, pour un corps K valué non discret, ce corollaire
résulte aussi du cor:2 du th.1 ci-dessus, et du th.1 du chap.I, 1?2.'

'COE:OLLAIPJE 2.~ Pour gu'une famille (a ) de points de ¥ goit totale pour
1z topologie o(F,C), il faut et il smi’it gue, pour tout y€6G , non

agl, il existe un indice ¢ tel gue La, ,y > #0 .

Cela exprime en effet gu'aucun hyperplen fermé ne cdntient tous
les 8, ¢ | | -
COROLLAIRE 3.~ Zour ga une famille (a ) de points ds F soit topologi-

quomevzt librc pour 1s topelo;;n.c G(F,'G)_, i1 font et i';sszit gue, pour

tout 1ndice ¢, il existe un &1dment b, & G ’ael gue "<a‘% ,bi}?’o ek

<a g > =0  poir tout iadice = #1e

Cela ezp*ime en cffet que pour toui: 2 , i1 Dms{,e un I::yperpl féermé

-coni:en nt les B 'd!in ice %»f:'z’; et ne contenant pas 8, «

~V,L{:W{},,,I"‘I I} ).-- Soit B un_sous wespaee vecto:zel de F » fermé pour

O(F,\:) ; Alors m}u:c tout seu —esps ce vec‘i:o:flei ée ?1 s de gir C"“’:léﬁ

~

£1 nie, ""—i—‘? eﬁ'l: _s.err:z dans F {pszz.r c_s{F,G})- _ :

Rb sormant _par réeurrence sur 1a éﬁ_meifzs'icsn de T ; on voit gi'il
's&ffit de é‘emsn% er ls g?t)p@“‘l‘slcﬁ lordgue ZT:Ka est de :z.mens.é,srz T -
‘e% qﬁe afu 2 eemmé H:zh ’ 2 n’e«t PaS ©OF 'L 104 Oﬂal B . Le SOuS-espacs

s

P= (] u-i—"‘f) est done de. ~écéi¢;eﬁnsién' 1 éans 3° montrons gque Poz__’:i%m , 68
qai prouvers gue IMN est f’era‘;._ Or, soit b i}.zi point de 1° nfepparte- -
ﬁént pas & P 5 on a<a, >-— a # 0 5 pour “é;eat x&%° , en posant
B =<x}’5>', on & < ~po 'a ;b =0 , et a‘qutre part - s est ortho-
'gona}.,é.? , ' xa-f&z a est denc orihogonzl & e , ce qai prouve gue

€ I . | A %

GLL’;Z’L.-— Tout sna%efzmee 'vccto*rlel de dimencion finie de F est

zcrtzc pour 6(1: i})

|
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e

Lorsgue 'K'@s‘t un corps valué complet non discret, laz prop.4 et
son corollaire resaltent ‘angsi . aes cor.l-et- 4 du th.2 du chap.I,

2.

5. Sous—espaees &t espdcea guotients d'un espace muni. d’un'e_ topolezie -

~

faible.

Soient ¥ et G depx e.apaces vec‘tminls en walite sur un corps ¥ . ‘
‘ ?ou_._ towt sous-egpace vec*o%ial M de P , cons 1dévoas 1s som-espace ,
oz-tho:;anal P dans ¢ , sn. y1 et y2 som: deux points de G cowrus mod.a",
on a <k,y§-g;j>«0 ‘QOM *aoat el . ‘F’cur tom;e clas.,e y mod.°

{éloazen% ée l‘esm;ce: qz;.omen% G/ s designons par < x,y> la valeur :

| _ commine ées élmmeats < x,y} de ¥ 3.e:esque 3; pavcour‘!; y il est elair

(z. y)é{x,y) msi: ufzc_fome b}.}.izlfsz.:’*e sur i’lx(G/ﬂo)

&oﬁe“TﬂTeﬁ:f

%'-;‘ag;espaees v—w’c@riels Iz e‘i, G ik = son‘b tzz:ls en (3&&13;bé
'._rz ge (33.1) réealte aazxsﬁ:& ée la ,-,éf:.nlmm'z c’in 120
:.;;:'x,»éo dans h s i1 PKlS‘te yé ’te.‘i qae <x,y> }éo
d'ot <x,y>’;_ <x,y> fO ._

PRGDGSI“‘IOIf 5‘-«‘

=3

z:»a_ 1a zgzi-
Is v'—’iaﬂf"ﬂ

Diautre 3)&1’1:3

b]_e .u,(}/%l‘o) sux ?;I g,és’i; néenﬁgg;e, & la

topoleﬁie inémite sur E peicxs 1ls a,epo}.e ze fai ible G{F E})

En effei: s:. y (?<i n} govzt des el‘ﬁm.,zzts &e ¢, i (1< i<n}
_L,a.cq els,sses morl.m 5 11 est év'd 0t mue dans # 3.’ensenble W{yi,...,y 3U)
dcq x te}.s gue <A,y > e T aour ‘1 <£ign (U %rmsmare de {} dans K)
‘:est iﬁe%th_he & 1a ‘i;ra_ce sz;r ﬂ;‘ de Yi(y, ,...;,-»;rﬂ ,E}, d‘c& 12 gropositzon. '

?’“O?&ST”IG*’  .‘- Si H est 'zm SO%“QSPuGe fe‘*m &e E’ + 18 70; cle?ie

faible G(G/ S sur G/ma est. *éeat?qae i1a topolo“:m qm‘cient por

I° de }.9 %sr;o}.cf‘w Isl *le G{S‘-,E‘-} sur Gf— .

e




ey U

Pour toute sulte finie (x. )1gii<:n de poxnts de P , et tout voisinage
U de O dons K y 801t V(‘1""’Xn’U) llensemble des classes §w2G/M° telles
que, pour un yey. an 1 moins, on ait <xi,y>éU pour 1<ign 3 les
ensenbles V(y1,...,z sU) forment un sysittme fondamental de vowsinageo

de O dans q/m pour la topologie Quotlcﬁt par B ge G(G s 1) {eha@;l §ﬁ

o
Q:*

ﬂoé).-Toaﬁ'reVien. broaver guton obtient encore un sysitdme fondamenial

‘-'n-‘

de voisinages pm* tte 50§01 zie énfne considdrant que les ensembles

[s52

T

Vi{xy,..0,4%,30) ot les X;”ﬁa@artiaanent.> B . ﬁatrmneﬁ% ait, il faut prouve
.

gue, pour un easemélg V(XT,...gy 3U) qaeleonqvb, 11 “XlSﬁe des points tJ

(1< m} aa:§ §f;é5gga' (ti,;..,t B) soit cogt@&a dams V(x1,-..,& '3)-

Or, selt ﬂ lofss;s ~egpace &e ki
{? - \2'{)‘ -
szcn q

Xi‘“ti QZZ }“" =

- de. V(b ,...,fz:,' D) ; il existe done re¥ tel que «<;§?* ,y} € U pour

(Zk}1<§k <a ane base dg ?A ‘on pc&t éor

| ol 'ggéﬁf"‘h S e ?éar ?sigﬁ ; »eit ulﬁ.m 'g un pozm

i
sous-espace de ¥ engendrdé par H e%fléé'zh dtindice

a
¢(¥,6) (prop.3)}, il existe &?ﬁgﬁ orthozonal & H et

FSy i
s et tel gue <{’z? &.;> #£G %} il eziste done
pendant de ¥) tel gue 6“31,a,3,;> <iab$§;> « Posons

1<kga %mméﬁwginaﬁs_'%y > =0 pour ?§i$ﬁ.gﬁﬁa
. 5711 x. pour 1xi<n § mais y-u appariient sussi
53 s f/ LG o :

& 1z classe y juzsg&e pe i et cela schdve 1s démonstration.

COROLLAIRE.~ Soit U un sous—espace fermd

3 = R S e z = boo A+~ : = .'--a, >
_pour tout sous-esmocs N de ¥ guppldmentaire de M , F et somme dirscte
topoleozigue de et de T .

|




P
Bn effet , 1la topologie induite par o(FP,G) sur W est 1o topologie falble
6(?1,(}/}3’0) {prop.5), et la topologie quotient de o{F,G) par I est la topo-

logie faible O(E/M,M°) (prop.2 et 6). Si (8;)) ¢ ¢y 5t une base de T,

%}n
(83)1 ¢4 gn 12 base de F/1 formée des c‘la ses mod.l des a;, les applica-
Z ‘»/‘ & ¢ g/
tions (% i) *‘?ii f{, a; eb (§ ) -2 é §i a, sont deg isomorphismes.

de Kn sur IY et sur F/h regpectivenent ‘(noz, .uxemgle) , ¢e qgui prouve gue

o

N ge 1'h omcmomhwsﬁxe can omique de F sur F/LI est vn 180~
morphisme. . o
Iao'ﬁ"que ¥ est un -CI-C'I'P;J "’-Jalﬁé com@lé%s ﬁOh discre"z; cé corollaire
résulte aussi de 1 prop.3 du Gha,p. § . : =0
'?Le@azsaaew 81 e finie n dans F E‘f est

i est de dimension n .
w0

en dualité avee

Si W est de dimension fm;_e m dans P, G-j est en duslité aves W ,
'-éone (n® 2, Bxemple) ; wo ves‘s de codimension m dons G .

é."i’rcdai‘ss de 'topologles faibles.

E’%G?OS'Iiiﬁﬁi 7.~ Boit {E ,'./G@} une :.maa.lle én coupies d'espzces

1€ I
vectoriels en dunlitd sur un corps X . Soit F= Eézﬁ E llespace moéul‘t
; ; s

des Fﬁ s 8t G l'esvoce somme éirec_'te_fies G»a, {2z€ I). i, pour ”{:oat

2=(x )261%* M J““V )j@él G , on pose < Z,¥ > -.-;Zé ,y>

f;ﬁ@mme gui n'a gu'un nemb:ee i de termes f@}, s forme bilindaire

o

z,¥) —--.?<$;,3r>v met F et G en éaali‘té‘,'e’; 1lga %opologie G(F,G’} est

identigue ab ﬂ:ﬁ-eéai‘t des topelogies 6(3‘5"@ ,Gi)c
™ En ei%u, pour ;,cw:%: “m=lz, _)#0 dams F , il y a au molns un indice 2
tel g e'zz f‘G ', done un y, € Cz‘;g tel que < % ,7, > %G 3 11 suffit de
p"*c»zﬂ.re ;y-"y ;pen.f avoir <x,y> <z ,y&> #0 s on montre de pmBme que
“"’H) ew’t iﬁié . Dray tw part, pour que z = %,y > soit eom;me_

il

0

i P e o
pour une top aiogze t sur ¥, il faut e

o Q’»{*

uffit Svidenmment que chacune
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des applications x 7><:pm x,y';> soit continue pour ﬁ? (x& exrbitraire
dans Gi); cfestwawdire (chap.+ § 1,n 9)que chacune des applications pr,
(de T dans F, muni de o(E ,G )) soit continue, ce qui achéve la

dénonstration.

/

Exenple.- Si FxKéI) , G= Ké (Alg. ,chap.IT,3 2,n °4), 1a topologie
c(G,F) est identique & 1l topologie produit sur & . Pour tout espace
vectoriel & pauche B sur ¥ , soit {a@}%é., une bgse de B 3 si, pour
tout = :;2 ;2 €T , on pose E =( ?iéeﬂ‘(‘:} s €%, pour tout y cE
J #Kiia§;§§>}é.$§ y X=X eit un iégmcf higne dgrE sur Kéz gt
y -7 un isomcryhisme de E  sur Kd s tels gque < x,¥7>=LF, 7> .
Cn #eit done gue o s, muni de is tagﬁlcqie 6{5?33} est.iSGméfghe'
) lfesnacé‘@r@d&iﬁ 'Kg G

CO4OLLA RE i.« S“I l*espﬁc B {mani de:.ﬁ(L.G}) est ”ommc directe ta@01c~

ﬁiqge de deux:muaguespaeew xwﬁ ;~1’&sgmc@ G (iunz é@ 6(35'}) est gemme

7©

_éirecte topolcgigae Ses scusmesnaeas & a1 Grthoﬁc m%ir,snectzvemeat &

=z

. en vertu de (D..), ﬁﬂf}ﬁ‘ est réégit‘éuﬁ s ¢ gui manfz@ gue G aet
somme direcie de ¥° 2% ®° . Comnme <£;2§y;>=<i§1(g} ;>+<<§p(z},y£;>

la prop. ? prouve gue Gie,F}:gstiiée&%ig&e au gycﬁgit des tcnalooh
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COROLTAIRE 2.- Tout sous-espsce I de F de dimension finie admet un

supplémenteire topologigue dans F

En effet, si U est de dimension n , 1° egt de codimension n dans G ,
¢t admet par suite un supplémentalre topologigue N (cor. de la prop.6)

ik puisgue Y est fermé (prop. 2), F est somme directe topologigue

comme [k
de 1 et de T° en vertu du cor.t .
. Torsque X=TR ou'k=C , le cor.2 de la prop.7 est euncore une
'conséquence dv cor.6 de la prop.4 du ehap.II, § 3
e & bugaceu néairement comgaets {en petits caraétéres).

' Soit ¥ un corps diseret (commutatif ou non). On dit qu'un espace vecto—

d

riel topologigue séparé E sur K (& droite ou & gauche) est linds Lﬂement

topologisé s'il existe un systdme fondamental de voisinages de O dans I

formé de uoasmespaees vectoriels de .'On it qu'un espace vectoriel

'ﬁopologxque séparé B suf ¥ est ?i nés remcut eoapaet s*il est linéairement

topolo 2isé, et si oau%e base de filtre sur E formée de Yariétés lindoires

adnet un point adhérenz .

#MO°OQL“IOZ 8.2 ent E un esggce vectoriel linéaLfCﬁGPﬁ topoloz isé sur

-

un covgs L discr 4, et _soit Bt le ggal_topplogigae de E, espace vectoriel

des formss 1iné airés continues sur E . Les espaceg E et E' sont mis en

' qualité par 1o forme bilipdaire Lonaaﬂeatale {K,z‘) —>  x,x > .

En effet, le condition (Bml) étaﬂt vérifide par défi nition de ia'&elae 
%ion x'=0, tout “CVlGﬁu & prouver que si %?O dans E , il existe une
forme liaéalﬁe continue ' sur B felle gue ¢<;z,i*;$f0 . Or, comme E est

= 03

séparé, il existe un volsin age ? de © ne “onﬁe 1t pes x et qui est un

»

sous-egpace r»cto:icl de B . I1 existe done un %ynez§1 n H contenant V

et ne cemmaz:s*s pas x {Alg., r:*aap.ﬂ,éﬁ, Prop.9) § 8l L 7,x >
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est une équation de H , z' est continue, pulsque H contloat un voisinege
de O 3 d'od 1= proposition.

_AOPOUI”IOW 9,» Soient E un espace linéairement comghet sur un corps

%
discret K . Si ' gsh 1evdua1 topologigue de E , on g E=E' et 1z

)

tong;ogie de £ est identigue & 1o topolo e L%lﬁle g(E,E').

'Démontrons dlabord le lemme suivant :.

Lemme.~ Tout espace llnéalvement ccm@qct et &iscret F Sur um corps

&iacret 4 est de ézmension flnle.

En effet soit (e )'zéi une base de ¥ 3 pour tow§7iﬁ&iee t e I,
eoit V la vafleté llnéalﬁe *owm(e ées xepP aont la ceerdonnée d'indice

A est éﬂale é 1

%{ est Termée yuisque F est. &iﬂeret, et soute inter»

secticn é'vn aomnre fzni de varlétés Iinmalres V es» nsn viée. Les

iﬂtewseetioﬂsf’-{? 27 L

£ E@ formen cne uné base aerf%ltre composée de
variétés lihé ’ésTfe mées, et comme F est 11néalfenea? eompaet il |
-ex;ste an ncl, 3{@‘“ eammun & tous les eﬁsenbles de cette base de

Lllt?e- Taa% ﬁﬂi?ﬁ cgoraOQnCes de % &tant eﬁales a 3 l'eneeable

-Aailndlces 1 est ageeusaziement fiade- o

Ce lemmp éthnt e%abll, maatvOﬂu g! aberd q;e la tapolo rie ‘i de E et
-idgntique a gr(d,u’). En effet, soit ¥ un sougmesgace vectorlel de E
.q§i ééit'ﬁﬁ ﬁgisim&g@ de 0 59u§=‘@ ; comine V canﬁiéﬁt un point intérieur,
il nst'ouve?t dans s E , ut pay suite anssi fermé {ieg.gé .,eaap.III §23
prop«d). L’es?ace Quetzeat %/V est éanc separé 5 s&it @ lig gplleation A
caﬂonzque de & j sur %/V pour teut voisinage b de O dans E Tormé é'an
'scus-esnaﬁe vécisflel § @(W) est un Qousaespaee vectcrlel de q/V " qui
ést aone 1ine9 ent tepolom%sé 3 cnflq, gi 3% est anc bese ae filtre

sur g/v formé ae varzétes lindaires fermées, 1’1&&%6 récepreque ep(}5)




= e
U

est formée de varidétés lindaires fermbes dans E , donc a un point commun
paxr hypothese ; par sulte 11 en est de nBme de % s Ce gui montre gue

E/V est lindaivement compzct. Iais comme V est ouvert dems E , B/V est

.

discret, et le lemme prouve donc que V est de codimension finie dans E .
Le sous-espoce V est donc intersection d'un nombre fini d'hyperplans

dtéquations <X,X{>=O (1€ 1 &n) 3 chacun de ces hyperplans étant

Eewed

ouvert dans E , les x} sont continues dens E , autrement dit appertien~
nent & Ef. Comme K est disecret, cela prouve que V est un vominnge de O
pour ls %opologie (;., QB'), et paz saimc q‘sc g est moins fine qae

o{E,E'). lais per ailleurs, ¥ ést plus fine que s(:,:r) par défini-

m'..
Pt
0
3
(o7
6]
[
o
o
()
0.-
l».l

-nidre topolégie (n°), ece gul montre gue %’5 et o(E,E)

Al

Prouvons enfin gue E=E! . Soit (a!), o1 bne base de E', et soit x

un point guelcongue de E'  ; nous allons montrer gue X€E . Re mRY quons
t

() per définition. Pour toute partie fimie H de I, soit Vg 1o
sous-espace vectoriel de ! cqgewdfﬁ par les a; dtindice ¢€ H , et
soi’c_\f-_%“lé soa&—esgaee Oftf(}anal = ?E dans E'm $ ”\?I? ést fermé pour
6{3‘:3**,;3*). Comme les formes lin 1wdaires al (€ H) sur E sont 1indaire-

ment iz‘;de}jc;ﬂa_mtus, les ana‘ci ons <‘y,aé>t"zz,a;> { z€ H) ont au
ey Gt . W S O A .
moins une solu.tmn ye€E (Alg.,ch ap.I1,84,n7) 3 en dlautres termes,

1tinterseetion {xﬁ‘—‘ifg){‘;:E 'nfes% pas vide ; dlautre part, cette i

(Jh

n
sreé’tion est une vari é é lindhire fermde dans E , ot ces varidids lindaire

fertaées'?efﬁeﬁt une baafe de f:’.l‘a*r'e, pu_ sgue la relation ng;ﬁ

R ot
: 5 " ;. 3 , : : ;
entraine V. Q,‘J} . Comme E est 1;&9&133&@;5& compact, il existe un
gy e e £
point zgé E appartenant & toutes les veriétés lindsires ¢,+“J§, A
& 7 i
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efept-i~dire tel que <x0,a;”:7 =x,a)">> pour tout 261 , ce qui impli-
que par Aéfinition x,=x , et achdve la démonstration. :

PROPOSITION 10.- Pour gu'un espace vectoriel topolozidue & gauche E sur

)

un_corps discret X goit 1inéairement compact,' 11 faut et il suffit qu'il

um_'!: isom rphe o» un esp ce prodult K:SZ iy

En eixet avec les notations de la démonstﬂamon de la wop 9, E=E' ,

ot
i =

mtmi de d("’” 11:') eq*’s isomorphe £ (n%, hxemgle) Recvproqucment, =
montrons qu "K‘Si;e-si’t_, 1i’ziéa.i'z eme nt compact (nom: tcv.t cnsemole at 1no.3_ces 1
11 és‘béiair‘@ue .'K;“e’sft sépa 'fé et Z.ima:.'f'cr‘scrzt togelc lSé, pu_lcscu un

systinme ranha ,ntal-é_e vois 1aages e o ast _'Tf'czu.v- évlts baf"siels

¥ c& J es’r@mc 'f) rt?e c?.e I dc corznléne*zt ire i‘iﬁiv." S0it @ ltensewblel
S ’ ;‘ - % 2

des Gas-es‘ de 13.1:(*@ sur KI ;cor‘me,ea de vaflétés lméﬁiz’es fe:fiafes y il est

tenue dens un ;b'aée de filﬁw l'ﬁ”le 4‘5 @ lﬁ p.fD'BOSl'i:lOﬁ sera
dtablie si o=1_:__p'“suvn\ qaa toata base de ,mltre mex ::_;z*ale' % 6 @ egst-

convcr,gefzﬁe dans K . G:r,: pmzr taab" zé I_,,_ ;pz:;& % ) est une baae de
filtre sur X '(eotw- déré comme és{}aee veotoriel & ga{wke de dimension 1
smﬁ-lui-'fnéme) ot el:f.e est Lorms e de vqriétés iinéaii‘és'de X ; elle se
compose dong , - so:f.t de _1 'uniqae Lnserﬂ.s}_e 4 , soit de X &% d’uﬁ Boa.nt de X.
‘_uals le- p?*etzim?cag 'qe.pext se pfor 1?*’e, ca.c °i E est un geint de I{ "
l’e erﬂ‘ﬁle fez:mz, éas i 5 35 et des imefﬁee'!:z.ane des varietés }.lnész.req
- fermées LI& 35? et ﬂe l’by;:}explar; fefmé p§ (?) sez'ax.“' ane base ée
filtre 35 2 @ gon enam % et ’*lS‘ElnC‘tC de ce*i:e aefniere. On en
eenolut crae pr (% ) comr'erge 'ia 1s ll'espace -&mcret z y eiz par suite

que . ,%g eonver@e c’iahp Ké .
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§ 2. Insembles polaires.

DEFINITION 1.- Soient T et G deux edpaces VCOtOTielB sur R en dualité.

Pour toute vortie M de F on oppelle polaire de I dans G l'ensemble des
e , e st

yetC tels gue l'on ait <%,y > €1 pour tout xell

Considdérons maintenant deux espaces vectoriels F,G sur € , en
s0it FO llespace veectoriel sur R sous-jacent & F ;3 pour tout
v 1'élément du dual a’gébrique F de P_ tel que Llon ait

o s
= o : ! = i Sy Ak N e 7 5 -2
<L Y P FAlLx,y>) pour sout xeF ; on salt
e 2

- iy )0
- o ey . = /’. -, - - - . - - ~, ~ e -
est un pplicatioen R -~lindaire uﬁ1¢0'*e de € sur un goug~espase vecto-
: 5
E - TS X m e SR 4 5 S 2 o & 3 D | >
#iel G (sur R ) de F 4 y &tant donné en iOﬁC:lOﬁ ¢e y. par la relaticn
5 o J
o =X N =1 o T 2 - T v, TT S 4 D4y R
LY > SR, Y, ~i<1ix,y > pour tout xeF {chap.IT,8 6,n71) 5 cette
& .ore relation prouve d'pilleurs aque P eh GO sont en duslité. Cn est
5 o
anenéd & poser, pour les dopaces vectoriels sur € |, la d8finitis
b = 7 =
spivante
? : ; i 2
o~y —«--s 3 e e v 3 ~ e <
DEFINITION 2. Soient ¥ et G dsux capaces vecto:lels Sur ¢ en dualité.
SRR TSRS = S

Pour toute partie M de F , on appmllo'polozr@ de & dans G llensemble des

€& iels g‘.u-,e }.ﬂ'oé git a(-(z:,y)) < 1 pour fout xeh -

En d’aatres %e?mes 1'eas~m%le ﬁOlai“P de m éans G est 1'1&3&@ de

?’engem le wol re de U éans @ paf 1*1soﬁezp%is récbproque de
l’vsemeﬁghlsﬂe y-ag»yo défin ci:deSSas-

Zor°q 'ﬂue&ne confusion nlest & czaindré, Qn_éésigne l'ensemble Eolaire
éans R é?une Qartze i de F par 12 notation HO 0n'é“ini% bien entendu
de la m@me nanidre llensemble polaire dans F d‘une pertie de G . Dans tcut 
ce qai'éait, nous étv eronsg ﬁimultanément les prox ziétés des enssembles
golaijgs gc&r'les espaces vectoricls réels et les espaces véctoriels

complexes.
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-

3i M est un sous-espace vectoriel de F , pour tout yeiﬁo, on doit
avoir 3,()L<x,y>)- £ 1 pour tout scalaire xzel et tout A y ce qui

un'est possible que si L z,y> =0 ; U° est done le sous-espace vectoriel

e G orthoronal & I (§'1 ,01%4), ce qui justifie la notation in’crodu,:‘_;_’cﬂe,j_,?
- pour les ensembles polaires. :

I1 eet clair que pour tout scslaire )\_ &t tout HCF , on a 2
J\.M)o .)L“1““° s 12 relaticn L‘c: N entrafne N’oc:: 1° 3 poar tou.te-‘-'ﬁ

famllle (I’ ) de pa,'c‘?‘ios de ¥ ’ l'ensemble pola:..ce de U Ma est l'inter-— s

' ?seetion des ep%rmles polei‘*es L"iu(. ',

1'ensenble
B {pouz o

Si T es
E ?z?o;;aéo .

, et onp
"‘30;: 44 é’autre pm't, si X eE ﬁ’anpﬂr’sient pas & 'il' 5 13. esclste an
._hjperplan reel xermé H cm ségare Qtrlctpmcnt x e‘t l {cinap..LI §3

' .prop 4} ; cofme H ne coni‘lcn‘t pa,s O , il a une équat:.oa ae 1a foz*me s
A ﬁ_(<x,;>)-1 , o& yeG (§‘1,eor.t.. au tmi), et oa a pa.r szute |
a(<z,y>)< 1 gom:' tou‘c xem_‘, eﬁ % (<x9 ,y)) >1 , eela d’*nz.f.ie
‘Aoue yem et y fﬁea . d'o& 18 relﬂtlon £}°°~1 . Oomme IAC L°°, on a
3’90)0 i° < (I&O)OO Hw)“’ , Ge qui achdve la démoastz*ation. e
- _"eoﬁonm HE .= E’ou. toute famille m ) de 2 ties de F convexes fermées

: (gour a*(F G—)) et conte*}nn‘b o E l'ensem?*le'laire cel*lntersectlon )

mnm est 1'envelo

e.convexe fermfe (pour o(& F)) de la réunion des I;
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En effet, o1 est cette enveloppe convexe, on a NC°= m m’°° =
==(:§ ¥ =M, dto T=N°C=1C .

'PROPOSITION. 3. Pour toute partic Squilibrée I de F ,Mo est une partie

Sguilivirée (convexe et faiblement fermée) de G , et ’éfs:'iv;}idegtique &

llensemble des yeG 1els gue 1<x,y>141 ‘.ECU.'Z‘ t.bgi_:; xel .

On 2 en effet )LI::H pour I.MJ , dtoh aussi A %=p° 5 en outre,”
si 9%,()&.(:»:,:})) ; potw tout A tel gne pq =1 , on & j(x,y)&
: Remwgues.- 1‘* I«eu espaces F et ¢ mtant cupposés réels, soit H

un cbue dads F (de a_,emmet 0y ;.81 yeil® , ona :
<}.’x,v> =‘,A,<'x,y> pour tout ,}L > o E done {x,y> <0

Cecl montre gue 1° est un cbne ce?wexe .L&i 1ement fer@é» 4 4éfini

¢ omme 'l'énéezzﬁxle des. ye @ +els qae < .a;,y> O ‘pour tout
xEI& . 77' A‘ v ' | |
' 2) Loat voisma e 'de O pour r(@}f‘) coac;cnt un vozslnage
aef £ini paxr z;.d nonbre fuu at méﬂalités !{X yl>i< 1. (g i<.ﬂ}
| {§ ?,:132), ez&. les ¥s sont arbitraires dans G ;V ﬁ‘eat sutre

gue l‘ezssem‘ﬁ}.e po}.sl:e de l‘emfelcs’)pc eonvexes éqaz’libx‘:ﬂ de.

l*ezz etm’.e des y; dans G ¥

' P;G”O‘%.LTIO“’ 4.—.&033« ge*ane pazt;.c* cgailibrée H de }? soit bornée pour

12 topologie o(F,G), il faut ot i1 suffit gue M° solt _un tonnesu pour

1a ‘copg}_.égie . & (G,F) .

En effet, pour que M soit borndé pour o (F,B8), il fout et il saffit

que, pour toud - yet , on ait gafz i<x,y>s (chap.ITI, $2,n%) ;
. x €1 :
&"autre port, puisque MC est comrexe, éqmlz.bxé et faiblefent fermb

dans ¢ (g go) e 3‘ pour gue %IQ goit ua tonnea, il fautb et i1 suffit qu'il

b3, 9

soit ab-sorbant Usis cela siz i:z’ie gue pour tout yeG s 11 éxiste }\,)O

s
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tel que ye AP, c'estm-di.ce l<x,y>}<)q. pour tout x€H ,
d'otk l2 proposition.

§ 3. Dual d'un espace localement convexe sépard.

Dans ce'nara ranbe rt 1e suivsnt 1l ne °efa guestion gue d'esnaces

ey

lobalanent convezes sépa_;“ (sur R ou €), gauf ment1on exoress du
contraire.

1{ LOBOlOQle affaibllc et +opolociu Laibl

Soit © ,espace lscale*

ment couvexe sépard. f‘é se. neﬁolovle.'d De

rnyﬁeleqs gue ceo &erazé:es Gca* fscgi

; ﬁOE}. Sur-zf; on ﬁe eovclaéfexa, aaﬁﬁ ge sar%,rakhe

~qae,1/ beale tQpQTcmze C?(m E), qal se:eq qaallfaée de tepelevle faibls.

Au conﬁrai?e, sur , 5¢ tIOQVent dﬁf inics de eux ﬁO?GlﬁULwS : la topologie

%ﬁf, qaefﬁoas e llngﬁu cacore 1a uopologie iﬁitialeAde“E ; et la

fanoleﬁie ‘ (L ’)s qai“éé%‘ﬁa

u“:?

. gue noas abﬁcllerOﬁs is +090;egié asf ibli '(ée '@ ) sur 3 ;
On ﬁetara,qas gi on aunit_E aé l tapalcﬂie G“(E,E’}grsea dual
.esﬁueneore By (§ ?,eor 2 &a th. ? 3 af-n 3 ez—éesseas)“; l= topeloeie

G’(J,a'} eat done lé&ﬁalq& a’j c“(E E'} Quand aucune

o

'com'¢31on ne se*, ao iblc, on ﬁploleva l'adgectif “Ialble” et

l'aavarbe "faﬁbleaent“ péur désisner 1esv§§9p:1étés se rapportant

a 1a hopalog ¢ faible sur E' ou & la topologic affaidblie sur B .
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2. Propriétés du dusl faible.

Jens tout ce qui suilt, lorsque E est un espace locslement convexe sépa-
ré, E' son dual, et gu'on parle de l'ensemble polaive P (resp. 119)
dlune pertic Il de E (resp. ' de BY), il s'agit toujours, sauf mention
expresse du contraire, du polaire de I (resp. ¥') dans E' {resp. E) rela-
$1f & 12 Aunlité entre I et E’.

Quand nous parlerons, éauo ce parsgraphe et les suxvan%u, de parties

édgicog%inaes de B!, datte notion se ﬁapporte toajoafs & la topologie
initiaie'ée E . BiOﬁ entendu, elle est entidr ement indépendante de toute
~topolozie QufOﬁ'pe@t eégsiéézeé sur BY o | ‘

“Ia tonolo"1e faible sur le éaal E} diun ﬂsnuce loc lc ment convexe

senaré ?eel ( eqp. complexe) E a'est_auur“ gne la tonclOﬁie de la egave?~_

;';enee simple sur -f(i:. R) (resp, a!:(.a,e))‘ Qn peut donc 1ui appliquer
 les résultate du chap.III, g 3f;

_PRC?P G I*ZO” 1«« Soit E un cquce ioc dlcmcnt Couvexse seyaré Peur q“’are

s

&

gpftie it au ﬁaal E! de & goit egaxeonﬁxn&e, 11 faut et il sazfi% _gue le
,90

vaola1ve de 2 sait aa'vaiglaage 5@_0 daﬁé E (aour ia ﬁopelo*ie $ni-

ﬁiale) ou (ce gui revient ab m8me) gue ' soz+ contenu dans le palzlre

_?0 dlun vo szpaﬁe v de 0 dans B { _%G;O;Q“IEmiﬂiflale)

3our@lﬁ

|
|3
w
[
bogn}
@
e
-
o
o
C"i"
<
Jeto

naze de 0 aaqq ie eo“p des seal ir reg contenant
un hééé‘thé_tiqv_e du voisinaze U ééfuu pay: §§§< 1, pour gue If' soit
dguicontinue, il faut et i1 suzfzs gue l‘zﬁtergeééicﬁ ¥V des fgéf(g} soit
un vsiﬁinége de O dans E lefséue x! parcourt ' (chap.III, § 3,4 5) ;s mais
cette intefseeﬁicn nlest autre gue le polaire de llenveloppe convexe

- é ailibrée"éé E'_(é 2,prop.3), dlok s yzemiére}assértion. 0a a alors

dvidemment ﬁfc:;?g 3 inversenent si I (:f?o pour pn veisinage V de O
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PROPOSITION 2.~ So0it E un espace localement convexe sépuré. Toute partie

éaguicontinune du dual B! de T est relativement compacte pour lg togolople
faible.

mCela résulté de la condition générale de compacité dlune partie équi* 
continue de c{?(E,F) pour la topolozgie de la convergence simple (chap.IIT
§ 3, cor. de la prop;4), puisqueftouie partie bornde de T ou € est
reletivement coﬁp cte. | '

e

THEORTIE 1‘w uoit I pn espace tonneld sépard. Pour toute pariic I1' du

3]

Iz

iy

dusl Et de E . les pzopriéﬁés suivantes son%Aéauivale,%es

bornde pour ls %topologie foible 3 b) M' emt relativenment

ia t00010'7ﬁ faible 3 c¢) II' est Sguicontinue.

On vient de voir en effet que ¢) entrafne b) [prop.2

(chap. IIT 592 ;%E;?).

_.QO“OLLAILM 1. achnt z unreSnacé GﬂﬂCl“ sépzré E' son éual»muﬁl de la

ﬁopologle Lalble. L'e lqcloage convexe. fermée dtun ensemale compsct de E!

est eompacte.g"

En effet, 1'enveloppe convexe fermde d’ane partic équicontinune de E?
est éqaicéntinué (caan.III,§ 3,0r00.4 )«

COEOLL@ ;.; E@ dual d'un espace tonnalﬁ séparé est gaasi~complet

pour ls topolo*lo faib195

CO:OLLAIEL ).— Selent Zet F deu sp ces 1ocalemcﬁt convazes séparos 3

on mianit le uugl F* de E.Le 1a topole~ie faiale q*(F' F) on "unlt "aspc

e,{Z(“ T') es ag§1hcat10ﬁs 1imea1res continues de B dans F’ de 1&
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topologie de la convergence simple. Alors, si F est tonnelé, toute partie

Souicontinue de uf(L F') est relativement comn_(cte ; 8i E et T gont
tous denx tonnelés, toute partie (simglement) bornde de -C (E,F') est
relativenent compacte.

in effet, toute partie bornde de P! (pouz. o‘*(F',F)) est alors -
relativenent coinpacte, en verta du th.1 ; 1z p:rfemiére partie dn corollai
re résulte alors de la caréét rizsation des pertics relativement compaotes
dans .,C (E,Ft) pour la ’copologim de la converg,eﬁce s:.mple (chap 11E,
§ 5, CODs ée ls prop.4) ; la seconde pa.rtie résalte de 1'ident1té des’
parties simplemeat vorndes et des nag_tz,cs équieontmu@s dans °C {(B,F1)
| 1orsg‘ue B est ‘connelé (e.&ap III 33, th.e) : iy

cantlnae aa &aal un de E, fermae _pour iz to _v_oloﬁ'ie fa,iblc, est gn

'esaee com‘aet métr:.sableour eette 'i:ogolegie. :

G*es‘h tme eonséqaenee immédiate de la p:eep 2 ei—-aessas e‘;; ée la
'pfopcsmmn géhérale eorres;;ondante, :eelative aux pa:eties éqamantznues
'dos esv‘lees £(E ?) (caap.III §3,cer.c. de la prop.‘j) eette derniéref-'
s’annllque au fait que R et @ dont des esgzqces métr*esa’bles, E

3.' mpe}.cffies compotibles avec ne dualité

Sozen’c un espace 1aca1enent convexe séparé, Bt son dual. I:'espace E’
est erzccve le dual de E lersqa on gdunit E de la tom}laﬂie affaiblie |
g 6"'(“*?,3*') §‘i cor.2 du th.1). Pour &tudier les relations enire la tepom
logie imtiale ée " et 1s topologie afiazblz.e G"Lﬁ,xﬂ), nous allons
plus généralemeat eonsidcrer un coupie (1‘ &) de ﬁezzz nspaces vectoriels

sur R ou, € , en dualité ; nous dirons gutune topologie localement

convexe séparde ¥ sur F est compatible'avéc_ la duslité entre F et G
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gi G (identifié & un sous-espace de Fg) est identique ou dual de l'espace
localement convexe séparé obtenu en munissant F de %f . Toute relation
entre une telle topologle et la topologle ¢ (F,G) donnera aussitdt une

relation entre lo topologie initizsle dlun espace localement convexe
sépars et sa topologie affaiblie .

PROPOSITION 4.~ Soient F et G deux eopﬁce vectOWiels en duglité sur R -

ou e . Les ens bleo'convexes ;erués dang 7 sont les memeu pour toutes

'1és}ﬁopblogies 1ooal vnt convexes s&sa;ées compqtibles avec 1a auallté

éntf ‘F.et'G .

- On’ pevt éviaemmenﬁ se borner au cqs ol F et & sont?deq spaces veeto—

rie1° @ﬁr‘?§»7 Lms fo:mcq lineaives coﬁtlnu“s qur F étant les m@mes pour

toutes les topolomiee compatﬁsles avee 1a dualzté entre P ot 6 11 en as+

de @éme de

l-esyaces ;crmés (eh?p.l § 2 th.1),lct var uaita aasgi

QA

es ensenb] ﬁGﬁV’XGS fermﬁs, puldqa*un tel eﬁse

‘"egt 1tintersection

s fermés qui le contiennent (e ap.i;,§'3, gor.1 de 1=

i1
2
-
I
e
o
@
(@]

de

- E}Z’O?Oé-) .

??QJLAIZQ i;-v?oux toute pertie caﬁyexe A de ¥, l'odhérence de A dang

Fest la m &e peur toutes les topola*ies loca c&eﬁt convexes sépardes

'avee_la dualité entre F et & .

eoﬁpatihle
En 4 ” neuf ane telle topole 1@, 1’ad_éfence de A ast convexe
fekgg TI,E 3,wron.1£), done est 1’1atar“ecuwon des chsenbles convexes
‘farmis eonﬁaneat 4.
"Eé nar ticulzef :

COROLLAIEE 2.- Soient T un gspace localement convexe sépard, E' son dusl -

L*adhézence_é*&ne partie convéxe de E et la mfre pour la tonologie

initisle de E &% pour ?a tovolosic affsiblie o (E,B )
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A°0 egt

e

COROLLAIRE 3.~ Pour toute partie comvgzg.A ge E contenaﬁt 0,

l'adhérence de A pour la topolosie initiale.

On sait en effet que 8°° est 1'adnérence de A pour og~(E,E!) (§22, |
Prop.2

Etant donnds deux espaces veetoriels Fet G en dualité (sur R ou ¢ ),

F peut €tre identifié au gual of,(G—,T\’) (resp. { {¢,C)) de 1l'espace
G lorsqu'on mﬁniﬁ ¢ de la topologie localement convexe séparée o (G,F
{ §1,c0r.2 du th.1). Pour tout enseuble © de parties bornées de G
{pour -am(G sF)}), on peut donc considdrer sur F la @; ~-topologie
(chap.III 3 ,u°1) 3 stpposons gize les hémsthétiqaes {de rapport fO)
de toat ea@eﬂble de gﬁ epnﬂffiéaneﬂ% 3 G; s Sinsi qve lfeavelcvpe
convexe feraée (ﬁour G“(G E)) et équilisrée de 1la réanlon dtun nombre
£ini d'ansembles &e G alors iz dérlnztion des veislnages de 0
pour la §§}~tcpelogie (lce;clt.) montre que les polaires (dans PF) des
ensembles dég le.forment un systime fOndamentalkée’voiéiﬁages de O pour
cette ﬁcéoiséiei : _ » ‘ .

| Celsa atant lns topologies compgtibles avyec une éualité sont carseté-
leées yar le théoreme suivant B

”Fzﬁ:uﬂz (muckey).n Soient F gt GAdeuxheuyaees“vectoflelswenﬁdaallté

sur 'R oy € . Pour gu'une topoleogic loca}.ement com?exe séparée ¥

sur F sai* ccm&atible gvec 1la daalité entre ¥ et G ; ilmfautmetwilmsu;fit
gue € soit-
de G fermé &e’§érties convexes, Sguilibrées et compactes pour la topologie
faible (G,F). -

@ -iopolozie, of G est;gg recouvrement -

Ldewfimue”u%uﬂe

lontrons d'abord que lo condition de 1'énoncé est ndeessaire.

Supposcns que G soit le dusl de F lorsgu'on munit F d'une topologie

localement convéxe séparde ‘g’ . Soik jj un systime fondamental,
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invariant per homethétie, de voisinages de O dans F , convexes, 6guilibrés
et fermés (pour ¢ ) dans F ; alore (cor.3 de la prop.4), pour tout
ensemble Ve JJ , on a V=y°° (32, prop.2) 3 meis comme 7O est g
compaet pour o (G,F) (prop.1 et 2}, T§ est un systdme fondamental
de volsinsges de 0 pour ls 6'—»‘50;301035_9, o @ est llenzenble des :
polaires v° deé ensenbles de 33 » Dlailleurs (’é 'est un recouvrement

de G , car ponr tout y€G , 12 continuité de x-a< r;.,y;a d&ns‘_l“ impiiw
~que llexistence d'un vcisiaa‘g_e we 1y el que _gt{.:y,g/] . pour
" tout xeV , c'est—&;dire v éWO SN S

-

'P?*owmns main‘c’en nt que 1z C&ﬂﬁitleﬁ de ’ﬁmneé esi; su.ffz_same.

o

Soit dane @ un wcccuvrﬂmeat ﬁe G, formé ae par"sics eem? xes, égui-

gue llenvel oppe cgmrexn 6@5:‘

d*zz-l., .ﬂmh ion

 (ehap. ITI, 533 11 ;Bemargue); . cotte Gernidve

a“'(ﬁ} 7} (cnapoil §&,£}zw.ﬁ

séparde, mziqque iee ensenmbles de (& sont bornds pearf' '?EfE;F) (chep.T07
; 2,pr op- «3) ﬂt oae @ est un reécouvrement de 6 . En cutre. les polaires
Kc" dans F des ensenmbles X forment un systeme fondamental de voisinsges

de 0 pour G . ' e '

Cels étant, soit F1 le dusl de llespace F , quend on munit F de 1s
topolozie ‘?Zf; . Comme toute partie finile de G est contenue dans km ensembl
de @, ia topelegie € est plus fine que f@,&), et par suite on veut
idedtifier G & un ser}g‘uespééevecferiel de Ft (31,cor.2 du th.1). Prouvons
que G=F1. Eé-ef:‘fet, soit 1€ Ft ; 1a continuité de x' impligue 1l'exis—

x
tence d'un voisinage X° de O dans F (oh XK€ & ) tel que §<X,Z':}§ < 1
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pour tout xéKo 3 cela signifie gue x! appar’cien‘t au polaire K dans e

de l'ensemble Z° . lais K1 est l'adhérence de X dans F' pour 1a topologie
(P! ,F) (§c. prop.2) ; comme la topologie induite par ¢ (F'!',F) sur

G CP' est identigue & o(G,F) , X est compact pour o (F!,F), donc
fermé dans P! pour o (F',F), et par suite identique & K1 s ce gui
prouve gque x*€ G , et achéve lz démonsiration. ‘

COROLLAIRE.~ Pour gu'une topolosie localement convexe séperde ¥ sur

¥ soit cowpatible avec 1o duslitd entre F et & , il faut et 11 suffit

gue ¢ soit plus fine gue 1s topologie o (¥ G), et moins fine gue ia
‘cogologie T(F,6) de 1n gconvergence uauwme dans toutes les parties

de G convexes,' Sguilibrées et ccmgac'i:es pour g (G,F) .

La ccmdztzon est Svidemment ndcesss en vertu du th.2. Elle est
smfisante-, cer si ¢§ est plus fine que o (F,8) 6% moins fine gue

- 2 F G), le dusl de F pour la topologie ﬁ contient le dusl F) de F
pcur la tonolorie o {F,G) et est contena ‘dans le dual F' de F pour 1z

topologle {F &) 3 1s prspositz,on résulte done de ce que F*-F'-G .

On dit que T (F 3G} est 1a tcpologie de Hockey sur F (correspozzdant
& ls duali’hé entre F ot @), '
ueaargtze.- Lg prop.1 montre gque la topologie de lackey z’(F &)
est caracterlsée par 1z propriéié sazvante : pour gutune nart:.e |
eonvexe de G soit éq&ieoatznue 1orsqae F est muni de 1a topologie
(T, C), il faui: et i1 suffit qu'elle soit relativement ccmpuef‘e
pou:r la topolozie c"{G F) Cette rema,fque, jointe au 'th.‘iv: proﬂve
en particulier gue pour tou:t espace bonnelé séparé E , 1la tonolcgie

initiale de B est identioue & }.a tomloeie de ﬁackey E"(E yBl)s
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T‘-.“O‘?.EME 3 (Maokey).- Soient ¥ et ¢ deux _espaces vecfcg_i_e;s en dua;it
Bur ‘R on C . Les ensembles bornés dens F sont les mPmes pour toutes

les topologies localement convexzes séparées compstibles avec la dualité
entre F et 6 .
En effet, 1'ensemble 6 des par‘bies cénvexes, équilibrées et fa1ble~

ment compaetes de G est formé de parties complétes pour la topologie -
o—-(G F) & toute partie M de F s bornée pour 1s topolog:.e faible g (F G),
es*s done. boraée ponr la G -'bopologie (chap.III §3 'l:h.i), c'est-a-dire
pour iz topologie e f&ackey o (7, G), d’ oa le théoréme, _en ver'tu da
cor. du th.z e ' : S
. COPGL}}AIRE.-— _s_g_i_ggg

5 E* son dual... :

em es aee localement convexe sé ‘aré

Toute pe;rt 1e de

Si __est 1l
1inéaive-sur

(§1 eoz'.z‘da jbh 1‘! ces

seule. :aamére - -—9<x,x'> pour an xCE

formes peaven

moins restr;,e

tion & teute paz'tie éqaiecnti nue de E' soi't: eontimze pou.r g-{E* ,a)




B o
il est clair que F est un sous-espace vectoriel de E'* gqui contient E ,

¢t est en dualité avec B' . Soit (& 1l'ensemble des parties convexes,
dguilivrées, faiblement .cex'rﬂées et équicontinues de B! s tout ensemble
Brte @ est compac‘c pour o~(E',E) (prop.2), et comme pour ’cou e forme
lindaire une?¥? , la restriction de u & B! est conbinue per hypothése,
u(B!') est boxrné dans le corps des sealaires z Geé,i prouve gue la
@-topolpgie f sur F est compatible avee la struciure dlespace vecto-
riel de F (ehap.III,§ J,prop.1).. I est elair en outre gue la topologie
c@ est loca lpnem convexe e% sé*s ée, et gu'un systéme fondamental é‘.é
voisinages de 0 pcur ;%’ est fo“f mé des polaires deans F des ensembléé cié
@ (pu.isqv. @ est Filtrant povz la relation o5 é'b_il’ﬂ"‘* iant par
héﬂcthé'&ie). Or, d'aprds la prop.1, la trace sur E du poiaire dans F
d'un ense‘a’bi_e Bte (&  est mn vbiSinage de O pour la topologie initiale
de E ; invérsement si V est un voisinage convexe, fermé et bquilibré

- de ‘G' dans T pour la topologie inltlale, son 901&13?6 B! dans E? appartient
3 @ H eomme le polaire de B! dans E est iaen‘blgue av (cer.3 de la

prop.4) ¥ est la trace sur B du polaire de Bt dans F ; on voit ainsijj

que 1la topolo“'le induite sur E na.c ‘g est :f.deatzque & la topologie r
inztiale de " Ccmme E est cupposé complet pour cetie dermére topolo- -
gie, 11 esi, Iezmé dans F pour lao tcpc}lo zie € . : :
. Mntrons maintensnt que B! est le d}:«.@.l de ¥ q&énd vonfmanii: F de 1s
tcpblegie ‘g « En verﬁ;a du ‘cﬁ.z, il suffit de‘-‘prouver que les ensembles
o (B,F). Gr,'soit EJ un

: ultraflltre qur B = 31 converga par h;r}gothéee vers un peim x*eB* '

" B'e © sont eom};acts pour la topolozie

| pour 1g uopologie g (E',E) 3 mais pour fout ueB‘ s 12 restriction dg_

u & B! est continue pour o-(E',E), done uf 8‘7) eonverge vers a(z*e') ¥
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Or, cele signifie par définition que EF’ converge vers 15 podr la topo-
logie ¢~(E',F), ce qui établit notre assertion.
Cela étant, sl on avait E%F » 11 existeralt dans P un hyperplan
fermé (pour € ) contenont E , et par suite un x'e B! orthogonal & E
et.%o , ce qui esﬁ§ absurde.

e

Remorgue.~ S'il existe dans E un ensemble total dénombrable toute
partic éguicontinue de E'.est métrisable pouf'lé topologie faible
(prop.3) ; pour vér lfler gu? ne'fcrme lindaire u sur B‘_eét faibie-
ment continue, il Suiflb dcnc ae Vérlflef gue poar boute suite

(xé) qai eonverge fa 1emrnt vers ane limi%e x’, on 3

lim ui{zt)=u(x1).
B->os n

5 21 dtun soau-es pace 3 dual d'un esvsce guohisnt.

=)

s e

E&O?OMEQIOJ 33— Saienﬁ B un e oaem lceaxemcﬁt ccnvmze ségggé Bt Bon

dual, ¥ un «easwespace veexariel de E , ©° le seu~~e:nace as L? srtié?eu

nal 2 ¥ . Ia boﬁelcgle axfaiblze de la topologic inéai”g'sgg H par ls
$onologie 1&13&3&@ de E est identigue & 1o sopologie :"(M;Eafﬁc}'ﬁ

iﬁduite sur l(@g? 1a te@ lozie 5ffs blle o~(E,Ef} de B ..

En effet, résulte du h. ée ‘Hehn-Banach (chap. X ’ir-"é_‘:?,'th‘c“t} que

2

'tcuue fOfmc li @' 'e coatzaue s&r B est 1la rcstr1ct19n‘” 11 dtune forme

E un espace Lacaicmfat ﬁcnfeze separeg Bt gon dusl.

-

i un soaswesnace vceto gl fermé dﬁ E « ua +opale ie afxalhli& de 1z

%opclcﬁia auo’ ient par B de 1o topcls:zc initisle ae E c g% iéen%

e ===

gue 8

;,..n
é.a

la %cnslsﬁie'jgﬁtﬁiigh }g;gno%ieﬁ% pox I d de 1a topclsm;_ affoiblie

===

c*(E Ef) de B .
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Zn effet, 8l ¢ est l'mpplicaticn canonique de E sur q/y s 1'applico-
tion u-ﬁpuov est un Lﬂomoophisme (algtbrique) du dual de Q/h sor le
sous-egpace 1° ge B orthosonal a2 U  (ef. §1 prop.6).
§44. Topologie forfe sur le dual dtun espace
localement convexe séparé.

1. Définition de lo topolozie forte.

2

ent E un espace localement convexe séparsd réel (resp“ complexe),

n
Q
e

E' gon dusl. Conmme E’z’@f (8, R) (resp. j @é ‘,63)), pour sout ensembl

de perties borndes de E , dont la réunion est totale dans E

I'“\

@ le
(5 -topolozie sur E! est une topologle localement convexe séparde (chap;
2 ,l;o‘j v
1 et 2). En particulier

DEFINITION ?d* Sozent nn eapsee locslenent convexe scyar s B son 6uau

Poah St

Sl S

on avpelle topoloszie forie sur E' 1s topolosie de l@ caﬁfew”eaae aniforme

dans toutes les porties bornbes de E .

Comme %out homothétique d'une partie bornde de E est bornée, ainsi

gue l'eavelopgpe

[0}

convexe é*ané réunion finie d'ensenmbles bornds, 1a Aa&fi-

nition des voisimges de O pour- uné @utopolor*ze (ehap.III, $ 3,n°

n
montre ¢a881tﬁ+ qu’v& sy“3ﬁ ei fondemental de voisinages de O pour la .

o=

topologic fo orte sur B! est formé par les polaires des parties bornded de

T

E {on les‘pqlalzes.a Bn svstSmé'fegéameﬁtal de partles bornmbes de E).

‘Oalemﬁléiérg parfois l'adjectif "fort" et 1'adverbe "fortementt

_pé&é éééigﬁer‘ées pzopﬁiétésvse‘rsﬁéoxtant & ls tcﬁﬁlo”ie forte
sur B, L*esaqce E’% muni de ia tcpalc@ze Lortcg sera p rzczs

' n§ele "dual fori" de B .

Bemsrgues.~ 1) Iz topologie forte sur E' est d4%finie par les.




ey e

o, B parcourt un systéme fondamental de perties borndes de E .

En particulier, pour que cette topologie soit métrisable 1l faut -
et i1l suffit qu'il existe dans E un systeme fondamental dénowmbrabld
de porties borndes. :

2) I1 résulte immédiatement de la déf.1 que lorsgu'on munit E’
de la topologic forte, la forme bilindaire canonlaue

(2,%') > x,x > est (G, @’ )-hypocontinue, (5 &tant llen—
semble des partles borndes d¢ E et @b l'enqemble des parties
équlcontlnuec Qe BV, s s'en;géaézal, cette xc”me niest pas

continue danq B xE (exer .2)”

résultats 4u ehgp.IIT, §3 sur les Q§=«topole 1cs, oa __it gae toute partis

Squicontinue de E'- est fortement bornde * (ckap.III, § J,prOP 6}, et que

- toute par%ie zcrteqent oornée de E! est igi?;ementwnorﬁee., un & en outre
les deux a%epesvﬁ ions sazvqaxes }

kﬁsf@sLEIOW §§ B est un espace lacaiﬂaent convexe sdparé et guasi-

Gcmplet tou%e Qastie,fe blement bornde du aua; 8 gg:@ est fortement

bornde

Clest un cas particulier du cor.t du th.! du chap.III,§ 3.

PROPOSITION 2.~ 51 E est un cspace localement convexe sépaxré et‘%oaﬁelé,

toute partie faiblement bornde du dual E' de E est f rtement bornée

(et équiconﬁénue).
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Compte-tenu des remargues qui précédenﬁ,'ceci g déje été démontré
(‘§3,th.1). On peut donc dire que 8l B est tonnelé et séparé, les notions
d'ensemble équicontinu, d'ensemble relativement faiblement compact, dlen—
semble fortement borné et d'ensemble faiblement borné sont identigues
dens le dusl B! de E . A '

Scholie.~ 81 I est un espace itonnelé séparé , E' son dusl fori, les

polaires des voisinaces de O dans 1l'un de ces deux espaces forment un

SY es de l’autré, et les polaires desg

stdme fondamental de parties bormé

garﬁies bornées de 1?an d# ees deux espaces forment un sysitme fondameuntsl

de vois%ﬂages de O daﬂg 1’antre.

E?GﬁOSI“EGW 3.4 Si E ést un _espace toggglémgéﬁggé, son dmél.fort-ﬁ* est

quasi—cemplet.>‘

C'e s an cas partlcvlkef dv cor.2 da thed du chap.I1I, § 3, relatif

S pﬁwtlcs -COoR 1_‘c3 dtun espaee a§G§<@,F).

By Bidusl. ﬁSﬁ»eee réfiexifs

Soient T un csrave localement convexe éégéée;‘E? son dual. Pour tout
xeE sei‘% % 1s forme lindaire X*Q-;,’:<X,}§’> sur E! ;- cette forme
1inéai§e5$§t_coa%iﬁue pour ls topologie faible ¢ (E LE), conc a fortiori

pour 12 topolozie forte sur E! ; comme la relation ¥=0 szgalzie gue
<:x5xa>a=6"§our tout x'€ EY, elle ent aipe 2.0, puisgue E et E' sont en

daalité?l Aufrenent 4it 1?ﬁnplieatien % _7,3 est an isomorphisme de la

s*ruetare é?esyaeo veetoriml {non tepsleﬁlcae; de B gur celle dlun SouS-

o

espace du dunl BY du dusl ford B! ; om dit que E” est le bidusl de E ,

et on ecnsiéére toajours E {en tant gulespace vectoriel non %onolefzcae)

comme plongé dans E" par l*aopixeatien x-e»x {(dite canonigusl.

On n'a pss nécessairement E=E®, sutrement 8it, il peut exister des

Et

formes 1i ngaires sur E' qui

e
0,

ont fortement continues, mais non faiblement

'-’S

po—

xer

]

continues (§ 5,

(1]

. e fagoﬁ vrécise
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THEOREME 1.~ Soient £ un espace localement convexe séparé, E' son dusl.
Pour gue toute forme lindaire sur B! continue pour 1la topolozie forte

soit aussi continue pour la topolozie faible «¢~(E',E), (autrement d4it,

‘pour que E=E"), il faut et il suffit gue toute partie bornde de B soit

relativement compecte pour 1s topolosie affaibliec g~lE,E').

T e

Supposons en effet que E s0it le Adual de l'espace B! muni de la t0po~

%

logie forte ; pour toute partie bornée B de B s le polsive B® de B dans
‘E' est. un voisinage de O pour 1a topologle forte. Par suite, le polaire
B%° ge B° dens le dusl E. de B est compact pour la topb?oqi {E,E!)

(3 3,prop31 et 2}, e% conme ZB<iZBOD, B est relatix eﬁcmt ccm3@c+ pour

cette tonalogies

pacte
nour O (E,E'}, 13 topologie te sur E' est la topologzie de 1z conver—

compactes pour _{?iEQ?*} (& savoir, les parties convexes, borndes, Squil

brées et iermeeéfée E) 5 il résulte du th. de Maekey (9§ 3,%h.2) que E est

le dusl de E* lorsgue ce dernier est muni de la topoleogic forts.

Hemargueg.- ??7?3£f que E=E", il faut et il suffit gue dans B,
gazﬁle conveze fortement fermée soit faib lemeau fermée. Clest en e
ndcessaire dlaprds lz prop.4 du 33 ; inversement, si tout hynernlan
fczf::-nu'ferﬁy Gans B' est fsiblement fermd, toute Torme lindoire

fortement éégfiﬁue sur B! est faiblement esntinue‘{eh&a;i,géz-
ce aai qzzni;ie que E=E". Ear :
2) Si E=E", toute suite de, C“%@hyf:&r
affazblim gf{E,E?} gdmet une limite daas E nour cette %topelo
: Ea“eiﬁet;»lfegsemb;e des x, est horné dans E , done relativement

faiblement compact ; 12 suite {xﬁ} admet par suite une valeur



- B o

d'adhérence pour o (E,E'), et cette valeur est limite de (%)
pour O (E,B') puisque (x,) est une suite de Cauchy.

Lorsquée IE=E", on peut évidemment envisager sur B , considéré conme
dual de E', les (5-—topolo zies, o (& est un ensemble de parties de E?,

borndes pour le topolozie forte. En particulier

§ : = : o
DETINITION 2.- On dit gu'lun espace localement convexe séparé E gsb

r8Plexi? g'il vérifie les conditions suvivantes ¢
40

toute forme lindair: foritement continue sur le dusl E' de E est

smpsn 000 echommews

5 "'!'

E est 1uenciqae a son bi

‘.\l’u

faiblement continue (autrement 4it, dugl E"} 3

 2° 1z tovclozie initiale sur B est edeﬂuzaua & 1s topologie de 1z

convergence unifermé dans 1ea pq%ties fortemeat borﬁées de B! {autrement -

dlt la ﬁcyslcfze fc?te gur B cens*dcro comme dunl ds E'j.

”F“O BUE 2o Pour gu'un espaee localement &eﬂvexa seb@ré E sovt zé fiexif,

i1 iaa% et il suffit gu'il soit %onnelé et _gue toate Euﬁ ie sorﬁde de E

soit rela%ivemént compaete pour 1la tovologie affaiblic s’(E,E?}.

=

Eﬁ'effgé}HSi‘»E;Eﬂ, toute pariie faiblement bornde de B! est aussi
foétement7%§rnée-{§13 th.3) 3 or, dans B , 1c tonneaux {pour la tapclagie‘
1nitlale) sont les polaires des par ies fazblemept bo:nées de B! (g 25
prop. 4 et § )g cor. 3 de 1a nrop .4}, et dlautre pazt les nalalres des
partles ¢G?tCBPﬁt bornéns de E! forment un systcme fen&ament 21 de voisi-
nages de G ﬁaur ia ﬁspolcﬁie fertc 3 il en résal?e,immédiatement ile %héofé

ne, eomp%e~tena du thel «

PROPOSITIO 4.~ Le dusl fort dtun espacs raf e%if est féflexzfsr
En effet, sl B est réflezif;_la ﬁcgslcgié forte sur B {considéré
comme ﬁa°1 de son dusl fort E?},est identique & 1la. %opolegie 1ni%iu?e‘
dorie B eéé identigue & son bidusl ; 1z proposition résulie slors de ls

dEf.2 ci-dessusg.
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4. Espaces de hontel.

.

Dﬁ‘FIZEITIO@I 3.- On appelle egspace de P,fontel unn espace"'localemen‘c convexe

8épaxré ’connelé et dans leguel tout ensemble borné est relativement compack.

nxemgles.-» 1) Tout esgace de dlmension finic est un espace de mcn‘be

On observera ou'u.ﬂ eapace ncrmé ne peuc &%tre un espace -de llontel

v

gue stil est de dlmﬂaolon fmic p'uisqa?il est alors 100&16;’3@;{1‘&"

compact f{chap.I ,‘3 2 ,th.z) :

% S ik : . Q P 2
2) Soit G l'espace vectoriel des fonetions Aumér q esg indéfiniment

dérw vables dans R . Pour tout conple dtentiers 70 mz 0 ,  et

soute ieacmo fe €, soit

5 t :'1:{ = _ (m}
Pa,n(®) : «nsgg <n§f- (t)!

il est iamﬁdia‘t au;e les p sent aes sem—uormes ‘sur % , 1a. topo-

flcs dé"im ssem; sur % est la topalagze ée la conver-

gence \,omgam‘e pe les foactloﬁs de @ et toute 1&&%5 éérivées. '
on peu‘i; marztre:c- due ‘é z:aum ée cei;’i:.s tcmlorle% est an ecmacee de

'ﬁﬁﬁ?9l

'@t aussz. d’awlleurs. un egpace de I‘réege-};) tvc:?.r le
chapi +re xmi se:a-consacré aux ‘éistxlazz;iom aa«zs un Livre ulidrieur)
3\ L*ema ce éas fonctions }_-5_133_0 afv)hes dans avxe partie ouverte de ¢

ma,mi ae 3.'1 nﬁﬁﬁl Nie de la converg m 2 om‘nacteq est un gapage de

AZI SRS

Ezo.ntel-‘% un espace é{e ,zf'eécﬁe%a I}. en est de m@&e de 1llcapoce des

2

'fonctlc. hwmmqaes czam une partie oaveﬂ%.e de ‘Rﬂ: mini de la

topalof‘ie ae 1ia cenvergence csm‘ﬁﬂc%e ¥

P?O”OSITIO‘T ;.-}.,011: E un es“ace de Laen;,el 2 sor “i:cm:z:ev nar{:ie hornde B de

E, les tanc}_af"ies izxd.zz.z.ucs par ls :,emlm:i.e initisle e'f' 1z topologie

affa‘?’allc sem’c iﬁ nti qaes.
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0n7peu$ évidenment se limiter au cas ot B est fermbe (pour la topologle
initisle) ; comme la topologie indnite sur B par la topologie affalblie
est séparée et moins fine gque lz topologie 1nduite par 1a topologie

infitiale, ces eaz topolo ies induites sont identiqaee, puisgue B est
compacte pour lz topologie initiasle (Togagén.,ehapﬁt,§1€h 28 éd.,
cor.2 du th.2)-

COROLLAIHE}; Sur un espace de Montel E A tout filtre & base dénombraoble
i

gui GOLVE*66 vers un point x

»

oy
[
{y
‘wh
o
(oY
()
[t
©
s
[
=
(23
=5
o
3 it
o
h \
et
¥ )
Pl
i‘!i
%
[n& o
0]

. g
]

)
Pl
g
O

agsocid & une s&ite {xn}%;ﬁ (Log zén., chap.L,27°8d., §55prsp.10};,h
N L3 AL : 3 2

Oz, 51 15 *aita {x ) converge vers % pour o {E,E'), elle est bornée

o
nour ¢cetie tcpgisgie, et por suite aussi pour la jopelozie iﬁitiale de E
(§3,t0.3) '

ble formé ds zébet des'x, (n31) est slors identigue & ia ﬁcgolagié
induite par o-{E,E'), d'of le corollaire. |

N o

la topologie induite par la topologie initiale sur llensep-

Lo 48f.3 et lec th.2 montrent aussitbt quiun espace de lontel est

»&f1lexif. En’gstre;g

- PROE POSITION ¥ 5.~ Le dual fort d'un espéce de Honiel éé% un espaee'delﬁgn%el
#n effe4, oit E un espace de Monbel, B! son dusl fort. Comme Ef est
féfzegif (prop.4), il es% %Gnnelé.>30it dtantre part B une pariic fermée
et bornde de B! ; eomﬁe E est ﬁenﬂelé, B est écaieontiaae (grog-Z} *.ii
en 2 ‘ésvlte que 1 topalsvae Lndaite 3ur B Dﬂ* 1@ uoyclagle faible - cr€H9 E}“
~colineide gygé’la topolozsie aéaite ﬂwf ia +0§olo~ie de la convergence

compacte 1¢ﬂapelil,§15 prop.5). lbis comme toute pafﬁle fermée et bornée

) e, sur Et la ogalogis de la converss nee compacte coincide
avec la topologle forie ; comme B est faiblement compacie (% - 7% rogaz}§
: i

fortement compacte, ce qui Gémontre la propos ition.
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§ 5. Dualité des espaces de Banach.

En raison de l'importance des espaces de Banach, nous allons, dans
ce paraggraphe, énouncer & nouveau pour ces espaces les résuliats obienus

&
dans les paragraphes préeédents, et les conmpléter par quelques proprididés
spécisles sux ecgpaces de Bonsch.

‘1. Topologie faible et %opoldnie forte sur le dusl d'un egpace de Bansch.

Soient E un espace ncrﬁé, 1’esmace de Banach complété de E 3 on sait

‘que le dual E' de 2 peut étre canoniquement idantifid (eﬂ ta nt eu’esnece
re

vactorlcl non tcpolorwqu ' an dual de E : en outre, les %0901061@@ xOfﬁeS

ED)

sur B! sont les mémes {qae f'Soit“con 1dér comme daal ée Z ou de Q), et

définies p lﬁ nscme

i,»:;gi"é g_"ggugg g ’i g<?i'92’>3 = ’7}_}9 sup i{x ,x*}

‘j;”AL coatfai?e, si E%E , les tengle ees»iaigl
‘*;J} sont dlatwnctes (§ ?,eer.Z»da ?h;?).

t de dip ﬁSlGﬁ iﬁfiﬂl la topologie faible o (E!,E) est
strie%e?qh%'maiﬁ £ ne gue ls tonolcgie forie ﬂaz Ets En effet, si
(ai}i«<iﬁqn~35t une suite finie gquelcongue de yeinzs de B , 11 exist

e by il ;

alsz’é . x‘;{) dans E tel que < ai,x*> =0 pour 1€ig<n (Als.,
Cha?&ziﬁ§ é,th.?*}¢ On gput suPﬁcser gue x*? é?-; cels prouve que
'.igié éﬁ%v ﬁhévant 1 sphire 48 qzatzaﬁ 25*-&'”1 dans E?,
aicrs qae ee%te ahéfe est ¢ermbe paur la taﬁalcﬁic forte.
L& fo rﬂa?e {1} ﬁeatse quﬂ l'on g, quels gue solent x€E . z‘é.zf

{1 bis)

SRR eiE iz A
et par suite, la'fazme vilindaire esnen?qae_ {x,xt) ~ﬁ'<::z§z5;> est

continue dans EYE', guand E et E! sont munis de leur topologie diespace
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, Reéargue.u On déduit de la formule (1) 1z conséquence suivante i

étant donné dans E un hyperplan fermé H d'ﬂqvationﬁ<:x,xt>-m(x'f0),
la distance ae 0 & H est donnée par la formule

a =la]/f="f . _
En effet, pour tout x€H , on & Hx! o:!/ﬁx' en vertu de
(1 pis) ; dlautre part, quel que soit n , il existe ¥, tel que
n:”ngz1 et <y, x>y iz} (1- %) ; si <yﬂ,x'> }g. ;
Zn~ ayﬁ/"%’n sona x,€H et [x | "“E_ é/!?ngxg é/?aX* | (1- "“}
ce guil démontre notre assertlon. : :
L*eszce E’,'mani de la %opologie forte, est eonpleu §’£ p?épvijﬁ
a&trement éi% egt un as%acewdemBanach. Conme 1‘ensemstﬁ pezﬂgie, ‘dans B,

¥ - des v%ies

/K

RS

de la ncule fgi%% é { dans E , est 15 boule ﬁ x’ﬁ
éqaicent;ﬁgeg de B' sont les gartles fow%emeatmﬁarnées, Par sai%e
(§3,0r0p.2) 2

PROPOSITION 1.- Dans le dual E' d'un espsce norm§ T , toute boule fermée

est ecm?écté’pa&% la tobologie faible a(E1 ,E).

On dit u’an e@mace normé E est_ée;tyye@éénombrehlg'S’ii existe dans
E un enseaﬁle total déaombgable. La prop.3 du § 3 montre gue @
3“C”G,T“TOW 2.~ Dons Je dusl E* d'un esp

ace?noz@é ; de tvpe déﬁombrable,

touue noule_wermée est un espace compa et,metrisable pour la topologie
fazble g‘(ﬁ’,ﬁ}. ' e -

Sivt est un. espaee de Banach, il est tonnelé (chap.III, §?.cara de 1a
PTOD. 1), donc teuﬁe partie de Ev aornée poar 1s topelsmia xazble L
g”{ ,h} egt aus s;_%c:temsﬁt bornée § Qn parle alors sxmpieabnt de periie

bornées daﬂs ?f sans préeciser pour guelle topologie.
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On notera que sl U est un espsce normé non tomneld, il y a des .
parties faiblement bornées de E' qui ne sont pos fortement
bornées (§ 4, exerc.5 b)).
PROPOSITION 3.,- Soient E bn _espece de Banach, E' gon dug,g._ Pour gulune
forme lindaire sur E' soit continue pour la topologie faible o-(E* E) s

11 suffit gue_sg restriction & ls boule [gx'gé <1 scit continue

“ {toute pariie bornde de E!' &ftant contenue dans une boule homothét

2. Bidual d'un espace : normé. ﬁsnaees 8o Banach LGfiEXﬁ’ﬁt

Te dusl 1"’6%?‘2:" 1 d"}éﬁ'e ace nornd E Stant un ¢ *“_,ec de ﬁcvﬁuéﬂ; son
&@al fort B" gsfs-_ aussi ua esp ‘e de Banach, pour is aorme ’
SRes _sa }<x' X1 ;

étre iaentlfz_é {en tan*? an'espses vao-:-grie?
non"‘copolo:?iqﬁe) }1 un sous -es;aace de E" -Hais ic.a, mn sealemen‘b 1s topo~
lozie imiuite sur E per la topologie forte de En est *dentique a la topo--
losie in1+i sle de E, mais 1 re@tnetloﬁ & E de 1a nerme [ x”é définie
par (2} et i&entique a '!a zioz'me donnée sar B ; antrement'di‘s :

P?OPG.,I”IC?” 4o elenz E un quace gevme E' gon Eiaal. Pour tout xeE ,
ona. ' ' |

e L (=12 2 em, gx* < 1!<X=X’}
Diaprds (1 m.s}, on & en effet ’<x,xf>} ﬂxgg peaz' fgx?;é <1 + Om peut
évidemeﬁt saﬁﬁo~er Xf‘ ; en appliauant le th. ae ’Iaha—Bas—aaeh (clm I,

5 cc.s,.z du m 1) on c;as,& quzl existe une forme J.zaea;_fe xte B telle

que Lxx> = gxf et ggx'g g 1 , dtod 1a relation (3).
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La topologie indulte sur E par 1s topologie faible O (E%,B') est
évidemment lo topologzie affaiblie " (E,E'"). Appliquant an couple dles-

paces (E",E') en dunlité la prop.2 du §2, i1l vient :

PROPOSITION S5.- Soient E vn cspace normé, E! son dual, E" gon bidual.

£ 1 dans E est

Pour ls topologic faible o-(B",E'), 1z boule [ =z}
_denge per rapport & la boule ggx"g=< 1 dégs E" .

—

=

Si E est un espace de Banach, E est fermé dans E" pour la topologie
forte, mals partout dense pour la topologie faible ¢-(E",E!'), en vertu
de la prop.5 . 2

Ia prop.d ci-dessue, ainsi que le th. 1 ai ézé, montrent gue s

PEOPOSITTOJ 6;«_?oar gutun espace normé F poit réflexif, il fauﬁﬂé%‘ii

L=

i

<1 dans B soit ccmgaete pour 1s topologie

| R,

afféih};ié‘ o(E,E').
/Oﬁ_noﬁsfa gue dans ¢e cas E esi néeéSéairé@en% complet, donc un éspace
de Baﬁacﬁg é% que son dual E' asi un éspacevée_Baﬁash réflexif (3 A;prcgzg};
I3 ; des espaces de Banach de dlmension inﬁinie gui ne sont pas
réfle %ifs (ewere. . 7

5. Dusal fav* dlun soaqacspdee et a?an espace guotient d'un espece normé.

Soient E un cgpace normé, U an qo' s-espace vectefiml fermé de & .

On sait gue la topo 16 cie de l7espace guotient E/I peut 8tre définie par

S - =~ B y# 7 ; : : : : s
lz norme [lxf = inf = (chap.II,$5,0°7). Dteutre part, en tant quiespa-
<. z K % }_’; B - : 2
se veetoriel non topologique, le dual de l'espace normé E/H neu% &tre

”aﬁ@ﬁl@Uuﬂﬁﬁb identifié au sous;egpaee #° au dual E' de E , or rthozonal
&M (8 3, QS}, En outre, on 2 icl 1a proposition snivante

05 1T~ ba tepcloﬁi fsr%e sur

I &
est identigue & 1z topologie induite sur U par 1s topoloszie forte de Bt
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De fagon plus précise, montrons que, pour toubte forme lindaire x'€ 1“;10,

1la norme []x’u définie par (1) est bgale & lo norme de x' considérée
comme forme lindaire sur E/M s 11 guffit de montrer que

(4-)v §<x,x'>l l/x,x'}l "”A'” .

-

xel “drﬂ<1 xéE qxﬁ<1
Or, il est elair que pour [xfg 1 , on 2 1{-&;{ <1 , donc'le seccn&f'
membre de (4) est au plus égal au. premler. lais dl'autre part, par défi-
nition de [} % ﬁ , pour tout € >0 , il existe xzex tel que
I=] < [&l+e » done, &1 ﬁxg <4 l 2,2 D) = <x,,x'>g < (1+e) x'ﬁ
et comme £ es‘s a,ebztra;.re, 1e p:cemifar membre de (4) es+ an plus ewal an

second d’o& 1a pﬁopcsﬁ"mn.

On sait d*aa’cz‘e f*'*; qv'en tan’s au*espaee veetors.’__:__ non ‘i:opolonique,

ie éual dn Qe“’s-«esnsce M ée E p 'zt éure cavmnlqaemea :

quo‘sien’s B 3,_,. 5) ‘on a en eu.t:ee .La pfopos‘ition saivante ;‘

"""\

PROPOSITI szq 8

est iczer;@ gzze la tcmﬂ orie qzmu:t.ezﬁ: par d‘} de la 'hozaelc"’:.n forte de T

I)e ?agon plu.o y:eéeise montrom qUe pour tout *{? esz«'i/ I.Ia la norme

ix’gg est & ale i lﬂ norme de T! cons 1déré comrze f@fme
xtexr .
linéaire sur M , efest-a-dire & la norte de la forme lzm’iame continue

~u sur ¥ , res ‘briet«on de toateu les iemzes 1121455_163 X'éx* . Or, onn o

évidemment, pour tous Xfé x’

[ R N < X'>£ R R e

xell, Jx]gt
dtot fJlullg jx')} - Uais d'autre part, en vertu du th. de Hahn-Banach
(chap.II,§5, corsl du thal), il ex ':E'ste une forme liméaize continue ¥!
sur T prolongesnt u et tells gue g ig = g;’y‘?ﬁ . comnme . 7l x! , on &
Bull 3 0%} . ee qui ochdve ia aémonstration.

;I.@ topeﬂ ogie forte sur - B! LP (con zééfé comme dual de Iy

féeﬁtifié i*esfae&_
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PROPOSITION 9.- Si E est un espace de Bémach réflexif, pour tout sous-
espace vectoriel ferms M de B , U gt E/U gont réflexifs.

En effet la topologzie induite sur Il par la topologie affaiblie

o-(2,E') est la topolozie affs iblie ‘o~ ¥ E/MO) (§ ),prop.s), done
comme I est ferné pour o~(E,E'), 1'intersec’cion de ¥ et de 12 boule S
définie par ﬂ zfg1 dons E est compacte pour o-(M,E/MO), ce qui
prouve que I est réilexif (prop.6). Dé méme, la topologie éuctient par
Il ¢ o~(E,E') est l= topologic affaiblie 0~ (B/I, 1°)(§ 3,prop.6), done
1a boule ﬁ z§ <  dens E/" » image canon‘f que de la boule § , est com-
pacte pour o‘(ﬁ/l'-x HQ), ce gui prouve que ‘?’/:J est réﬂez:.f (prop 6).

§ 5 Gontmuite forte et eontmuité faible.
' ?. Tran__gesée d'u.ae ap jglieatien 1inéaire falblement eontinue.

3“‘?1 ?I*:‘I&I 4= Etam don s ’deux”eou' les (F B35 {F,,6,) &*esgaees veeto—-

Piels en ﬁaalzté sur un cor s K, on dit u';mev a:aliea:f:ian nﬁéalre u

de P Gans ?1 est tranﬁvosable s’:.l existe une g _11(:2,1;1021 liaéazre v de ;

G, dans G_telle: gue 1'on ait
'61) - Lulyde>=<y,vizg)>
_qgm.ns gue soient yeF gt z,eG o

Si on iéent:?_fz.e ¢ et G & des soas—esmaees des daals alﬂébrxques

res f)"Ctlfs F e F1 ge F et F, s on 2, en désmnant par £

a la transgc'sée
de u définie en Alzdbre (Alg. , gnap-11,§ 4,n° S} < uly) ,z.t>=<3,r,?t:t(z‘i >
quels gque ‘soient yeF et 2,&G, ; la relation (1) montre que si u est
t;'aasgosablé, on a < y;v(z1 1> =<y, i'u'(z1 )> guels que soient y€F

et z,‘é_{},‘ » Ce gul entraine par définition v(é.1 )=_ kn(z,}) pour‘ tout

z, €G, ; on voit donc gue si u est transposable, on a nécessairement

|




: gV,
ku(G1) G , et v est la restriction de tu a G1' ’ et en particulier

est unique. Inversement d'ailleurs, si u(G- )< G, 12 restriction v :

de k (}1 vérifie (1), done u est transposable., Lorsqu'il en est ainsi

on désigne le plus souvent par ku la restriction & G de la transposé_e_ .
de u, et sauf mention expresse du contraire, clest eette restriction .

qui est appelde la transgosée de u .

Cette nota.on est donc essentlellement relative BUE dualités donnée*

entre F et G d'u.ne part F41 et G de l’autre. I:a transposée .f.'ela-

tive aux couples (F F ), (}?1 ,F ) n’est autre qae la traasposée
A dé'f“inie en Algébz*e.

d' es paces. en éaalité

‘ P%OT’ODIiIOII 1.—» Saien‘c (P,G), t3’1 ,G ) &euz cou les

giz |

F(Ga ;F )

flea topolegles

gt cegtinaé’ 08

En efféﬁ; ‘s::i_ _.-es‘s trmﬂspesable iz relatz.on (1) montxm que, poxx:e

tout z,; é(h ; la‘rcmetion y-;><a{y),z§,> --<y,,v(z1 )> es*t continue
dans P 3 sl z, | Hs 1<n} sont n };eints queleonques de ii1 N e% U un voisi-
nage ar hltrmré de 0 dans K, 13 ex:.ste done un veisinaf'e de 0 dans Ty
pour 1a topolocic o=(F ,G), el gue er eni;z'aine <a£x) zi >e U

pour 1< i;(;vz s cew gui éemcntre la ccminuité de u pour 1es tepologies
o"(F’,G). et G‘(F ,G?) Réezgroauement, si 3 est continue pour ces topo-~
logi:es__, 90?3_1' uqap z, &G? . la fonet:.oa y-—s«<u(y),21 > est une fox'me
1inéé,ire cbﬁ%iﬁue sur F done (§?,coz*.2 du thd) i}. existe un point
v(zg}éf} et un seul tel q_u.e <a{;y) zj> {y,v(z )> quel gque soit yeF

Comme :I.l est immédlet que v est. lznéazre, u est transpcsable.
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La fin de la démonstration est immédiate, en échangeant les rbles
joués par F et F d'une part, G et G de 1'autre dans la démonstration
qui précede.

COROLLATRE.~ Pour gu'une applicstion lindaire u de F dans F, Bol%
continue (pour les topologies G (F,G) et c—(F1,G1)), il faut et 11

-4

suffit sue, pour *out hyperplan H F?’ fermé pour am(F1,G¢), u{B)

seit fermé dans F (pour 6“(@,@)).

I1 suffit en effet de prouver gue pour tout zdél} la forme lindaire

?9
; mais 1'é untlon <uly) .z, > =0

«

¥ L uly),z, > est continue dans

& e :”lf' >\ 2 o
définit w(H), ol H est T’%v;crblaq équation << y1,z > =0 dahns 3? 3

b

{m!u
»

. .‘? - 3 » =z
comme u({H) est fermd, 1o f@vme lindaire y=ﬁ><;a(y),z1j> ést continu
dans F (§’1 cor.! de la prop.2). ok PRy

;OPOQTBIGK ﬁ.n Soit o ane”an}llcat;onwllmeaxre_de ? dans FQ, continue

our cr(F ,G) - o {F, .Gy ) ggggbéggg a(F)‘soztmyggﬁggtwdensewéaﬁs'
F? (qur 1a.tog ologie s“(F,,G1)), ' ' tu. soit une
app11e 1in£a1?e blunrvogge de 61 d g G ™ _
in effet lea 216 C orthogcnaax au soas-esgaee"a(?) de ¥, sont

- , e
caractesigeug'ﬁ’aprés (1)fparﬂla relation,<:y, 2"13.(‘2 );> =0 pour tout

yelF , ceaqai sigﬁifie ka(z )=0 ; la p?0$651t70n eﬂ fesuiée compte-tenn
de la cenlzuion pour gu'une parulﬁ de F3 scit parteut éense (3 1, cor.2
“de 1a° prop,e).

2. Co t?nuité f ible et continuité forte.

PROPGCZTIG* 3.» Solent E et F deuy esgaca 1ocalemant convexes séparés,

Et et Bt lbmfs aaal respectifs. Tante 8@gllcation l’néalwe u de E dans

pour les topolo-

¥F ', continue poa“ 1fs topslozics 1nitzales, egk continue;




0
Zn effet, pour tout y'e PV, 15 forme lindaire x*¢<u(x),y’>
est continue pour la topologie initiale de E , donec aussi pour la t0p0o-
logie o-(E,E'), d'ot la proposition.
Inversement, une application lindaire u de E dans F s continue
bour o (E,E') et o-(F,F'), n'est pas nbeessairement continue
pour les topologies initiales sur E et P . Lorsque o (E E’)#'a%E;E?‘
on en a un ezeap?e en prenant pour top010p1e inltiale sur E la topo-
10@19 d‘{E,n'), en pfanﬂnt pour b L'csaace E mmni de f(E,ﬁ*),
et enfin pour u 1lapplication identigne de T }fén;a'tou%éfois la
nropositiaﬁ'saivante H s '

PROP O ,60’T 4.« Sozen E un espace tonnelc sépar F”anvespacé 10ﬂaleme§%

oﬁvexe Qéparé* e gﬁ Ff'iéé duals dé'E.ec s respeetzvemeﬁt., Toute anp11~

s z

cation linds 1' g éé'z dens ¥, continue pour ies tOpGL es 75”&§y~

3-:1

%
/.

ez

gg g (F F’}, es+ continue pous 1rs topelegins lnitlales ae E et de F .

Eﬁ effetg'501t V un vozs;n%ﬁe de F dwns i tour 13 %ﬁpolehhe 1a1tla?es
convexe, éﬁvillbré et ?ermc'; v est au831.zerme four cr{? P’) {
'nrop 4), aone' T~ afV) est fermn poar @“(E E’), et ) ;ortlori pouxr 1&
'tcpolovzu lnztlalc de E . D’aatre garﬁ, comme 7. ESb a&sorb nz,'li en egt
de méne de T,;,Qai.est Svidenment ccnvexe Pt equzlinré dcae un tonneau

vour 12 to polegic initinle de E s Bn vertu de 1?kyneth se,,é est un

t-do
}uh
o}
Ey) B
o
1)
e
(> S

Vo -0'dans E 1 nour cette tcyoloﬂlc, ce qui prouve l= continuitd
de u pour les %opologzies iniﬁiales..

\

__G?OVITTOT S5.- Solent E et 7 éeux espaces leealemeﬁt convezes separé

e

Et gt B zeuwb duals respsetifs. Si une sppliestion lindaire g’gg E éaas
'

e

¥ ent conti ﬂae'*oa; les topolozies o E,E?') ek

B~ _ : oA L TED , it -
v = "u est conf nue pour lss topologies forfes sur F! gt B' .
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: En effet, soit W un voisinage de O dans E! pour la topologie forte ;
on peut toujours supposer gue Wqu, oft B est un ensemble bornéd, convexe
et équilibré 3 comnme 1z relétion ‘<:u(x),y4;>[4'1 est équivalente &
}<x.v(y')>}$1 dlaprds (1), on a -%(W):(u(B))D par définition des
ensembles polaires (§ 2) ; mais u(B) est borné dans F (chap.III,'§ 2,
“de la prop.5) pour la topologzie 0-(F,F1), done aunssi pour 1a topolagie‘
initiale de ¥ (3§ 3,th.3) 3 (u(B))° est Gonme un voisinaze de O pour 1z
topologié forte sur F?!, ce gui démontre 1o pfcpésition.

COROLLAIRT 1.~ ZToute spplication lindaire v Se F' dans E!, continue nour

les tovologies faibles 6-(F',F) et ¢ (E',8), est aussi continve pour

les topologies fortes sur F' g} Bt .

Zn effet, il résulte de la vrop.1 gue v est de la forme za s 08 u

est une application lindsire de E dans F , continue pour les topolezi

]

e

P deng F

b

ok

COZIOLLAIRE 2.~ 81 u est une spplication linsire de

9 b
e

o3 SE TT B o e . ' g e .L“._p,... s T T e
eELes LLL%lEiES, sg _transposde est convinue pour les tono-

juence immédiate des prop.3 et 5 .

nt des espaeces normés, le eorollaire récddent se

FROPOSITION 6.~ Solent % gt F deux cspaces normés, u une application

E dons F . On 2 slors
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,ﬂtuﬂ“ny'gg% RCEDY “1xigt, |3 f’qu» “‘5”)>‘
Juo)l = fu !

sup v Bl o

- STPXEL a(X) y*>| = sup
’ “ 55‘41523/'e§~§:1§\ g >I fx)g1
comp’ce'- tenu de la formule (3) du §5 .

Is ;rée;.pvoqae du cor.i de la prop.5 est .mexac"be en général : une
appli ca*m on lindsire de P! dang B! ; continue pour les topolezies fﬂfte@xﬁ

ne l’ust vas nécessairement pou;c les %o :oZLO“ie faibles., comme le montre

iiexezﬁ"aie oh E est le corps des scalsires, B L espace loczlement convex
% 2 i ; :

dans E! coﬂtiaag'ﬁeuf les ﬁe?ol&gies fortes

W
®
w

4 c"» &
< Hey '
o

tcpolom.es .Lza,:ﬁales ' G“'(E* E) et (Bt F)

'%ié;;riig_t_eut zel , y*-e»gz,v(y‘)> est une forme 11*@ ir

ut‘.l

' or‘tem&nu centiuae, dcne aussz. faib}. ment continue; en

1 ea‘; F deax aszvaces loealemeat convezes sénares,

»(L,F} des anplleatv ons lin/ﬁalras cmﬁ:z.mues de E dapns ¥ 3

3 umi de ia {;G_E}Glﬁﬁ’,?e de lq convergenee si@le (en.hi 3 n' ?) Toute
_sur © —#Z <ualz;) oy >,

ol les _zi (res;:. ??) ssnt dps C?é‘men de E (resp. F!j,

€

Reppelons (cm,p..LII §3 7%1) q_ue, pour Lout veis':naﬁe W, cie— O Gans F g

2t toute nazf-i;:s.e fi %:g:,; sevesX, ?g de E , on desz.rsne par ;g%{x? oo e X, 1)

u‘\

1& vszsm%ﬁe de G dans G ‘Lm des ueG tels gue a{z J€¥. pour ¥g€ign

n systéme fondamental de voisinages de 0 dans G

o -
i)
N
d
[
g,,
o
X
[kl
2
[X]
L]
Jonsy
o}
b
{“‘J
’-A
o
S'..'e'

P
$

L4
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Lemne 1.- Les ensembles T(a;,44.,2,3W), o W est un voisinege convexe

éguilibré de O dans F et les a; forment un systéme libre de ¥ecteurs de

E , constituent un systime fondamental de voisinsges de O dans G .

Zn effet, soit Tv(x1 ,...,xn;W) un volsinage de O dans G , o W est

un voisinage convexe dquilibré de O dans P . On peut Serire

T
Zy= % ‘X._ijféa;j-‘ s Ol les a; sont lindairement indépendants. B5i
g e s conditions u( iw 1< 3
o 12132:% g..?xlﬂ K les conditions u(aj) € = pour 1§ jgr

entratnent Uz(xi)e‘;? pour 1<ign , d'ot!i le lemme.

Lepme 2.- Soit {2, ),} <igr 48 in systdme libre de vectenrs de B 5 gque.

gue soie'ﬁtles r points bi (1g

1inéa,ize eon"'lﬂue n ae £ dans F t@lle gue uf a. ) bi pour 1< i<r .

In Ci'?Gus en veriu du the d.e ﬁw}?ﬁ»mnae.a pouz ;,agize. indice i ,
i1 oxzs‘co s;nc fomz:c lindaire coauzmc Xi sur B {(1<i<gr) telle gque

<‘*i’x'>“§~3 pour tcsu:i: couple d*mames {i.4); Ii suffit de "n'ﬁez;é:eje

l

u telle gue B{?} Z <§r,x’ > ’i} pour rdpondre & la gues 5101'&

Ces lenmmes étaat ez’a-?e.&.mﬁ sozt f vne forpe lindaire conti .zzsz;z g .

Par ééfin,i"’sion, et en vertu étu lemme 1, i1 existe un S;fﬂi;%@e 1ibre
v(é’i)fsji Sl’ de vecteurs de E &% un vovisinage cenvexééqailib:é ¥ de O
dens T tels que Lton ait g )§ z:sc:z:ar' tout u e T (5500 ;a;r;%?} .
Soit H Q(} 1?éméém’wl des uel ‘tels gue u,(ai)xﬁ pour 1igr

H est evmcmmcm un sous-espace vectoriel ae e, et on'a

B T '{3‘1’”' ,az;:i%f} ; on & done gf(‘}&.u)i— fjs_ f(a}g guels gue

solent - et u_eﬁ , done f(v.}-G pour tout w€H . Considdrons slors

i’anpiicatzoa u ﬁ(u(a )}

i 38 G aang FY 5 11 résulte du lemme 2
z..gr s ,

qg.ze (& est une applieaulon lindai ey de @ s;zr i » dont le noyau est H H

%
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comme i’(u.)::O dans H ,‘on voit, par paésa'fe an quotient,”quton peut
éerirve fwgo(p , Of g est une forme lindaire sur FT ; en outre, les rela—-
tions y; eV (1£1r) entratnent bg_(y,, "‘“’yr)§< 1, et par suilte g
-est continve dang l'esgspace produit 7, Identifiont chacun des espaces
facteurs 'Fi' »-(’zéié:c) de Fr, a un sous-egpace de i ‘, imvoit gue la
restriction de g & chaocun des Fi est continue, donc de 1‘5 forme
Ti -'-§<yi,bz>? , o hj’_éF' A e A err fésulwsa immééla‘cﬂfeen’s fme l’on o)
b(v1,...,y )= Z’ <Ji’b > et paf suite f(u,)- Z <a(a. ) b5>
ce gul éémn‘t‘m 1& pfO'ﬁfluiblOﬂs' : : ' : '

I1 est clair ane?*”emﬁ‘r que u -%Z(u(a }ob! > et ute forms
linéaire continue gur & , quels que. soient lcs aigsz; ‘et les b' €r .

Désipnons par £

x 1 18 .foz?“:e la.mmi've eenslnae 12-9<£2(.2=ng’.> igur & ;
-5 5 T .

11 est clazr cae l*aa'ﬁli ation (x,y’}*-%fx o est z’m‘e"appl’« éa%ié'mhilb
néaire de EKE" dans G! ; par sui'l;e ( ,ehap‘III, §1 ,n°2 Scholie), il
existe une appllcam on l:.neaire et ane aeu.le cp du. p;oaaii: t@nsorlel

_ *’@F’ dens G*, 'E;e}.le que @(x@y')m..

};, « Lo prcp.8 moa‘l're que ® et
zne applwatmri d.e E@F gur a1 '; monﬁrons o.’autre part que ¢ est

bmmveque. un e:’ffct si (a )1 éé est an systéme 1i'bre de po:.m,s de E,
T
(b )1<3 zm 8ys peetalc Z.ibre e points ée Ft, %out reviant & prouver que’

siona Z }e,
on 8 nécessamemnt 'A...-.G pour tout eouple (193) Or, soi'i:

(0);

;«lt

3 (a_(u_;) B! > =0 pour uQUte amlﬁ.eﬂtwn 3.inéa1re neG,

;m @ys%?‘*me 13‘.73?’9 de poin‘as gs T tel que <b 2Bt > =3

€ignm ik
{élg., chap.II _3 ,no‘?) en vertu du 3.8{.’%{{!8 2y pe;z' uau‘éz eovple i1,3)
i1 existe u_ae é,:mlica:m on lingzire | éG— uelle que  uy .(a.}z'& .

i (a.h)-G poLT - h#i . Is relation % ﬁhl'{u j{ah)g‘ﬁ}&!}*ﬂ donne alors

~h54=0 . En résumé :
3 . i

'
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COEOLLAIRE.~ Il'existe un isomorphisme et un seul du produit tensoriel

E@F!' sur le dual G' de G'='=C(E',F) gui, & todt.ﬁroduiﬁ tensoriel x®y',

fait correspondre ls forme lindaire zi-ﬁ><<u(x),y';> 4

Soient maintenant EO,FO leg espaces E,F munis des topologies affaiblies
¢ (E,E') et o{P,F'), et soi% GO 1'espace_~@f(Eo,Fo) des‘applicatioﬁs
lindaires continues de Eg dans F_, maﬁi de la topologie. de lé<conyergence
simple. Il résulte de'ia prop.3 gué llon a GG, (et si-en-oatre.ﬁﬁest
tonnélé, G =6 en vertu de 12 prop.4). On notera que la topologie ée G
est Strictéaent-plés fine que la topologie induite par celle de Go si

les topologics de F_"et de F ne sont pas idemtiques’ ; mais le cor. de

o
1 prop.8, appliqué aux couples (E,F) et (B,,F,), montre gue toute

2re et difune seule en

i

forwme lindaire continue sur G se prolonse dlune man

une forme lindsire continue sur Gb - On peut donc identifier canonigue-

ment les duals &' e% Gl de & et G, 5 la topologie affaiblie —(G,G!)

b
) 3 ern outre,

‘est induite sur G par la topologie affaiblie o~ (G, ,G!
le th. de Hahn-Bansch montre qie & est parbtout dense dans Gé i




