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qu'une moitié de chapitre . Le plan préwu pour lg fin du chapitre comprendra 5
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CHAPITRE II
ARITWMﬁ%IQUE DES CODRPS DE NOMBRES ALGéBRIQUES
§ 1 . Divisibilité dans un cOrps de hombres algébriques .

l . Valesurs absolues et id*les .

Un corps de nombres algébriques K est une extension algébrique de degré fini m

du corps Q des nom-res rationnels . On sait que 1l'ensemble ¢% de toutes les va-
leurs absclues de Q , formé de la valeur absolue ordinaire ]xf—lx{ , et des va-
leurs absolues p-adigues [x, =p " p(x) (v (x) exposant de p dans %) vérifie la

condition (®) du chap.l,$ 4 , et la formule du preduit

(1) [ ), =1
| Ped, P
Gi% étant identifié & un ensemble somme de l'ensemble des nombres premiers et du

}svmbole @ ) . I1 en résulte (chap.I,§ 4,n°2) que , sicﬁ- est l'enseuble de toufe

tes les valeurs absOlues ’le sur K (normées par la condition de prolonger les
valeurs absolues de CP } , on a2 la formule du produit
(2)' ‘ E{X’n(P) 1

ou.n(P) est le degré local de K sur Q ..correspondant 5 P (degré du compléd+sd Kp

de K pour P , sur le compldié de Q pour 1lg valeur abseclue p que prolog e P,
_ =3

Si By (lgigs) sont les valeurs absoOlues qui prolongent une méme valeur absolue
jpedz), on sait (chav.I,$ 2,n°2¥f2rmuie (10)) qu'on a la relation des degrés.
(3) . . Zn(Pn)‘:ﬂ o

, i=4 1

Les valeurs ahsolues de ¥ qui prolongent la valeur azbsolue oo sont encore dites

(par abus de lansace) places b 1'infini ; elles forment une partie finie d;yde

(b . Pour une +elle place P , le corps KP est égal & R ou & C ; nous désignerons

par vy (resp. r,) le nombre de places & l'infini P telles que Ky=R (resp. Kz=C)

on a done r1+2r5=n &'aprrs (3) . Si K est supposé plongé dans G , l'une des va-

|
k

leurs absolues ‘X‘P pour un Pe P, est dgale 2 lz vasleur absolue ordinsire [ 3



D
les gutres sont de la forme Isi(x)‘ , Ol 8y (1¢ign) sont les Q-isomorphismes de
K dans C ; v, est le nombre des isomorphismes s; tels que si(K)c;R o

Pour tout nombre premier p , soit ¢p 1l'enseuble des valeurs absolues P'? (15

e

<g) oui prolongent lxlp s la réunion des (Pp est le complémentaire-de 4)00 o AGUE

gue nous nogerons Cpfin et dont nous appellerons les éléments les places finies
de K ; rappelons qu'‘on note P}p la relation "P prolonge p" . Pour tout x€X ,

on a (chap.I,§ 2,formule (19)) _&_

(4) , [ g(®)] = ] ;xan“’ B

Si P prolonge p s le corps KP est %Localemq'r, compact ; le corps résiduel corres

pondant kp est un corps fini , extension de degré f(P) de F qui a donc f(P)

p 9
léments ; rappelons que F(P) est appelé le degré résiduel {ou simplement degré)
7(P) ‘

de P sur p 3 le noubre p est appeld norme sbsolue (ou norzme) de la place P,

et notédd N(P) . 8i o{P) est l'indice de ramificstion de P sur p , rappeloens

(chap.I.§ 2,cor. & 12 prop.2) que e(P)F(P)=n(P) . Soit vy 2 valustion nornée

correspondarnt & P 3 pour teut x€Q , on a [ *P"‘ p=pevp( )ﬁpevP(X)/e(P) ek
par suite H %(P):p“f(P)vP(x)x(N(P); VP(X) ; cette formule &tant vraie dans Q ,

sithe

et 3éfinisssrnt d'sutre part sur ¥ use valeur sbsclue qui prolonge lx} BERX et

est nécessairement vne puissance de l}, on & ., pogr teut xg£XK

e
) | |35 (mepsy-ve(x)

Les élémentss de K qui sont entiers sur lfamneau 7 sont appeldés entiers aigdbri-

gues de ¥ . Or sait que pou~ que ¥ €K s0i entier algébrique 1l faut et il

su®fit que ixlr 1 pour toube plsce finie P 3 l'anneau A des entiers wlgébrigues

est 1'intersectiorn des sunesux des valugtions Vo ‘f‘g‘?f;rs.

divisibilité dans K s il est sous--entendu {sauf mention expresse du contrzire)

} - Lorscufon parle de

qu'il s'agit de divisibilité par rapport 3 4 ; pour que x]y s 311 faut et il suf-



X e
fit donc que ‘X’styip pour toute place finie P . Les unités de A (éléments in-

versibles de A) aussi avpelées , par abus de) langage , les unitéds du corps K ,

sont les xeX tels que [x{Prl pour toute place finie P ; les unités telles que

‘x P‘”l pour toute place P (finie ou non) sont les unités absolues de X {ce sont

les rocines de 1'unité dans ¥ ¢ efochapoi,q 4,091}

Rappelons que les id>les sont les nlémentc Z= (ZD)Pecb de 1l’anneau produit
L;KP tels que z}?#) pour toute place P , et }zﬁ P:l pour presque toute place Pg
on pose ‘ZIP:IZP‘P ; nous désignerons par Jp (ou simplement J) le groupe multi-
plicatif des id>les . Tout £1ément xeﬁK*-est identirié & 1l'idale z=(zP) tel

que zp=X pour toute place P (id>le principal associd & x) . On cdentifiers K‘x a-

vec le groupe des id®les principaux , de sorte que K% est un sous-groupe de J .

e grouve J peut 3tre considéré comme sous-groupe du produit i ch}f’ ; rappelons
Pe
que sur J on définit 1la tOpOlOg‘le de produit dlrect lccal en prenant pour sous-

groupe ouvert de KP le Zroupe K;flulumeme si P est une place infinie , et le
groupe compact Up des unités de Kp si P est ane place finie . Pour cette topolo-

gie , J est localement compact et % un sous—groupe discret et fermé de e On

a un sy«t>me ‘Fondamervta’l de voi sinages (campacts) de L dans J en prenant un nom-
bre fini de places P Py (comprenaut.toutes les plaees & l'infini) , des nombres
_réels &> O, et en considérar_r’c lesv iddles z:(zP} tels que éZPﬁ“lfPiSEi pour
tout i , et !z’le pour les sutres places P .

Pour tout ensemble fini S& P contenant d?w s le sOus-groupe Iq ”E ] K*)x{l iUE}f
PeS
est un sous-groupe ouvert de J (groupe des S-igdles) , sur lequel la tOpologe

ihduite par celle de J est 1la topologie produit . Om derirs dy 8U lieu de J<P :
. (==}
le groupe des unités U de ¥ est identifid & K¥nJ, .

PROPOSITION 1 .- Si O<a<l<f , l'ensemble V des iddles z tels que af.{‘z)P @




e

pour ftoute place P est unzs partie compacte de J .

En effet , pour toute place finizs P , la relation Néﬁd];sﬁ pour un élément
ZGKP g'éerit
: -e(P)J.Og/i/lOg 'pf»‘vp(z)@: ~e(P).log & /log p
et entraine donc : ' : '
wnelcgﬁ/log pg vplz)g-n.logx/log p .
Comme vp ne prend que des valeurs entidres , om voit done que ces relations en—

trainent vp(z)zO sauf pour un ensemble fini S' de places finies P . Si S=58'w "i’m

on voit done gue VCJ’S s en outre les projections de V sur les facteurs de JS
sont Avidemment compactes et V est le produit de ses projections .

COROTIAIRE .- Le groupe U, des unités absolues de K est identigue au froupe des

rgeineg de 1l'unitd de K et est fini o

%
i3

o
[©N
04

La prewi>re gssertice o

¢

. §4é ddmontrde (chap.I,§ 4,n°l) . D'autre part ,

UG est l'intersection de K‘)é et de l'ensemble compact {prop.l) des ideéles tels

2
g “
®
N

)

fgzl pour toute place P ; c'est doéne un groupe compact et diseret , donc

2 . Diviseurs et iddaux .

Quand on par_le de diviseurs de X , il est toujours sous-erntendu qu’il s'tagit

des diviseurs relatifs & liensemble & n des places finies . Ii est d'usage de
N)

Hy

bt e

Y o e < A o ° b { . -
ncter ge gcreupe multiplicativement 3 il est isomorphe & Z% et 2 pour base ca-

nenique l'enssmble das places finies Pe P ; tout diviseur s'éerit done 4 'une

37
B

9

{

°
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sont appelés diviseurs premiers . La relation d'ordre dans le groupe D des di-

viseurs Se note a{b (et s'/nonce "a divise b" ou "b est multiple de a") ; elle
signifie done que mP(a)ﬁlpP(b) pour toute place finie P .

On sait qu's tout id>le z:(zP) correspond un diviseur a, défini par les condi-
tions mp(a )= =Vp (z) pour toute place finie P ; l'application z-a, est une repré-
sentation du groupe {(non topologique) J ggg le groupe D , dont le noyau est le
groupe J_, ; D est done idomorphe & J/%” (algébriquement) . D'ailleurs comme %w
est ouvert dans J , il est naturel dz considérer D comme discret 3 za, est a-

lors un homomorphisme (topologique) de J sur D .

On sait d'autre part que l'annegu A est un anneau de Dedekind {chap. des valua-

tions) et que les iddaux fractionnaires Z0 de X (par rapport 2 A} forment un

groupe multiplicatif I caneniquement. isomorphe & D ;5 de facon préecise , & tout
diviseur g on fait correspondre 1'idésl fractiomnaire formé des x€X tels que

VP(X) mP(a) pour toute place finie . Nous identifierons dans ce gqui suit {sauf

mention expresse du conﬁraire} 133 groupes D et I gu ugyen de cet isomorphisme .

Les places finies P sont identifides sux idéaux maximaux de A (qui sont 4tail-
leurs les seuls idéaux preuiers de A) 3 en diautres termes , P désigne aussi

1'idéal de valuation (dans X) de la valuation v, . Les diviseurs entiers sont i-

[
4 -

Hn

dentitids aux iddaux de A (idéaux entiers de X).L'idéal principal (x) (pour tout

Xf spar extension . 1, lorsgue a_ divise un divis&ur b :?éspuqﬁe_b divise axjgom

derira x|b (resp. b?x}cLe'grcﬁne es idéaux pri iiamAslqon orphe & K*/U3K§2{ﬁ?
% ainsi identirié au groupe J, K/, , image de K dans J/I_ =D .

A tout idéal principal Zx dans Q (identifié au diviseur correspondant dans Q)

;{ s cette

o

correspond par extension (chap.I,§ 3,n°5) 1'idéal principal Ax 4

2

dentification est un is somorphisme du groupe multiplicgtif des iddaux principaux




de Q (qu'on peut d'ailleurs ident

néralement ce groupe & un sous—groupe de D,ce qui justifie la notation P}p .

L. norme d'un diviseur % 2 de

note multiplicativement ,et =st

(7) Wia)= B (N(p)) P (ef.chap.I,§ 3,n05) .
P

L'application a—=W(a) est ug‘ﬁomomorphisme de D dans Q

(8) W( (x))=N(

comme il résulte aussitdt de 1g

Si on identifie un diviseur entier s avec 1'idéal qui lui correspond , N(za) est

aussl éeale au nombre d ‘éldments de 1'annesy quotient A/a £Alz.,chap.VIT,$§ 1

K par rapport 3 Q (dite aussi norwe abs~lue) se

v

S

ifier 3 Q13 dans le groupe D ; on identifie gE -

4denti?ﬁée au nOmbre rationnel
a)

pour tout x«€K ', on g

)= (Vg s ()] =1L 195
: o :

formule (4) et de 1'hypothdse N{ (x)) S0

Prop.4). Si on considdre A comme Z-module , on sagit que A admet une base sur 7

(Alg:,6hap. VIT,8 5) ; Ye scusemodiis a de A admet donc aussi une Base

et N(a) est dgal au produii des

N

<

(loc.cit.

o~

facteurs invariants de z par rapport & A (Alg.,

chap.VII,§ 4). I1 en vésulie (Locicit.) que le déterminant A §'une base de g

par rapport & la bare canonique

prodult de ses conjusuds) est dgzal an déterminant 4 'une base de A (par rappors

2

& la base canonique de C®) multi:

- = Vs 4 T 5 - s “ g g - 2 - - (Y
ceal au carre du déterminant §'une base de A , d'ol la fermule AT=4.(N{g}) < .

W

Cette formule est d'gill

un tel diviseur est de 1ia forme

urs exacte pour un diviseur quelconque a de K , puisque

A

de ¢ (quand on consigdre E comme plongé dans le

mdié par W(a} .Or , le“discriminant d de X est

D

yb,0l b est un diviseur entier et y& Q%

2 o Enoncé des théor*mes #onds gmentaux .

Les résuliats les plus imporvants de 1g théorie des nombres algébrig

S AoON s
THEOREME 1 .- 8i K est un corps

]
G
0
0}
0
]

groupe localemsnt compact J/X7 (

groupe de lg forme KX G

de nombres algébriques de degré n (su Q)
g7

| d
(@]
5
i
e
Cag
R
m
[0A]

localement isonmor

Oa G est un groupe compact dont

Jral

& complsgnte connexe

ln.d @

P

[ de 1 es%t isomorphe 3
‘e
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THEOREME 2 .- Le groupe (abélien) compact todislement discomtinu G/Go est isomor-

phe zu groupe de Galois (topologique) dfune cléture abédlienne de K .

Le th.2 est le résultat essentiel de la théorie du corps de classes {global)

-3

qui sera développde aux §° 2,3 et 4 . Dans ce §.gzous allens démontrer le th.l 2%
en indiguer aguelgues conséquences .

Soit P, une place ALl vinPind de. K Dans le corps J& KPO (isomorphe & R ou C)
désicsnons par L le sous-zroupe muitiplicatif formé des multiples réels >0 de
1funitéd ; nous identifiercns cs groupe 2 Rj , et nous le considérerons comme
sous-groupe fermé de J {le nombre rdel A dtant identifid & 1'idele z tel que

Zp =Aet szl pour P%?m}=Si 5 tout iddle z on fait Colreap dre le nombre A{z)=

=

O / 1 e
— T 12}??7 si n(P)=1 et (NM2))® si n(P))=2 ', on définit un projecteur continy

de J sur L , et par suite J est isomorphe au produii {topologique) LXH , o H

est le noyvau 4Ae ce projecteur , ciest-d-dire le sous-groupe fermé de J Formé des
idedles z tels que‘rﬂygzggngzlc On a K%i”H enn vertu de la fornmule du produit
par suite J/KX{ fsém@rphe 5 'Z;«k(H/K%')ge‘t H/’K?{egﬁ isomorphe 3 J/IK g Notre
but ast de prouver que J/IK * est coupact . Ce résultat est conséquence de la

proposition suivan

nt
PROPOSITION 2 .- Il existe une constante ¢ > 1 telle gue

s pour tout idele ze J,
= —7% 2 £ : s =¥ 7[ =5
il exigte xe XK' tel gue , pour toute- place PrP@ s CGn gif
(9) :éi}z_’lpéc o

o : et *
: # s o . = LN S e 2
xeK satisfaisant & (9) pour PAP_ . Si on pose A=lxz{3” , o a Axg K" et
QO B r P,

: 0 =,
$5§%XZ§734§ ¢ pour toute place P ., Autrement dit , toute classe mod.lK' rencomtre
- K - ; s : : o e
V , et par suite J/LK” est l'imsce cznOnigue de V ;3 mais’V est compact (prop.l).
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ocompesants comnexe de J est isomorphe & (lt:)r]'x(c")r2 y 0'oBtebiire &
nrli-rzrrz : @lle est donec localement isomorphe & R® . Comme J/K* ezt localemant
isomorphe & J , la compcsa;:te connexe de J/K* est localement iscmorphe 2 R® 3

elle est donc isomorphe 2 un groupe de la forme RPX T°P , et comme elle est de

la forme R3G, ., ot G, est compact , on a néecessairement p=1 , et G, est domc i-

somorphe 2 -l |

Remargue .~ Un peut en fait montrer que G, est facteur direct dans G . Par
duslité , cela se transforme en la proposifion suivante : si , dans un grou
pe ebélien loealement compact G , un sous-croupe M est tel que G/M soit i-
somorphe 3 2T , M est facteur direct . Il suffit de récurer sur m , et d'ap
pliquer l'exerc.9 4' g__g.,chap.l,{i 6 . Le rédaeteur g la flemme de chercher

. une démonstration di 'ecte ; la proposition mérite-t-elle d'ailleurs plus
cu'un exercice % ; :

4 . Le théordume de Winkowski .

Lz prop.2 est & son %our conséquence du théerdme suivant :

Q‘H‘éOR!‘BL'E 2 4 Vinkcwsk*‘) - Soit d le dzsev-imnant du ecs ps K . Pour "cut idele

ait
gz tel cue !? @l ‘ ln(P‘)-.“ il existe a® moins un élément x eK™ tel que l7om}
Pe :
0 MPS J2lp

pour toute place P .,

!EOntrOns alors gu'on peut réaliser les irdgalités (9) pour P;éPO s avec le n‘%-
t‘:F . Bn effet , pour tout iddle zgd , on peul multiplier 2 par un idéle
 \e€L sans changer les valeurs de l'z{P pac:'zr PP, » @b de fagon que Tt_lz[g(y)m
D'aprbs £10) , i1 existe alors ygK* tel que \y|p<lz|; pour toute place P .81
cn pose z::v"l » On ~n déduit d'ebord }zah 2> 1 pour toute plaee m& P . Dlan~
tre part . onm arT?zln(P)-T_ﬂz\n(P)-c , donc llen(P}ac( T— txz{n(P ))"1gc

peur tout -;‘PG : eb qui proive (8) , puisque n{P)>1




M

~ 8 bis -
Peur Admentrer le th.3 , remarquons que les in'égalitéa (9) relatives aux places
finies signifient oue x€a, . D'autre part , on a , d'aprée (5) ,

. ‘cpi l [g(P).—.«.(N(aZ))‘l « Le th.3 signifie donc qu'étant donné un idéal agl ,
€

fin
et ry+r, nombres @3>0 (Pe$, ) , il existe x40 dans K tel que xea et que

l'on ait les indgalités ‘X!P Pp pour Pe $o , pourvu que i ; (’P ;Jld | .N(a) .
Soit (ui)l'élsn une base de 1'igéal g , considéré comme Z-module « 51 On coOngi-
d2re K comme plongé canoniquement dans le produit T;K , identifié 3 R® sie
Pe
déterminant d'une base de A (comme Z-module) par rapport & la base canonique
~7

de R” est 2 z\ﬂd , comme On le vérifie aisément , donc le déterminant des

n vecteurs u; par rapport & la base canonigue de R® est 2 \/]d} N{a) . L'en-
seuble des vecteurs v-_-(vP) de Pie l K, tels que ijsfﬁpour‘ toute place P e‘P,,,
est endemment un corps convexe symétrigue , dont la mesure de Lebesgue dans

t'2 n(®) - v
R” est 2 f’ s comme on le voig ausutét . On appllqu_e alors le

Lemme de ’\’mkowsk:. .~ Soient (a'l{)la.zt‘<ﬂ n vecteurs de R® , et . soit A le détermi-

nant de ces vecteurs par rapport & la base canonigue . Si W est ua corps ¢con=

vexe symétrigue de mesure ‘.o.(‘fy’);zn!Al ; 11 existe dans W un point #0 du Z-modu

le W engendré par les a .
W .
(Démonstration standard) : on remarque que si HEne contient aucun point #£0 de

M , *W ne contient aucun couple de points congrus mod.M ; autrement dit , 1l'i-
mage de wW par 1l'homomorphisme canonique "f de R? sur RH/M est biunivoque et

on écrlt gue la mesure de (PPW) est au plus éoale 3 celle de R%/M).
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La tin de la démonstration du th. de YMinkowski résulte alors de ce que 7 >2 .
Le th.l est ainsi combl*tement démontré .

5 - Classes d'idéaux et unités d'un corps de nombres algébriques .

Le th.l entraine imumédiatement le

TH@OR@ME 4 .- Le groupe guotient D/P du groupe des diviseurs par le sous-groupe

P des diviseurs principaux est fini .

En effet , comme D est isomorphe & J/J, et P & X ng/J s D/P est isomorphe &
J/K%%m s c'est done le groupe quotient deAJ/K par le sous—groupe K%J, /K%’,—
qui est ouvert , comme image du sous-groupe ouvert J;- de . Comme par gilleur
G a0 J/Kglk est isomorphe au quotient du groupe compact G par um sous-grou
pé ouvert de G , dome il est compact et discret , et par suite fini .

Les é1éments de D/P sont appelées les classes de diviseurs {ou classes d'igés

aux) absolues . Le th.4 prouve que , si h est le nombre 4'éléments de D/P , la
puissance h-®me de tout diviseur est un diviseur prinecipal .

So0it S un ensemble fini de places contenant wa . On appelle S-unitds de K les
Xe.Kxg tels gue’ g*gl,:l pour P?S ; ces éléments forment unm groupe qui n'est au-
tre que K* f\JS » et qui contient évidemment le groupe U des unités de ¥ .

THﬁbRﬁWE 5 (Dlrlchletmchevallev) o~ 31 5 est un enseuwble de & places (contenant

é%m ) le esroupe US=K§%JS des S-unitds esﬁ'isomorphe 2 UD><ZS=1 -

En a?fet , comme LCdg , le groupe K*@sz”’g isomorphe & 1timage canoniqﬁe de
Jg dans J/%F | est isomorphe au produit de R par un sous-groupe ouvert G, de G,
qui est compact - D'autre part , ¢omua JS est ouvert dans J , K*JS)K??est iso-
morphe au groupe topologique Jq/(K43J§)=JS/US (Top.Eén.,chap.1,2~ €32§ 0E 9,
prop.6) . Or , il est olair gue Ja est 1bomorphe 3 R xz5Tx v s Ou EEB T=ry 4Ty

et ol V es+ le smupe compact des iddles z tels gue izi =1 pour toute place P .

it la projection de Jgisur R'x 25T | ot soit W:g{ﬁsj i en vertu du th. Y




N&Uﬁ,ﬂg

a3 L) e

d'isoncrphie , (R 2°°T)/W est isomorphe & JS/VU , puisque VUQ_xf(W) . Or,
S/VUS est isomorphe au quotient de JS/US“R>(Gl par HaVUS/US ; H, image canoni-
que du groupe compact V , est compact dans JS/US s donc contenu dams le plus
grand groupe compact G, de JS/US $ On-en conclut que JS/VUS est isomorphe au
produit R>((G1/H) s et il en est douc de méme de (R;Eizsar)/wlo Mais W=?4US) est
isomorphe 3 VUS/V , done gussi & US/(USiWV)zUa/U s puisque V est compact (cf...
La théorie des sous-groupes fermds de R® (Top. genogchap VII,§ 1) montre que
(Rf>{zs“f)/w ne peut &tre produit de R par un grouya compact que si W est un

L

Z-wodule de rang s-l d’ailleurs Ug étant discret , il en est de méme de Us/U,, .
donc de W , et par suilte W est isomorphe & z8-1 . Coume L est Fini ; US 2st un
groupe abélien de type fini ¢ Gonc isomorphe au prcduit de sCn groupe de torsion
U por Aokt (Alg.,chap.VII), |

Ba particulisr , le groupe U des unitds de X est isomorphe au produit U $<’r“1

ii existe dong dans U des suppl mea%alreo de uo qui sont des groupes libres (mal-

o

tiplicatifis) 5 si ( 75)1§ﬂ}{:,r_1 &St une vase d'un tel supplé sentaire , toute unité

?& peut s® mettre d'une msnidres et d?uue seule sous la forme
V; \Vb ;’p;' % é

(25 h=f& % ..o,
f b

3 St i 2% e s 39 $ it 5 Ty i SRR A : 3 omor 23] =
QU @ &5T unme racine ds l'unité dans £ , les ¥ des entiers ratioznels qualconques
on ditv que {fk) 25t un systhuwe fondamental dfunitds de T . A une telle base , on

2 R ) DI" Finlse Yug T% _ o f é’ TRt £ {ie D-{I)) '—" - 2
gssocie. dang RT les »-1 vecteurs \ﬁj}ﬁx40g§g3§P }Pi o En vertu de la formu-
ie du produit et du fait que (& p=1 pour toute unité £ et toute pLaee finie P,
les r-1 vecteurs ff;j on% tous dans L'hyperplian N 4° equatlon ‘§: “P“U dans R“

| , | Ploo =
et Forment une base de cet hyvperplan . Lorsqu’on passe de la base {gcj A une au-

tre f£:) , 11 eat cigir gue ce passage définit une transfornation lindgire inver.

sible dans N , dont ig wmatrice s Tapportée & la baae &es_f%ﬁj} est & coefficients-
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entiers ains’ que son inverse , ce gui eﬁtraine que son déterminant est £1 . On
peut prolonger cette transformation & ¥¥F tout l'espace R” en lui imposant par
exemple de laisser invariant le vecteur dont toutes les composantes sont 1 , qui

n'appartient pas & W 3 la transformation ainsi définie a

encore son déterminant

il suit gue le nonbre

dgal 2-X& L1 . De ces remarques , il j
5 ' nfe - ni? i
L ogte {700 g R
| WgIE] Aogls, ] =
5 : 7. ity S
H i " 4 Tt
j wf?,) i} |
;{Uﬂ g,&}};t% 2/-:..;, {; l{w ‘;'iél,: 4
f 7 ;:5..; 2 '-i'?‘ L g
i A é
95) i g2 2
(12) R= b ] , . | \Pk places & ltingini)
g . ) i
i > PR i
1230 éﬂm; i Py A
Lo et f 5 b
é !:. L2 | {)L J(j'g /,‘_: = 3?1 ea é

} § a8 £ 2 % F. i 2 & 3 e 4 2 V4
est tel qgue {R| ne dédpend pas du svetdme fondamental 4funités {aj} congidére 3

¢ Z
on dit que ERE est le régulateur du corps X .
6 . Compléments -

La méthode de Winkowski conduit aussi au

résultat suivant :

il existe un élémenﬁ::eK%apparteﬂant

PROPCSITION 3 .- Pour tout idéal a de X ,

3 a et tel gue : f

. i i

(13) wxrg (L) 2@
. ; N :

On utilise 1'indgalité de la moyenne géOmétrique :

: P‘ 3 ?‘x
et on raisoune comme dans le th°3 en appliquant le lemme de Min&owski & l'en-

sembls convexe d&fini paz’<€i ﬂ(P)gu?ésgl 2
De lg prop.3 , on déduit comme cordllsire 1'indgglitd
: ;e\ DL, . W2,
£ 5 % . i1 R
(14 ) ; alz =) uo}
{en l'apoliguant ® un idésl principal a=(x)}}. En particulier , on a |d|>1 pour

it , pour tout corps.-de nombres slgébriques , il y a

Qa

tout entier n . gutrement
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des places finies ramifides sur Q . En outre , on déduit facilement de (14)
qu‘il n'y a qu'un nombre fini de corps dont le discriminant soit tel que @
donné . |
On pourrait aussi donner les ind égalités d'Avtin , qui montrent que le nombre

m des &léme-ts de ¥ qui satisfont 3 (10) est tel que

C W% én(P) m«a’M&X(l G ﬁ iﬂ’g‘ip)) 3

® ]
c® Pe P
Ces formules , importantes pour le cas des coaroes alaebr‘ques s ne semblent

" pas avoir d'applications pour les nombres algé brlques s les mettre dans le tex-

te ne se justifierait done que par des raisons esthétiques ; llavis du rédacten

est gu'elles doivent rester eu exeveices jusqu'd aouvel ordre .
7 . Exemples ¢ I . rps _guadratiques .

Soit m un entier rationnel sans facteur carré . Dans K=Q(Vm) , si x=§+§¢§'est

entier algébrique , sa trace 2 €% 83 norme - 2@ sont entiers rstionnels .11
=3

, 5D ; o
~ = P = = = T AE = 20 = e - ~ < q B
&y @871 87 5ix1 te fef=1 nare: dt: "i-’:’ ut - g \i‘v'l.,b aussy dgj 23@ s L & ,—:'és_“}* < k enﬁlei Oﬂ
Y : i pZ 9 ]

a {(20°m 2l (wod.4) , dosc mzl (wod.4) : lorsqu'il en est ainsi s on vérifie

inversement que #{1+fm) ast entisr dans K . &t forme done avee 1 une base de

s ce qui est
une base de A sur Z . On en déduit

oL

LI B = SAE $
Le nombre de places & 1'ingini de ¥ est L si d<0 o 8 B A,
Pour un nombre premier raticunel p>0 , n a Z=efg , g étant le nombre de §ivi
; leurs
= o 5 o~ -~ el 4 o
Seurs premiers distinets dans K divisant p , f ¥E(Gegrd résiduel IEXE sur P €
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prOduit si et‘éeule’mépt_si p&d « 51 p ne divise pas @ , on aura f=1,g=2 .4onc
p=P)B, 81 Q (f@)=Q, , et £=2,g=1,p premler dans K , s1 0, (/E):Q)=2 .
Supposone d’aboréd pf2 . Alors p me divise pas m , et sur le corps fini. Fp s
.J.e ’pﬁ]ynﬁme ){ -u ue peut avoir jue des racines simples ; en vertu de Hensel ,

qura a dnnec .dee, racinés dans Qp 51 et seulement g1 qum a des racines dans Fp

ciest~2~dire 51 m ost un carré mod.p -
Si p=2 , p est ramifié dans K lorsqus m ¥l (wod.4) , puisquil divise alors

d=4m . Supposons donc XE m®1 (mod 4) 3 2lors 1l'entier %{lﬂf’i} de X vérifie

1'équstion xguxa._-;f. =0 : sur le cOrps F, , le polynbme Xzax-%ﬁ~ ne peut avoir
, ; 5 .
gue des rm"_nes sir ;ﬂ es . Pour que ne pOlyndme git ées racmes dans Q2 1t

- Paut et ;1 suffit = Mapves Heusel au i1 aﬁ: des racimes dans E‘é : maiy cela

- wgnlﬂe ev:aemmeﬁr gue (mal}/:e,; fmo& 23 aa*remﬁzzt ait que me=l (mog. 8) o

On zzoiz,“a gue cétte *cndﬁ tion équlvau‘c au fait que w est un carré mod. 8
-Pcur' #’2 s le groupe multlnlicat:‘ P ..,(;( D) est s groug}e cyclique g’ ordre pa;?

p-l ¢ 16 sOu'sus.f?'Of,;:}:ﬂ Gz(ﬁ} d;es carrés &es élémﬁnts de G{p) est done un sous-

3 ﬁ'fbupe svcligue-§’ordre mal‘*/z et 4 ma:.ce 2 dans G(p) . Comsidérous l,‘?homgn

momhzhme (f:» de pr, sur le groupe multlplzcatlf {+.L,,~13' . qizi 2 pour noyau

=3

sz’ ) ("caraet»’src quadrat que® de G{p)}) 3 pour tout nouwbre rationnel s non di-

visible par p , On dész.gne Bar{ =) s,svmbole de Legendre ) la valetar de ic: pour

& =

la classe de s mqé,p < On a ev:.demment s 8n raison de cetie déf_z.mt:,ozx
' : Ai“i
(15) : -X ={
e/ =F ) - |
:pour s et £ non divisibles par p . En outre , comme-sp“' =1 (mod'on} pour tout
sntier S$G {m@mp, '9. iz relation -—-} gl (mod . p) équzvaut y s{’p“}"/2 '1(136& T
: ,i

Aver la ﬂ'ta on précédasnte . On a ficpc la -

B‘FGPOQITIQQ 4 — ?au,r gue le ﬁom‘ore premisr 1&;3312 p tel gue m?;(} {mod .p } S&li‘

décomposé en deax fi*w seurs premiers d:stl ts (r Spa sO0it premier) dans Kﬁ\.{a’f‘
4] 34 A=Y T
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il faut et il suffis qu@ '?;)s-l (repp. (""' =-1) . Pour gue 2 soit décomposé en deux

divisenrs premierr Aistinets dans K , il faut et il suffit que mzi (med.B8).

o encor'e{g;g = PR miE (?‘5‘% =~1 51 m est impair et mEl (mod.8);
; /,,2 = :

on peut zussiiéerire 1(%?:}:("1)\& -1)/8

L

8 - Exemples : II . Corps des racines n-ilmes de l'unité .

Soit p un nombre premisr , et considérons le. corps K=R k(Q) des racimes }kaé“
mes d2 1'unité sur Q . On sait g que K=Q(%) , ok & est u:-ﬁg racine primitive pE_s_
me de 1'nnité , racine daXi p-. Lvuome echmelqae ' v

b, (x)&‘“ | THr3) g '(p=2)+\;,9+1
Le énﬂré de X sur Q est dcm 4(?@}{}:?)1@1’{10:1} - On sait gu’on peut écrire

@ k(X W(Xﬁz") , O% ’parcovrt liensemble des r nombres {p Bnon dwms.:,blea par

p = 11 es‘t clair que §’ est enti a7 a‘fgeb:c"i que & il en est done le méme de é;w.-:

ll

g)/il £ '5+§+we+é'ﬁ="‘ - BEn outre , si r EEE n'est pas divisible par p , il i
existe s tel que mxxvmmxz rg_, 1 (mod. p e &fme §”“‘ Y e‘n‘: par aur‘ce »

: ~{l~3"Ls)/(1 ?r§ =1+874. +2.I’(S 1) est avssi entier algébvlque - db‘nc ‘g, est

une unité d= K . Si onm }:)Ose Ti‘-——lag on a done ﬁans X
(16) e . p=@  (1)= g.,p (p.,:;,,a,

ol azggr (r parcourant 1‘ensgmble des aombres <pk et non divisibles par p)s
g est done ué-e ﬁzﬁ-i‘c‘é de K . De la formule (Lb; il suit que tout diviseur premi-
er ée D danc K a un indice de ramification “3 1(p~l . Mais comme eef; inalce
est au plus égel é fK Qj .y On vOit en premier lleu que {-K Q} %g(p )=-p “(palj,
en outre , lﬁia%} prancipval () es* premier |, ae czegre reszéuel £=1 et d indi-

ce de ramification e=f(pk

_ . L ‘ . _
Ia aif’férente S ds § est? (§) . Comme om a i ~1)}P k(X}.—.;X;’ i on voif

§

aussxt&t que

(17) . - P &)= /601 Ty . .,



/M

¥ k 3
On a évidemment NV/Q(g):{al}%%p ) , ce qul donne +1 dans tous les cad ; d'autre
s %/ ,

oo ]

- e 3 EF e 2 L ] 4 < - 5 ] ) -
vart ., J.%‘;,t’p . est racine de 1L'énuation irréductible "”h{l-—u)‘k)~0 , dout le terme
: K=L k-1
constant est p et le coefficient de TP+ est (ml)pﬁl s d7on N (1-% Y=p?
X/Q
- - o /G - - Y - »
Le discrimingnt 4(%) de % étant égal 2
i 55 rié\ /I‘ { l{") 7 e
;ﬂl‘\""zgﬂ )‘\'jg".}-’ /“Jvzv.\‘j” {r“;
y / 2 l{/Q S
est finalementy donné par la formule
; k=1
\ o 7 e 3 i'¢. r.—lf_,i)
(18) O(EJzﬁﬁf L
- e : e e = '
- ou g=-1 si p =4 ovu 81 pm3 (n0d.4) , g:l dans les gutres cas . Comme le discri-

(§) , 1a formule (18) momire qus p est le geul nombre premi-

er ramifié dans X . Pour tout diviseur premier PL(3) de ¥ s P né divise pas alg)

done (chap.l,$ 5,prop.4) , las élémants §3 (Ogige{pt)-1) formeni une base de
Liannean Ag des entisrs P-adiques sur Z%»(q désignant le nombre premier qué 4i-

&)

vise P} . D'autre part , comme X, . est complétement ramifié sur Qp et gue I

est une uﬁiformisanﬁe‘ée'ﬁ(ﬁ) , les &' (1<j$%4p -1) forment une base de Afﬁg
5 1 3 ¥ 7
Y

sur Z_ ., et comme ifﬁﬁzd(=§}‘g il en est de wéme des %3 s 11 & résulfe aussiths
e la Géfinition des entiers

£

~de @ comme entiers pour toutes les va-
: .

luations , que les gj fement une base de A sur % , 3'0k en rartip

-,

3

Ces propridtés permettent de démontrer lg proposition suivante :

PROPOSITION § .- Pour tout entier n>1 , le corps

5 £

1 unité sur Q est une extension sbélisnne de Q , @

de Galois est iscmOrphe su grouze G{n) des éléments inversibles de 1'annesn
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sur RW(QP)', ce qui achbve de démontrer la prop.6 .

9 o Applications : I . Nombre de racines de 1'unité AHEHE d“uﬁxcoggg o

PROPOSITION 7 .- Dans un corps de nombres algébrigues K , de discrim Jﬂant d

-

ie nombre w des racines de l'unité divise 24 .

Bn effet , ~our tout nombre premier p , soit pk lza plus haute puissance de p
(

divisant w 5 le coros X contient donec le corps R

k\
Y
ble par le Aiscriminant de R k{Q; (transitivité des discriminants) . Ce dernier
: B - e pkul{ p-i-1 )

étant donué par la formule: (18) , ‘on voit que d est Aivisible par p e

: kol ' : : =
O, si pf£2 , on ap- {kip=1)=1) 3&%@~1}~l%§k ., et par suite d est divisible
par pk 5 11 en est de méme si p=2 et k22 5-d°oh la prOpeelﬁiqm .

de:

10 . Applications : EI . Lol de réoiprocité

Soit p un’ nombre premier impair . Le groupe de Galois ”(pi de I= ﬁ {0; est oy—

eligque d'ordre p-1 , donc T contient un eeul-&éugiﬁﬁﬁing corps qaﬁdrf¢*@ue X

‘sur Q ., correspondant au sous-groupe 4'ordre E(p-1) q@ G{p} . Le distrimingnt g

dfaprds lg formule (18) 3 des rdsuliats du n°7 , on déduit aussitdt que X=Q(F)
sipzl (mod.d) , et K-0WTF) ol px-1 (mod.4) 5 on a done dams tous les oas
1ﬁQ<§(*1){p;E)/zp)

Soit maintenant g un nombre premier guelcongue #p . En vertu de la prop.6 , g
wnfest pas ram wifié dans L et st T e*t'is plus.ﬁetit entier tel Qué 128 Qf“l?%ﬁ

Y + 4 se décompose én g=(p-1)}/f diviseurs premiers distincts dans L . Le
groupe de décompOsition de g dans L est dfordre £ . le corps de décompesition

e degré g sur Q . Pour tout eorps ¥ intermédiagire en%r@'@ et

o
L, om0 a8 BNQ=EnM ., et pour que gq ne soit pas premier dans E , 1 faut e% il

suffit gue VNELQ . Pour B=K , on en conclut (puisgue M est un ecrps cycligue

2 e e s A . XA . i
de degréd g sur Q) que lg relation MiX=Q dquivaut & dire que gz est impair . Ono
A ] e =3 e % . G S ‘ié A od o A (A O Arams aw Y Rane T iif* Possds . =
¥O0Ly Qonc gue o POUY due ¢ sCli gecompidSe {(Tresp. premiey; qans K , 1t faus =7

-
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5 ‘ Ml i e . : S :
isomorphe a 7 . Le but de ce § et du suivant est de démontrer le th.2 du § 1
€tablissant 1'isomorphie du eroupe compegt G/G‘O et du groupe de Calois topolo-

gigue OZ d'une cléture avdlienune I2 de X . Nous démontrerons en fait davantage

en déPinigsant un isomorphisme canounbgue de G/G'O sux C)Z I1 nous suffira pour
cela de 44Pinir un homomornhisme canonique de I/E% sur O dout le noyau soit
la ~omposante conn exs de 1 dans J/K%‘; ik rgvi.ent au méune de définir un homomor

phisme CE““"C}YXE/‘(}Z de § sur UL, dout 1= szoy“i soit le przséu:i, de X~ et de lg -

, on sait (chap. .8 ) que ce produit est

'?°'$~-wo-,-“-“‘w~v"‘=~‘,-4 5 S i % g — B 5 it :
1l'intersection ges sous=groupes ouverts H, de J comienant X 3 en outre, J/H

(3
Q
R
[
IS
O
[
(4]
(@)
&3
®
ol

st un g”OLﬁ_pc: abélien cc mpa ret. , done fini 5 1'image Zﬁ? de ?‘f par \éi

’&aii: done &tre unm sous-grOUpE cuvert de {:32 ‘:"zone le g‘rouue de Galms de S2 par’

rapport & une extension ahdlienne 4 deﬁré fml L - de ¥ ; par passage aux quo=

tients , s{/ donnera un homomgrphisme mm {/ﬁ{ de J sur le groupe de Gal@isaf-:it

= LR ; iR

E(Z/gé; de L sur Koo' Bn outrs . ?ipé est un second sOus-groupe ou‘rewt de J

TEIEHS caﬁ%émﬁn% v¥ et tel gque H, C ?{ soon g Lol et :{: peut éi’;*ﬁe canoni—
gZ K- P T 5 e e

guement conzidéré comme groupe quotient de géz s g %ﬁ est l'homdmorphisme ca-

7 "

nenigue 4 o dyy sur ‘{3— . on doit avoir
: _




2%

d'apr®s (1) . Chacune des représentations *; étant continue , il en est de méme

de ¢, oui eet par suite un homomorphisme de J sur O . Reste & prouver que
Ho4eet identiquevau produit de K*'par gg composante connexe de 1 dans J 3 cela:
revient‘é établir que tout scus-groups ouvert H de Jvcontenant K”ﬁest identique
% un des sous-grounes Ho : _ . :

"En résumé , nous sommes ramenés 2 -résoudre les deux prdblémes suivants

. 19 Btant donnée une extension sbélienne I de X , de degré fini , définir un

nomomorphisme de J sur le groupe de Galois af de L (par rapport'é X)),
/X

dont le noﬁau ?;/K(i) cdntienne s s les hOmOmO“phlsmea a;nsi définis vérifiant

lg proprzété de compatibilité (1) . Ce problime est résolu par la loi de récl»
prociéé d*Art?n (nos 2 et g) . A ' ‘

29 Etant donné an sous»eroupa ouvert 1 de J, ccntenan% K*f; montrer qu’ ix‘e-
- xiste une extension abélisnne L de ¥ gelle gue ?h/K(l)"H o Ce pwoblbme est ré~

solu par le theorame d'existence (§ F,n%1)

b~ 380 Enoncé de iz loi de rénzprOcité o

Soit L une extension gbdl 1eame de X , de degré n . Dans tou‘ ce qui suiﬁ’;'
nous deszgﬂerons par ERF JK \resp JL) le groupe gGes iddles de X (resp. L) .

Bous sapposerons touc les covps locaux Kn,de K pl@ngas danu une méme extensza

on algébr guement nlese.fl de X , dens laquelle nous supposerons aussx plon.
gé&c toutes les extensions algébrigues. de X que nous envisagerons'g Soit'P* j
une place de ¥ s 8% saiént P flsa<g) les places de I prolengzent P° 3 coume

> Iieat abﬁllen s les ﬁcrps de &écomunaztlon de toutes les Pi son% confondus ave:
‘LfiKP, s €% pour chaqun des corps locaux Lp v 1l existe un ¥ qnlsomOrphisme A.
de ce corps suT KP,(L) y tous ces K?.wisomorphismes s obtenant en compbgg;g?
l'ur d'eux les élénents du groupe de déeomposition qég (groupe de Kp, £7 sur

Koo s 1dont1f:é & celus de L sur LNKy,) - Chacun des groupes de normes .
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i) i

NTP /KP (L ) est done identique au groupe N, P‘(L)/K (KP (L1 ) 3 ce dernier

n' pgt aufre que l'intersection K”:F\NL/K(JL) . En effet , par définition ,cett:

2’ ol zj est
norme d'un élément de L§' : 2 est donc norme d'un élément de K?,(L) s, et réeciy.

- intersection est formée des éléments de K?* de la fome Z*zlzzooz

progquement . toute norme’ y d'un élemenﬁ de K?,(L) peut étre mise sous la forme
zlzzoaz s, en prenant z1=y et ziﬁl pour 121 .

Celg étant 5 la théorie du corps de classes loeal (chapoL,§ 6) permet s pour

chaque place P' de ¥ , de définir un 1sOmorphisme canonlauE‘fK: (LYZK
groupe ofyp. sur le groupe quotient KP°/( (‘NL/X(JT)) {eppelé isomOrpthme Egir
- cipal an chap.I,$ 6) . En COWPOSaﬁt 1rimomorphisme réciproque avee 1°hcmomorph1=

me canonique de %% sur ?pg/( f}NL/K(JT)) on obn;eﬂt dore un hcmomcr@hlsme

canonigue de KP‘ sur olp, ., que nous noterous ?Z/F pr Ou simplement {%v o
Seit slors Zz(ng} un iddle guelcongue de JK - On salt que pour toute place
finie P¢ ge K non rami ifide dans L , %oute unité P‘-adique est norme §’un &lément
de K§q(§) {éhép}19§ 6,p70p.1) : d'autre parﬁ‘g presque tous les Z5; sont des u-
nités P'-adiques 0 3Gﬁe on aff?f(zpq};l.pour presque toute place P’ ., ce qui mon
tre gue le produit . : v
Gt « /K(Z’"‘:T%/K pe (25:) , |
est un élément dien dezlaz du groupe de Galois gﬁ ae L sur X {les groupes df;?
étant tous des sous-groupes de { Y ‘
Nous pouvons malﬁbéﬁaﬁt enOEG&? la 1loi de réeiprocité :

THEOREME 1 (1o

*’mf

3 L 2 V & ey ; rrhi 4; ' - G & g ‘_
de réciprocité 4 ‘Artin) L homomorphisme ¢ 4 de Jy dans le

gE ,
e L sur X a@pl’que JK sur o, o et a pour nmovau le SouS=-gTou.

: , o
groupe de Galois o ¢

pe N

L/K<£}L>

Remarguons %out de suite gue les homomorphisnes CéﬂOﬁti@S %1/? ainsi défln:

5

pou %Oa%

lﬁ'

extension abdlienne I de ¥ satisfont & lsg condition de compatibilitd
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1) 4 en effet , cela résulve de lg définition (2) et de la prop.8 du chap.I,§

(@)Y ~~
©

5
Ko
ko)

=

o
Ko

uée , pour chaque place P' de X , aux extensionms K (L)) et K?y(Lﬁ)

La démonstration du th.l paut se &iviser en 3 étapes . Dans les deux premidres,
on pr@uve quevpour une extension cyclique X& I de K s 1’ordre n:ELﬁK} dug gfoua
pa de Galo dfvesf égat & l'ordre de JK/(KﬁﬁL/K(JL))‘QAen montrant successive-
ment que : : :

10 [L:¥] givise (Tye (PN (307)

)
20 (JK:(K?.L/K(d ))) divise (L: KE

(prémiére‘inégalité fondamentale) ;
(

seconde indoalité FOEQamentaxe} 2

s la démonstration de ces 6eux inégalités permetten%

S

les résultats ebtenus dg

é d
enfin de démontrer le th.l , en passant au préslable par le oas p ?tlealler o1

(@)

une extension cvelique de K ontenusz dans un corpg de racines de 1l'unigé

3 . Deux lemmes pvé?i ringires 2 7 itre indpalité fondamentale .
Lemme 1 {lemme de Hav Oupe abélien multiplicatif , H un
sous-gyroupe d'indice fini de ¢ , £, £, deux OmOthltﬂés ge G tels gue

4
IZ{Gﬁggfg(l):ﬁg . £y H E(H}Ls- . Alorg . -si les
indices (’ngﬁ1}:f?{. imig 2 1l en est de méme de

(G:H)=(G:HN. J(EN- :H) . Le grou-
% .L A% é

pe G/UN. est isomcrphe & £:06) /£, (H) , et le groupe

é’e"‘; s 5 £ o5 3
e est igomorphe & W, /(HAaV.) ; om 2 done .
o 5 = B i

£ 3T P2 Yo Y { : "

i (ieﬁ}"‘-ﬁ(,k?‘iﬁ;):11?\3}}(1\?13\3?}137;} -

% 2 B~ 12 £ = = A X = 7 = =% 3 P < &
2{e) De néme , en vertu de 1’hypothdse , {infziﬁj} est fini

vl
e

‘u’"’hx:“' x
o
et




I} en résulte que (N;:¥,(G)) est fini et gu'on a
dfol1 on ddduit que
G:f)=(£; (628, (H)) (£,(6)s£,(R)) . (Ny :£,(6))/((H Ny )sf,(H))
En permutant les indices 1 et 2 dans cette formule , il Vieﬂ‘t i rela’ci°ﬂ 5/
I' e
Tt b Bane Thansens BV Chte T hyperplan §'éguation Z )\ X5 =0 , ol

v=4

i G gst un sous-groupe fermé de KE vang m-1 contenu dans H,

u'a

[

fki';xa O pour lgigm .

(lgigm) tels que a.. >0 et a..<0

il existe dans G w vecteurs
il existe 4 r m vecteurs a 15/1gigm O3 ) 1 et a,

€ sont tels gue m=1

[

pour i£i . Inversement , m vecteurs de H ayantcges propriét

On peut se limiter au cas oOU G=H : en effé_t s G @oﬁt:ie;‘at un sOuS-=groupe dis-

cret ds rang m-l , engendré par m-1 vecteurs b, Llinéairement indépendants

; i ; 'ﬂ‘!-v
(1gkgm-1} 3 tout point de ¥ est donec & une distance euclidienne < 2, {gbkg =r
; &gL

d'un peint de G . Si c={(&.] est un point de H dont toutes les cocrdonndes sont

20 , en prenant k> O assez grand , les valeurs absolues des cocord nnées de we
j = §




T

. 2h ~

4 . La premitre inégalité fondamentale .

S0it L une extension cyclique de K , de depré n , Il existe un ensemble finivs"
de places de ¥ telles que : :
10 S”contient ies places & 1l'infini e les places de ¥ gui se ramifient dans L.

P ]
2° SiXEX est 1‘ensemb79 des places de L prolongeant les places P° €S's et si
JY {(resp. JT) déalgna le grounpe des S‘mvdélus de XK (resp. des S-iddles de 1) ,
on g JY_Yfﬁx et JL:I”*S (ef.§ 1 sl 4) . De cette dernitre relation , on 4é-
&uiﬁ qu,e' ﬁNL/”?(JL) K*NL/K(JII) ) Pa‘f‘ Sulte (puLSGuE NIJ/Y(JLV&P JK )

CaaeulCﬂs le numératéur (JK NL/K(UL)) de cethe Qevnlere expression . Le groupe
Y\TI}/K<JL) EES'G l&:‘ prﬁdult Qes E,’I"OU})&E;K ﬁEL/?a\JL) N (I}/-(e {KP,(L} ) pou?' P&Sg
et des ,e;roupes ’UP 7} NL/I{(JL) pour P % S EAC Ma‘s route pla,e.e P'é S% est non rami-
fide dans L , done tout &lément de UPq est nCrme d’un élemeﬂt de KP' L} (chap.I,
-'§ GQprowol) o2k rar suite UP“rENI/K‘JL “UP? pour P! $.S* . Le th, 4’ 1soacrnh1e
du corp de clabses local (chap 1.8 6,t2.3) montre d'zutre part que ;

- 1 es Yindire *Di) : ‘,_ ¢ 5 =
'Kfy{ﬁi/XPﬁ(KP*(L’ ) es ﬁ‘éllnmﬁ dans K@ n(P!) déslgﬁant le degré lo ‘
cal de L sur X.pour la place P , 0n a _done

b s g '*L/KML)\’"PQQ n(e*) .

D'autre part ; comme NL/K(J,N 2, omaln KwNL/K(J‘-) Exa%m%.rx IRy old5 |

1*UK WT/Y(EZ) Bl Uk désime le groupe des S'-unités de X . On peut done écrlrs

(6) ((J’Y NI e (a3)) .HL/K(JL)) (0 KL/K(JL)“L/K\JL)) ('{}'K ,(UKnNL/K(ﬁ;
. =(0g. UL/ (T A By e (3)): N (U5))

en désignant par S? le groups des S-unités de L .

ke

Nous Pﬂfcu=er048 seulement le numératear (UK HL/K(UL)} de cette dernidre @xu

 pressicn . Seit o un gcaérateur du groupe de Galois de L sur K , et ”0&51&ér@n8




A
ke

dans le groute Ui Les enc:tmrzcrpm&zmcL fy.88 £ _9 définis par _l(y}zwL/K(y} > f’z(y)

=y :
=y1 7 . Par définition de S , on g ULHK “UK , donc UI% =f2(L} 5 l'findice,

(U‘JVQIQF/V(JL)} s'éerit done (% (l):f-- \U?)) . Comme on a fl(Ugl‘(:?c‘.- 1)
(Ug)t;‘;‘f’ (1) , nous allons apr«-IQuer’ le lemme de Herbrand pour évaluer 1'indi-

é
ce cherchd .

f;

11 nous faut pour cels définir un st'lus;groupé H d'indice fini du groupe U;r : "
tel que les indices du second mewbre de la formule (3) se calculent gommodemgnf
Soient Ez (Oigs') les places de §° . Pour chagque indice 1 | 'soii; Pﬁ_ 1'une cies
places de BXTEYT S qui pé@lmg@ﬂt P, . En vertu du th. de }jiz“iehlet~(§?19val? ey
(§ 1,th.5) anpiliqué-auz{ S-vnitds ae L, de la formule c%u produit (§ 1;formle

(2)) et du lemwme 2 , il sxista pour chaque indice i {04,1{'&, ) un élément agUg

L
tel que logz jaglp <0, et 1cgiglgP.>G pour touts autre place PS . Soit v, le
% i *
corps de d%ﬁmp@sﬁim de ?“ dans L s @t posons b, J&’?/ } 3 les conjugués
,c‘ie'a« (par ranpcm 2 X) étant des S-unif , i1 en est a méme de b, ; en oOutre

s

tout d1ément €-3 du ;zrouwﬁ de QéCQmpOb ition de Di transforue P; en elle-méme ,

et transforms ~€*cvzzafrze place Pe S ne prol ongeant pas P; em une place ;éP ~ On a

done g:\a ) ,{1 et g:(a )iP‘)» pour +Ou1:¢3 auxsre pga@@ PEFE P&S 3 diod

wecschvers

f ‘<1 et § a§P>L pour toute autre place de § . Pour tout élément ¥ du grou
e de Gala,e.s de L sur ¥ » Oz & dong i'zv(‘b 1@, {ﬁ §<1 et%z{b )§ (?}}1 pour +mzﬁe
rlace P;e’Pi : Yais @m;e place de § peut Se metm@e sous la, forme gf'}’ } pour un
% et un X i convemsbles ; Lorsgque i pam@ur"r 7@8 s+l indices de @O s}

-~ e 'zzf-ou;je de Galois de L éar X ., on Obtient done s+1 &meﬂt@ ’@{b ; Gistinct:

en nombre dgal su nombre 4'éléments de S . En outre s ZBXFHYIXEE la formule gu

produit 2t le lemme 2 ci-dessus prouvent gue s mzel@ormues des éléments 2(b

§ i";
sony LOogarithuniquement indépendants | et ez:aez:&renr done un eaasasreupe de 1 r,g
255 : : = E - &
s de J; $en verty du th. de Bl?léhiEtwg‘L@;V&iL%y s le goaugmup@f H}, de ”Ji -
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mi_:g‘z\ﬂislf_;;i:n/ﬂ?;) o e =Ny /r/(f‘ ) et /@ {(Ceigs') , et cousidérons le
sous-groupe H, de Hy Lnger?df/ par les ei ,-les ¢, et les conjugués z(c,) des
ey 3 H2 dontient les &léments b?:{‘nzﬂl)n(P:{) ‘et lez éléments (=(b i))n pour
Oi&’.‘gfg‘;s‘-’ , donc est d'ivdice fini dans H{l s €% par suite dans Ug . D'autre pari

on a par définition Wy ,le,)=1 ; comme L st eyclique , le groupe de M, sur X
'j.

est formé des m; éléments o (Oghgm -1) ; on voit done que le groupe H, est

5 > ?”ﬁ?\"‘" 2
engendré par les o. (Ozigs') et les e?" (Deie 5'905’_$mim2) . Par définition,
les s'+1 é1éuents e. sont des S'-unitds de X 3 en vertu du th. de Dirichlet—

4
2

¢

Chevallev anpliqué 2xiste donc une pulssance 4°exposant >0 d¢ XH
l'une d’elles , par exemple de e, » qui est égale 3 un produilt de puissances

des e (l—gleg‘) s le scus-groupe H «ie‘?z engendré par les & {1€igs’) et les

X TR SLeS)
B . . : 2 s St -
cgﬁ;" {(O€i€s7, G:ﬁfcg m.~2) est doume é*in&lce fini dans ﬁz s et a fortiori dans
[~ . ;
J7 - Bn outre , le nomore des %ézxerateurn de H que nous venons 4’ lzm iguer est
- g o &
8'+ Z=(m,-l)=(_2, m, j=1 ; mais ce nombre est égal & s pu::e.s ue 2.m. est le
[P T T L0 izl © s
nembre toval de vlaces de S (définition &es coTps ae aéccmy si’uian} 5 en vertu

du th. de Dirichl et-Chevalley appligué & E¥ L , ces générateurs sont logarith-

migquement indépendants isanﬁs gudsli *JT/H ne serait pas fin ‘i} 5 done f—“oment une
bace (multiplicative} du groupe H . Bn dautres termes , tout élément de H
' 2 w4 n (@ .

B L st - 3 o T l?’?’ it o P 5 :
peut s'écrire sous la forme | | e, e, s Ou les ui sont des entiers ra-
, : : LEd S w0 :
tionnels bien déterminés , et o h. (o} est un “Olyﬁ@’ﬂe en & , & coefficients

..«’ ﬂ? “;
. modulo | +...+% 7 i {en raiscp des

aux endomorphi

et '62(' LI H)




e ey

{(compte tenu de fZ\bT )=Uy )
L4 f 4%

formule soient finis .

e L 4
Moantrons d’abord que ZE P£,(1)=f (US) :
% S | Z2xal

y pourvu que les

26

gl

indices du secondf membre de cettie

en effet , si pour un élément ze;U%

on g flfz):NT/Y(z}rl s 11 résulte duo th. normique de Hilbert (Alg.,chap.V,$§ 11
th o 3 ‘} C{U (')r, 5
TIBUEXA T REXRT

¢

i1 existe va L” tel gue Z~J SR

o

PeS’, P pro-

de X , dome tout éidment de L?

f

pour toute place
J

ouge une place non ranifide P’

: S : # : ; o 2
est produit 4°'n él@menu de X, et d‘ume unité P-adique ; autrement dit , om a
JL=JKJL {en 1den%; iant JK & son sxtension dans JL) ¢ pomue aK»Kﬁ'g s OB &
il e #.5 ; g =
,JL:K Jg J1, EHEE =K J% puisgue JS g.ag ; 1l en résulte que L Xy (?w?\JI ﬁK%hgg
: 10 1o

e

»

o
e

on peau*t done éerire ol g-;%?” et donne gz=%"

3 -la relation z=y~

‘ee qui jémontre notre assertion . ;‘ ot
£ 5 8 y ~ = $ % . S ¢ 228, n‘i {ﬁ} Z z
Déterminons ev second lieu ls gr@upe H;%UK Ce oRodt Z“E g 5 ey g $1é-
; > e
: S g £ 0 :
ment de ce grcuye 3 oz doit done avoir 777 =l , ce gui donae h(@){1-7]20
% £ 2 % = % =y
(mﬁmﬁﬁyua?@ 33 ,esgmfsurm hﬁﬁ}gﬁ (mod (1464 ...40¢ 1 )) , d'on
£ 1y = al(P1) :
LR P o
g=1 1 . D'autre part , comme ﬁf/z{cc I= (W e 1) oy :1 9ﬁfﬁ(j} est la
f=q * 1T VM/K Y

¢
groupe des 2~ lorsgue z pareourt HAUY . Onen ¢
= 3‘) 5 'z

Déterminons enfin les groupes ﬁ‘%?i,l} et fg{H} ¢ D1 2= §@ﬁ T e, est
g - L) Fg’g e \- Ead
i Vi 4 . 5 i w3 t& il 7 4380 3 X s .E-:‘ < %3@ = P e
tel gue R'L/D‘*Z}:}‘ il vient( e. )} =1, d'on u,=0 pour l<€igs' ; la réciprogue

[olte ommsy

it é
s : : . B (1P, (o
maintenant que. .z ef.{H) : on g glors 335 e L “>@iéf’
m, =1 femg




Ces résultats donnent , en vertu de

(T t¥p s (U3))= ]

o -

et finglement , en vertu des formules

fondamentale sous la forme plus piéC‘Sc

7 o \....,”~ o o -Sz&‘, foshd Y
(8) (Tt BNy (7)) =T K] . (U3’ Np /g (95) V2l (1

5 - Application & la décomposition des diviseurs premicrs dgns une extension oy-

eligue .

diviseurs premiers ¢gui ne se décomposent pas dans L (sutrement dit , sui sont

encore des ar«nseuz’s premiers dans L).

Suppﬁsaus ¢'abord yue 5}3&;}:; y soit premier

T

étaient tous démmpcsés dans L , & l'excepti
on guvait I :R-m;:ﬁ" pouf tout P‘éb‘ gt comme "T:Q ess s cela-n’est

pessible gue si LKy, , donme z\.D“LI»K s 2% par suite KJ, = Ne e {d )
ré S5' . Mais en vertu du th. 6’.‘-apprcxima-ti@n ; Pour tout iddile z&:JK ; il exis-

te un xg& ¥® 421 gue xz € (K 3 C N, 1 (d,) pour toutes
P P L/R\YL

dé' décomponit '@n dans L1 . Comme szi-g es¢t une puissaunce de g -, 0n ;;v«:% peut gvoir
que E=K ou B3M 5 mais dans ‘le senend cas s BT 86 M, -:é’“w:v: PR
reent & 1l hypothdse . On g done ==¥ , ce gul sisnifie ¢ P" ne se G‘SQ@”’:@S”
yas dans L .

Bien entendu , si L est une e¢xtension abélienne K , touie




3

- - 29 = .
bla & Bnon ramlfxép de X se dédcompose dens ./ ; puisque le groupe de décom— :
position d'ume place est néoessairement cyclique , domc ne peut coincider,
avec le groupe de Caloie de L sur'X . ’ :

.6 . La seﬂande'imézaiité fondamentale .

: Nous nous proposons de moutrer gue , pour toute extension abélxenne L de X,
.vl'lndice < 4 (JK.K*EL/K(JL)) divise [L:X}=n . Remarquons en premier lieu que cha-

_cun des degrée locaux de L sur K étant un diviseur de n 5 pour tout 1déle zr'JK =

fz avpartient & KL/K(JZ"’ donc 5 8y ordre d'un élément quelceauue dui groupe quo-
”tlnht JK/(K*ﬁL/K\JL,) divise eu tout cas n o, Pcur prfuyer que 1tordre de ce ‘
groupe lui-méme divise n y nous allons 4'ab0rd zontrer qu‘om peut se. borner au
cag ol n es+ gwemler , et cu X ﬂbntlent les rac ines n-dmes ae 1’ umité -
- En sfiet ; 80i% W une eous—exﬁenslon {abéxlenne) de L . -Om peut ecrzre

.rK,;c”'wL/X(JL;) (JK.K"'N"/K(JM)}QK"EM;K(JMB KWy (3p)) _ A

~ Comme NL/K(;L)“wax(NL/M(‘L))<:WM/K(JM} s 1e second indice du,prodult préce~_
 dent est ézal 2 ; '
'i'cul dlv15° (Nv/K‘JM) Nm/x(M*NL/M(JLJ)) %ai% 15 apnlxcatloﬁ 2‘*“fo(z’ &e JM
A:‘dana Jg étant un homcmorphisme , (XW/K(JM)‘gwa(V EL/M(JL)}’ divise

| Gy, /M{JL)) 5 dome (I KW 1/k(9y)) divise le produit

- (I Wy (33 ) (3 HNL/M(JL)) - ,,
Comme L est une ﬁxt59310n abélienne . de M, on voit que 31 la seconde lnégaxzté f
".fondamenfale est vraie pour IEHE tous les dlv¢seurs de n s elle 1'est pour n
ce qui permet donc da ge bcrner au cas ou n est premier . Soit aIOrs K3 extenl
‘szon abeklenne de ¥ ¥ thenue par adjonctlon & X de toutes les racines n~émes de gf
-~ ; ‘unité 3 4° apv*s ce aul préclﬂe ; (JK.Ky' '(L)/K(JK (L))) diviee le prodult

: (JK“K K {(L)/K{ \JY.(L))) (JK-‘A— NK /K(JK,)/ 5 Mais 1 Ordre de tout élément de .
'JY/iV*ﬁKq/K(JK,)) divise le degré LK K] s qui est 1u1~meme un- dlviseur de n»l |
KKXE%K {§ l,prop,ﬂ) &onc est étranger é g : o8 en oonclut que (JK.K*KF /K(ng'i




- 30 - ,

est ftrenger & n . D’autre part , comma 1! ordrn de tout élémenf #1 de

JK/(Y BL/K(JLT) divise n (donc est égal & un) , (JK.K“NL/K(JL\) est une pulssan04
de n 3 comme elle divise <JK“ﬁNY (L)/K(J *(L))) » elle divise aussi

(dp, 3K NK’{L)/V“ Ty (L))’ : la seconde inégalité fondamentale sers démontrée
81 On prouveﬁ que ce dernier in&ice divise [K”(L)aKﬁ =n , Nous pourrons donc XX
supposer dané ce gqui suit que n ést premier et que X contient toutes les rac1ne‘
n-dmes de l'unitélo On sait glors {Alg.,chap.V,§ 11, pr0p 6) que L est le corps
ffles racines d'un polynbme Xn«éo s Ol ﬁo¢5K n'est pas puissance n-dme d'un éléa
ment de & : . ' _ 1 .
Soit EY S un ensemhlm fini de placas de ¥ , satisfaisan%'aﬁx conditions suivan
tes : 5 contient les placea e 1*infini , les places gde K wamifiéés dans L ;'cel;
les zui azvzsen% n ; en outrs , ?, eﬁt une S-unité , et on & IK~Y K (ﬂf S

- thoéi . DesvgnGﬁa nar Jg le 50uswgr0uue ouvert ('TT‘K*E}><(§ UP) s et par

: Pg & :
g le groups x§§§-“ : nous allons étudier la structure du groune quuﬁxemt JY/H :
Nous &551gnerona par s+ T le ﬁombrh a: élémenrs de S .

DEmaﬁerAu g! aberd le ;emme suivant :

\vLemme B g 1L EAIStD 8 S-unités ﬁl @é,cogﬁg QLﬁqi gue s+1 El&&ém P (Ogi&s}-
Qggg S, telles gue _

10 B ge(xp )® pour Os1ge , Osige , if] ;

20 B¢ (5" pour Osiss . o

Le groupe U, des racines de 1iunité dans ¥ est GVcllun et & un crive muit;pla

~de n par hvpothdse : il »dsulte alors au the de DLrLchlet~Ghevalley (8 b 5)

faue le groupe quo+zent U"/(“S\E sgt praéuzu ai;ect de s+l grcupas eyﬂllques die:
dre n . Comme 6 n'est pas une ouisssnce n-%me dans K + 1l existe s éléments 5

- (léifs) de U? dont les ~lasses m0d°/ﬁK; forment |, avec celle de § s une base

(sur ® } du eroupe quotient UV/fUS’ - Montrons gue ., si B, (Dgigs) désigne le

corps des racines a94X‘«?5 sur X , as 341 cowns ui SOut llaéalramenf dl_gpxntc

T vy
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sur K . Il nousf suffirs de prouver par récurrence sur i (1gjge+l) que j quelcon
ques des s+l corps'Ei sont linéairement disjoints . Comsidéroms par exemple les
3+l corps By tels aque OLig€] , et soit M le corps composé des Ey d’'indice €j-2.
Si ¥, est une racine ds XnuﬁA , 1l suffit de prouver gue Y4 #’egt pas contenu

] . < o n : Gl 5
dans M(y, ;) 3 dans le ces contraire , on aurait f}]- ?J 7 ¢ Ol leM et kyes*_l:
étranger & n (Alno,ehapov,ﬁ 11,p70p.6}) . Mais ﬂOmm?QjéS ﬁ appartiennent & X ,
on aurait Xﬂ@' K 5 montroms gque cela entraine XA = E ] gl' avec r,éK .. En. effet ,

0y

solt & un géméwafeur du groupe de B; sur ¥ , ;oz@lo.,zgé M par la condition de
lgissew 1_zvafia,vx~ts les dléments des ‘Bh dfindice %1 (0€igj-2) 3 on a @i(?ﬁ):'

=58 + o0 & es* une racine primitive n-2me de 1'unité . Comme \P¢ X , on a

181 Y
'5%(}*}3;11? , done }s;gi"l' est. invariant par &, . On er 44duit aussitdt que
PN ¥y & est imvariant par.‘caus les 5";, decune dans X . Mais om surait slors
B gl : 2 _
A B 4 % s i - & 3 > ey 3
{b?;'i’tnf%%;l% Eﬁfsl , comtrairement & la définition des £, .
Te3 1 ah Jgﬁ pre 8 i e - - i’ 3
Seit T le corps composé des s+1 corps E; » et pour chague i , s0it T. le corps j

i
_@Qmpos_é des F’ a 121&7@8 J#£1 . OL 2 f'ﬁ a ‘;%»n 3 il existe donrc {(prop.l) unme infini

té &@ places dm 1 qui ns se 5890’6&’005@&:’“{ pas dans T 3 en particulier i}.“existe

}?
une ‘ﬁéile plage ‘P: pml@ngeanﬁ une place E ggs ée K , non ramzfs ée &ana T
- D'autre part , le gmu;oe da decomp@smmn é\ de ﬁ/& igh ==k cycllqu& et non :

réduit & 1'élément neutre psr hypothdse c'cmme e gr_oupe de Galois de T sur X

est produit direct de s+l groupes cvaliqués d'ordre pz‘*emier - 2500 &§ ‘st z@é@sssa

rement d'ordre n . Si

fbe

-*".ﬁ; ::st le corps de &é@ﬁ!ﬂp@bl"{? on 6& X’;i Py &aﬁs T, ona

jone g?z?i}:ﬁ s \PRar azlleurq Ti=T MKy C;Tf\fT )pw~ 5 pulsque Pi n'est pas dé“%

: ; i :
couposé dans T ; on en raoncla‘?: gue ?-E]:Ta-;' . Cela }BTCHVQ que , si j#i , on g
# ¥ ' ¥
ex eatobodi it : : (Xp 1"
f:’g _L_Pi E ‘ ¢ egn=s airé %{‘? é (-.\.P% J % FBTLE z é KP 9 dOﬁG \KP:;} °

: 6.
Ce lemme étant démontré , pour tout indice-i tel que O0gLign , soit z, un idé¢le




S e
de Jp engendré par H et les 24 (0£i€s) 5 nous alloms prouver que Hy=dp et que
le groupe guotient Hl/H est produit direct des s+l groupes cycligues 4 'ordre n
engendrés par les classes des z, (mod.H} . ‘

Etablissons 4'abord ce second point 5 il suffit pour cels de montrer gue si on
q

t kY # Sgn : ) £
a une relation de la forme i [ z.%=fu , oh Bex et u€dy’" , § est nécessaire-
vad :

ment une puissgnce n-dume dans K*fg en considérant les P, —composantes des deux

membres de cette weldtlcb , il en résultera en effet que 1eé ty mont des multi-
ples de n » Ce gul prouvera notre assertion .

it V 1'sxtension de K obtenue en adjoignant 3 X une racine ¥ du p@lynéﬁe
%{X}:Xﬂﬂg évil faut montrer que_iyzgzxi . Dans le cas contraire s V serait une

extension cyecligue d2 K , de degrd

s
3

mais nous gzlloms voir gqu'on aurait alors

)

- o s 7 \ - c S p P s 2 ;
inﬁ HV/?(JV) s contraicvemernt a lg premiere incgalité fondamentale . En effeg,
. :

soit d'aborgd @ tne place de 8§ 3 comme on g u&;dzg 5 est puissance n-éme 3d'un

o
déPinition une unitd dans Ep - On a dome “Pg;Nva(Jv},{eh pojg§ SyprOp 1e - En-

&

) Lot R S R A W 2 ; it g e ;
fin -, en g gwégixg%; vour 341 (lemme 3) 3 dfautre part ., pour PééS s la compo-

; £z
ek .
san*e de %i dans K, asppartient & HV/K(Jv} d'apr>s ce qui précdde , et enfin ai
: L 8 £ N «. %«s
PGS et est distivet des P, . la composante de $. dane K, est une unité . dome
appartient encore & Ny nldy) o On voit ainsi que toutes les composanies de gjg
2 liexception de sells dans K gppartiensent 3 ﬁv/?{Jv} 3 1'iddle a, domt
2 VA ¥ L
5 3 = = e = = :},5,’ z i . @ > =
toutes les couwposantes sont 1, ssuf celle dans Kr egale 2 o, , appartient donr
% i i
e e P e > < - = £2 " = 2
2 K*Fv/?\ f) - Maic on sait gque i :{gp ) )l=n , puisoue contient les raci-

A s e - S ,L- vTj?
R T £ o 5 & @'y »Cu = < S ‘.,2 4 :
ldy) - Un a ainsi démentré qg@.‘ iiKﬁF%/ngf , et comme JggK‘ x s O auraig



=55
73 P T
bl&ﬁ JK:K NV/K(JV/ °

Ko

neus suffit d‘établir qde (Jf:H):ﬁs+l . On peut éérire (J sH)=(x* 7S : % JS sBy
K K X

~(JI,¢(JV AIXTIRETYY - on J"n(K‘*Si ”)“U%sz , Goue
(J§oJ‘ /(UV ? 4 T; m o'
Hl/H nous g wmlntré entre auntres gue U%fiJgﬂnz(U

Ce résultat prouve entre autres que (HI:H)zn8+l . Pour montrer que Hy=d

s.x

- S S S-_
L'étude de la structure

d
(i1 suffit de prenﬁre t:=0 pour tout i dans lsz dém@ﬂstraﬁioa} ; 6n a done

{U%»ggﬂ VS.)E) (

-

i : . S Via Har o et =
3 o« D'autre part g on a {J%sggji):§ i (KPsKK%)J} par définition . Si P est une

lJo

place 3 1'infini , et Xp=C , on 2 (K%'

nes n-3mes de 1“umicé s on g glors (gPs{KP) =8 ., Enfin , si P€ S est une pla-

e - ! 7% %’ wbﬁf.’“‘il \ ‘2~ ?‘?)(ﬁ}$ 7 = = ¢ : :
ce finie., on a8 (X :(K)) )=0N(P ° ) (chap.I,§ 1,m°7) . Si % est le nombr
. : > .S .S.ny . Dter. St T .
de places finies dans S , on .a done (aKngﬂ y=n® TP (n) 2 b0 (puisgue §
contient tons les diviseurs premiers de n). Mais on & mzfl+2f2 et s+1zt+r7+f2
. ; ot e i L S
done 2%+ti+ﬁ:2{s+b} et (JKszg }:ﬁz( =/ ., Portant ces résuliats dans (8) &

= 841 o et :

11 Vléi’l“{? {"jyﬁg>i‘ﬂ g dxo“, Ur?{':"il o

Censidérons maintenant dans Jp le sous-groupe H' engendré par H et les z; d'in
dice i>1 : en a f3;2§?>:ﬁ d'aprds ce qai précdde . D'auntre part , on a2 dviden-

ment JKf_&”@?/W\Jf; s pbuisgue Ux c;KL/K JI) pour toute pla@e'ngS_{ﬁoz romifide

par hypothdse dane :f;} ; done 3"‘7{;"?\1? w(dy) - Meis pour 131 , on a8 g (X¥ )2

T SATT D L ey R & T P L L A o - . = S
4 .- Le sous-groupe ™ de J, est identigue au_sous-groupe “i%'gi/’:a
s L &
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En effet , si ﬁi est le sous-groupe de Iy engandré yar H et les 23 d'indice’

jAi , nous venons de vOir que Ii H,c K’NK( )/K(Jx(rl)X : en vartu de la premh
Bre inégalité *’ondamentale , o0 a uécessaxrement H. -‘K*NK“, )/K(JK(X y) 3 le
groupe ¥ ll,{, /K(JT) étant évidemment cohtenu dans tous les groupes H, est conteau
dans leur intersection , qui n'est autre que H . Béazs la seconde wéga.lité fon-
}daﬁentale montre que /{.fK:K*NT/-K(JT))S[TSK]ADS"']’:(JK:H) : om 2 done 'bienﬁi_lcl

- K*HT/K(JT) : 7 , ;

: OORC'LLAIRE .= Toute extension cvcl:_quo Z de K de. degré n , telle gque 1es Givi-

geurs premiers Pés ne soie-t pas ramiﬁés dang Z , est contenue dans T .

En effet , est obtenu en adjoigpant & X les racines d'un polynme X”«og ol
e{*EKV;' n‘est pas puissance nedme . Si un dlvz.sehr pramiar Pés divise « , vP(«)
est nécessa:reme % un meltiple de n , sinOn , pour ume racine _y de Xn-a,et,uﬂ

&:wzaear premisr P' de P Zang I , vp. (¥} ne sesvait pas sntiar cen‘c*aiiement

&

& 1’hvpoth§~se gue 7 rfr;ﬁ non r*ﬁmifie Aans 7 . Si@West une ual fam:.san KP‘ :
.‘La ralasion XK--r gf‘i’g noatre aue -)‘ w . oh ez.’f"" et e J?gﬁ‘g 20 mulm.p,-.umt

ct pa'r' une puissance a-dmue ou saub doms supposar qua aleJK done a(f-:-‘:Ug
'fes* per sm e produit d'nae puiasancs n-2me &% d'un proeduit de »wuissances des '
ﬁ-: (0Ogigs) , e par suﬁ.te toute raciné y da X-« appartieﬁt 87 .

. Le théordis ie Hasuz .

e

Soit 'IJ uze sxie nsion avédlisnned de K . I a,aplma ics s..anc;,mq;ze ».}./, P de

K;’; kY e aroape d= décomposision 5519" d= la piac T” YAEERE% (dans L} est en-

"eo:re a'opelée le svrnbm.e dc‘-s restes nomques zela £if & P' : om dit qu ‘un é"ément_"-

. XQK*' z35% wese nnr'ﬁJ.quﬁ ,mur' P 8*'il 98!; Gaas iz noyau ia ‘Y"/K P’ . c'lest- é«

-

dire EX si , dans la corpr &, , % appartient a x* "}‘IL/:{(J J=Ng (ﬂ E, ng(L

: A o ; 8 ) -
THEOREME 2 {Hzsse! .- Soit L une extesnsion 3ychqua de ¥ . ”our qu un é.;émeg_;i;

:a:e}’.* :';ait Aorme 4’ ug S Smant - a-» Tf' , i1l faut et 11 S 1PELG que , pour toute

i

t

- pigce P'ds E . x soit"mste normiguae (au‘{:“2 ‘ant 434 qu . is;ms t:éu’-: sorps local




Lo
Kpy s % 80i% norme d'un élément de KPG(L)).

En effet , les deux EEEX indzalités fondamentales- prouvent alors que

: (JK:KgﬁL/K(JL))-ﬁp K] . On déduﬁt donc de la formule (83 que l'on a NL/K(UL)“

blir une forme affaiblie de la loi de réeiprocité pour ecertsines extensions

~U§4\‘NL/K(JL) Nous allons en déduire que KINNL/K(JL)-NL/K(L ) s ce gui prou
vera le th.2 ., -80it en effet x un &lément quelconque de K nNi/K‘JL) s en peut

- supplser S' pris assez grand pour gue X s80it une S'-unité en oufre , On a

Bi/g(J%):J%'ﬁﬂL/K(JL} 5 car uume unité‘ dans KP, ne peut étre norume que 4d'une

anité dans X,,(L) . On a done ngL/K(Ug)C.'NL/K(L%) . Ceci montre que

K*b;EL/K(JI)<:Ni/K(L¥5 s li'inglusion opposée est évidente .

Ia conclusion du th.2 n'est plus valable lorsque I est une extension a-
bélienﬁe‘nan eycligue quelconque de X .

8 . Lewmes guxiliaires sur les extinsions cycliguss clreulalv&s 2

.Nous dzwons gn fune egtensvoa L de ¥ eat cigrulgire si elle est contenue dans

un ﬂarps de racines de 1'unité Rm(K, sur le corps X . Nous gllems d'abord éta-

- eveliques circulsires ¢

Lemme 5 .- S0it L une extension cvﬁl que de X , conteuue dans Rm(K} s &t dont

les corps locaux GOrreepandanﬁ aux places 5 l'infini HOEX de L gont identigues

I’

ac . SOlu z un é dment de K tel gue x 20it veste nOrmigue pour toute place

_ finie de X divisant m'o Alors Om a‘?TMK(X) =1 ,

On a évidemment gr/z(v} =1 pour tout élément de X qui est norme d'un £1dment :
de L , en particulier pour toute pu1ssa“ﬂa n-dme d'un élément de ¥ (si a*LP %Lé
Sozcn+,P* (1 %igh) les places finies de X d?vlsdnt m , et pour chague iﬂézce i,
goit Pi une place de L prolcageant Pi . Par hypothdse , pour cha~ue indice i ,%
il existe un éldment uiGILPi ﬁal gue x=§LPz/K E(gi)'o Ea vertu du tho d?appfca%
ximgtion , 1l existe ve T tel qﬁe

Yo (y“’ué )? V'Pe.(m)"r‘v’p-js(2‘5}‘“{3‘1}1’!’4?{0 V.P (ui:}
i % P gy : i




e 4 / 39

"~ 36 -
pour 1<1€h 5 d'ol aussitht
VPy(x“‘HL/K(y))>“ vPr(m)“fVPv(X} :
ce gui montre gue xlzNL/K\J)/x est une unxné Pj-adique pour lgigh et que Xy =
(mod.m) . Bn outre , si (xl)zab -1 s O & et b somt des diviseurs entiers écre

gers de X , a et b sont dtrangers aux P!

i » dome il en est de méme de B =N(b) .

qui ezt par sulte un entier ratiomnel étranger 2 m 3 il existe done un entier
rationnel y étranger & m tel gue ﬁ\/gl (modom) $ on en conclut que (5y) 2y =X,

3

est entier dans K , est reste normique pour tous les P (1<igh) et tel que

X2?§l (mod.m) . Remplagant x par X ;. ious pouvous désormais supposer gue X po:

s

é&de les ﬁr@islp%Oprié%és précédentes .
Toute place finie P' distincte des P! dane X est non reuifide. dans Rm{K} s Cal
g [ ;
ie nombre premier 1 mu,“*p&e de P! n'est pas ramifié dans Rm(Q, {§ 1,prop.6
Cﬁapq39§ 1,n93) ; Seit T Ligutomorphisme je Frobenius e Rm(K) pcur ia place
e dadd imﬁuiﬁ sur L 1*auﬁ0msfphisme k= Frobéﬁius pour P! 3 par suite | ZEXZXﬁ

%ﬁy ?e(h est le K.subtororphisme de L restriciiocn de oo : } } ‘fL/KyP*(3
' gt (x) o Rl gy
o (8' ensemble ﬁes P*'et éﬁs pla-

«

est demc ia e estriction & L e 2= §¢-
' P

ces & .'infij de X) . Scit § une racine m-dume arimitﬁv; de l'unité ;'naus al-

o

lons caleuler 2 (%) . On a par defjmntnan S%r(§}—-§N‘ (mwod.P} , ok P est un.

m\

divigeur prewier de P' dans R_(X) ; miis 9p:(9) est n
k

cegsairenent de la Powme

r’"{x

entier) ,et om ne veut avoir 3'-5=0 (mod.P} que si Sdzsk 3 en effet |
e b ks
est une unitd , et on & w=i | (1- ~ )2y done P, qui ﬁe'&ivise pas m , ne peut

WNONY

diviser sucun ae? iiémeﬁ. b=§‘£0 .. On'g é@mc " A5 5ﬂ (P )9 &0y ?(3) ;

g= 1 Z W(P*) iy . Comme v, (x)=0 Bour lgigh , om a aussi %« W [ w(p)

P: § ] 3 3 ; :

e _pour = Sl € Rin

= Ny n(x)% o Dfautre pd?¥ ) toute place & 1l'infini P°
S £

ﬁ%
£

hypothase §r m oo {x)#L cue 53 Z,. est éeal & R et si % est nézatif dans Koo 3

%

VD? A

e K , o ne peut avoir p.



bo

A
P (%) est la restriction & L de 1tautomorphisme -’ tel gue y;%ﬁw
g(_a),.) Pinal gy ;
=4 » Pinalewent , onm voit que “f/ R %)
phisme 6° de R_(E) tel que (&)=t~ TWg/olx
phismn e R ,J.QQ&JMS K
=1)% s d'autre part , NK/O(X} est un entier ratiocunel
P ) L A Y = T £ . o :
qui est gl (mod.m) en vertu du cheix de % 3 on a done ¢4%)=% , ce qui achdve
g7

rer lé lenms

des pombreg premier

@

i
&
]

®
=
o
©
pars
t-J
o)
i3
=
©
1;.._)
4
\V]
P
(B
3 d e
)
®
&
it
'®
g
w
=
o
g
o
Y
i

Yz 1 o Montrons gue pour tout nombre premier p , il exiate un nowbre premier ¢

Al o 2 = Py | b pos 3 4 4 1{’
étranger a m , tel que le plus petit des entiers k tels que p=1 (mod.q) seit
: } i h
de la fo A avec hpy+l . ?@;&l‘f‘ tout entier h;@@ s POsOns U’hz:;ng ~1l'3 on a
1 n +ygh :
2£ (g “‘—L = A v
/’JﬁP =V. =1+n" +p oo o ¥ D i = (moaﬁh} N "J'.h> ﬁ . Ceci mous montre

n &% ‘xfh p@urht_g*l » et V,
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4 N _th-‘rl ek i i ] 21
tranger &2 w 3 alors{ " est le plus petit entier k tel que p =l (mod.q,) , ce
gui preuve notre assertion .
Soit « un entier ratiomnel »1 tel que £”"“y s . Du raisomnement précédent
résulte qu'il existe s nowbres premiers distincts q; (leigs) étrangers & m ,et
tels gue l'ordre de p; modulo ¢, sOit ume puissance de £ multiple de £2H Soix

L
ot
L

la plus grande puissance de £ aivisant q; -1 , et soit )( un caracitére de

< ?Li Eva - 2 'y .
G(q, ) d'ordre £'* 5 alors ) ;{py) a pour ordre une pulssance fﬂ X ol “.z @
et Prot, mp, o Pour tout svstime dlentiers ¥ ;als gue O alg -1 (lgigs) , le
P s o S s Yo e «§Q§ {}{ { " \Cl =3 4 > ":‘?—‘! 3 ( 3 5
CEaEraciovere WO\J_/: 4“4»\', .:L‘\Z,H E£8T Un carace LeYeE e @\fcli 9 CE{. I@:.{:’Lan oqg oﬁ@"ls
alleons - voir 6n weut choisgir les Cs de sorte gue liordre de chacun des }(,O(‘oif:—

i a Bl TR et : R - A
soit multiple de 14 » c'est-2-dire gue chacune des s indgalités (ﬁo(p° 1) £L
s ,

(18igs) soit vérifide . Or , lagzog;aﬁag{xo(pﬁ}; S e
- ' o A D ) e ey
{10} Kylp- 172 =1 | (Xlps)) Cgf -
& zg k 432 J-ck
comme liordre de (y(py))* est £ . lorsque les o, &'indice >1 sont donnés
>ty =% =

(@E‘.M‘c } vérifiant (10) sst donc av plus
{Z g )~ (Ep)~w
iz $ P f =4
s N

Par suite , le nombre des systimes (cq,..,6_ ) vérifiant 1'ume des relations

=1 agu moins , est au plus
. > .
(Fpi)mw o
§=5 < f :

]

= 7 4 Y

e = ~ = 5 4 T

cotal dz2g wlga”aa, st éf + s AL ¥ au moins us 4d€ ces
=




- lemme .

. = 3G - :
(§ 1,prop.10) . D'eutre part , on a qx;p1>)2’=gxg(pi)>év;1 puisque V21 .
Cela éfant y pour démontrer 1e lemme , en peut suppocser que n est pair ; soit
u—Tj-[ 1 la décomposition de n en Pacteurs premiers . On pe&t‘, d'aprés ce qﬁi
préc&de y trouver pour charue j un nombre ry>2 étranger 2 met un caractere;t
de G(r ) de sorte que Xj soit d'ordre impsir peur E;!Z . que X, (pi) ait un or-
dre ’mlltl'ple de f " pour l€igs et pour tout 1 . % gue X (~1) o pour f-—a s on
peut en eutres supposer gue les T sont étrangers deux & deux . Ie nombre r= ‘
=TTpeecly o o% le caractdre }::E;Exj de G(r) répoadeﬁt alors}aux conditions du

‘Lemme 7 .- Soient Pi,Pé,.a,Pé des places firnies &e'K‘,'m un entiéf rg}iongel I3

exisﬁe alors un enﬁier rati oonel r non'ﬁiviaible per les P! , et une extensien

cycligue 2 ae K contenus dans R ’K) et satlsxalsant aux conditions suivantes

10 chacun des P! est non ranifié dans Z , et chacun des degrés locaux

LZ):K.: est-mu‘tiﬁie de n 3 20 tous les corps lopsux cOrrespondant aux pla-

ces é‘l‘iﬁ¢iﬁi de Z sont identzques 4 ¢ o ¥

- Seit p; le nombre premier rationnel maltiple de Pi (141@5) - Br vertu du lemme
o6, 11 evlste un ent*ef r é4ranger aux p; et au diseriminant de X (par rapport
‘é Q) et un caractere ki de 3{r) . tels qgue )((~1}=u1 et que ):(pi) it un or-
dre muls: p}e de nfy , oh désigne le degré résiduel de P{ sur p; (isigs) .

Coume 1e dlscrzmlnant de Er‘“) sfir Q ne contient que des facteurs premiers de r.
et est danc pramler au &Wscrlmlﬂant de X , K et R (Q) soat lindsirement diswolnb‘
sur Q (chap 1,§5,8%) et R oK) est lenr composé § le groupe de Galois I de i
Rr{K) par rapporﬁ . ¥ peut donc 8tre identifié & G(r) {(§ 1,prop.5) par 1’ isomer~
phisme qui , 3 tout o T , fait correspondre la classe (mod.r) de 1l'entier

afe)

a{o) tel que {3} =% , o4 § est ume raciﬁe r-tme primitive de 1'unité . Soit

D le sous-croupe de I' , noyau du earactére‘)( ; comme I",\ est isomorphe

75 o
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% )((I') , donc cyelique , le sous—corps 7 de U (K) » cOorrespondant au sous-gpou
pe A ., est une extension GVﬂquue de ¥ s nous allons voir qu'elle satisfait aux
conditions du lemme .-

Soit o, l”automcrphiSﬂevde Probenius de Rr(K)-pour 1la plaee By (qui-n’est pas
ramifiée dans.Rr(K} s puisque p; est étranger & r , donc non ramifié dans R (Q)
(§ 1,prop.6 et chep.l.§ 1.n%%)) . On vOit comme dans le lemme 5 quion a aéce53a1~
. rement Jif§)=3N<P£) ,» avec N(P! }~pf 3 mais ¢, induit sur Z 1'automorphisne de
Frobenius pour la place P! , et le degréd local n(P} de Z sur K relatif 3 P! est
%

restreint & Z , soit l'autouworphisme idan—
tigue . Comme le groupe ée Galois de Z sur X est isomorphe & Y(T') , ¢ est lior
3,

dre de ;Z’pl* , done tf. , ordre de X(pi) , est maltinle ae nf;, , ce q&? Provu~

-1

~ve qus t sst multiple de n . Bafin , comme X (-1)=-1 , L'automorphisme 34: de

E (K} ne lazisse p-s fixes tous les €léments de 7 . Il est clair que pcur toute

place & i‘infiai RIXHZE B &e’&r{F; . & corps local correepondgnt gst égal & C =
Scit P' une place & 1'infini de K ; si KPV%C s On-g ZPM:C pour ﬁd@te place é lfi
fini P* de 7 proiongeant P' . Si au tzd;ze KP,-B s L& sSOus-cOrps ZP” de C
cortient des £ldmen nLs non im?aﬁﬁaﬁts p@r ligutcomorphisne z+z de C 3,.<3A:>i'm= ii est;

Pour 3€montre la loi de réeiprociié (nd2,4m.1) s BOUs prouverons successivement

d
" A) Lioxizens on Géli e L de ¥ sst oduposde 4 extensions @yelluuLs L de X

4

puisguele groupe de Galois de L sur X est praduit &ir@ét de greupes eyeligues.
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Y'L /K(z) {pouxr

L

Or , pour chague indice

“

9 9

1°¢ a+amawphisme +$/K‘ x) de par suite

o

suffit de prouver gue 4 / x)=1 pour tout
i

&

peut se borner au cag ol L est une exten

81 o

pour démontrer que %@/V{X)ZI A

indice 1 ¢ en d'antres termes Fiya)

9

)

cycligue de K . Nous poserons

zLﬁK‘a:_ c
: - o H g . ‘
Désignon= par ) un géndrateur du greupe de Galois o de L sur ¥ . Oa sait
‘)é : :{ &5 f‘u\v Doxr s Z ’f h:!’\ 2] 2 l‘\e]‘ 7 3 4

qu'2 x¢ K on associe un cocyslie fe& 2°(4,L7) en posant £(1*, =1 si i+j<n ,
23"\ )=x 81 i+ipn (chap.I,$ 6,lemme & 1la prop.5) 3 uous ddsig gherons par u

B %] ) v - ¥ j - 43 2{ 2

la classe de T dauns le groupe de co ologve 1 4008 rol D

On gait (n°2) gue %?g{x}:l pour presque toute place P’ de K , sfest-d-dire que
% est reste unormigus pour P’ SWuf pour usn ﬁOm%iG fini de places ; soient Pi

- = X ° s < ; . E ? e 2. i
(1¢igs) les places finiss de K pour lesguell ziéﬁv ) (X, (L)) . Seit

R »!.‘xny(n_»li KP'. €& e A

Z une extensiocn cycligus de K costenue dans RT(K} A saﬁigfaigant aux conditions

do lemme 7 , et considérons 1l'axtension cycligque Z(L) de Z : nous désignerons
o \ o . S

var 5; ile groupe de Galois de Z sur X . Nous wuous proposous de moatrer gue @
A1) % est norme d'un €1ldwent de Z{L) var rapport & 7 .

En vertu du th. de Hasse (th.2) , il suffit de montrer gque pour toute place
P'de Z , x est veste normique (velativement & l'extension Z(L) de Z). Clest

muédiat i Plsst une place 3 1'infini de 7 , car Z@Q est alors égal 2 0 en
vertu des conditions du lemme 7 , dosme Z(Z}?xé pour toute place P de Z{L} proX:
lg.‘aggaivt "?’@ a

/ S
Supposons en sacond lisu que P! s0i% une plasece finie de 7 ne prolongeant zucu-
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ot %£ﬁ§§t&§§ézﬁ z=1 m(LP)/7 (o) s op o md 7 (1aj(q)'sont les Zrgsy ~au b omor -
phismes Zp»\Lm) , on tire de la relation z_ff-w‘(y) gue , poeur toeut K?;~

automorphisne 2z de %5, (Ly) , on a (2)= T‘nz(mb(g')=1ffaj(t(y)) s puisque
g 4
ZF <LP/ est une extension abélienne de- Koy 3 tous les conjugués de z par rap-

port & Ky, sont donc &gs normes (dans Z?,) d'éléments de Z?Q(LP) , et par suite
il en est de méme de leur produit x . v : A
Considérons enfin le cas ol X¥%® P'=P} (avec les notations précédentes) ., Ia
restriction du coevele £ au nrOQpa de décomposition vé; PS dans L , ésﬁ un
cocv.cle de Z (aﬁ ,gL ) 5 seit up, la classe de ce Foeycie dans Hg(dﬁpf,uP)

comme o, est lc groape de Galois de Ly sur €y hzﬂi?va P? s ldeﬁtlfle ca-

"Lj
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- 4% L
3+k;5m4g appartient évidemment & la restriction de Uny, 3 Gire que c'est un co-
.Li

word entraine que % est une norme d'un €lément de Aw”(LP> par rapport 3

St
©

{chap.l,b 6,cor.2 du th.2
4 2) Wous allons maintenant utiliser le fait gue x est worme d'un élément de

Z(L) par rapport & Z pour trausférer le calcul de % /Y(X) an caleul de TZ/K( )

w

)

ou v est un élénent de X que nous allcons définir . Le groupe H (xfgL, étant i-

L] LE Ok b %’ % 3 : @
dentifié canoniquement & un sous-groupe de HS (é? ,Z(L) ) {%ﬁ groupe de Galeis de

Z{L) sur K) , le fait que x s0i% norme (par rapport 5 Z) d'unXi

7= 2

entraine gque 1z classe de cohomOlogie u appartient au novau del’'homomorphisue

é

= L

< = > B % - >2 £ 5 < f .
canonique des H {ngZ{L} } dans H (#.z(1) ), ot £ est le groupe de Z(L) par
&
2.1, 6,EK prop.5 (nomomorphisme japomois)) 3 dome v appariient

¢
3 .27y auand B el g ’ S & . 2 + &
g‘gn ; quand Oun identifie ce dermier & un sous-groupe de H({ ,Z2(L)

cu

we
i
-
23]

{chap.1,8 6,prop.6) ¢ en d'autres termes , u est itransportable 2 HE’“ QZ%?

tzfr,

poserons v:%i Z\u) . Comme Z est cveligue sur X , il existe un éldment y&X et

m

un g érateur e de Ey tels que v contienne le cocycle g défini par g(flgfj}ﬁl

s
Y

pour i+i<m , z{¢{ gfx}ty pour i+iy m ., 2u posant m:{Z:S] (@hapoi,§ 6,lemme & lg

pTOP.5). Pour touts place P’ de K , les &léments du groupe de &5comp@ ition

(o))

e
P' dans Z(L) indvnisent sur L {(resp. Z) les éléments du groupe de décompositi on
es classses de @oaom legie uPogvP

cocycles £,z aux groupes de &éc@mp@si%i@m

rtables I¥ 1'une sur 1autie

relations entre les valeurs de jp i p o [,

sout




| e
‘fI/K P»(x)'eaﬁ alors L'unique automerphisme d‘ordre 2 éﬁtii 1'élément An/? s
Ces piaces uOnt aussi celles pOur lesquelles Zs =C et y< O dans. Kpy 3 d'on

Vo/x,p (V=g " | -

e,
Sappos ons en?za que P' soit l'une des plarces P{ . et posonms ¥ 1,/%, Pp( X )= A :

seit n; le degré local de L pour la place P! (degré de KP (L) eur K ) - Comme

<

le groupe de décomposition pr €8st engendré 1;3&1’}*.}2/‘i g e@ est multiple de n/n.

en sutre , =i ci est la classe principale de cohomolcgie de K., (L) sur XK., {ch
2 P

ap

T:§ 6 ,no08) résulte de la déFfinition de 1'homomorphisme principal (loc.cit.)
rp (:

e. nl/n _
quiom a quacl | ’ = B0k ’

Dfautre part (lemme 7} , P! n'est pas ramifide dans 7 , et le degfé<mg de X
sur X ! est multiple de n , donc de n; 3 autr ement ait FP {Z) @oﬁ%ient.l“@xi
_tensien,ﬂOﬂ-famifiée Ti ie kPi s de degié/gi 5 en outre , 1 classe principale
de cehemologie de T, est la puissance &fi' i, de la classe principale Ge cohomo-

logie 4. de K?S(Z) {parce gque 17 automorvh1sme de Frobenius relatif é-Ti.esﬁ'la
restriction de 1‘aat mcrnhlame de Probenius Ielanlf ) LDQ(Z) 3 ef.chap.1,8 6,
*3

<

n®5) . Ceume ‘par éef:nl ion , ¢, Se tramsporte sur d; (7oé cit.) , om a v

[le

e m, /0 _ : Fai

;ai_ . Le groupe de de omposition de P‘ dans Z étant engendré par-gm/@i ; OB

voit comme ci-dessus gue &Z/F Pg(y)zf ima (on nofera gue m , mltiple de m,
Z/E, P s

est a fortiori multvp e de n) .,

b2

Appllquoms maintenant le lewme 5 ; on a la relation 7 g%ﬁ/w {y)=1 , puisgue

o
)
ur
[n
1]
ot

les Pi ne divisent gue les sorps locaux cgrrespo Wdant aﬁz‘plaeés e
1'infini de 7 sont égaux & C . Cette relation s'dorit d'aprds ce qui précdde

. B :
to/2+Zae.n/uzs0 (mod.n)
iz :

'c.gb

en Gésigng par

& .
i_:n,;"?«;-f% .20 (mod
Lw

~%i K(z} i !gL/Y Pqiv,-l . Le point A} est done covpletement démontré .

= 3 - = 1 pa . « o < 7 A, o & I
le pnombre des vlaces & 1'infini o TSl A T s 3 -5 o
s des p 5 u %L/Kgf?x})fl On en tire

2

} . ce qui , en vertu de ce qui préedde , signifie que

g

‘B) L‘éxﬁensnon L est composéde 4‘extensions cycligques Li dont kes degrés sont

A

: ; {7
1 2 . X \Pa b2
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-85~ ,
des ﬁuissances de nombres premiers ., 1é groupe‘de Galois de L sur X &tant iscmey
phe\au prodnit des groupes de Faleis des I"i sur K . Seit Mi le corps composé des
L;i d'indice i#i :of est produit direct des groupes ‘fi s ol "fi est le groupe
de L éur Y‘I.Ti , isomornhe au groupe de Ly sur X . Comme T est une extension cycli-

z

que de M, dent le degré est une puissance &‘un nombre p-rvemier s il existe une

place finie P, de M, non ramifide et non décompos e daﬂs L !'ngsgpzop 1) . Te
groupe de décomposition de P, dans L est donc égal & ”ﬁi 5 80it glors z un iddle

de V; dont la P;-composante est une uniformisante de (M), , les autres &tant

k]

égales & 1 § par définitien ‘il’n/wi (z) est 1L'automorphisme de Frobenius relagif

s . s |
& P, , donc engendrs g0 lgis oun a ‘?"L/M (7 )= ?’r/rmm -:(z:'}} (chap. I 8§ 6, PTop. 8:

dene \?L/?(QK) contiert tous les groupes g{i s et par suite 5@ s ce qul prouve B)

P4

5,

€} I1 résulte Ge L) et ds la deuzutw On des \h/y o Que le neyau de 4 /e con-
v ; o £ ’
£ 1: *_e 1Y 45 ‘.:{:z.';Q ity 2 ; yal Cfg e lsTeli e a2 = > >

)

(u?zK*KL' K'{J'L)};},{L:?g . Wais 1z seconde in égalité f@ﬁ&amezztale; (u®6) montre s-
lers gquton a amceqsalrb ant (J.K:K%iﬁ.‘L/K{JL}}:gaL:g.g et par suite K NL/k J’a est
le noyau de %’L/K' - La 10i de réciprocité est ainsi coupldtement démontrée .
Rama rgae o= Lo relation Z S#L/K D (x)‘ml pour tout Xé E%Oﬁtre’ gue si
-ﬁ/{ P”X)“"‘ sauf pour uj;v.& place | e P » Oz a mécessalrement é‘L/K@P’“(X)*"
Bour toute plaee P’ 5 autrement 4it ., x est reste normique pour toutes les
places (si en outre L est cycligue s X @s% 2l0rs une aorme =2a Tertu du th.
de Hasse) :

10 . Le théordme de _translaticn 5

PROPOSITION 2 ("théordme de translation") .- Solent K un corps de nom mbres algé-

alzéorique
s L une extension abdlienne de K , E nne extersi onaquelcongue de X . Omn

& 2.0rs ., pour tout idble z &J,

{1}——) ‘%’P(L)/E'j*} -ﬁ loa(?‘?ﬂ/k{z}‘)

{en identifiant le groupe de B(L) sur E canoniguenent avec le gronpe de T o
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LNE) .
En effet , soit P’ une place quelconque de X , P une place de E prolongeant
P! . Tout revient & démentrer gue lfon a

Ye(n)/e,2 2=t /x, 2 (Vg /a(2)) | o
et comme EP est une extension algébrigque de KPp s cela résulte da th.6 du chap

1.06

 COROLLAIRE .- Si L egt une extension abélieune de X , B une extension algébri-

gue guelconque de X telle que K7W, /o (J.)C K N o (J.} , 6n a LCE .
/KR L/K\°L ===

En effet , il résulte alors de la formule (11) que 1l'on a fﬁ(g)/g(z)fl peur

e
tout idkle z&d, . Bm vertu de la 1oi de véciprocité , cela signifie que l'ex-

€

tension abélicune B{L) de E ast de degréd 1 , donc égale 3 B , diol le corollai-

re .

on’

§ 3 . La théorie du corps das classes global.
II . Théorkmes §'existence . Applications .

1 . Le théor>me d'existence des corps de elasses .

Nous couservons las netations du § 2 , X désignant done un corps de nombres
alzébriques de degré £ini sur Q . Jr le groupe des idtles de K . Toutes les
extensions algébriques de X que nous considéroms sont supposdes ploagées dans
une extension algébricuement elosé'SZ@ é%AK'g coa%eﬁant tous ies corps loesux

é_@ ’E‘.- 2 . 2 : - = !

roue d'existence :

Lemme 1 .- Soit T une esxtension abélienge de K ;, et s0it H vy sous-groupe de
Jr contenant le groupe K'FL/K(JL} s 11l existe alors un corps intermédiaire M
st un seul entre K et L tel gue ég;?§v¢V{J?‘ o
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Addle-zgdy , 17 80090 Y B ﬁﬂ 2) 88% ix veStrietion & ¥ &s Yot i m
 relation fgﬂiz)vi équt - donc @ w,*zﬁﬁé « 8% come W comtient 1e m
de Yi/x » oette devoibre relation dguivaut & zel . 11 réeuite A e is io1
| de réciprocité que a.ﬁmgg) t Jrunicité du 20vss ﬁtﬁ uee T
-diate du aarellsim &u e de tronslation (° 2, ﬁmpfz},

Lemme 2 .- Soit W un scu&mgt ouvery de Jg Mt K M—S % m
tenazon eyﬂhqug“g__ K . Supposims 39& 1'imaxe gcig yqus 81 ge % par 1] :
» p_________ z ¥, /K(’ de 7, dans Jp 801t tk ls forms Z'?yz(c}z} . 2B A w
: z . A}.Srs L ezt B0E & : g
de X , &% K'EL/'K(JL} est cantemz &ans H. '

;*
i
i

il

la secox:de assertion du *e*m est upe conséuuence iﬂsmn% ie la premiivre t‘?

qu 11 szz'f‘-?i* done ﬁ:s éé’tmntzvez* = S@it 8 un E~1a%am§;§.sm 4& i ém ﬂ : ama
7 esv extension mmmi&me fie E,0n a iz} m& : a’ autra Wt . B ggﬁg ;cﬁi-s
me la fresh-ietian de B B2 un K-autouorphiese de 2 , oo & g,, ;ggﬁz ‘iw :
;'j:'_-m,/z{z}sﬂ , et par suite 55% }aﬁg d'oh ? {Liel ‘s::a:m du th. éﬁ ﬁm&htz&é
» cels montre qug L est une ex%eﬁaisﬁ g‘s.&@lﬁi%”"ﬁé ée X . ’:mxz#‘ us §~m&z&ryh&8?
' fme de L dont la rastri cf:zm 3 % est un aéxzémt&ar da groups e Qﬁeu de ?s aa:r
. Seit z un id>le qzze*nsmga& de Jz v et 9639225 fmma‘z on 8 slm }
vf*_‘/z(a'(z)%o’:a-} ’transport de. stm&%ﬁr&, ;3 mais Ou & évidesment Ez[x{a"{z’* ,
=.-H,,/K(z) ., done {a'(a:s),z €H, par :ié*‘mitmn de *-}z : 28 Q&i sntraine ‘I’VZ(’(’}} .
f,ﬁ'f-ﬁ/g(z)-z, d‘ol CC=TT . or , teut K«antcmcwhima de L est de 15 foma)b 7’
el T est un Ze-automarphim de L : en vartu de ls. ici de r‘cipracitd ;1.- est c
~ de la forme 'YI:/Z(’) , dome 1 résulte &e ce qui préctde qm dm K«szphisg
. mes quelconqnes de L sont pemtables s O esté-dire que L est une extension a—
bélienme ds K . o

TﬂéORﬁME 1 ( t“‘ov‘*me d'sxistence aea eorpe de clasaes) o= Poar toat sms-m ge’,"

Ouva:é't ] ao JK ontenant z" ., il existe une (et une seule) extenswn lienne .
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L de X telle gue TX"Mp p(3,) . .

L'unicité résulte i lemme 1§ pour déucntrer 1'existesce de L , 1l smffit .
en vertu du leume 1 , &' ‘€tablir 1'existence 4 une extension sbélissns t tg 4
telle que x’i,,ﬂ-(.fg,c? !m distzn@om phwum cas . -

1° Jy/¥ est d'ordre premier n ot ¥ contient XNE toutes les racices n-buss de
L'unité . Son‘. 8 un ensemble fini de places de K , sstigfeisant sux mnm
. suzvantes : S contient leu placea & 1° infim 5 les divissurs presiers de u s
les places finies i3 peur lesqmlles '8?¢H {qui sont en mbn Tial puisgue. "
. est un sous-groupe ouvert de Jy) , et enfin on a axax‘%s (§ 2.%hsd) o B2 sdiopl-
te awasitﬁt defd ces ee&dztima qu 1'‘cofe (aves les aetstmu du'd A@*é* “
"‘.Js'ncH 3 come o8 a gussl par hypothise x’cx s OB &8 ﬁ .x'é’s"e;a O, e |
i lemme 4 du § 2,a°6 zoutre que ¥ ez’%?/x(a,} :» O T est 1*extension a&tuﬁm évaf’ '

»’K abienue par adionction des rac‘t.nsa nsé«mse &es élémm*zs; ég ﬂg : en verta e&ﬁ lav
,,remarque fai te au ﬂéhut de la d&aanﬁmticn » le théordme ese'émm wg bﬁl\a
cas . - : .

29 JK/Y-I est . d*crdre grem rn, sais K ne contient ypas nicmmmi ie *ﬁm
des racines n-'mes ée I'uaité . Seit T+ le eorps ebtenu pat adjonction & X de
 toutee les racines n-dmes de l'unité . On sait que P.g(g) est upe eansiea ey-

‘clzque de K aont le degré mr K divise n-l : i1 en est donc de ﬁm de X .
 Soit Ht 1timage réciprcque de H dans Ig par 1t homomomhisae sdﬂx,lt{s’* $ e%_- |
- me JK,/H est isomorphe & g, /K(JK,)/H » c'est un groupe dont l*cxﬁm divise n,
~,et qui par suite ne peut &fre que d' ordvre 1 ou n . En verta de 1° s 11 i:i:ﬁte .
donc une extension abélienne E de K’ tcns que H'aK"!E/K.(Jg) sais 1& iemme 1
2 prouve alors que E est une extensim ahélitnne de K et que 1’en sk Np /K(JE)

cH le théordme est done encore démo::tré dans ce cas . - | .

' 30 JV/‘I est un groupe cvclique d'o:-dre nk 5 eu n est premi.er - I1 sufFit alors

de raisonner par récur'r'ence sur k , le théor’*me étant vrai 170111’ k=1 4°* aprés le “




o}

- 49

20 , 801% Wl le sous-groupe de JK tel que Hf'thZJK et gue Hl/H 801t d'oxdre nJ
Cemme J.K/Hl est cvnliqu@ 4 'srdre nk 1 s 11 existe une extension cyelique Z de X
telle gue HlxK.NZ;K(JZ) i en eutre , si H' est 1'image réciproque de H dans dy
par 1l'‘homonorphisme Z“°NA/K -3 /H* est isomorphe aHNZ/K(J )J/H . qui est con
tenru dans Hl/H y donc est d'crdre 1 ou n . I1 existe do;c uge extension gbélie
ne E de 7 telle que H ZﬁﬁE/Z(JE) 5 le lemme 2 montre alors que E est une e x¥en
blﬁﬂ abélienne de ¥ et gque l'on g K%NE/K(JE)ﬁﬁ 5 .
40 JK/H est un groupe abélien fini quelconque . Ce groupe est somme directe de
groupes cveligues H; /H (lgign) dont chacun g pour ordre une puissance d’un nom-
bre premier : pour chadue i v Soit q; le éOmposé des groupes Hj d'indice K& j#i
JK/H£ est isomorphe & Hi/? s % par suite cycligue et 4'ordre une puissagnce 4’y
" nembre pfsmier - 11 existe done (4* apvis 30} pour chague indice i une extension

eyeclique Z. de X telle qu

¢l

..- _‘K?Ter /K(JZ e GI" 9 O & H?“:”}Hig d‘aU'ﬁl"@ paz’tg

8i L est le composé des extensions cycllques Zi s L est une extéusion abdlienne
e e :

de K et on a Kv'NT/V\JL).,,z poar tout indice i , 4ol ¥ NL/K(JLEZZH ¢ C8 gui g-

ch®ve lz démonsiration . ‘ : |
On éit-que liextension abdlienne L de X Lelle que H=K"] NL/K(J ) est le corps

classes corresnondant au soys-groupe ouvert B de JY -

'miﬁﬁﬂENE 2 .~ Soit $2 la clbture abdlieune de X dans 32 L'application gui ,

o}
& toute extension abnl1énne J{;EE,ée &egre fini de X , fait correspondre le

@l . = : >
souswvreune ouvert Z/K\UT} &e JY » 88t une gpplication biunivogue et décroig-

an%e de l'ensemble des cerps sgﬁefmadTalreo entre X et 52.3 de degré fini sur

K , sur 1l'ensenble des Sous-groupes ouverts de JK s GOntenant K s Telle que
;:L:z_;é:(s.,z;f%m(%)) o
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Xistence et du cor. du th. de tra nslgtion (§ 2,c0r. de la prop.2)

COROLLAIRE 1 .- Soient ngﬁﬁ deux sous-groupes ouverts de J? contenant X
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B0

les corvs de claszes de HIJHQ respectfvemeﬁﬁ . AlOrs LIF\L ezt corps de clas
1 :

L
2
xtension abélienne de K contenue dans T 7.

e eXge :
En effet , 11 n'y a qu'un nombre fini de places de K ramifides dans E . peur
P(E) est une extension non ramifide de
A o |54 For

ses de H1H2 et K(L,u L ) corps de classes de HinH
COROLLAIRE 2 .- XXEX Soit E une extension algébrique queleonque (de degré fini)
de X . Le sous-groupe "7 E/K(JF’ de Jp est TEAX ouvert , et le corps de elag@e
ide

L & H est la plus grand
toute place P de X non ramifide dans E ,
¥p » done cyclique , et tout élément de Up est donc norme d'un élément Ge Kp(E)
ap.1,8§ 6,prop.l} . Comme d'ailleurs , pour toute place P de X , 1'homomorphig
}J sur un sous-groupe ouver
, et il en est de

X

{(en s PTO]
e z2Ny (B) /K, {z) est un homomorphisme de (KP(m
de KP , on voit que NE/K<J“) est un sous-groupe ouvert de J

s'il existait une exten
v 5 = 3 R T
, On auraﬁn'h_K BE/K‘J )

¢

enn cutre

<
5

=

E

e%
a gone 1'inégalité

b4

{S gg‘plﬁopoz[

abélienne L'<L &e X , in
T

méne 3 Tcrtlcwm de E . On a glors LCE d'aprds le ¢Or. Gu tv. de translation

) A

ion gbélienne de K . En outre
1

£

termédiaire sntre
AR NL/K(éT} adAver%u du th.2 , ce qui est absurde .
VAan les notations de ce cor'llaire .. on s
o (3K HE/K(JE})gngsK}.
1'8ga1ité n'avant ligu que lorsque E est une ext@ﬁs‘ n
* lorsque E est une extension galoisienne de K , le cor.2 montre‘qae le groupe
o /Egﬁg/z(»ﬁ somOrphe au guotient du groupe de Galois de E sur X par son
groupe des commutateurs - '
GOEOLL&TEE 5 i~201% B ugé,@xtéasibn aleébrique @_alc@aque (de iegwé fini) de K.
Soient H un sous-groupe ouvert de Iy con%amagg J§?~ €1 "1maﬁe reclprQue de H
par 1'gpplicaiion iﬁ?EE/Z{Z) de J, dans Jy - 81 L t le corps de classeﬁkéa
“groups H , le cOvps de mlasmés du groupe Tl est E(L) . ‘ ;
 C'est une conséguencs inmédiate du th.l ef du th. de translation {§ 2,prop.2).



Wbabisnact i) s bl o g L i s D o) v sl

S8l -

2_. Décomposgition et ramification des idéaux premiers dans un cOrps de classes .

PROPOSITION 1 .- Soient H un sous-groups ouvert de J, contenant K* , et L le EEE

corps de classes de H . Pour toutesplace P de K , soient H,=HUp (si P est finie)

HZ:HK;, ;. le corps de classes cOrrespondant év-Hl (resp. HE) est le corps 4'inef-

tie ¢resp. le coros de décomposition) de P dans L . En outre , Si @ est unexY®

z

uniformisante de KP s le depré résiduel de toute place R&ée L prolongeant P est

égal au plus petit entier f el gue W@Hl -

Comme le noyau de ?L/K est H , onys Hf‘iK’g:NK (L)/’W {K.D{L)’é'} ;s par suite , si ’

e est 1'indice de ramification de P dans T , on a (UTM'UP?’%H};ue {(chap.I,§ 6,

-

prop.nen explicitde) 3 pour que P s0it nom ra.:glflee dans I s> 1l Paut et il suf-
it dunc gue U CH . On en a_édu_it gue le corps de classes Ll correspondant &

Hﬁﬁf{"]? est le plus grand S0US-COTPS de L tel que P soit unon ramifide dans L
dans L} > >

¥ Si T3 1. e z \.

clest-d-dire le corps d'inevtie de P {3 “‘E)n éviderment 8N A?:I«K (1"1)/ ;_K-s{l:l) A

&

le ciegﬂé %‘ de ‘K’ﬁ(bl} sur _:’P est dcae édgzal ‘(K?:{ﬁlhK?}} {chap.I,8 69%:1-‘:03} v

- comme H, contient U, et que KP/UP est un groupe cycligue engendré par la classe

de & (mod.Up) , on voit que f est le plus petit exposant el cque wel .

particulier , pour que e=f=1 , LIXTENEXEE clest-b-dire que P soit unon ramifid ei

< - ce o= s 7 ﬁ o = o
compldtement décomposé dans L , il faut et il suffit gue H=! {1““713 o On an €4Juit
que le corps de classes };2 correspoadant 2 H2=?X§ est le plus graad sous-corps

de L tel que P soit complitement décompos
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décomposition de P dans L , ce qui ach®ve 1

COROLLAIRE .- Pour toute place “inie T de ¥ . ¢ 4 o(Up) est le groupe d'inertic

3 2 5 N~ 7 177 ¥ 79 b3 = S T . ,;;_ ‘ s T e T
de 4 : on g donec H=K N. o(J. ) , &t pour toute place F 46X . cn & EAK
Ly T, 2 !
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ax,ntmw,).ux (Hfg zx,'z* } Ga & en outre la propriété a'unicité sui.vani:e
PRO™OBIZI™ 2 .~ Sol 3 H, 2t !!.‘, deux sous-groupes ouverts de Iy centenant X 3
si 8u & Rzﬂl;-ﬁzﬂ!; peur ttutes les pleces de K & 1'exception d'un nombre fir

Soit S5 un ensemble ?itsi ie ;‘vla*aa de K tel yus , poar P¢ S , om ait HL” KP_
:HZ,G K;f et *Z!Pc. Hln 32 » Pour tout FeS , i1 existe un sOus«groupe ouvert Mp de
K;. tel que E‘!?_Cglﬂae : pour %ont id*le z , il existe , en vertu du nhq 4 * 2ppro
ximetion , un ,xeK* tel qszé,xl‘gl.zpe&é-? péur tout Pel ; seit TC C S l"'_ensemble_
fani des places pour lesquelles xgl.d?é’ Up 4 1'igele 2 appartient dosc au

rodui* rT%* i ! Us) ]lzi' . Solent les co de classes de H, ef
P 7 peqp "FQUTPF‘D TP en Ll 2 e8 corps 1
_ 52 ; én'a , en vertu de 1'hypothdse , -P(Ll}..KP(L 3= P(Llu I‘Z" pour toute place
P43 3 on peut donc |, en remplacant au besoin L2 par K(LlUL ) . supposer que
L.C L, , dome nue HyCH, . Maie si zeHl y On 2y /K(z) "'L /F(x e

Iré; Ty /K 3(27 z)=1 , et lz dernidre formule moni:re qu’cn a aussi

p.l Tl ' . -
I ]ﬁ-_‘ /K P(x ZLL . é'a&‘f, /K(z)-.l : ’éH2 ; OB @ dome bien H1=H2 .
~COROLLAIRE o= %cient 11,.:2 “eux extensions abéliennes de X telles gue , pour

- toutes les pluces dg X 3 1'exception d’un nombre fini d’entre elles , les degre -

lecaux de L1 et I’2 sOient_égaux ¢ glors I’l’ o o

En effet , pour toute placepéon remifide dans I“l ni dans L2 ; et. o les desffé“
lecaux gont égaux , on a ‘il('\KP-HEﬁK" _ : ' .

Soit H un sous~groupe ouvert de JK contenant K « 2%t soig S 1 ensemble des pla-
: ces iunfinies et des places finies tgllgs_ que UP¢.H (ces dem;éres_sont s comme
11 résulte de la prop.l , celles qui sont ramifides dans le\cOrps de classes de

H) . Pour tout P&S , soit ¥, un sous-groupe ocuvert de K; contean dans Hn K; s

&1 P est une place > 1'infini complexe , On a nécessgirement MP..KP_O* 551 P
est aue place 3 1'infini wdelie , on peut avoir , sOit MP=R  soit M_=R¥ . en-

P+
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5 85
£in . 8i P est une place finie telle que-UPd:H , Oon prendre d'ordinsire
M UpnH . Posons W= TTM,x TTKS |, et V=T [ M x 7T U, ; on a donc VCH .

PaB . Pes P¢S _
Pour tout id*le z €H , il existe , en vertu du th. d‘approximation , un xé€ x

tel gue 2§1zP€MP pour toute PE€S , autrement it x"lzéW , et comme K’{CH s
x"lzféq.’!w , ce gqub signifie quion a 'L‘I::K*(WGH) s la domrée du groupe WnNH §é-
tér«nine,&’ denc compldtement H .,

‘Le plus souvent , po’uf les places finies PES » 08 prend pour MP le plus grand
sous;gr‘oupe de UPV de la forme 1+Pk qui est contenu dans Hn UP 38l 1+}"@{P} est

7 : I3 S S
ce seus-groupe (avec c(P)z 1) , THXEFIFIHHE le diviseur entier PC\P) est appeld

ie P-gonducteur du groupe H , etleur,pmduit fH est appeld le conducteur de H

{ou du corps de classes L de H , auguel cas on le note fL/K}o On netera que la

L
donnée du conducteur de H ne détermine pas compldétement ce groupe en générgl |,

-
s

car INUp n'est pas néeessairenent de la forme 1+PF . Avec les notations préeé-

z - 2 vrﬁ' A T = o 3
sntes , oud a Svidemment WAHDV et NHEDKAY , done WNAES{XAWY ; si en a

e

s e 3 * - : : -y -7 gk : 3 ? T 0 4 £ ‘ s
pris M =R pour les places rdelies & 1l'infini , XAV est formé des idments

i

xg T tels gque x =1 {'azade‘fﬂ} st vels qus x soig >'O dans tousz les corps Ko égaux

2. 1

&R {¢: qu'on expriue en disant gque X est tokalement posiiif) 5 le Zroupe mule-

Siplicatz? formé pa® ces £ldumenis es% appeié le rayom module ‘trI s et om a évi-

demmant HﬁK*V:K’V'{K%(\W)V : on dit que le sorps de classes Gu Zrouype KV corres- -

- - ; : e 2 (P %
pond ax rayon 0ONg . Inversensat , pour tout diviseur euntier n=| ?Pm*") e de

. . - - - % o o
rayon modulo mw pveut se mettre sous lu formwe WNX |, a%ec Mp=R. pour les pliaces
réelles B 1tiafini , et Mle-;aP?‘ pour les plueces finies Givisant m 5 la corps

. , : , : : . ST : e
classes cozrrespondant egt assoc¥é au groupe 4'iddles XK'V . On veit ainsi que

{2
[§3]

tout corps de ¢lass®s est contenv dans le corps ée classes &'un reyon

&

On nétera gue le corBucteur du groupe ¢ 'iddles KoV eorrespondant & m est

un divigenr de w , mais pe lui &8t pas ndcessairemernt g3l , car il peut

se faire que M, soit ézal 2 UP méme pour m(P} >0 : c'est ce qui se. passe

7
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par exemple pour K=Q , m=(2)=P et m(P)=1 .
Le groupe de Galois du corps de classes du rayon ¥NW est isomorphe 2 JK/K Y 3
en vertu du th. 4° approxlmation , On g JK_K W , donc JK/K *1=k*w/x* ; comme V -
est un sgous-groupe ouvert de W , le dernier groupe quotient est aussi isomorphe
3 W/W KR =/ K0y, et finalement & (W/V)/((RAW)V/V) . Or , le groupe w/v

est isoworphe au groupe A des diviseurs étrangers au module m du rayon Xnw :

en effet , pour tout iddle z= (z )éVV, on a VP(ZP) =0 pour tout diviseur premizsr
¥XXH P,m s inversement , si 2 est tel que vP(zP) =0 pour P}m s 11 existe un id2le
u dont toutes les composantes (pour les places finies) sqnt des unités p-adigues,
tel que uzeW , d'ol a,=a,. ; cela prouve l'isomorphie de W/ et de'Am . -puisgue
le quotient de deuxjid%leg de W appartenantfé la méme classe mod.V est uﬁ'id%le
 dont toutes les composaateé (pour les places finies) sont des unités p-adiques,

et réciprogquement . On voit de méme que (K% AW)V/V est isomorphe au sous-groupe

. H de Am formd des idéaux principaux (%) engendrés par les el@ments X dua rayon

modulo @w . Finalement , nous avouns montré que le groupe JK/K*V sst lsomatphe au

groupa guotient An{H °

PROPOSITION 3 .~ Pour tout diviezur premier P de K ne divisant pas m , le degré

résiduel de tout diviseur premier de P dans le corps de classes du rayon mod.m

est le plus petit entier f tel que pt appartieﬁne B Hm .

Cela résulte aussitdt de la prop:.l , si om remarque gque déns i“jsomorphig éntre
w/v é% Aﬁ-, la classe mod.V d‘une uniformisante & de Ky correspond au diviseur
premier P . | '

Un cas particulier important est celui 0% on prend m=(1) , ce qui signifie que
S est réduit aux places 3 1'infini . Il est clair alors que A est idéntique au
groupe D de tous les diviseurs . D'autre part , la groupe Hm=Hl est alors le

sous-groupe du groupe DoAde tous les diviseurs principaux , formé des idéaux

~ principaux engendrés par les éléments +totalement positifs de % Le corps de

A S
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classes correspondant au ravon modulo 1 est appelé le corps de classes absolu M

de K : c'est la plus grande extension abélienne dans laquelle tout diviseur pre-

mier de ¥ est non ranifié (ou encore lg plus grande extension abélienne de dis-
criminant (1) par rapport & K) ; son degré est égal & 1'ordre h, du groupe D/H1°
O peut encore dire que c'est le corps de classes correspondant au groups d'idé-
les K#q; , oY {; est le sous—groupe de J,, formé des idzles dont la composante
-3'indice P est dans UP pour toute place finie P, et > O pour toute place 3 1l'in
fini réelle . Le corﬁs de classes cOrresboudént au groupe‘indéles K*;w est un';

S0US-COTPS Mb.de VM , dont le groupe sur K est isomorphe au groupe D/'DG des clas-

ses 4’'idéaux de X , et dont le degré sur X est er particulier égal au nombre h

"de ces classes 3 on l’appelle le corps de classes absolu restreint .

A tou® 4lfment xeK#’ , faisons correspondre 174lément Q(x} du groupe multi-
plicatifo:J{al,+;}}rl forné de la suite des signes de ¥ dans les corps
locaux K égaux & R , rangés dans un certain ordre (signature de x) 5 en
vertu du th. d'approximation , B est un homcmorphisme de K sur 2 . L'ima
ge par cet homomorphisme du groupe U des unitds de K est un sous=groups

- 2 de > o1 est clair que 1: groupe D/D, est isomerphe é';ifiié . On en
conelut que le groupe de M par rapport & M, est isomorphe 2 2:/:;@ : clest

done un groupe dont l'ordre ast de la forme 2 , et qui est produit direct -
de groupes cycliques 4d'ordre 2

4 . Applications : T . Extensions abéliennes de Q .

% / : 4
THEOREYE 3 (Kronecker-Weber) .- TOute extension abélienme de G de degré fini est

un ¢orps circulaire .

(En d'autres termes , liextension abélienne maximgle de ( est le corps engendré
par ioutes les racines de 1'unité sur Q). \
Dfapf%s les résulitats du n®3 , il suffit deprouver que , pour tout entier m ,
le corps de classes Km du rayon modulc m est un corps circwlaire . Nous allbms

méntrer qu'en fait szRm(Q} ; dtaprds le cor. de lg prop.2 , il suffit pour cela
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L E6 .
de prouver que pour toOut noOmbre premier p nron aiviseur de m (et par suite non
ramifié dans K, ni dans‘Rm(K)) s les degrés locaux de K, et de Rm(Q) pour la

place p sont dgaux . Or , pour R (Q) , ce degré local est le plus petit nombre

P

f tel que p =1 (mod.m) (§ 1,prop.6) 5 il résulte aussitbt de la prop.3 que f

est aussi le degré local de Km en p , ce qui démontre le théortme .

' On se gardera de croire que 1lé théordme s'étende 3 un corps de mombres
algébriques quelconque (cf. "réve de jeunesse de Kronecker” pour les
corps quadratiques imaginaires ,. gvec la théorie de la multiplication
complexe (chap.III). : .

Remarque .- La structure du groupe de Galois G de l'extension gbélienne
maximaleijzb de Q se détermine aisément par la théorie du corps de clas-
ses et les résultats du § 1 ¢ en effet , RXG est isomorphe & JQ/Q%'get
comme on g JQ=Q¥§” ,-JQ/Q*'est isomcrphe é.Jbo/ﬁ , ot U est le‘groupg
des unités de Q', réduit ici & {~l,+l} : comme d’autre part , quR?xT'?U§

, : : »
Jdop €8t produit direct de U et du groupe Rt)<T;FU§ ; on en cOnclut que

G est isomorphe au produit | IUp des groupes des unitds p-adiques , p
parcourant l'ensemble des n@%bres preniers .

5 - Applications : II . Lois de réeiprociié des restes de puissances .

Soient m un entier » 0 , K un corps de nombres algébriques contenant toutes

les racines m-—2mes de 1'unité ; pour tout &lément o€ X , considérons le coOrps
: rp

L des racines du polynéme X'-x ; On sait (Alg.,chap.V,§ 11,prop.7) que L est

une extension cyclique de X , dont le degré ¥ 4 est le plus petit entier tel

d

que 4~ soit puissance m-2me dans K (4 est évidemment un diviseur de m) 3 on

sait en dutre que L ast engendré par une guelcongue des rdcines de Xowx s dans

. s = n ; ‘ . ; : :
ce nul suit nous désignercons par Vo l'une de ces racines , prise arbitraire—

ment : on g done LiKgxg ) s un tel corps est dit corps kummerien sur X . Ia

Q-

< 2 Lo Va . “'1 z ° 3 3 % s =
ifférente de =V &Etant nf” s tout diviseur premier de X qui se ramifie

o ) est diviseur de m ou de & . Ew d'sutres termes s Le discriminant
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i 5 cels signiftie dvidemment gue est pulssance m-2me dans X, . Pour prouver
. ) D , [
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dy de L sur K ne contient que des diviseurs oremiers facteurs de m ou de of , et
il en est de méme du condncteur T (n°3),de L sur X .

On sait que pour tout K-sutomorphisme ¢ de L , On a. o (\%T)z‘kﬁ: :\w/‘_ ol 5 est
une racine m-%mne de 1l'unité , et 1l'application 0‘-—9§ est un isomorphisme du grou
pe de Galmsdf de L sur un groupe de racines m-2mes de 1'unité . Pour tout idz-
le z,eJK , On pose :

R (R

S01+ P un diviseur premier de X non ramifié dans L ; si on identifie une unifor

misante gy peur P & 1'iddle dont la PLcomposante est i et les aptres' I, 116144
ment (%_) ne dépend que de P, =t non de l'uniformisanﬁeza" considérde ; on note

2z

cette racine de 1l'unité (& v+ et or l'appelle le symbole cie rastes de puisssnces
\7 , -

S

n-émes modulo P . Cette terminologie est justifide par 1s Df’OOGSlthﬂ suivante :

£

4 .— 50i% P up diviseur premier de K ne divisant pas m ; l'applica-

<

i¥
& dornimd 2 ? 3 Al : ~ 1 = + - & Losy L 2
én y Téstreinte ¢ l'ensemble des g X gul sont efrangers o P {(clest-2-

i
0
ﬁ
;.:.
:+'

. _ : % 2 .
s P-a&1a0es) est un homomorphisme de K;‘;UP sur le groupe des raci-

) : - - % S »
nes m—dmes de 1'unité ., dont le noyau est K (}(’Uﬁ)m {En d'antres termes , pour

-

gue (?f:. =1 lorsque P ne divise pas 4 , i1 faut et il suffit que % soit mussance

w

- 3¢ : 9:) = 5 5 e ] 116 . 3 i
pour que l'on ait {ff =1 i3 fant of 31 suif;t gue ‘LL,/K( o) so:,@

: 0 = 1 0% 3 i ° - e v s 2
1'identité , clest-2-dire que K. .(/x )=K s pulsque X& P n'est pas ramifié dans
7 g PAYV X P 4 I

, : ; e'est.S.dire gque
£ / ¢ N - & = <
(3) (2% ;g{ﬁ) ) (dy et &, dans ¥ )
- - \ ‘-g \f ¥ 4 :E: / = d P
considérons le norons M=K {y— t}'@fg,} qui est ure exiensicn sbélienne de K : 0=
1
\g,fM/K{‘EB”) est 1 dmcrphicme de Frobenius (relatif & P} de ne corps , et inmduit

= . i~ : > 2 : :
sur Ki{ ) T et Kisfou o ) les automorphismes de Frobenius correspondan
5 N ’J«" V Ry %y
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", -5 m e m m“ P
la formule (%) résulte zlors de ce que c‘(\/d’d )::a-(\/;)o(\/c() . Enfin , comme

P ne divise pas m , on sait (chap.l,§ BY 1,n°7) que (Ur.(L e ; en vertu du

th. d'aporoximation , pour tout er , il exigte o!éK# tel que gx“;e {UP)m .

= * : £ g '3 o Z
et par suite (K nUP)/(K (\(UDi ) est aussi d'crdre m , ce qui achdve la démons-
tration .

Comme K, contient les racines m-2mes de 1lfunitéd , il en est de mdme de son
P

- 4
corps résiduel Fa s o g=N{P) ; par suite q-1 est multiple de m , et le groupe

Pq/(}?:')m est d'ordre m 5 on en conclut aussitdt que l'oddre d'un élément oeUps

“e

N ’ - o » ‘,‘;"’ - ;f{ o
modulo (UP}m , est 4gal & llordre de son image & dans F wodule (F Y Soi &
(existence par L’IEJS@:L}( e Q
une racine primitive (g-1l)-2me de l'unité da ng KA: £ 9 - /“*‘:5‘0 est donc une ra-

Gine "primi'tive m-2me de lfunité ; pour tout o{éK UP 5 sci*&;( X =:§
lfordre de o modulo (Vp, est le plus petit nombre h tel que zh =0 {wod.m) ., zu-
trement dit clest l'ordre de ls racine m-dme de ltunité ?i‘ , ce qui pra«ive qus

(fi):i’? . Comme Sa gla-1)/m s on peut aussi exprimer ce vésmitat par la congruenc

£

ce : - :
X 7 o i
1) : 407 (1.‘;‘;),“ (a-1}/m_1 (mod.p) _
Pour X=Q et m=2 , le symbole (91) coingcide avec le symbole de Legea&es _
(pour p£2) . et les 1ort)p:c'1e+eq précédentes généralisent les propridtés
du syuwbole de Legendre vues au § 1,n°7 . ‘
La déﬁnition de (%‘;-) s"épblique aussi au cas ol « est divisible par P , mais

o vp(f&)=o (mod.m) i en =ffet , dans ce cas , en désignant

par 8 un élément de
X tel que ‘JP(ﬁ)-—VP(C&)/Tﬂ (€lément qui existe en vertu du th. d ‘approximation) , |

«B~" n'est plus divisibdle par P, ddne P n'est pas ramifié dawms K{ \/xp“m),.Km/;:')
% !

I1 est dfailleurs évident réciproquement gque si P n'est pas remifié dans -ﬁv/,};!
G ) ( ad.m} i st i aSanne m_sT Aanae /n/m\o
on doit aveir vp\e.{ med.w; , pulsque # est une puissance v-éne 18 Ko )3

=

(o
D

les €1éments o ayant cet

propridtd sont appelés P-primaires . Il est immédiat
P

0]
et

que la formule (%) est encore val able pour ces éléments P-primgires (P
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viseur de n).
Seit A le groupe des diviseurs b= P tels que pour tous les diviseura;) )
P : SRl S e e
preniers P d'exposant hP(b);éO , 6 soit P-primsire ; si on pose (-‘fé):l ] %‘) P -
: P

il est clair que l'application b*)(%) est un homomorphisme de A dans le groupsz
des racines m-Ames de 1l'unité . Si @, est une uniformisante pour P (identifiée

somme ci-dessus & 1'id2le de P-composante ZU'P et dont les autres composantes

sont 1) , et si on pose b=1 | WPP (id2le dont b est le diviseur associé) ,
. _ P : :
il résulte de (2) que 1l'on g

™ ' A
(5) "’L/K(E)(\!"‘):A(%)T/“
et 1z loi de réziprocité d'Artin entraine done la proposition suivante

PROPOSITION 5 (premi*re forme de la 10i de réciprocité des restes de puissances

n-dmes) .- Le noyau de 1'homocmorphisme b-—;;(?-‘») est formé des diviseurs b tels

&
gue 1'id*le b appartienne au groupe K)jﬁ\rla,/’liw

L) s
COROTLAIRE .- Pour tout élémeat,g? appartengnt au rayon modulioc fﬁ{ .- 0n 3 G%} =1
5§

(en éderit (g- au lieu de ((%T) s

En effet , 5n sait gue le diviseur principal {{'5) est alors dauns le gfaupe A et
que 1fiddle b éorrespondant est dans KﬁL/K(JL) (n“?ﬁ‘); . .

Pour tout élément péK* s et toute place (finie cu infinie) P de ¥ , om pose

© ) b, B (5% )V

et la racine m-3me de 1tunité ({‘g""} est appelée le symbole normigue de Hilbert
5 ,

- : ° © e o - < . - e it % 9 < s 2 :
On sait que la loi de réciprocité (pour 1l'extensiocn 4“:}{(\;’;;) est éguivalente

& la Pormule du nroduit

e 1 = '
{7) : F {&5\3 =1 .
% Pep L\ P/ .
La relation (%_ =1 signifie donec que (3 , considéré comme élément de K, 5 est
. ' —m
nerme ¢'un élémant de KP‘\/ o )
Lorsgue P est un diviseur premier ne divisant pas f s 11 résulte des Fformules

{4
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 Par défnnltlon de *i/K P’ on a

r=27"° =

MeROIL - 6%

- A0 =
(2) et (A) que 1l'on =

(8 &)- P(g)
(9) (_f&...) (fz,__)(ﬁl, )

quels que soient 1432 dans X¥ ; on a en outre 1a formule
00) (Ba%) - (B2 2
quels gue soient %y et &y daﬂb X 1a démonstration estf anzlogue & celle de

la formule (3) , er

Hin)

utilisant la prop.8 du chap.l,§ 6 ("fransitivité des homo-

morphismes principaux") . Nous allons en déduire la propriétd suivante

PROPOSITION 6 .- Quels que solent & et  dans K*, on a , pour toute place P de
g ci
(11) ' {z,.ai‘/).,.(i_é. )
.A . ' ? 2
(formule d'échange) .

Remarquons pour cela gque , pour tout k€ X x'y on a

(12) | \ (_L) -1

En effet , il suffit deprouver que w1L est norme d'un élément de X( AI} s si
r est le plus petit entier tel que F’ 80it puissance m-eme dans K , et si m=dr,

on a F"ﬁo . {(Alg.,chap.V,§ 11,prop.7) et Kd& )”K(V po) - Or , sig est une ra-

: » { S s
cine primitive r-2me de 1'unité , la norme de ~,/ O est (al)*@fkl l)/égb s pour
' 1

v impair , ce nombre est €gal é'eyb s et i1 en est de méme'pgur r aair s Car si

rrlzr* 7 = % . :
( }/ s gi-glors 4 est impair , la norme de { #c’d est

k"“

d . . : :
(-ﬁb) ==y~ $ 81 au contraire 4 est palr , -1 est puissance r-tme dans X s tar

d(m-1)/2 est entier , et en désignant par § une racine primltive m-dme de 1'uni.
; d(m-1)/2\r_ -1)/2_ : = - , '
té , oma (¥ ( )/ ) = w(z-1)/ 1 puisque 7 est pair . On 3 done dans tous lec

U).

la formule (12) . On peut alors enere £ d apras (9),{10) e% (12)
ol h
§

- (u)* (L2)(8): 5 ) (5N () (52)s
) S

¥
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PROPOSITION 7 (seconde forme de 1z loi de réciprocité des restes de puissances

«£

et V(VF”) n_pose (d)—aéﬂ (resp. (B)= bﬁa) oh'%ﬁ (resp. q“) ne contient que

des diviseurs premniers de 7y (resp. ﬁw) , et o tout diviseur premier de %6

m-2mes) o~ Soient X et b deux éléments de K*', f et f? les couducteurs de K(?ﬁ?l

(resp. f&) figure dans a (resp. b) avec un exposant multiple de m ., Dans ces con-

ditions , on a

O w e

o0

en désignant paz'¢> 1l'’ensemble des places & 1'infini et des places finies divi-

ap
sant le pged de ﬁx et f6

Bn effet , d'aprhs la formule du produit (7) , la reiation (13) est équivalente

~

1 4} : : : (ﬁ -‘i:; z:.:;' él-i)
¥ ﬂ.

Oy . par d? 41t10n'; ? e3% Dwmr+ ;we gour tuat diviseur premier P Ge 5 , et
a}

h. \a;
si ~§ EP s On 8 ( ?ﬁT(EQZP ; de "éme , o es? %wprimaire pour tout di-
{6) .
viseur premler Pde b, et si b-? ip P (g} fj{g) Celg étant , =i P
: P ¥ :

2

divise le pged de f, et ﬁ% ., on g hP(a)z;O {(mod.m) et hp\b)sz {mod.m) ; dans le

cas contraire , ou bien P ne divise pas fae s et alors of est P-primgire , donec

(tenant compte de la définition de a) , hF€a)E§O {mod.m) ; d’autre part , EP{b)=-

IR =vP(?) , donc , en veritn i@ 1a formu&e (8)
(_g_;)—f (a,, (é )
On vérifie de méme cette ¢0rmu;e lorsque P ne dlv1se par Lﬁ s en tenant compte

B I
de la formule d'échange {11) ; dtoh la formule (14)

COROLLAIRE .- Lorsque « gﬁ et @ sont deux & deux éirangers , on g
' _ » -1 2
(15) &z =T1 (&2
Vi 7 feb, T/
ol <§m est 1'amSDmble des places 3 1'infini et des diviseurs premiers de m

En effem : ﬁ% ey fk ont glors uniguenent comme diviseurs premiers communs des
> i




j'r *\\
\N

g e it
diviseurs de mw ; avec les notations de la prop.7 , on a donc a=(X) et b=(P) . R
Reste 3 montrer que , dans le second membre de (13) , on peut remplacer 47 par
o

(?m', c'egt-8-dire que si un diviseur premier P de m ne divise pas le pged de

fu et %ﬁ , On g (ﬂ - Bn effet , supposons par exemple que P ne divise pas
£, 3 comme P ne leISe pas p on a VP(6)=O , et la formule (8),gui est applica-
ble , donne bien éﬁ#):: .2-On ralsonne de méme lorsque P ne divise pas fﬁ , en

utilisant 1la formule d'dchange (11) .

Lorsque K=Q et m=2 , et que o et @ sont deux noOmbres premiers distinets
de 2 , 1la formule (15} se réduit 2

ﬁ\!éi)“” (é—)

et On‘a(éL_}-%vl suivant que 1'8quation F=X£~ﬁy2 a Oou non des solutions
dans Q2 5 il est facile de retrouver ainsi la loi de veﬁ;prcclﬁé quadraﬁla
que (pdur deux nombres premiers jmpairs) .

Le calcul explicite du second membre de (15) n'‘a €48 fait que pour des
corps particuliers {Artin , Hasse , Shafarevifch} 5 faut-il en donner des
exemples 2n dehors de la loi de réeiprocité quadratique ?

6 . Le théorrme de Grijnwald-Wang .

S0it K un corps de nombres algébrigques , P un diviseur premier de K . Pbur tout
entier » , on saiyt ﬁu'il existe des extensious eyveliques de Ké s de degré n (en=-
tre autres une extension cyclique non ramifide , d'ailleurs unique en son genre s
efochapoigﬁXzz § 1,n%3) . Proposons-nous de chercher s'il existe de méme des ex-~
tensions eycliques de XK de éegfé donné , que nOus'ghercheroms en cutre 2 assujet
tir & un nombre fini de conditions supplémentaires relstives 3 certains &iviseurt
premiers de K .

lemmes préliminaires . Le premier généraslise le ré-

=
O
o
2]
Qo
Dy
&
O
c{a-
4
(0]
H
(]
=
0
o)
Ly
o)
(073
Jelo
V]
o
H

igr) des ext tensions cveliques de X , dont les degrds sont

dés pulssances d'un méme nombre premier f » 2t telles gue pour tout i , E. soif

b




linéairement disjoint du corps engendré par les Eg d'indice #i . Alors , pour

tout k<r , il existe una infinité de diviseurs premiera de K qui restent pre-

niers dETKXRULTEEE dans El’Ez' .,.,'Ek et sont complétement décomposés dans Ek+1’ .

o B, .

Montrons 4°abord que , si L est le eOrps composé des Ei s 11 existe une exten-

sion cyclique 2 de ¥ , de degré £ , lindairement disjointe de L . En effet ,il

" existe une infinité de nombres premiers distincts a9, tels que a, divise Zgaul

(démonstration du lemme 6 du § 2) 3 comme la période de 2 mod.q, divise q -1,
f divise q -1 , et par suite le corps Rq (Q) contient une extension cyclique de
degré fde Q s cela prouve qu'il existe u?ae infinité d"extensioné cyeliques de

Q de deezré £ (les corps an(Q‘) étant lindairement disjoints) , domec il y en a
une Z non contenue dans L , telle par suite que 2 oNI=Q ; le corps Z=K(Z ) ré=
pond 3 la question . Soit M=L(Z) , extension abélienne de X , dont ie degrd est
une pu:ssance de ﬁ .' '

Soit ¢ un K-automorphisme de L 5 nous allons voir qufil existe un entier m pre-
mier & f pour lequel il y a une infinité de diviseurs premiers P de K non rami-
fids dans L et tels gue 1'aucomorphlsme de Frobenius Tp correspondant_ soit égal

y I

B . Pour déuontrer le lemme , il suf*‘lra de prendre o=5 1% 8% o= en dési-

gnant par J; un automorphisme engendrant le groupe de Galois de Ei sur X {prolon

gé canoniquement & L)} .

Scit ¢ un automOrphisme engendrant le groupe de Galois de Z sur K , et considé-
rons le sous-corps F de ¥ invariant par 1'gutomorphisme oz (o= et = étant prolon-
gés canoniquement & M) ; M est cyclique sur F s et son degré sur F est XEYHIHEEX
une puissance de ﬁ: il existe donc une infinité de diviseurs premiers de F qui
restent premiers dans M (§ 2,prop.l). Par suite , il ¥ a un entier ¢ premier &
f tel que poar une infiznité de diviseurs premiers T de F , 1'automorphisme de

Frobenius @p de M correspondant 3 P soit (roi®=c%" . Pour chacun de ces divi-

o |
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seurs P , soit P le diviseur premier de-K‘multiple de P . Parmi les diviseurs
premiers P précédents , il en existe une infinité pour lesquels P est non ramifi.
é dans M , et pour lesquels le degré résiduel f de P sur P a une méme valeurs
Pour un tel diviseur P , lfautomorphisme de Frobeniué PP de M correspondant &

P est tel que €F=f§ . Comme %41 , il résulte d’abord de 13 que f est premier &
e : comme [M~K] est une puissance de f , 11 existe un entier 4 tel que df =1
Kmede [M:K]) s d'ol PP ‘fP-apd ed '

et comme l'automorphisme de Frobenius 05 de L correspondant 2 P est la restrie-

tion de FP 3L, ona 6@=apd

, avec cd=m premier 3 {29 ce qui démontre le lemme.,
Dans ce qui suit , ﬁ.désigﬁera un nombre premier impair , r un eﬁtiep 20 , s
un entisr ;zl?[ Qé une racine primitive fs“éme de ltunité ; comme Q{§;5 est une
extension cyelique de Q , de degré ?(£S}={S“1(€al) {§ l.,prop.5 et Alg.,chap.VIiI

§ 2.n%4) K(§,) est une extension cyclique de K . Soient E une extension eyeli-

que de K , de degré une puissance de f’, linéairement disjointe de K(ﬁg} par rap-

pert & K ; soit Z unes extension cyclique de X quelcongue , de degré £E . Soit

H:K*NZ/K(JZ) le groupe d'iddles de K dont Z est corps de classes , et soit Hy=
:NNP(Z)/KP(KP(Z)x) l'intarsecfion de H et Qe K;‘pour toute place P de X . Nous

allons démontrer le lemme suivant :

Lemme 4 .- Soient S un ensemble fini de places de K , contznant toutes les pla-

7

ces & 1'infini et toutes les places finies ramifides dans Z . Il existe alors un

enseuble TF fini T de diviseurs premiers de X n'appartenant pas & S s restant

S UT

premiers dana E , et ayant la prOprieté suivante : si v désigne le groupe.

: des idﬁlnle dont la P-composante est egala 2 1 pour PtES:JT_; et une unité P~

_adlque pour P é SUT alors , pour tout entier p tel que l<:yh<s - 1'intersec—

tion de [ ] H et -de K HE S"T soit égale 3 'T—THE -

ey Pes |
Soit F_K(§s s et s0it S' un EEXE ensemble fini de places de ¥ , comtenant tou- |

tes les places prolongeant les places de S , ainsi que les diviseurs premiers de
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fdans F 5 soit L 1l'extension abélienne de P engendr'ée par les racines f-éme;s de
toutes les S'-unités de P ; on sait que toute extension cyclique de F , de degrd
f s, dans laquelle les places ’FéS' ne sont pas ramifides , est contenue dans L
(§ 2,cor. du lemme 4) ; nous désignerons par I {1ékém) les extensions cycliques
de degré { 4o ¥ contenues dans L (et qui sont en nombre fini) . Pour chacun des
corps L, , ou bien L, C E(;S) » ou bien L_ et E(}’S) sont linéairement disjoints .

Dans les deux cas , il résulte du lemme 3 qu'il existe unm diviseur premier iﬁk de

P , won contenu dans S' , et gqui reste premier dans Lk et dans E( ?5) ; nous désé
guerons par P, le diviseur premier de X multiple de “].Sk ; puisque ?l; reste premie
dans E(ES) 5 Pk reste preﬁier dans E (L'intersection de E(}‘s) et de E?k étant
réduite & F ; l'intersection de E et de KPL* 2st contenue dans EnF=K , donc iden
tique & Xj. >

S50it alors z un id2le de T“‘HP appartenant & X Hf S : .erz Gézignant ;&ar

Pe S .
T un ensemble fini quelcongue de places conterant les P . On a done z-we(ug v -

S u?

ol c{éK*, veH et veV ; nous a'lons m%nfrer que X est une puissance f ~&me

dans F:K%‘ ¥ . Danz, le cas contraire , F( e/?{ ) serait une eytemS's orn eyecligue

de F , de degre une pulssaﬂce de f + et distincte de F . Or , par définition de
& , pour tout Pés , vP(e(,z nst un multiple de fy, et comme P ne divise pas 5
}f n'est pas ramifié dans W(f‘) . D'aprds la deflnlé;l@n de L ; il existe done
un des corps Lk contenu dans F(g/a( ) 3 mais par définition de &« ; ¥ est une puis
sance ‘f -2me dans KPk , done ayIOI"tlDrl dans Fh}r s cela signifie que Pk 25t
_‘compl‘é tement décomposd dans F“( /e{ ) + et a fortiori dans Lk s contrairenent au
choix de F.K

Remarquons maintengnt que ',@:K(é's) est une extension eycligue de X s dont le dé-
gré divise (f)(fs):fu“l(fal) ; ¥ est donc composé de deux extensions cycliques :
linégirement disjointes Wl,Wz de K , telles gue [leK] divige £-1 s et que QWE,:}S%‘

soit uné puissance de ? (éventuelilement réduite 2 1'unité) . En vertu du lemme 3
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il existe un diviseur premier P,de K , distinet des P, et n'appartenant pas &
S , qui reste premier daus WZ et dans E . Nous gllons voir que si T contient Pﬁ

A est une puissance l _bme dans K . En effet y & est par définition une puissas

ce ﬁvw?%me dans KP ; SO0it ﬁéKP tel que 6 =X 5, et soit f(X)‘:Xn-*m“Jran le poiyn&é
me minimal de § sgr K : on g égidemmerzt K(ﬁ)g:K{é'g) d'aprés ce qui a été vu

plus haut . Yontrons en outre Que n<£ . Ceci est évident si WZ:K . Dans le cas
centraire , 1lg relation n;l’er!tra‘iﬂe qus [K(@):K] , qui divise {:FK:) ; est di- |

visible par f donc que K(é)(\w’ n'est pas réduit & X . Mais par 4éfinition de

P, P se dpcampose complétement dans K(#B) , et a fortiori dans K(g)n W, , ce
qui nan‘tremt 1 ‘hvpothnse que P reste premier dans W2 - On a done bien n<£ .
Nous allons en 4éduire que X c@mtlen’t une racine 6 -2me de & . En effet , on a
a, fzgn s dtant. une racine f ~bme de 1'unité . Comme m<£ s B et ﬁ sont étran-
gers , donc il exi s‘te deu_x entiers u,v tels que un«;-vé =1 , et K contient le nom-
i 0 Ezuaun-e»ve; ug '

Ls relatlon z=gu* v montre alors que les P-compOosantes de z sont des puissances
5 e 3 : o : 2 4

ce qui démontre notre assertion .

_ 8‘;@@8 pour ’-tcut PeSuT s én peut done écrire;z:u"‘e v oﬁ ve VS"‘W ; mais
pour P#S s cette relation impl.ique que la P-compesanﬁe de u' est une unité ,
done dans Hy , puisque P n'est pas ramifié déns Z 3 on g donc szé% s C2 qui
momtre bien que , pour PES , la P-composante de z appartient & Hg s

Nous utilisercns encore le récultat suivant de théorie des groupes abéliens :

XE%#REZXB (cf.Alg.,chaps VIIN 2,2xerc. 7c))

- ° o o s : - 2 /i -
Lemme 5 .- Soit G un groupe 2bdlien Ffini dont tout éldément est 4'ordre £8 .s0it
=

% un sous=groupe de & tel gque pour lgygs , on ait HAG® =H"” : alors il existe

A i e

un sous-groupe H; de G tel que & s0it produit direct de H e% H .

En effet ., G/H est produit dirsct de groupes cycliques G, {i<ign) d'ordre une

puissance de E: qclt a un élément engendrant G. , et a; un él ‘ment de la clas-
h\‘%" =

on a asf €H , done il existe par hypo-
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e ‘ -1 h ’
these b;€H tel que a; =b; , autrement dif aj=a;b;” est d'ordre £” o On en dé-

duit aussitbt que le sous-groupe H, engendré par les al est supplémentaire de H.
Avec les notations précédentes , proposons-nous de chercher & quelle condition
Er-‘rs

il existe une extension cyclique L de K , de degré s et contensnt 1l'exten-

sion donnée Z de degré £ . Pour toute place P de ¥ , 1'homomorphisme canonigue
‘é/Z/K p de Ky dans le groupe de Galois de Z par rapport & K , doit &tre compdsé
de 1‘'homomorphisme canonigque du groupe de Galois de L sur celui de Z , et de

" = e : r(P) . pr(P)+8(P) .

3k homomorghlsme canonigue ‘VL/K;P . Soient ¢ f les tiefgzes locaux
de Z et Len P 5 1la relation r(P)> 0 signifie que le corps de décomposition
Z(Kp de P dans Z est distinct de Z 5 comme L est cycligue sur K LNEK; conti-
ent Z ou est ccrnteru dans Z , et l'hypothése gue ZNK, est distinet de 7 entrai-
ne que LAK, est cortenu dans Z et identigue & ZQKP s par suite , le deg

L sur LNE; a8t égal & {;f(P)'}'b ., zutrement dit s(P)=s . Si gu contraire r(P)=0,

t
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oS
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§

=

Nous glicns rous donrper un groupe cyzligue re - e & €tant un généra-

-~

teur de ce groupe . Socit Tp une extension ecyecligue @

i degré = r(B)+s(P) oo Kp - Soit A -le sous-groupe de 7, d'owdre £° enpendrd
: il : . _
par 4 s &% scit wWun isomorphisme du groupe de Galois G de Z sur K , sur le

groupe EXEYIEEE quotient z" /A - Soit

- s7(Pl+s(P) - 3 . :
dite £ ., et seif gD homomorphisme canonigue de GP sur le groupe H ip de

’ - = r{P = z €l - .
K?{Eﬂ sur XEB KP . O'crire ( ) “P est canonicuenent identifid & ur SGuSagrou__

S
T
h\_"P
-
Q
o)
Y
{3
ek
|3
|
.
i}
N
“
(0]
ct

19
el

le groupe 3e L‘P sur KP ., cyclique dfor-

pa& de G , donc 1 lui correspord pa

wae

cnCore un isomorvhisme W, de G sur un socus-sroupe de i =fA el gue wop =
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:eﬁoad . Cela é&tant , l‘homomorphisme canonique *Z/K,P est couposé de Pp et
de 1'homomorphisme canonique . V P/K (CddyaI § 6) : on a done Fdaf%]K,P:

“fPe Wre f% /K » Sous les conditions précédentes , ow peut donc identifier G &
/A vpar 1’1somornh1 W, et Gp 2 _I% (ou & un de ses sous-groupes) par l'iso
morphigme Q;P ; nous suppeserons dans tout ce‘qui'éuit gu'on g fait ces identi-
fications ; pour toute place P de X , on a alors pour tout zPeEK§

Nous pouvens zlors énoncer

(mod. A ) -
IT/F (o) (mod. 2 ) -
e théo 1éme d'existence suivant

mHEORE”E 4 (Griiowald-Wan

) .-~ Soient K un corps de nombres algébriques 5 flgg

ang
e premier impair , E une extension cycligue de K , de dezré une puissance

=

b
de £ , et lindairement disjointe de K(5.) . So0it Z ume extension cycligue de ¥
d

7 544 e me A S
ezré f" . 50it S pum ensemble fini de places de ¥ , contensnt toutes les pla-

S st

ces & 1*in”ini et toutes les places ram mifiédes dans Z 3 pour tout PE€S

gr(P) le degré local dz 7 sur K , et soit L, une extension eyelique de X

gr(P)+s(P) ; on stppose gue spmax s(P) et que , lors
Pé;S

P 9 COII@

tenant Kﬁ(Z) , et de dzgré

gue r(P}»0 , on a s{P)=s . Dans ces conditions,tl existe une extension ﬂycllqge

1

L gg X , de degré £™*° , contenant 7 , telle que KP(L}zgp pecur tout PE€S , gue

%L/K PffL /R pour tout PeS , et que tout diviseur premier nfappartenant pas &

-\i«» -

5 et ramitié dan

5
n
tuu-
H
]
i
m‘»
M

s
H
)
8
b—l ©
®
=
(7}
I
=
0}
kel

0
= P +S © : g 3 o = > o 2
de K, de degré £5* . 53 S ne contenait pas un tel diviseur , on lui adjoin-
—~ g = .
drait ur diviseur P, ne divisant pas £ et restant premier dans 7 , et on cheisi—
“J
rait Ly comwe il vient d'étye dit (les conditions de 1l'énoncd Stant Svidemment
&4
O
vérifides glors pour PG) .
=TT %‘

Prcms = T 0= R (7 {° = Sy A =% =
Posons H=l Nz/ﬁ(JLf , Hp=Ny (2) /% (K(Z) ) , et considdrons L'homomorvhisme (O




- est d'ind:.ce fini dans H (étant ocuvert et cantena.nt K* s il est 4éj2 d'indice
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de PT;T;K; dane I' , aé*ini par le formule
(17) (=TT o po (23) s

en raison de 1'hvpoth>ee sur LP »p est un homomorphisme de . ] ] KP sur T, et

il existe poeKP tel que ﬁ‘y /K (po =0" ,» Soit Ng le noya.u de ‘f les formules :
o
(16) montrent que L= Hszpsﬂp $ en outre , P,Js est engendré par P et NS
€
Soit T un ensemble fini de diviseurs premiers de K satisfaisant aux conditions
du lemme 4 avec les nota*ions de ce lemme , posons H ..K"'NSH£ VSUT . Ona, en

vertn des hypoth‘ses , H CH ; soit G<H/H_ , et 6y=HgH,/H, - Comme ey VT

fini gans JK) vy il en est de méme ge H, i en outre , tout élément de G a un ordre
diviseur de £°5 . Nous allons appliquer le lemme 5 au groupe G et 2 son sous-

groupe Gl ; considérons le groupe ,1ncc (pOur lsvss) s un élément de ce groups
est la classe 'nod -Hy d'un id*le Z2€'g et d'un igele u‘ s 62 u€H ; on a done u-

ne relation de la forme

(18) ’v.ayvesw '

et otex”™, velg , veH et wevs“'T J cette relation s'écrit

_ zy~ -mxe £ .

et %omme v€s , 11 résulte du lemme 4 qu'il existe un iddle erS tel'que zy",1=
=xe s en d’ antres tefmee s 2 et xe sont dans la wéme classe mod. H, 3 cela
montre gue Gir\ Ge =Gf « et en vertu du lemme 5, 11 existe dose un groupe '32

supplémentaire de 6 5 da;_xs @ . Cela signifie qu'il 'existe un groupe 82» tel que

H < HZCH - Hsﬂze.—ﬂ et HsnﬁaeﬁanO « Nous allons voir que le corps d_e classes
L correspondant an groupe 4'id“les H2 répond zux conditions de 1'énomcé . .
Comme HQCH , on+a ZCL ; comme HZQVS vt s toute place de K n"appartenant 'pas‘
5 SUT est non ramifide dans I ; toute place de K ramifide dans L et n'apparte-
nant pes 2 S eppartient done & T et par suite reste un divis "ur’premier dans B
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s T
e 05
(lemme 4) . Pour montrer que K (I.)=I;P lorsque PE S , considérons le groupe

Hzn J;TSK; + Comme Hch y On @ (T'TK INH _Hsr\H ..Hs/'\H en vertu du choix

2
de Hy 5 mais si zeHgNH, , on a Z-uweew , o «ek¥, yeN JVeH et
eVS 2 s en vertu du lemme 4 , il existe x€ Hg tel que zy™ = & ; d'autre
part , en. raison du choix de P. , K, (Z)=K, , dome H. est engendré par U, et
F 0 Py s Vs s T Po
(4}0' , et par suzte Hy ‘est engendr’ par Ny et Fo ; om a donc x_p t,on ¢t eNS,
r+s
et comme @ " €Nq , On voit finalement que z¢ N, , autrement dit fi IK )r\H,:
Yo S S Pe gk

= S - En particulier , si PeS , la relation zp € H, (pour un élément zPeKP) est
équavalente 3 ﬁ'P/KP(ZP) =1 , ce gui prouve que KP(L)—I;P - D'autre part , le grou

ve engendré par p, ot Hy contient le groupe engendré par Po et NS s C'est-d-di-

 Tx% s et a fortiori le groupe B, . Mais comme H Ho=H , ce groupe eontient |
P S S

PesS
@ ‘et H , et en raison du choix de P et des relations (16) {30 et H engendrent
+8
Jg tout entier , donc il en est de méme de F’o &t H2 » COmme ﬁo éH s On a

(JK'HZ)<£r+S { par sillsurs ‘.I‘P :K ] =fF*S | et par suite [L:x]=07*° , et L

est evelique sur X . Il est clair en outre que le groupe de Ga;ois de L sur X

est engendré par \h' /K( ﬁo) $ en identifiant Y1 /K( F'o) avee 6 , on identifie le

groupe de Galois de L sur X avee I' 3 comme HyN ( WKP)-NS s ¢t que _;[;TS

engendré par B, et NS s en voit aprés cette identlflcatmn que w coincide ave

la restriction & PT;TSK de ‘PL/K » €t en particulier gqu'on a3 ‘i’L/K,P"‘FLP/K pour
——toute place P€S , ce qui achdve 1la démonstration .

Pour B—-Z le -théordme n'est plus exact sans condition supplémentalre dans
l’énOncé o Le rédacteur a la flemme de rédlger la démonstration dans ce

cas , et préfeire attendre que Bourbsgki it pris une décision sur le ma:n~ :

tien ou le rejet du th. de Griinwald-Wang .
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