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1 . Solent V et V' dos variéifs de néne dimension , 2 un joint de V et x' un

. point de V' Oh.déazm alors par P(x,2°:V,V%) 1'ensemble des inouorp!dnca p
de aous-varutéa ouvertes de V ccnmant x , sur des aous-var“m mu'bes de
V' eontenant x' , tels que ?(x)-x' . ; 4
 Soient Vg (i=1,2,3,4) dcs varifésée , tOntee da m&me dfmensian , et , pour chh-,

que i ,'x; un peint de V, .. 81 ?1"(11":+1"’1'71+1> (1=2,2,3) , on aZphye ’
eg(:,,:,;vz,v,,) et Pyo(Pee®) 1-(1'3a1'2)o?1 - Dg plus , on & Fye _‘:1 d,xi,vw‘,vi
et P, Pi ést 1'application identique d‘'ume sGus-varifté ouverts de. Vi, sur elle
néne , tanais que FioFi est l*appucation meutique d'une sofs-varidté ouverié
.0 Vi sur s!le-m&me . | :

* 2. Dans ce qui suit , nous iutroduimns deux eymbolaa '-0,92 qai acront des ob-‘
4¢%s . n appartanant pasy 3 l'ensemble ¥ des entiaz-s 20, et naes prolongerons
- F relatinn dtordre de W2 Ru{n Q} en convénent que m<~<ﬂ pour tout entier 4
ne¥ . A pa.rtir de maintenant s le eymbole m pourra représenter l'tm quelcoaqne ;
: aes é].#menta Ae 1'ensenble W'sj u{w,ﬂ.} . Solent Vet ¥ deux variéidle de m&me ‘
dimension , x um po:i.nt da Vet x' mn point de V’- > Nons allone déﬁuir das rela-
‘tions @réquivalence 2(™) dans E(x.x'57,7') . Solent P,B' det éllments de co dar-
nler ensemhle ; R(ﬂ')('@ T?") (resp. R(m)(F,F'))’,a& meﬂu{j} signiﬁera par dé- |
_ fznition qu*il ¥ g unae aons-varilté cnve“ta ! de ¥ eontanant &« sur laqualle j 2
| et P' sont 2éfinige et telle que las r&strietl"na de 7,7 2 U co:ncident (resp.* -
- efent I'am avac L'autra aa comtsct d'oxdre m en r) 11 est clair que les rela- |
tio::s Rh) (me N*) eont des re®ations d'équivalence et qus g(2) ast plus fine
| que R(m) ei 8'>wm . Nous poserons g(“)(x.x';V,V‘)a_g(x,x',V,V')/R(m_) - 5t o'>n,

o
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P (x,2047,79) et Stre comedadeé comse quotient 4o H) g, 200%,7%) yor 1a
relation 4*équivadence 2(®')A(®) |
Sojent ¥, (421,2,3,4) des varidpbée do ube dineusion , ot xg -um e Vg .
Nous avons vu plus haut m l'a‘nﬂu 40 copponticy Bes applioativpa mt
une 10l de cowposition entre g(r,.z,:vz.v,) ot 3(%s%,17.¥,) b valeurs Qans
;?(xl.xyvl.v’) . Cotte Yoi sst wifum eomiativle gveo la relatics !‘d
Lge,ol Py Pl R0rs 3 9170,V 0 (1-2,2) , Zes condigions 2(™V(n,00) o0
(™) (p,,93) entratnent &(® *(pzorl P3ePid . On tire de )2 , par passage aux quo-
tiénte » une lpi de compleition entre P"‘(Q,:,:Vz.vs) et P "(8;.:2371.7" a
' valeurs dans 'ﬂ‘( }(x1.23.v1.V3) t et , 8l 715 g( '(:i,x‘*l:?,_.v‘“) (3=1,2,3) ,.
on a (7;@? Yo 3?30(?20 Y. En pan&culur o 81 X est'wn pGint d'une vartété
; 9 on a une loi de eompos.ttion aspscdiaPive dans p‘“’tz.s;v,v) e Cette Lod dn
~ cOuposition admet un é2ment nentre , 2 savoir Ba classe suivant R(m) dc "ap-
plicatton identiqua de V sur elle-mfme . UtSiisant des méma neogations gque plus'
haut , désimone par Ii b & éiément neutre de F ﬂ(x,,xizvi.v‘) 5 11 rém!ee Seo
' ‘lo-rs de ce que mcus avens démmtr‘ que , .94 Fe?‘ )(5‘1,:2,71,'2) s lyam
Hnens Tz Hx,02337,, TP tel que FeFat, , PE-Y, - En partfeuiér ,
voit que P(‘”’Cx,a.v v¥-est un grodpe , I2 est slair que et at>a, F‘”’(:,x sV, V.
est un groupe quo?;ient de g(“ ’(x,x;?,?) :
4 3« Soit n un entier >0 qui degeurers five -daue ce qui suit , s % s0it ? une
variété de dimension n . Pogong 5‘“’:?‘“‘(0 0s;R%, 2%} et . pour teut xeV ,
2@ vyipladeo 1 im2 vy o seit PPNV} 1a réanton dgs, By pour tous les xe V.
. si FePcm)(V) seG(m) ., Fos est un Sidment de P(m"'ﬂ s QU@ nous uOtcrOns dé-
sormais Pe & Il est clair que si s,s’ sont Qans G(m’ F(sa'):(?s)s' 3 le grou-
G(m) cpdre done & droite sur chaque’ P(m)(V) » et par svite ausei sur P(m)(v)
De plug , i P est un €lément qualconque de P(m)(ﬂ s S=pFa- est une applicatioa



B Ak
biun:lVOque de B("‘) sur P(m)(v) On ealt en effet qu'il y a un Gez(m)(o x3V, R’}
. tel que GOF eoit 1%41ément nentre de G(m) ; on a alors s=Ge{¥s) , ce qui montre
que 8 -»Fs est blunivoque « De plus , 8i Pr¢ P(m)(v) F'—F(F’l P*) , ce qui
modire que s-»Fs est une applicetion sur . L’ensemble P(m}(V) posaéde done une

struoture d‘ensemble Pibes prlnclpal de groupe G(m) et de base V ,

Suppaso:ns mamtena~t que:l'on ait donnd uns représantatz on du groupe G(‘ ) dans
le groupe des peroutations d*un ensemble- %3 nau_s désignerons panr z-psz da per-
mutatmn mﬁﬂ de 7 qui correspbnd & un é2énent ec G Gm On sait quton
peut alers associer 3 cet ensemble Z un ensemble Pihré ZV s 8 bgge V , e greu
pe Gm‘) s Ge f’:bre tvpique Z o Rappelons que cet engenble se defznlt coume sul'&
Sa:Lt X un point de v s formons le pI'DdU..’Lt Pm’)(’v‘)x 2 Jvat faisons--y opérer ie ‘
. groupe’ Gm‘) ) hovan de 1la fOrmule s.(F z)—(Fs ,sz} (o™, SGG(Q‘),FE. P‘SZ)(V))’
ze%). Solf 7. (V) l'ensemble des classsas de transxtlwté de P<S?){V))<Z par rape
port & FCQ) ; I'ensemble 7 Ly est alors 1z réunion des p/ (V) pour tous les xeV .
Si F P P(SZ)(V) 3 l‘applmatmn qui & tout z fait cbrrespandre 1lg classe e tran
sitivitd de (7, ,z) est une applx.eatmn biumvoque de 7 sur % (V) s quz s'appelle
le r __e_eg_é_:c_-_e_ de 1l'ensenble fibré Z, attachd 2 F, Sl r est pn repire de Zy en un
point x de V los au‘bres repires au méme point x somt les m ref(s) s 8 G(Q)
ol e(s) déSlg‘ne la permutation z sz . si 1'ensemble Z est muni @'uné certains
strusture S telle que les- Dpératmns f(s) soa.ent des automorphlsmes de setie
stmture s chaque ensemble 2 (V) est muni d 'une stmcture S de i1z néme esplos
que S 4 e+ tOut repére en ¥ est un isomcrphlsmn de 3a structure S sur S, -Plus
généralement , goiant Z(l) Z(h) des ensembles sur chacun desquels G(Q‘) opérg
Salt (" l)( s) 1la pemutatlon de Z( 1) qui correspond 3 un s eG(Q) « Le groupe G(Q)

- opdre alors d'une manlnre naturelln surie produit Z—Z<l) xZ(h} Llensem-
ble Pibré Z(V) de fibre tvpique % s’appe].le e produit fibké des ensembles fi-
 brés z(”(v) de fibres typiques Z(i) La fibre Z_ (V) diun er dans ee produit
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fibré 8'identifie canoniquement au produit des fibres Z(i)tv) de % dans Iea en-
sembles fibrés Z(l)(V) . Sojent fi(s’ fiul,..,h) leg permutations des ensembles
Z( ) qui correspondent & un seG(‘m | Rappelons qu'une applicatz.on f de
Z(l) e X Z(h ~1! dans Z(h) est dite c@variahté;par rapport i GCQ} sl on a
f(fl(s).zl,..,rh 1(B)°Zh 1"ﬁh(s) f(zl,g,,z 1) quels que. soient aEEGaZ) :
24 € Z(l) i 'h. 1€ Z(h“l) . La donnde d'une pareille applieation permet dé 3éfi-
nir une certalne structure sur Z , 1nvar1ante par GGZ) -donc‘, pour chaque xeV
une structure de la mme espice sur Z (V) s et 11 en résulte gue 1'on peut asso-
ciér a chaque x une application f' de Z<l) Z(h*l} dans Z(h) telle que l'¢m
éif fx(rloz,,.,rh 1°Zh) rh.f(zl,.oo,zh 1) -t ziC'Z< 3 (LSLsh-l) .. les ry
(1<ish) étant les. reperes des Z( )(V) quli sont asgociés & un wmdme élément , -
d‘awlleurs quelcenqua,ée P( )(V) b : : i |

Fn partlcuilew , on a les resu*tats suivants : si Glﬁb -opére lindairement sur
un espace veetoriel Z sur R , chaque Z (V) a une structure d‘espace veotoriel
sur R Si G( ) apere 11uealvement sur deux espaces vectorlels Z(l} Z(2> s et
si £ ést une appllcaﬁlon lindaire covariante de Z(I) Gansg Z<2} s OB g s pour
chaque zeV , une appllcation lindaire f% de Z(l) dans Z(Z) 81 Z(B) Z(l)ﬁgz(z)
et si on fait opdrer § n( )'sur 2(3) au moyen de 1a formule £ (s) fl(s)ébfb(s
(fl(s, étant laz permutation de Z(i) gul correspond & un. Sg{#fb) 2(3)(g} gfiu
dentifie canonlquemenﬁ au produit tensoriel z(l){v) 2(2)’V} . Sl Z(4) est le
dual de Z(1>>9 et si on falt opérer G( } dans 2(4) au moyen de la TOrmule f@(S)—
=ey (e

On peu% aussi- intervertir en quelque sorte 1z constructlcn preeédénte s 81 par-

2\4)(V‘ s'identifie canonigquement au dual de Z(l)(V) 3 etcegﬁéte,

tant des Z (V) supposés éonnés « D'une mawisre précise . suppOSOns gu'on aig
a%taché 4 toute varieté V et & tout point x de V un encemble Z (V) , muni &ven—
tuellement d"-ne strueture § (V) d'une certaine QSpéce - Supposons de plus qu'on

ait attaché 3 tout Lsomernhlsme P de V sur une sous-varleté ouverte 4'une variém
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té V' un isomerphisme d?(F;x,Z) de ZX(V) (muni de sg structure §X(V)) sur
ZF(X)(V’) (muni de sa structure §F(r}(v')) , et ceci de telle manidre que , si
F' est un isomorphisme de V' sur une sousuvamlaté ouverte diune variété V" , on
ait ®(FP'oP;x,2)= <@(?'~P(v) Z)op (Psx%,2) . Dans ces conditiosns s 51 U est une
sous-variété cuverte de V éontenant un pbint x , on identifiera en général Zx(U)
avee ZX(V} au moyen de l'igomorphisme $(I;x%,U) , I étant 1l'application iden%ique
de U dans V . Soit alors Z l'ensemble ZO(RD) . Le groupe geﬂ& opére sur 1'ensen.
ble Z . Considdérons esn effet un élémenti?éé@(0,0;RpgRﬁ) g Aéfini eur-une partie
éuVer te U de B® . Alors $(P;0,U0) est un sutomcrphisue de 7 (mani de sa structure
g;go(Rﬂ)} s et , si ¥y est la restriction de F & une sous-variété ouverte Ui de
1= é?(FlgogUi est identique & é)(F'O U, . Il on résulte que cs(a 0,0) ne dépead
“oque de la dlasse séngcgj de T relativement B la rclat7oa 5'equ1va1eace RVg? - Si
on pese , pour z€% , sz=P(7;0,U).z , il est clalr‘que 1tapplication (8,2)->sz
9 ' -~

fait opérer sur l'ensemble Z . On peut done , au moyen de llensemble % {mu-

ni de sa structure S) définir comme plus haut unf ensemble Fibrd de base V , de

5 2 - {ug?: ~rvkée"75 zo Ve "n =
groupe G ) s, EEXXEVTibre typigque Z . Désignons cet ensemble

i~h

Pibré par Z'(V) ,et

1ls fivre d'un x €V par 22(V) . Yous allons voir que Z”V; s'identifie canonique-

Lot

7 - : P /4 2 . 3 [52:) o . 2 : .
ment & Z_(V) . Soit en effet h un élément de PU9(V} 5 c'est une. elasse d'équiva~

o

= oo s E : =y - (KN =
ience de P{O,x%;R,V) relativement 3 la relation d'équivalence R' 2 dans cet ensern

%)

ble . Boit T um Slément de cetbe classge 4° equwval@aeo +H est alors un isomor-
phisme §'une sous-variété ocuverte ds V contenant x sur une sous-varidté ouverte
el

de R~ conte-ant O , et applique x sur O . Cet isomorphisme définit un isomorphis-

me P(E™*:x,7V) de 2. (V) (muni de sa structure S sur Z (muni de sa.structure

S) . Boit par silleurs 7y, le repdre de Z*(J, attaché & h ; c'est un isomorphisme
de Z (muni de sa struecture S) sur Z%(V)'fauni de 1la s%za@ture'géiv} qu'on déduit
de § par le transport de structur eﬂfec+ue par r, , strue ture qui ne déperd pas
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de h). L'application rh<3¢(H“1:x,V) est un isomorphisme de ZX(V) sur Z;(V) Cet

isomorphisme ne dépend pas de h . BEn effet , tout élément h'eiggﬂJ(V) se met
1 ~(82) -

sous tha forme h'=hs ™~ , ol sef , et le repdre r,, attaché & h' est défini ¥
par rh,(sé)ﬁ h( z) (z€Z) . 50it P un élément de E(O,O;RH,RE) appartenant & la

= dans E(ngan,

et KEX% C?(H”“l;xyV):@>(?;OgRH)afﬁ(H“l;x,V) , dfolr 11 résulte 1mmedldtement
que rh,cﬂ?(H*"l;XﬁV)=rha<?(H“L;X,V) . Nous pouvons donec identifier ZX(V) 3 Z;(V

classe s modulo R( )o Alors 99=HQF“1 appartient 3 la classe hs

‘par ltiscmcrphisme rhoC?(H“lgxsv) . On voit donc que sous les hypothdses faites
sur les ensaubles 2(V) , la réunion de ces ensembles se trouve munie &'une
structure d’eusemﬁle fibré de base V , de groupe'gﬁga s Ge fibre typigue Z=
=Z(R") -

Soit Z(V) un EEFEEE ensemble ?ibré associé 3 280y} . o rihre typigue % .Soi
(52)

vo{s‘ 1z pafmutatvon z-> sz de Z qui est associde & un s e G - Rappelons que ,

si @ est un entier ou o0 -Q(M} peut &tre considéré comme un groupg quotient de

o

. Ceci dit , neus dirons que 1’enqembl°)fibré Z(V) est de rang m si F{s} ne

)

=

. l >
dépend que de liimage s -de s dans l'gpplication canonigue de g‘gﬂ sur G(m).

Posons alors G(m)(s(mj}:fés} 3 11 est clair que 1l'application st ?(m)(s(m})

\.,’

de groupe G agcocié

-4

e m _ : > :
fait opérer g( )-dang Z =t oque 1l'on peut considérer Z(V) comme un ensemble fibrd
; :
20

(

Comme application des considérations qui préeddent , caﬂsiéé~0ﬂs une algebve

Q-
et
[0}
3
03]
M
=
o
et
D]
-~y
[=H
{3l
-3
(VN
o]
H
ot
=
()

ipal

3

-locgle A de rang m (fini ou infini) , et ddsignons par Vé 1'ensemble des points
proches évesg%ce A d'un point x de ¥ . S1 P est un isomorphisme de V sur une

3

sous-variété ouverte 4d'une variétéd V' , il correspond & P une application biuni-

vogque F_ de JX sur Vﬁ(wj s et la condition formulée plus haut est évidemment sa
tigfzite . On en con welut que 1z réunion des Vi ,» pour tous les xeV , posséde
: ; (52)

une structire 4'ensembls Tibréd de groupe G’ s de base V , de fibre typique
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(Rn)é s nous désignerons cet ensemble fibré par vA4 . i des isomorphismes F,Fy
de V sur des variétés'ouverfes de V' ont en un point x un contaet d'ordre m l'un

avee lL'autre ; on a mi:(Fl)i s 11 en résulte immédiatement que l'ensemble fibré

VA est de rang m .

Considérons plus particulidrement le cas ol A~A(m) s qui est l‘algpbro deg em-
brvens d'ordre m de fonctions en d sur R® . Nous dés;gnerOns alors pOur 81mpli~
fler par V(m) l‘ensemble VA et par V(m} ltensemble VA La fibre typique de V(m’
est (Rn)(ﬂ). Soit e le point proche géndrique d’espece A(m} de O sur B% . Ie A
groupe G m) opare sur.(R )ém) - montrons gue lfanplicatlon S-»S.e de G(m) dans
(Rn)gm) est biunivoque . P@isque (ss!).e=s.(5".e) ;.11 suffit de montrer que la
conditionvs.e=e entrafne que s est 1'élément neutre ,,Or , soik P un élément de
7(0,0; R R ) sppartenant & la elasse s moaulo la relation R(m) . Pour toute
Ponction défiﬂie et différentiagbie sur 2n volginage cuvert de 0 dans B ,
'ﬂﬁuﬁ dpalgndwoﬂ“ paﬁ 4(m) l’embrycx ‘8tordre mde f en O { e est éénc l'applica~

)

thﬂ £-3f s %aaéis que s.e ¢ l‘appllcatlbﬂ £ > ({oF)} y(m} . 11 résulte done

dec g@=s.a que pour fout £ . ¥ et ?oF ont un coptact &‘Ordre*m en 0 . Cela signi-

Yol

ie F et ‘*ayzllcazlon identigue ont un contzet dlordre m en O , done que

,.Q

04

est liéLngﬁf neutre , ce qui démonire noire asserplcn.o-ﬁﬂ peut donc considé-

(m)

{(m),.. . -
rer G Loﬂmz la fivre typigue de P n}y {v} , g(m) cpérant sur lui-méne par~trans
lation & gauche . L'gpplication € ws.e esi glors covarianté , comme il résulte
e la formule ss'.e=s.(s'.e} . Elle déPinit done ume appl icgtion de P(m}{v dans

;me)_, que nous gppellierons l2applicatite cendrique . Ponr tcuu.néif, 1°applica

tion céanonique de‘P{ﬁ)( 7} dane v {,duit une aﬁplic&ﬁion hiUniv0que ée»Ecm>(V}
_éaﬁs ng} . Cette application peu% = &Y?&iﬁloer conme ﬁui*_o Soit hés?(m)ij
et ;e H un é’pment de F{G y,R ,V} appartenant & 1lg ol asse‘h modulo R(m)_f_Pour

toute fernction g , d4finie et différentiable sur un voisinage cuvert ds x dans
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& s

V , goH est une fonction définie et différentiable sur un voisinage ouvert de
dans R® , et le point proche d'espiwe A(m) de % qui correspond 2 h par l'applié
tion canonique est l'homomorphisme g~ (go H)(m) 5

: Cherchons maintenant quels sont les &ldments de Vém) qui sont images par l'ap-
nlication canonique d'éléments de g(m) . Désignons par AX(V) l1'glgdbre des em-
‘bryons de fonections 4'ordre infini en ¥ sur V , et par IX(V) 1'idéal maximal de

cette algkbve . Nous conviendrons gue , si m=o00 Igfl(

V) représente 1'idéal (O
de A (V) . Wous poserons &(m)(V)MA (V)/Im+l(v) ; un point x' proche de x d’espé
ce A(m) déf1n1+ un homowmorphisme , gque nous noterons éﬂQOre x1 de A(m}(V) dan

o)

.-Nous dirons que x' est régulier (générique au sens de Weil) =i cet homo-
m0rphisme.anpliqua A;m\ Sur A(m) . On o A<m)=A(mj(R ) 5 poSOns I=1 O(Rﬂ) . 9oat
1'idéal maximal de AKQ?) ‘Tout homomorphisne de A (V) éaas ﬁ< } applique IQ(V}
dans 12 3 i1 en résulte que tout poinmt proche x' de x d'espdce ﬁ(m définit pa

passage aux gquotients (si m>0) unm hbmomc%phlsﬁe de A (V) dans A<l) ,.donc un

(1) () - Pour que x' soit _éguLier . 11 faut et

poimt‘prache_x? de x &*mqp>ce A
11 suffit éue.x’(l} le soit . ba conditicn est évidemment nécessaire , Powr mon
tref’du‘élle ast suffieénté ; Observons que , A(m;) étant isomorphe & 1l'algdbre
des séries formelles en n lettres , tout ensemble d'éléments de cette algtbre
doat 1es:classss modulo 12 forment une base de A(l):A(ﬁg}/iz constitve un ensem
ble dc‘géﬁ'"ateurs s d'ol notre assertiaz résulte *“médiatemea@ . Ceei dit ,soi
x' un peint proehe de x dfespice A( ) qul est l'image cagnonique d'on hsrP(m’(V)
Utzllsant les mémes notations gque plus haut , il y a des fonctionms dlzfereatla»
bles g, (1=L,..,n) telles que , pouj chaque i , g;eH.colnside sur un voisinage

de O avec la i-*me fonciion coordonnde sur R® . Il en résulte immédiatement gue
X" est régulier . Soit récipr0quemamt x* un point r gullev guelcongue de V(m} 5
soit m>0 (si m=0 , il est clair que_l?applicatlun canonigue de fﬁ}fv} 353

v(m)
¥

o)

dans

i

anplique le premier de ces ens-mbles sur le second) . Il existe alors
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_.9 Sy

des “onctions g, (1ign) d?fférentiables sur V dont les images par x' sont les
embryons 4'ordre m des Ponétiqns coord onnées sur R” en 0 : On = gi(x)zo et les
embryons d‘ordre 1 des gi en x sont manifestement des éléments -lindairement in-
dépendants de 1'idéal max1mal de A<1)(V) s 1% en résulte comme oOn le sait que
les g forment un svsthme de coordonnées en x sur V . Il y a done uné applica-
tion dlfferentlable H de R” dans V telle que H{O}=x et que les fonctions Hogs
n01nczdemt sur un voisinage de O avec les fonctions c@ordommees . 11 en resulte
que ¥ induit un isomcrphisme d*une sous-variété ouverte de R conﬁ@naﬁt 0 sur.
une sous-variété ocuverte de V . On en déduit immédiatememt.que #! est 1l'image

; 2 (m : S = . =T
canonique 4'un élément de P ‘})(V) - Douc : l'application canonique de gim’(v}

({ . . 2 - = 5
&ans_VXm) applique le premier cnsemble sur l’ensemble des leﬁtS reguliers du

second o

DEMONSTRATION TE LA FORULE DE HAUSDORFF
AU WOYER DES GROUPES DE LIE

1l . Soit 4 uﬁe.alg%bré asscciative unitaire de dimension finie sur B , et soit
=

]
]

g upe multiy 110&@1 ‘des éléments inversibles’ de £ . Alors G est une partie

suve*ta de A wuni de sz foporogie G espace vectoriel . En effet , désignons

pour %Cut-a A , par W(a) Liopération de multiplication & gsuche par = dans A 5

3 o

structure différentiable de A , en %tant gu'espace veeioriel , induit idne sur

ung structure de variété . On voit tout de suife que l'application (2,7 )>xy™

Q

tre e s'identifie & la structure d’espace veetdbriel de 4 ; om pourrs donc iden-

k3

tifier la structure 4'espace vectoriel de g & celle ge A . Procddant aldérs com

me & la p. de 1z rédaetian Weil , om'%rouve que iz 1oi dz composition dans g
est définie par EF;Q} =YY-XY¥ . On 2 danc g=A; oi,‘z est 1*aig3bre de Iie 4é-

fd

duite de A en y défini sssnt la crochet par lz formule précédente .
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contenant X et ¥ et fermé par l'opératien de crochet . Ceci , étant vrai pour
tout m , démontre la formule de Hausdorff .
LES EMBRYONS DE SECTIONS .

1 . Rappelcns que , si V et V' sont deux,variétés de méme dimension ,» et 81 X@I
x'e€ V' , nous avons désigné par E(x,x”;V,V“} l'ensemble des isomorphisﬁes B de
sous-variétés ouvertes de V contenant ¥ sur des sous-variétés ouvertes de V! con
tenant x' tels que P(x)=%' . De plus , nous gvons défini sur cet ensemble diver-

m étant un entiar >0 ou l'un des symboles &,

Llexistence du groupe des translations dans r? permet d'€tablir des isomorphis-—
mes entre tous les enssmbles R ﬂgx?;R~5Rm3 s O X, X' sont éeg ints guelcongues
s : = 3 7/ S i, 2 (‘3.

de R~ . Désignons en effet , pour tout ”WERP , par 8 1s translation qui améne O

b¢ :
en'x 3 l'application F-— 1@GF6§L est alors une appiicgtion . biuﬁﬁvcﬂuﬁ ée m(%,x”
< -(A.

B n R o £ et
R ,R") sur P(O,03R ,R) . Cette wp911c9t“cg est manifestement compatible avec

toutes les relations d'éguivalence R‘“) et définit pour tout m ', une gpplica-=

= e ‘) ¥ n ; . = ;
ion biunivoque de E( }izgg’;Rq 2 } sur G(m) . 81 F est un isomorphisme quelcon-

t Z

que dtune sous-—variété ocuverte U de B sur une sous-—varidtd ouverte de B2 , et
si x€U , nous appellierons distortion d'ordre m de ¥ en x la classe de §;;Xf1%§s
modulo lg relgtion d'équivalence R{&> dans ;(OgOsﬂﬁgRE} ; clast un élémenéwde =
ggm},@ue nous désignerons par 2. {#,%x) .-I1 o5t clait qne si B est un isomor-

s o s $3 P £ 2 2 7
phisme. d‘une sous-varidte ouverte de R™ conienant Fix
n

i omes i e
3 s | z = u 2 7 : e
Solent %3,..,x, les fonctions coordonndes sur B . Si e={ey;..5e, ) est une sui-
= =
Ia 2 N e b [ 2 bl 3 = s L S s :
te. de n entiers >0 , nous poserons M =(e, !} " ..{e ) %, ..x ; S1 m est un
= P n ‘3_, psl 5
= ‘m< il
= = 5 4 g W3 0
entier 20 ou 2¢ , nous désignerons par x; et M les enbryons d'ordre m de x. et
e i
_ =
N 3 5 - e = .&i} BT X = 2 = = ¥
de M. au point O Rappelons que le groupe §° opere 2 droife sur 1'algébre A{m:
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des embryons X d'ordre m de fonctions en O de la mani®ye suivante : si atsg(m)
et ?;eA(m) s goient T un élément de ¥(0,0;R%,R®) appartenant & la classe ZE s
modulo R(m) y @t f une fonction définie et différentiable sur un voisinage ou-
vert de O dans R” admettant T comme embryon d'ordre m en O ; f.8 est alors 1l'em
bryon d'ordre m en O de lg fonction foW o Si:xeggnn s nOUS poserons
m..sﬂza. (s)’VI :
en faisant lg ~onvention que @i (s) 0 gi e_(el,oo,e ) est tel que 252e1;>m .
Nous poserons 4'une manidre génerale d(§)~el+..+en si g:(el,,.,e ) ;5 én a a10rs'
(s)=0 si d(e)=0 , et , si m est un entier > 0 , kes fonctions a; . pour

a;
1s€
O<Zd( )<:m forment un systime de coordonndes sur C( ) muni de sg structure de

S0it F un isomorphisme 4'une sous-variété ouverte U de R® sur une sous-varidtd

b4l S =
ocuverte de R- , et soit X un povnt de U . Posons

D, (Bjﬁxl) ;uac(B/UX ) ®n si e:(el,,a,em) :
I1 résulte zlors 1mmeélatemem+ de nos définitions que 1'on a
81,0(u(mx))=(0 (0 7)) (1) oi d(e) >0 ;

©

(on notera que , =i d{e)=C , le premier membre est 0 tandis gue le second est

Xi(F(z)) » qui est en général #0).

Lemme 1 .- Soient m,h des entiers O , et soient F,F' des éléments de F(0,0;

n = o Eoe -
Rﬁ,R ) gui ont entre esux un contact d'ordre mih ea O . Soit U ltintersection

des ensembles de définition de ¥,F' ; les applications x—%ir\ng) §ﬂ>§£(@ey§)

le U dans G

ont zlors entre elles un contact d'ordre h au point O .

(x)=a; (8,(P.x)) , b} .(x)=

(e)em , posons , pour xeU , b.
gcﬂ-
(¥*,x)) . On 3 slors '

(Efbi,e)(«é)z( f( id?))(x}
: (00, H@~(0g gm0 PI()
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et le lemme 1 résulte immédiztement de ces formules ', appliquées aux L tels que
0<d(f)gn . ,

Soient m et h des entiers 20 , et soit PgF(0,0;R?,R?) .4 Désignons par (Rn)gh
1'ensemble des points proches 4'espéce A(h) de 0 sur R% , et par(g(m))(h) lien-
semble des points proches d‘empéce A(h) de points de la varidté G(m) - 91 U est
le domaine de définition de ¥ , 1l'application différentigble x«¢59(F X) de U
dans ﬁ(m) définit une application de (R® )(h) dans (G(m))(h) - De plus , il ré-
sulte du lemme 1 que cette application ne dépend que de lag classe t de B modulo
R(m+h) (classe qui-est un é1ément de G(m+h)) s désignons pax‘gwh)(t x') l’lmaﬂe_
d'un point x' proche de 0 d'fespice A(n) par cetie appllcatlon A
Lemme 2 .- L’appllcatlon S(h) de BE G(m+h) (g )(h) dans ’G(m))( 1) est différen-

tiable .

Un poznt proche x' d'espice A( 1) de O dans R® 34finit — et est défini par - un
homomorphisme de 1l'glgtbre A(h) dans elle~-mdme , homowmorphisme que nous désigne~
tons PEE encore par x' . Posoas .

z <X )= Qi d(f)= h?i {Z }ﬁﬁ ;

o % g s £ n B
les fonetions B, , forment slors un systame de Loowdoaaées sur la variété (R }éh
S 9
= £
P > fay > . 'ﬁ; =
Jous avons par ailleurs 1mtrodu1t plus haut les fonctions a5 o sur G qui for-
1= ==

ment un systbme de coordonndes sur cetite varidtd . I1 co
kS

rrespond & chacune de
{h) a {g(m}}aa;

ces fonctions une gpplication 81 - B1i s' est un point
9

S~ D

proche-d*eSpéce A<h) d'un point de §<m . AOUS POSerons

n
Ocd(D)gndi,g, 205"
(1<i<n , O< dlele m , 0<gd( f}<h) forment alors un sys—

)

les fonctions‘g.
: m} (n)

i,e,f

. Nous nous proposoms de caleuler

téme de coordonndes sur la varidté (g

: . ¢ \
les coordonnees de 5%/ (4,%x') , ob tég‘m’h} . X'e (Rﬁ)gh’ . Soit F un £1éme %

m -
de E(OQO;R o' agppartenant & 1z classe t modulo lg relation R(m+h) . Posons ,
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comme dans la d4monstrationdu lemme 1 , bl e(x)«ai e(S (P,x)) pour tout point x
du domaine de déflnltlon de ¥ . Chacune des fonctions b1 - définit une applica-
tion bg?g de (R.)éha dans A(h) , et on g ag?)( (h)(t x'))= b(h)(x’)_/ Or , soit
g une ?c;;tion quelcongue définie et différentiasble sur un voisinage ouvert de O
dans R® . Cette fonetion a alors un contact d‘ordre h en O avec la fonction
m104:d(f)‘,,(D (g)(O)Mf ; 1 on désigne par g( ) l'application de (R" )(h) dans
Atk gui correspond & g , on a - ‘
<><x«;:zwd(,@},{hw,ﬁg){o;y{gg) o

Appliguons ceci aux fonctions g-b o $ OB Obtient

- M EM™ ,x0))- 25 i) e oP))\O)x ()
puisque nous gvoms vu que by e\x} (D (Xtvﬁ))(x) Oy -, les \D h(? o))} {(0) ne

sont autres que les coordonndes al %+f(t) de t dans G<m+h} o Par gilleurs , si
= , _

on exprime 1cs >.& (Mh, comme combingisons llneavreq des Mf s les coefficients de
ces combingisons llaealres sont manifestement des polya@Zes en les coordonndes
@i,f(g*) .- On voit doné gue les coordonndes Yigégf(ggh){t,g?)} s?eXp;imeﬂt~comme‘
foﬁ;tions'polynémes en les coordonndes de % et de x' ', ce qui démontre le leme
= v 7 |

2 . 50it Z une varidté sur laguelle le groupe g(m) opére différentigblement é

gauche (m étant un entier >0) . Alors , pour toute varidté V de dimension n ,

on a une variété fibrée Z(V) de base V , de groupe g(m) et de fibre typique 7 .

Soit PV 1s projection de cette variédté sur V ; si U est une SOusizariété ocuverte
de V , Z(U) g'identifie canoniquenment & la sous-variéité ouverte P (U) de zZ{V) .
Rappelons qu'on appelle section da lg varidtd fibrée Z(U) touke application dlfn
férentiable S de ﬁ dans Z{(U) telle que PU S soit l'appllcatlon identigue de U
sur lui-méme . Désignons par =(x:V) 1 ‘ensemble des sections de varidtds fzbréns

de 1la forme Z(U) , U étant une sous-varidtéd ouverte de V contenant x . Soit h un
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entier‘;-o s 1lg relation "S 2t S' ont un contact d'ordre h en xf est une relatior
d*équivalence dans 1l'ensemble Zi(x3;V) . Les &léments du quotient S(x$V) de =(x;V)

par cette relation d'équivalence s'appellent les embryons dfordre h de sections

de Z(V) 3 i SeZi(x3V) , la classe de S s'appelle liembryon de S en x .

S0it V' une autre variété de dimension n , et soit x' XE un point de V' . Si
meF(x,x'3V,V') , et si U est le domaine de définition de F , il correspond & F
un isomorp‘isme F, de Z{U) sur Z(P(U)) . L*applicatidm S—%FZéSanl‘applique
S(x;V) dans 3 (x*:V') . De plus , si des éléments 81:5, de Z(x;V) onteentre
eux un contact d'ordre h en x , onslaF“; et FZ¢S25F”l ont entre eux un contact
dtordre h en x! °.cht;r-e'appl‘icari;ion définit done par passage aux quotients une
application chgx de S(x;V) dans S(xiV') . On vérifie immédiatement que 'é%gx
est une application biunivogque de S(x;V) sur S{(x*;V*) . De plus , si x" est un
.ﬁoint d'une troisidme varidtd V" de dimension n et F?é‘g(xvsx“;V*,V"} ; on g

{??’cF9x;<§é?9X“’CbW9X . I1 en résulte que ', pour toute varidtéd V , la réunidm-des
§(X;V§ pour_tous_les x € V posséde une Stfactare d'ensemble fibré de base V , de
 groupe gcﬁ} et de fibre typique §=§(O;E@) . Nous appellerons cet ensemble fibré
1tensemble des embryons de sections d'ordre h de Z{V) .

Noug allons montrer que cet ensemble est de type m+h . I1 suffira de montrer

que si ngg(0,0gRﬁng) .+ l'application C?FSO de § sur lui-méme ne dépend que de
la classe de F par rgpport & la relation d'équivalence RCm{h} . Si xeR”
grons par &, la translation qui amdne O en X ; c'est un automorphisme de la va-
ridtd R? , :t il lui correspond par conséquent un automorphisme (&X}Z de la va-
ridté Z(R®) . Désignons par o et 2, les fibres de 0 et de x dams Z{Rn} ;.@9 )
applique donc ZO,SHT’ZX : Chaisisso;s de manidtre quelcongue un repére~fo au ;cinf
-0 c*est}unﬂisomorphisme de Z sur Z, . Pour tout zeR (5i)zorozrx»est un re-
| pre en x . On obtient ainsi un champ (Svidemment différenti;ble) dearepéres sur

;Rﬂ - donec une section de zZ(R") , qui définit un isomorphisme de R®x 7 sur 7 (R%)
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& savoir celui qui applique (%,2) sur (9X)Z(ro°z) . Pour simplifier les notati-
ons , nous identifierons provisoirement Epr) 3 R®% Z an moyen de cet isomorphisg]
me. . S50it maintenant F un é1lément de E(0,0;Rn,Rﬂ) défini sur une sous-variété
Ouvérte U de R” contenant O . Nous nous proposons de déterminer ltapplicagtion
F, correspondante . Si s est 1la classe de F modulo R(m) ,'qui est un élément de
g(m) s il résulte immédigstement des définitions gue FZ(ng):(Ogsoz) . S0it mgin-

tenant x un point de U et soit L éﬁ,”\oFo9 ; la classe de L est dOnc 1g dls-

£

tortion d‘crdre m , g (F,x) de F en x . On 3 ;Z‘\ F(x)) o (T, )ZoQQ }Z - Par ail=
levrs , il résulte de notre identification de Z{R ) & R®%x 7 que {§ ) (v,2)=
=(u+v,z) si ggggR s 2&€7Z . On en conclut que ZE FZ(X z)=(P(x), '5' ng)oz) ;
Ceci dit , soit S un élément de AQ(E,R ) 3 ctest une section 3 'une variéfé Z(US}
o US est une sous-variété ouverte de R- contenant O . Si 2€Ug : on peut dcrive
S(g);(gggé(g)) s Ol §é est une application différentiable de US deans Z . Si done
X est dans le domaine de définition de EZOSoF s 01 a3
a0 (Fpe8eF 1) (2)=(2. %, (F. 7 (2)) .57 1 ())) .
Soient mgintenant P et F' des é1léments de‘g{OgO;ngR )_qui‘ént éﬂtre eux un éon;
tact d'ordre m+h en O.° Alors Pt et w1t ont également un contact d'ordre mih
en O , et il =& dsulte du lemme 1 que les applications Zmﬁg'(wgv; 9'£¢%£'(F?91)

ont un ﬂonta t d'ordre h~%Z& en O . L‘appllcaﬁ;oﬂ §’ étant différentisble s il
en r@sul+e immédiatement que PZ€D0W°1 et W%oSoW* - ont un contact d'ordre h en
0 et déterminent par suite le méme embryon de sectionm en O ; ceci établit notre:
assertion que l'ensemble Tibré S(V) est de type m+h .

Nous allons maintenant définir une structure de variété sur ltensemble S . Si

G est une application différentigble d'un voisinage ocuvert U de O dans B® dans

une variétéd W , nous désignerons par W(h) l'ensemble des points proches d'espice

A{h} (n) 1

de points de W et par G extension cgnonique de ¢ 3 U<h) o S0it x: le
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point canonique géndrigue d'espere A(h) proche de 0 sur R® : x5 applique donc
toute fonction différentiable sur un vOisingge de O dans R® sur son embryon
d'ordre h en 0 . 8i G et G' sont des applications différentiables de voisinages
de O dans R dans une méme varidté s Une conxxditbdon nécessgire et‘suffisante
pour que G et G' aient un contact d'ordre h en 0 est que G<h>(§“ ):G?(h}(g“} .
Cepi-dit - 2 tout Plpmput S de 4@(3 R? ) nous avons gssocid une application §Z

de 13 classe S de S dans S

oo =3

du domaine de définition de S dans Z . Il est clair que ‘5é (:, ) ne dépend que
app

donc une application biunivogue de S dans Z-“) - Nous allons montrer qu'elle ap-
h

O

2 /
plique 8 sur Z S0it z' un point proche d‘'espdce A'\?/ Grun point z de 7

et soisnt £es 58, les fonetions d'un systﬁme de coordonndes en g sur 2 . A ces
t

fonctions , z' associé des £1dments de A qul peuvent &tre représentés par des
embryvons d'ordre h en 0 de fonctions gigaoogg; différentiables sur & . I1 vV oa
3 T

une spplication difPérentiable o d'un veisinaze ouvert U de 0 dens R dans Z
2.\

5 = = ; h
telle que 25 (er(x))=2 %{ x) (l=isr) si xeU ; il sst elair e @g"igg}zz’ . Far
ailleurs , 1 application x-»(2.0(x)) (x€U) est une section de ZA8) ., ot . i

L'application birnivogie de 2 sur 3 parmet de transporter & S ls struc—
%
ture de variétd de Z'7’/ . Nous nous proposons miintenant de montrer gque le grou-
= } s Z 2 s » G © z :
‘pe G a opdre différentisblement sur cette variete . Soit 4 une opération de

ce groupe , et soit P un élément 42 F(C,0:R°,B) appartensnt & lg classe t modu-

’ZH‘_ 5 Fa 2 r £ = 4 A - P —~ ._.l :
1o R( h) » 31 5 est un £l4ment quelcongue de 5(0;R%) 1z section ProSeF ~ est

déterminée par la formule {1) ci-dessus . Gardant F ot S fixas s posons AP&X}z
==1 Y «1 P : 3 == % - 5 :
=5£(F99 {x}) . BSE?<§}:§S(F (x)) . On a , en désignant par 5 ll'embryon diordre
. — = {(n) == - - :
h de 5 en O, 5{%,§)=(§ﬁ;AF{§),Bq Azl ) "{z!) - Soit p i'zpplicetion (s,2)-s sz
3 ) 9 F i
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-
de g(m)>cz sur 72 ; p admet une extension canonique pﬂh) qui est une application
différentiable de (G(mzx Z)(h)~(G(m))(h)><Z(h) dans Z(h) . On g
RS 5(+.5)= p-(h)(A(h’(X ), B(h)(x 50
est un groupe quotient de G(m+h) - 801t Uy l'ingge canonique de

t dans g(h) : L application Am est composée de l’application F“l et de 1'appll~

(n)-

Le groupe G

cation ZF¢S£(~QX) s et on a , pour y' proche d'espice A‘h) de O ,(g-agﬁ(F,g))(h)

(v’)—i(h)(t,z’)'o On z donec A<h)(x Pi= b<h (t,u:l,g" . Par silleurs , on g

B<h)(x 1 )= §1h)(u"1.x ) Or , Z(h} est un espece Fibrd principal de base Z et de
(h) :

. : () 5
groupe G ; ce dernier groupe oOpére donc 4 droite sur Z( !, lMontrons gue

'?(h)’f “1ox )= S(h)(?:’ =

’°ut . S0it en effet g une fonction différentisble sur %.
On a alors ’ :
&P (=t 21 g~<ao§5>(--><u x8)=(gaSser ) (B (x1)

et ceci est l'embryon d'ordre h de ga?sam 7 en O ,

en vertu de la définition de
X, - L'embryon d'ordre h de gagé en O étant (ﬁof )<h) ) . on voit que
§(b)(u i) g*(g(h)(”') g)u , ce qui démontre notre formule . Il vient done

: ;(t §) (h)(g(h)(t uu*ex ),8(8) u } e applAca+10n tou, est différentisble:

l’applzcatlcn u-u.x’-de G(“) dans (P }(b) est différentiable | et l'application

(4.3 )»> 50 (4,3') g glusn)y (R“' (8) gans (e(®)y(B) oo4 4
/o

2). L'application t-239 (h)(tq uyex! ) de g(m+h) dans fG‘m}}(h

e

ifféfenﬁiable {(lemme
{ ) est donc différen—
tiable . Par ailleurs , l'application & de S dans Z<h) est différentiable par
(
b

définition ; 1l'apolicstion {(z',u)=sz'u de Z{h}x:g(h} dans 7 est différentia-~
' =1

Uy
une application différentiable de “<m+ }>:S dans Z( ) . L'application gﬁ ) é-

ble puiscuerz(h} est une varidté fibrée . Il en rdsu 1& que (%,5)->3(8). est

tant di“férentigble , on en conclut que (%,5): 5 t.5) est une 2pplication diffré-

rentigble de g(m* )><S &ans S, ce qul montre que G\m+“} opére différentigble-

ment dans S

On en conclut que , pour ioute variété V de dimension n , l'ensewble fibré S(V)
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des embryons & d'oidre h de sections de Z(V) posside une structure de'variété
'fibrée'de base V , de groupe G , de fibre typique S .

Onvnotera dgalement que nous evons défini au cours de la démonstration un iso-
morphisme ;'de S sur Z(h) « Il en résulte que , quand Z a une structure d}espace
vectoriel invariante par les opérations de g(m) » S est isomorphe -} A(hJﬁDZ s CE
qui dé®init sur S une structure d'espace vectoriel . Cette structure d’'espace vec
toriel peut d ‘ailleurs se dé°inir directement comme suit . Soit V une variété de
dlmenszon n, et -soit x€V . Soient 5 et S' des &1léments de Z(x;V) , définis su:
des sous-varlétés ouvertes U et U' de v contenant x . L'application y-aS(y)+S'(39
(y€UAT') définit alors un 41lément S+5' de Z(x3V) . Si S1,8{ sont des é1léments
de‘ji(x V) tels que Sl(resp. Sl) ait un contact d'ordre h en x avec S (resp. S')
il est claxr que S,+5{ 2 un contact d'ordre h en x avec S+5' . On déduit H&XXK 4
doné de la loi de composition (5,5')-»S4+5' dans =(x3;V) une loi de composition’_
sdditive dans S{x3V) - De mfme , si 2 est un nowbre eel ; l'application v~easﬁg
‘est un 4lément de Z(x3;V) , soit as 3 et , 81 5, aun contac’c dtordre h en x avec
5 , a5; a un contact d'ordre h ern x avec aS ; on en déduit une loi de compositior
(a,E)uaag'en+re R et S(x:V) . On vérifie sans aucune difficulté que les deux
_Pleis de composition que nous venons de définir_donaent une structure-d'espaée
vectoriel sur S(x:V) . De plus , si V' est une autre veridté de dimension n , x“
un point de V' et Feg(x;x';‘\f-,vf)_ s l'imomorphisme 4’?,2 je §_(x:Y) sur S(x';V')
qui correspond & P est un isomorphisme de la structure 4°espace vectoriel du pre
‘mier de ces espaces,éur_lé second . On vérifie facilement que la structure:d'es—.
pece vectoriel que nous venons de définir sur S(0;R%)=8 est 1a néme que celle
donnée par l'isomorphisme de S sur Z(h)eA(hquz . Procédant exactement de la mé;'
me menidre que plus haut , on voit gue , si Z admet une strueture d'algdbre sur
EVH., invariante par les opérations de g(m) . chaque S(x;V) EEX admet une structu-

é re d’algﬁbre-sur R -
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Solent S un é1lément de Z(x V) et x' un point proche. d'espece A(h) de x sur V,

donec un point dn V(h) « 81 U est le domaine de définition de S s S admet une ex
(h) qui est une application de U(h) dans (Z(V))(h) Le poin-
S(h)(x ') est un point de (Z(V))(h) qui ne dépend que de la classe ¥ de S dans

tension canonique S

S(x3V) ; nous désignerons ce point par S(h)(x 5. g(h) est donc une application
de la fibre V(h) de x dans v(B) gang (2(V)) (B) | ¥eus allons déterminer la natu.
re des applications ainsi obtenues . Remarquons d'abord que , si on désigne par
Pv la projection de Z(V) sur Vv , P‘(,h) est une application différentiable de
(Z(V))(h) dans V(h) et que l'on g 2

(2) gl oy,

Remarquons par ailleurs que , pour toute var id%8 W , si on desn.gne par W(h)
1l'ensemble des points proches d 'espéce A(h) des points de W, on g une loi de
composition (x',y')-Ww'y' qui est une application de W(h'x (Rn}(h) dans W(h)

En ef’fet = A(h) est 1l'algibre des embryons d“ordre h de fonctions en O sur R®

de sorte que , par déPinition , (R )<h) n' est autre que l'ensemble des endomor-
phismes de la structure d*aledbre de A(h) . Ceci dit , soit w! proche d'espiee :
A(h) d'un point w de W 5 c'est un hcmomarphlsme de 1l'algibre Av(vh) (W) des enbry-
-ons d'ordre h de fonctions en w sur W dans l'algdbre A(h) s et il ‘en est de méme
de 1ltapplication w'-swiey* 3 w'e ¥' est donec encore un point prOéhe d'espéce A(h)
de w sur W , et e’est. ce point gue nous désigﬁoﬁs par w'y' . Soit G ume applica-
tion différentiahle de W dans une variété Wl , et soit G( ) son extension canoni

que 3 W(h) . On g alors

G(h)(wtlt)zc_(h)(wt)xt (W!e W(h)!l'g (Rn)éh))
comme il:résulte immédigtement des définitions . On en déduit gue l'on g
(3) g(h)(x.x.)zg(h)(xﬂ.xf (x'avxh), 1€ (Rn)éh)).

Réciproguement , toute application o de V;h) dans (Z(V))(h) telle que l'on git
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M (e(x )=zt 5 elx'y)= )y (xevi® , pe@) )

SR e g(h) avec un élément S bien déterminé de S(x;V) . Soit en
effet ? un élément de F(0,x;R?,V) ; c’est un isomorphisme d'une sous-variété
ouverte U de R” contenant O sur une sous-variété ouverte U! de V contenant x .
I1 correspond & ¥ un isombrphisme F(h)‘de U(h) sur U'(h) s un isomorphisme'FZ
de Z(U) sur Z(U') et un isomorphisme F(h) de (Z(U)‘(h) sur (Z(U’))(h) . On a
U(h) (R )(h), et(F(h)) ¢cF(h) est une appllcatlon oy de (r? )(h) dans (Z([I)"(h
si on désigne par P lg projection Ppn de 72(R%) sur R® , on a P(h)(ﬁi(z‘})zg’
pour tout x'e (R )(h> et Gi(g*x’):ai(g')z’ si y'e (Pﬁ‘(h) . Il suffit mani-
festement de montrer que G, peut se wettre §fune manidtrs et d?une'seule sous
la forme §§h>‘avec un §le;§(O;Rﬂ);§ . Or , nous avons identifié plus haunt -
Z(R%) & B°X 2 ; Z(U) o'identifie donc 3 UxZ et (2(0))®) 2 u(B)x g(B) | mepang
écﬁpte de la relation P(h}(oi§§f));§? . DR a8 Gi(gf}:igegwl(g*}} , O ¢y est une
appligatica;&e (Rp)gh) dans Z(h) telle que wligfié)zw (zxT)y' . Soit x! comme
plﬁs‘hauﬁ ie peint géuér*que caﬁﬁaique prcnhe d'aspice A(h\ e C sur R® . Nous
savons qu'il y a un élément et un seul S1 de S tel que 5(51) &i =! ) . d'ol
§(h)(x = (x wl(xb)) . Par ailleurs , on voit tout de suite que x' Y'=y' pour
tout y'e (Rn‘(h) . Puisque §£h’(§og“):&§h)(x°)g , om voit que Séh):qi . ce gqui
démontre notre assertion . |

Par ailleurs , il résulie immédistement de 1g définition de la °ﬁru5tbre dif~'
~°éfexzti&blé de 3 que lfapplication Elﬁag(h)(x*) de S dans {/13“‘)(h) est dif-
férentisble s et par suite que l’apyézcatlon gH~ .x! )s%ggh)(z ) est iz fférentig-
ple . On en conclut que lfappllcaulom {(S,x7)» 3 3{

(2{V§}(h) act différentiabl: ,

‘Uue gpplication canonigue .

Soit B une glgdbre locsle de rang fini . Soit 7 une variédté sur laguelle g(m)
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opére différentiablement & gauche . On peut alors faire Oopérer g(m) différentia-
blement 3 gauche sur la variété Z° des points proches d'espéce B des points de
7 ; Si s@;g(m) , 801t en effet ?(g) 1fgutomorphisme z-»8.%2 de Z ; cet -automor-
phisme admet une extension canonique EB(S) qui est un gutomorphisme de gB 21

est clair que ?R

est une représentation du greupe G(m) dans le groupe des auto-
morphismes de lg varidédtd Zn . Pour démontrer lg dl?férenﬁlablllte s désignons
par V.l’appllcatzom (8,2)>8.2 de G(ﬂ)x Z dans Z et par pp l'gpplication

(s,2! )9f>(s) .z' de “(£2x 2° dans 7° s dont nous voulons montrer quielle est
différentigble . Soit g une fonction différentisble sur Z gB est donc une ap-
plication de 75 dans B . On g gB(gB(sgz°)):(gaf(s)}B{zf} s considdrant s‘eomme
un point proche de lui-mime dtespdce B sur ng} » ceci peut s'éerire {gQ#JB(é,zj
la fonction gop sur g(m);<z étant différentisble , il s'ensuit que 1’applicatiéz
(s;z?}fagB( B(s)oz§) est différentiabie s ceci étant vrai pour toute fonction
g différentiable sur Z , notre assertion est &émom%rée o

Soit V une variété de dimensiom n . Soient Z(V) et Z5(V) les variétés fibrées

assocides & g(m)(v) de fibres typigues Z et 75 s si x€V , soient ZX(V) et

: ZB(V) les fibres de x dans Z(E} et dans ZB{V) . On vg monirer gue Zg(V)‘peut

sfidentifier canoniguement 3 la varidté (ZX(V)‘B des points proches d'espice B

de points de % (V) . Taut élément r de P(ﬂj(v‘ définit um isomorphisme r, de Z

sur Z (V) et un 1s~morphlsme r o de 'bur 7 (V} . L*application r, admet une
g1
extension canonlqun rg qui est un isomorphisme de 78 sur {z ’V))B s et T?sr é
Z
est un isomorphisme de 7.5 (V) sur (Z \V}} - Cet isomorphisme ne dépend par du
I‘éB: :
=7 gofB(S) s d'ol notre assert10n résulte immédigtenment . szﬁ J 1l'isomorphisme
Z

{ BN
choix de r . 30it en effet r'=rs , avec segc‘m} s on g glors wrar af(s)

que nuus venons de définir . L‘easembln (Z (V\)B est une partie de-(Z(V))B ., Bt

{Z (V)}“r}( av)) wﬁ si x et y sont des points distincts de V . Il existe done

3K
H

une aopllcatnon biunivoque J de 7 {V) dans (Z( ,B qui prolonge toutes les appli
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cations Jx . Cette application est un isomorphisme de la varidté ZB(V) sur une

sous-variété fermée de (Z(V))B . Pour le montrer , désignons par U une sous-va-
riété ouverte de V telle que la variété fibrée g(m)(U) admette une section . Cet
te section définit des isomorphismes de Z(U) sur U ¥Z et de ZB(U)vsur U)(ZB ;'
nous identifierons provigoirement Z{U) et ZB(U) UXZ et U}(ZB au moyen'de ces
isomorphismes . Dans ces conditions , (2(U))% stidentifie & UBx 2B . Si %eU ,
x peut &tre considéré coﬁme un point proche de lui-méme d'espice B , ce qui
plonge U dans UB : la restriction de J é»ZB(U) n'est alors autre que l'applica-
tion identique de U?ﬁzg daus_UB><ZB s ce qui démontre notre assertion (car Ux Zﬁ

UBX 7B)

mais ZB(V) 5 son image dans (Z(V)}B au moyen de l'isomorphisme J . On peut d'ail

. Nous identifierons désor-

- e P - : o3 s & Eol ey B S £ .‘."«‘\B.
leurs définir de la manidre suivate 1l sous-variédté 72 (V) de (Z{V))" .

S
une fonetion différentiable sur V , et soit P la projection de Z(V) sur V ; poZEa

sons g.=foP ; c'est une fonction différentisble sur 7{Vv) , dont l'extension ca-
) S

B

nonigue gg' est une appiication de (Z(V))~ dams B . Seoit par ailleurs Qp la pro-

- 4setion de (Z(V))B sur Z(V) ; g.o0Qp est &g@rs une fonetion numérique sur (z{v)t

3 3 ~'—’ - S o - s U P e Kmias 3 v V
Ceci dit , la sous-variété ZE( Iy 4 (Z{V)) est celle déFinie par les équations
B - : 5 o 31 fedver =% - » 7 {7 Stant iden :ﬂi"
g~£.0Q5=0 pour toutes les fonctions différentiables £ suy (& &étant identifie
S :
de la maniire canonigue & une sous-algdbre de B). En effet , si xeV , la fone-
e
) 7 37 2 E ” T YD %
tion g, est constante et de valeur £(x) zur AX{;} : si done z'e {Zx(f}; , on 2
=] B = BI N 2 ‘.‘ ;
g?{z‘}gffx}:(gfegg}(z°} , c& nqui monire gque gg"gféQB est.nul sur 7 (V) . Boif re
B,
£ )

n = s : = :
ciproquement z' €{Z{(V}} " %el que l'on aif gfiz‘}m_gfaQB}{z=; pour toute fonction

: 1 ot s a1 ST
différentiable £ sur ¥V . Soil X%X%% x:?gQBgz }) ; so0it U une sous-varidsd ou-

‘wverte de V contenant x ., telle qu'il existe un: section de iﬁk}{U) . Identifibne
comme plus haut Z(¥) et 28(3} =z OX7Z et & U);ZB au moyen de cette section jdome
(Z{ﬁ}}B 2 UPx% z° . Alors z' se trouve idemtifid ¥ un nc“nt {x',2{) , xte T2,

zgézZB et g?(z‘):f?{z*) ; ceci étant égal & f{x) pour toute Tonction £ diffé-
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rentiable sur V , on a x'=x , d'ol z*E'ZB(V) ;
Soit 7mai}:itenant A une sutre algdbre locale de rang fini . Puisque ZB(V) est une
sous-varidté de (Z(V))B ,»(ZB(V))R est une sous-variété de((Z(V)-)B)A . Or nous
avons défini un isomorohisme canonique B » de KKZKK%}?&XE@X-'((Z,(V)A).B sur
((Z(V)B)A - Nous nous proposons de déterminer la sous-variété de‘f;((‘Z-(V‘))A)v'B qui
est appliguée par A sur (ZB(V)}A . La projection P de Z(V) sur V admet une exten-
A

sion canonigue. A qui est une application de (Z(V) YA gans 7 ; pour simplifier

1g typOgra;ohie , nous désignezony cette application par PA . Nous allons montrer

“‘al 3 = e s e ;
2 - PA (x?}Aest une sous-varidtd de (Z(V) }g s e sorte gque

ok

que pour tout x'€ V
et gque lfensemble qui est appli-

x'))® pour tous les x'e VA . soit-

(PKI(X'))B est nne sous-varidvé de ((Z{(V))
qué par A sur (‘ZB(V))A est la réunion des (?Z
U une sous-variété ouverte de V telled que "g{* U) admette une section . Cette

section définit une série d'isomorshismes :

de Z(_U) sur U)’éZ/
. o Lo s
« 2By - - Uxz®

= 7 temy . (0°)Ax (2°)%
= (ZBm}}A - A Uﬁ.xizg}pL '
(o)t o o Azt
o) o | (v x (292 .

Soient }U 5 \Z et }\I;Tx'_z les isomorphismes canouniques de {UA}B sur (UB}A s de

1 A A = s 2
(ZA)B sur {ZB)A ft de}g((UXZ}'A)E sur {(U%*Z}B}“ . I1 est évidént que WHIEX
(u",2") Ux Zz(u" U,z“‘ Z) siu"e (UA)B , 2" e (2P . 51 xrevt , 1'isomorphisme

de X% (’Z(‘@)}A sur UA}( 72 applique P}:l(x*} sur {xj;:ZA , qui est manifestement

& i3 A ‘[%_ o 1 - = 3 2 &
une sous-varidtéd de U XZ , ce gui montre que Pﬂ; (x') est une sous-varidté de

1]
t

(Z(U}}A . On peut considérer x' comme un point proche §'espie de lui-méme ,




ques de S(Z;V) et de S(% &V) sont uo(u;ﬁ ) et So(a

Db
donc comme un point de (UA s i1 est alors clair que 1'isomorphisme de KXZKEX%
((Z(U))A)B sur (UA)R><(ZA)B applique (PKI(X'))B sur {x{fx(ZA)B , done la réunion

des (le(x'))B pour x‘eaUA sur'UAx (ZA)B . On observers queAWA est ici considérd
o

)B

comme une sous-variédté de ( en considérant tout point x' de UA comme prochs
de lui-méme d'esp2ce B . Considérant par ailleurs tout xeU comme proche de lui-

méme d‘espice B , on plonge U dans gP , donc o2 dans ’UB)A ;s et on vérifie sans

aucune difficulté que XU induit lqapn71cat¢on identigue de UA ur lui-méme . On

V@lt done que. xU):Z applique la réunion des (T (X"\B (x'¢ Uﬂ sur UA§<(ZB)A°

<

Par ailleurs , il est clair que les isomorphismes de ((Z(U)}A)B sur (UA)%K(ZA)Bz

:((U}(Z)A)B et de ((Z(U))B)A sur {(U;iZ)B)A font se correspondre entre eux les

 isomorphismes canoniques » et EU*(Z . Nos assertions sont donc démontrées .

: = : e - B
Ceci dit , soit waintensnt h un entier ;:O . Soient S(Z;V) et S(Z27;V) les va~

riédtés d'embryons d’ordre h de sections de Z(V) et de ZB(V) ; 81 xegV , soient

5.(2;7) et 8, (72 V‘ les fibres de x dans ces variétéds fibrées . Les fibres typi-

HB;R}Q}

£
{Bs

. qre nous désignerons

par S{Z) e §(Z Y . Soit (§_(Z))B la variété des points proches diespiee B de

e f .

points de 3{(Z%) ; cette varidté donme licu , comme expliqué ci-dessus , 3 une va-

ridté fibrie (§{Z)}“{V) dont eile est la fibre typique ; nous désignerons pour

s = o e s z B S e & s - o
simplifier cette varidté par S°{Z:V) . Notre propos est d'é+tablir une cOorrespon-

dance biunivoque canonigue ERLE entre les ensembles QBQZ;V} et §\ZB;V) .
= R e B g = y = ¥ = B
Nous avons identifid ls fibre §X{Z;V} d'un point x dans §BgJ;V: S48 {7:v)) .
73 & 12 = 3 / > '} e = S e = {h)
ment S de § (Z;V) une agpplication 3

Nous gvons par ailleurs sttashd 3 tout 414
\
ﬂx

s 2 7 = 5 (7
de V(h) (13 fibre de x Pama la variété V< des points proches 4'aspee A‘Q} de

points de V) ddns {Z{V}}*“ » Soit T un point da {§V{Z;V)}B - 51

50 e
J

b

<

b

©

(=

sait que 1l'application §'s S5>85'% (%) est une application différentiable gde

DX(Z;V) dans (Z(V))gh) . L'extension canonigue ‘E‘ de cette application 2
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(S (73 V))B fait correspondre 3 T un point g (T3x!) de ’(Z(V))( ))B . Soi%
(;B(T sx" )) 1l'image de ce point par l'application canonique A de (( Z(V))(h))B
sur ((Z(V)) )(E) . Dégignong par P la projection de 72(V) sur V , et par P h'ex
tension canonique de P & (Z(V))(h) . Pour tout €s (Z ¥)ion 8 S<h)(y L)

'<:Ph (x*) ., et par sulte 4 (T,x )tE(P"l(x ))B . Paisant usage des résultats ob-
tenus plus haut , on volt que (gB(”-x )) appartient & \ZJ'V;} (h) . Nous nous
proposons de montrer que l'application x*«p(?B(T;x“))l peut étre définie au
FERYEEHXYABR moyen d'un élément de §(ZB;V) . Nous avons déterminé plus haut les
conditions soﬁ% lesquelles il en est ainsi . Soit Qp la projection de (z(v))B
sur Z{V) , et soit Qf sa restriction 37 (V)-; 1la projection de ZB{V} sur V est
alors PaQB s ol Q‘(h) est llextension caneniqae de Qf & (ZBKV§3<h) , celle de
PoQ' esy szof(h) s et la premlére condition gui doit &tre satis
(P oc;%(h})(;B(T ;20 =xt . 0r Qu(®) est 1a restriction & (2%(7))

sion canonigue Q(m de QB 5 ()Y 60 vérivie fnnddinte

o
fl)i
0
I
(a
¥eo)
&
D]
(@]
0
&
—s

tout point u de la varidté ((Z(V})(h)‘B - Q(h)(u ) est limage ée 1 daﬁs 1a pro
jection de ((Z(V))<h)) sur (Z{V);(h’ > 51§ est ?e point de S_ -
pr0che d‘espidce B , le peint §B’T°x’) est proche 4° erébe de 3
projection sur (Z(")‘(h) est §(h)(x ) dont lfimage par P, est x' , ce qui mon-
tre oue la premidre cordition est satlcfalte . La deuxiéme condition & satisfai
re est que (BB(T;y’i?)) (§ (P! )) .y' pour tout y'e (R"
cation z'-pz'y' de (Z(V))(h) dans lui-méme . On a S‘h){x )=
(5™ (x1)) B

: : 3
:g?(§B(T;x?)} - Soit maintenant p, l'application u-uy’ ée'{{Z{V?}B}<hf dans

lui-mé~me ; on va montrer que PB(Z"k)zgf‘vB(z") pour tout z' e ((2(V)) (BB | soit ¢
une fonction différentiable sur Z(V) ; on a f(h’{g{z*)}sf(h}{z?}agv pour tout

~
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7' € (Z(V))(h) Si doncy est l'opération a-pa.y' sur A(h) , On a f(h)a/,c =V0f(h),
d'olr (£ h))13 B v (f(h))B , oh vB est l'extension canonique de ¥ & (A(h))B .Cet
te dernidre varidté s'identifie -} A(h)@B , et , ¥ étant linéaire ’, yB est lfap-

(h)

plication de A'*/® B dans lui-néme définie par v (acg b)=(a.y')@b . L'isomorphis

me canonigue de. A(h)(gB sur P@A(h) fait correspondre & cette gpplication l’appl:
cation de %@A( ) dans lui-méme définie par b@a-—»b@(a y' ) 5 il en résulte immé
diatement que FR(Z")‘):V’ (z") . On a donc gB(i’;x ! ):ﬁB((EB(T;x*)))\) , et ceci

est dogl 3 (;B(’P;x'))hox' s ce qui montre que la seconde condition est satisfai-

te . Nous désignerons par md 1'&1ément de §_(ZB;V) tel que T(h)(xg)=(§B(T;x")}'\

()
A

pour tout x'g V - I1 appartient évidemment & la fibre § f'ZB;V) dans S(ZB;V}

Montrons que T-@T est une gpplication biunivogue de S (Z V) sur § (ZBN) . Soit -

}U un noint proche 4'espiee A(h) de x qui soit régulier . Si X‘ ea’c le pomt gé=
nérique ca,n@mquo de (R )““) s il'y a un éidément FeF(0,x; R%,V) MZX tel que

73
F\_Q)(ggé):xé 3 il en résulte immédiatement que 55 5B ’(X ) est un isomorphisme -

de

{ca

(Z;V}»' sur P (X_O) (rappelons que P, est l'extension cancnique & (a{“\f,;)(b‘}

>
de la prejeciion de Z(V) sur V) . On en déduit que T— §B(T;xé} est un isomorphis

. 7oy st
Dot =,

(o))
®

=,
&)
3
=

me sur {Ph"‘( ’)}E » S0i% Py la projection de ZB(V) sur V et seit

; S B ibh) : = ; : :
PBAh gor extension cagnonigue 2 (Z‘(V;)‘h; s on voit tout de suit que l'image de
,h A
o N . ‘w s = 2 s’ X : -
{}?hl(xé)}B par A n'est autre que Pplh(xa} . De plus , ’I“w‘l‘“h’{axé) est ua iso-
£ 5 e ;
morphisme de §_(2°:7) sur Pr . (x2) ;5 i1 en résulte immédistement que T—T" est
3 =19,

un isomorphigme de (“S_X‘(Z;‘\f))E sur §X(ZB;T~I) -

Nous svons done bien &tsbli une cor?espondance biunivogue cancnique T—sT® de
55(2:7) sves 5(2%57) . |
Scit maintenant X une tranéformatign infinitésimale d'espdce B sur V . On sait
gue . S 4étant une section de Z(V) , on peut associer & X et 3 S une section 32.
de ZB(V) « Par ailleurs , S détermine vne section § de la variété fivrée S(Z;V)
qui associe 3 teut x&V l'embryen §(x) de S"Aen X 3 et on peut associer & X et &

S une section ES de §B(Z;V) . Remarquons enfin que 1z section 952 de ZB(V) déter
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de la section QZ en x .

Théor’me .- Les notations étant% comme ci-dessus , on g B (x)= (ﬁ (x)) pou

tout x€V , P> &iang l'application biunivegue canonigque de S (Z V) sur
§(ZB;V) .

On peut trouver des sous-variétés ouvertes U, et ﬁi de V telles que xeU,CU,,
une application différentiable f de U X W dans U, (oﬁ W est une certaine varié-.
t4) , un point W, de W , un point w! proche d'espdce B de w, sur W , de telle
mani*re que les conditions suivantes solent satisfaites : pour tout wew ,
ya>?(y,w) est un isomerphisme de U sur une sous-variété ouverte de U 5

ef(y w )_y pour tout yeU, ; X. y_ff’(y W ')} pour tout yeU, . Nous o signerons par
%% 1’apnllnat10a ymp?%ygw, o Cemme c'est un isomorshisme de bc sur uné SOUS=Vg -
ridté ouVerte de V , il lui correspond um isomorphisme ¢% de é{UO) sur une
sous—varidtd euverte de Z(Ul) . Remplacant aﬁ bescin W par un veisingge Ouvef“
convenable de w, dans W , onm pent supposer que , pour touts we&W , ?W(Uo}'cOﬂtif{
ent une sOusmvariété:duvert £ix 32 de V contenant x . Alors , siweW , 13
restriction S de & 03@?“1 E ?é est une section de Z(L ) . 5i on pose SW(y}:
:g{vgy) Sk resulte de la définition de 9% que 8 4y) s{%“ v) pour gz&UZ o Or
'9 (x} est l'ambryen d°ordre h de la section 5 en x si done x' est un point
proche d'espdee A(h de x sur V , ¢n a,(ngx}}‘h)(x“}:§§h>{2?} , ol &ﬁh} est

I’

(h

4
p g

1textension canenigue de,é% 3 V(n) s qui applique cette varidtd dans (48

= 3\ Bl h? ‘
On a donec (gzix))(h’(zf‘w”fwf x¥) - on la lettre h au-dessus de x' est une

)

)
abéévigtion pour A(h’ .

I1 correspend 3 1'isomorphisme Py un isomorphisue iw de q(Z'UO
: ¢

variétéd ouverie de S( L ) o Seit S la restriction de %;cSe%wl

) sur un

n

sous-

2 U2 ;s cfest
B

une section de S(Z; iUs ) - Si on pose S (y) @{w Y) . ona 9 (y, =7(w',y) . Dési-

guens par T 1°'41ément 5 (x) de (S (Z3 V))“ . Ublllsant les mémes notations que
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L on

plus haut , neus nous propesons de calerler gB(T-xV) - Désignons par &‘-y l'ap-

plication w-s#(w,y) s on a donc 'P—(c.“ )B(w ), el (& )B est 1”extens:.on canoni -

que de ‘r}x 5 WP : Rappelons que S'B est l'extension canoniques & (§ (Z V))B de 1's
plication 5 S’-?g(h)(x ') de 8. (Z V) dans (Z(V))(h) son-a % ;(T,x'):,(é}cufx)B
(w') . Or , on se rappellers que ‘, s; V,V' sont des variétds de dimension n >
x¢V., x'e V* , Pel(x, i“V V') et 83 T est deﬁml dans la seus-variété ouverte
U de T 1’1somarphlsme de S(U;V) sur une sous-varidté ouverte de S(U V?)fqgi re
perd & F est le sulvaa'u : 81 xeU, ot si S* est une section d'un Z(U Y g
étan‘s une SOuSwVEI'lete cuverte de V qui ® ntient x s ll'isomorphisme en question
appllqu_e l'_ergbry@u d-@rdre h de b% en ¥ sur llembryen 4'ordre h de lg- sec’slon
:FZOS%’@F“J‘ r;n P(x) , F 7 Stant 1'isemerphisme de A(U sur une scus-varidtd ocuver
te de Z(V') qui corresponé i Ceoi dit , on's S (v) W’S(fﬁL(y};)

?ﬁjﬁ :(( (v)} est Uembrv@m d*erdre h de S en §9W (y} - I1 en résulte que Sw€y)
est 1Vembrvom d'erdre h de <$ suo? -QW eﬁ g%u?ﬁ (y},:y;e Done W%(W)'es+ liem—
‘b*rves:: & 4° Ord-rm h de 5 en x 3 1'image de é-et élément paw 58 Pappllcatloa é’est
’S(ﬂ’(X' 9-6 S(h’ est 1° extbmaloﬁ canoulque de S 2 V(h} - En vérﬁu
flﬂl*‘lclﬂ de o , ceel est dw 1{ ) s et il en I'esulte que 533(?2‘»: B%
ei est appilqu(‘ par 1’lsemovp*fulsme canonique X $'ur XE% ﬁ’(wr‘%g;"

e démentre le théerime .
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RJ;‘LI"'-VMEHTS CANOMIQUES D'UNE TRANSFPORLIATION ITPITITESTHALE.

On désignera par V une variété, par A vne algtbre locale de rang
fini et par X une T.I. d'espice A sur V .

1. Reldvement aux voridtés de points proches.

Soit B une alztbre locale de rang fini. Lo T.I. X est une application
différentia ble de V dans vA ;s on en déduit une am)lication différentiable
%2 ge vV° aans b7 4 (VA)B. Hous identifierons (V ) et (VB)A a 72@B

et VBQA an moyen des isomorphismes cénoniques entre ces variétés.

Ltigomorphisne canonique de ABB sur B @A fournit un isomorphisnme
de la variété (VA)B sur (VB)A s que nous désignerons par J\A 5 -

Ators A, poX® est une application diffézentisble By de V° dans

(V). Hous allons momtrer que clest une T.I. sur V° . Soit en effet p

la pro;ectlon de VA sur V 3 elle définit par extension canoniqae ane
application p de (VA) dans VB $ soit gussi P la projection de

(VB)A sar V2 . On o done By © J\'A,B = pB {cf. compldment, n%), dlod
PB°BZ = pBoXB = {p oX)B . nis, X étant une T.I,, p oz' est llapplica-

tion identigue : il en est done de m?me de (pe X) ¢ Jonc 48 250B. ,
ce gui montre gue Bx est une T.I. . Nous dirons que ZB? est le

reldvement canonigue de X & ve .
2. Reldvemenis aux e_sgaces ii‘nrés ggznci@ux ?(ﬁ)(V)

Posons BYE} o g[{x1 ,.‘.'.V,Xnﬂlrm'” , oh n est la dimension de V et
oh T.est 1'idéal mximl de B [[Z%,,..-,X ]]. On ve montrer que
P (v) atidentifie & unc sous-variété ouverte de VEIH), 51 xev ,
soit B l'alb\bre des embryons de fonctioas en £ ; ellie est isomorphe
A R[[X1 ,...,Xn]] ; soit B{ . gon quotient par la puissance (m+!)-idme
de son idéal moximal. C'est une algdbre isomorphe & BB | et 1es

*eperes d*ordre o en x sont 1es isomorphisnes de B(“) sur B{m) e
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50it p l'un de ces repdres ; _p est done un isomorphisme de B:(tm) sur
B(m) s et cet isomorphisme ddfinit un homomorphisme r de Bx dans B(m) H
de plus, p définit por passage aux quotients l'isomorphisme identique
de 32)/(z/1™y 25 gur BI™/(1/15*), oh I_ est 1'1aée) maximel
de B, . Soit alors T un embryon de fg'metion enx , et soit (M) ga
classe modulo If:m » Alors r(T) =p (?(m)) et la classe de cet
614ment de 3'™)  meaule I/1™  est 1a classe a5 7™  moduto
Ix\/I[g"'1 s done celle de T module Ix s i.e. T(x) ; on voit done que r
est un point proche dlespdee B(m) de 2 .

Soit réeiproguement r un point proche d'espdes B(m) de x , done un
homomorphisme de B dans 3l 4oy que, pour tout T B_ , la classe

de 1r(f) nodulo I/Im'” soit F(x) . Il est clair gue r applique
et |
I, sur {O} » done définit per pessasge aux quoticnts un homomorphisme

r(’_n) de "B;m) dgans 38, Hous dirons gue r est rdoulier si 1) est
un isomorphisme. Stil en est ainsi, on a r () =~i§ s ok p est un

repére dlordre men x , e% le point proche de x qu'on déduit de p por
la construction indiquée plus haut est » . Il y‘ a done coxrrespondance

bi-univogue entre les repdres dlordre m ot les points réguliers de
iy .

Or les poinis réguliers de VB‘{m) forment une sous-voridtéd ouverte
de cette variété. Choisissouns en effet un systlime de coordonndes
('-2:1 ,...,%ﬂ) sur un ouvert U de V. S5i =xeU , soit ’53.; llembryon de
t; en x . Soient B {x),...,H,(x) les monomes de degrés &n en les
_"&'5_ - t:{x) ; leurs elgsses forment une base de B:im) « 501t (Bgye--,By)
une base de B(m). i r est ua point proche dlespice B(m) d'un xeU ,

en a

i

2 (=) =210 8y(r) By
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les 811 étant des fonctions différentiables, done continues, sur 1'image
inverse U(m) de U dans VB 2) paxr la projeection de VB(m) sur V .

- Pour que r soit régulier, il faut et suffit que lec déterminont des
g1 (r) soit 40 » ¢e gqul démontre notre assé&rtion.

On peut montrer foecilement que l'applicatlon blvniVOque ainsi définie
n
de Zb(m)(V) sur une sous-variété de yB(m) est un isomorphisme de

variétés. Ilzis on Jeut ausci déﬁlnir la struetufe différentiable de

1?(m)(V) par cette condit on, ce qu1 me paraft commode. dJe ne donnersi -
done pes 1a démonutr ation.

B(m) = B(m)
Ceci dit, nous avons un relévement X de la P.I. X & V s
On en déduit immédiatement le reldvement "X de X & ]?(m)(V)
On a une application naturelle ¥ de B(m+1) sur B(m)¢ On en déduit

{m)
une gnplication D de VB(mﬁa) sur ¥3 . L1 résu;te de la formule

' &,,B{m’mj (m) S
(1) gue By, = Xgpm . iar ailleurs, on'vozt tout de suzte que,,

}?(m)(v) et E?(m*4{V) étant iad %1fiés & des sous-variéids ouvertes
de VBim} et - vE:‘* réelgﬁoquenent, D, applique ia seconde de |
‘ces vaflétés suxr lu p:emiere. On a 'H | .

. pg EH& ch>p ,'

Gcn81éergns aaiﬂtenan% un automarp%isme s de 1fa1ﬂébve B{m). Coasi_
déré comme hemamorphl me de Bfm‘ gans 1a1~m§me, 8 dé!lnzt upe appli—
cation p_ de 1a vwrleté VB(E) dons ellc-méme. Soit p un repére
d'ordre men x 1e pcint proche d'espioe B(m) deAz gzl correspond & p -~
seit r , peut étre caractérisé par la conditicn gue Oo:r sois l'applica~.
tion canenlqaerde,_B* sur B(m)_. On a2 p(r) = ser ; lc repire qui
correspond & P iz} est dome pes 111 en résalte que, si on identifie
1?(m)(V} & nne sous—varzéte ouverte ée' FB‘ : P, induit sur ]?(m)(V)
l'onératlon de multiplieation par 1'é1émeat g~ du groupe fondamental
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de cet espace £ibré principal. Faisant usage de la Zormule (1), on o
(3) Plf"mX & mKOP )
ol P, est ll'extension canonique de Pg (ov plut8t de sz restriction &

?‘“‘*(vn a (Pt .

3. Reldvement & un espace £ibré associd & 'P(m) {r) . _ _
Supposons guc le groupe fond..‘men’cal G(m) de P (m)(V) optre différen-

tigblenment & gauche sur une variété % . On ddduit alors de P‘“"m

un espace £ibré associé 7 de base V » de fibre 72 , défim comme suit.

On forme ic produit ?(m)(V)xZ » €t on poce, pour se@G , pe "?(m)(V),

2€Z , Zls)elp,z) = (ps~ ,wz) & se trouve ainsi opdrer sur le produit

’E(m)ﬁ?) 2% , et Z est l'espace des orbites. Ceci dit, la formule
®Y.(p,2) = (™.p,z) d6finit wne T.I. B¢ sur 1o produit ‘@(’)(V)gz

A

fon eonsidé'ﬂe Z conme un point proche dteapdee A de. 1&.:&-:3@&1@ ae gorte
que. " p,z) est un point proche dlespdee A de (p,z} J. BSoit - .
s eglm) 3 S0%t gé‘(s) l'extension canonique de &(s) 2 ¢ ’?(m)(V)x z)h,
on a alors : : - . : : |

(5%02) e ™) (p,2) =g2(s). ("K.p,2) = (8} P5)p ., ee) =
= ((Zep)ep ,802) = ("aps! 5em) = (Ko Sis))ip,z2)
et par swite ’ | -

g (s)@m’*f ™ o g(s) .

11 résulte immédintenent de 12 gue By a6finit par passage sux quotients
une T.I. infinitésimale dtespdee A , 80it Z}X » G¢ l'espace fibré 27 .
Cette T.I. est d6finie par 1a condition gue, si ??Z est 1a projeection
de P™(WMxz suwr Z , on ait
X, =5 o ,

Z

cst l'extension canonique de §I° & (??(a>(V);z:Z)A :
y 4 | Z

0

I

5-"‘:;‘:
oh T
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Supposonsg en particulier que lion prenne pour Z le groupe G‘m) nd-
m8me, considéré comme opérant sur lui-mBme por les translations & gauche.

L'espoce Z stidentifie alors & ‘E(m)(V) en identifiant un

pe ?(m)(V) & 1torbite de (p, e)g ‘P(m) (V) % G(‘m), e étant 1'élément
nentre de G(m_). Liapplication ?rz est (p,z) > pz . Ona

g@"zf oY) (p ,e) =T§°§(%.p,e) = "% , dtob il résulte immédistement que

X est alors iden‘cique‘é la T,I; By  construite vrécédemment.

Soit maintensnt Z' une avire variété sur iaguelle G(m) opere diffé-
rentiablement & gaunche, et soit v une application de Z dans Z' telle que

w(s.z) = 8.zt pour sé G‘m) , 262 , g'€ Z% . I} correspond alers & 0%
une application @ de 1llespace fivré Z gui correspond & Z dans celui,

o 2

Z', qul correspond & Z'. Cette application est caractérisde par la
propridtd seivante 3 84 %7 est l*égg*plicé,tion (p,z) = lp, pez) de
2®v) 2z asme PW) 20, ona o q = 9T, .

Z Z,

Considérons une famille {Lpt)t T at GQ@llCathi’?S différentiables
dtune varidté V dans elle-m@me? dependam: aizf E’feai;z.ableme% dtun Mau
mdtre t qui varie sur uvne veriété T . On su_ppose qu?‘f&. v & un point “t: e?
el gue Py - goit 1lapplication ié_erx“clquaa Solt t' un point proche

o
d?vespéce A de §, sur T Pour chagque x€V , soit Y, 1'appliecation
&7 n?@%(g) » Lo formule
Xe =%
dé2init alors mpe T.I. X d'espiee A sur V .

Soit B une autre alzdbr

D

locale de rang fini. Tour chague t€T , (gi

G

5 - - o B - &
- est une spplication diffcdrentiable de T dans V- , et ces applications
dé pendent d:_{’ ntizblenent éu p@ramc%'re t - Je Dtuzu, ‘?B est l'appli-
g
o
cation iuenuqae- Cette famille permet donc de définir une T.I. X' sur

ve , par le mBme procddé gue celui employé pius houb sur ¥ .
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Désignons, sl r€R , par @i.(t) le point ‘?i(r)

=wﬁ,‘(té-) .

TDous nous proposons de montrer que X! nlest autre gue le relévement

n o alors

canonique By de X . Seit A i'isomorphis‘me de (VA)B sur ('V:B)A gqui
correspond & l’isomorphisr:ze candniouc de A@'B sur B@A - On sait
gue X se coractérise alors comme suit g poar tovte Iomtlon numérigne
f sur ¥ ,onso ‘
(fB) (BX r) = A.(sfox)B(r) .

EId'as PoOSerons (Lp%(x)) = P{x,t}) ; nous désiznerons par G 1's pplng«-
tion % —=>TPF(x,%), par H, 1l'application =z —> F(x,t). Tous posérons
g(x) = 6, (4') , nlt) =B (r) . ona (ehX)(x) = A(alinr)) =
--;coxy ) {tt) ; mais ffzﬁ?‘* nlest antre que GX' » Glok {f‘%o Xi{x) =

g, ﬁ;ss = glx), fg‘bz =g {fAsE)B(r}’ = gB{r}; « Or on .sai‘?:*qu.ev
Aodley - (41, ator (2254 (Pa.r) = wb(41). I3 sufriva done de
montrer que (£2)(X1.x) = h(4t). or (ByR(zi.p) B;"‘(s@ﬁw)) -
= "Bc L§=§ ) {t). .,Ll suffira done de montrer gque P ;,,%.gf =5 .
Or £° (W..(%)) = xtptfr)) {2 @(pt) (r). Ibis ifacpt)ix}
= Flx,t), dvok fa(p,;; =H, , (fe(g;.s}s(r) "FE {z) = h{'?;} s ce qgui

Ef

d

démentre notre asserition.
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Complément aux identifications canoniques du th.1 .

1. Boit B une algbfsre locale de rang i’irii, et soit ¥ un hbmomorphisme
de B dans une autre algdbre locale B' de rang £ini. Soit V une varidté:
l'application ¥ fait alors correspondre 2 tout poizit proche dlespéee B
d'un point de V un point proche dtespdece B du mBne point : elle défini%t

nne application n.p de J dans VB - S0it £ une fonction numdrique sur V 3
t : : = o1 :
(resp. ¢ i’B ) est algzs une ppllcﬂtlop de V° (resp.s V } dans B

{reap.e B'). Il résulte imméﬁia’sementﬂde ia définition gue
EE 3

- 901t u une application différentiable d'une varidté ¥V daps upn veeto—

e H dans uﬁ“v'eétozéiel H! .

]
[refa
(6]
foud
)
-
D
o )
(4]
o)
‘v—b
e
&3
o
5
&
]
S
et
P
Q
(8]
e
'«la
(@]
o]
fod
Jen
o
(D
o
e
i+
(6]
e

Seit A une algdbre lecsle de rang fini.  Alors 1" est une ‘8D ';‘.’Li‘ ation
< \é- a ; o s -. - - Snin oy
de V© dans H®A , et You une application de V dons HY. Par ailleurs,

{(2) {;%;@a}ﬁ = {PBI} e f}fi :
Soit en effet (h,,...,h o) bne base de H , ot b = %.h, . Soit
o1 . - - . :
v 2;5 . h.u, , oh les u; sont des fonctions ﬁume:ez,fivegé On g
Lz ot
i £ v*A
You = > hiu, ; scit g€V . On z alors
=4
s 5 s \‘SL il -v"‘f A = Q_,,ﬁr,', % S s e
(Vou) {g) = ki ® ai\q), e {q) =2, hi@ u;{g) , a'oh le résultat.
lgg = é@%
3. Utilisons les notations de 1., e% soit de plus A une algtbre locale

e rang f£ini. Désignons par & {resp.s i') l'application canonique de
£

GBS A B & A

2
(V}")é {resp.: T

) . Tl correspond &

¥ une application p de V° dens VS , done une epplication P ge

WB)A dans (VB& )‘A‘ . Par ailleurs, ¥ @I (oh T est llappliecation

?B@A dang V 5
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On a alors compatibilité dans le diagramme suivant g

(v 5 1 -, VEOL
¥ PB oh
(V%’ )A-’ it —= V:B'OA o
Soit en effet g e(VB) » I1 suffirg de montrer que 1! onp
#7941 1) (0)) = 2 P4y, Lo1)(e))

pour toute foyction numbrique 7 sur YV . Bn vertu de la définition de i,
le premiecr membre stéerit (IB ) (p {s)) = (:fB p) (8) ; en wertu de

1), ceci est (¥ o 28 ) (8), ou encore, en vertu de (2),

(w@z)({fB)"‘(e)) Por allleurs, le ‘Second membre est, en vertu de (1),-

(zb@I)(fB@A{i(a)) N’@I)((fg) (8}), ce qui dSmontre notre assertion.
4. Désignons meintenant par 3 (resp.: j') 1tapplieation canenlque

de (V‘A)B sur YAQB {resp.¢ de (VA)B sur 7A @3B! = L'homomorphisme

Y de B dams B* définit vne applieation p, de (VA)B dans (VA)B : :

par ailleurs, 1’homomorphz.sme I®Y de A®3B dans A®B! a&finit

une application PA B de vHOB dans V283! | On 2 alers ccmpe.tibi-

1ité dans le diagromme suivant V

(1A)B o VAQB
- PA ,B
(gA)B’e»:i’ VA@B’ .
Soien'i; £ une fonetion numérique sur V , et se (VA) « I1 faut montrer
que A @3B! ((j’ap&)(s)) pA®B! ((pA ,B ej){8)). Lc premier membre est
(f"*) (pA(s)) Or 1tappliecation P, est d6finic par la condition que
(pA(s)) 't!!(g (s)) pour toute fonection nunérique g sur VA

étant une fonction 3 valeurs dans A sur vh 5 131 est clair que



a8
(fA)B'(pA(B)) = (IG'tP)((fA) (8)). Ie second membre est

(IEPW)(fA@B(;Hs))) = (I®¢)((i‘ ) (8)), ce qui démontre notre assertion.

5. Les notations étant comme dans les numéros préeédents, il corres-
pond & l'isomorphisme canonique k¥ de A®B sur B®A un isomorphisme
A de VA®E _.» yBOA , 8t & l'isomorphisme cononigue k' de A®B?

sur B'@A un isomorphisne .)t de VAQB' sur VB'aA . On 2 alors

compatibilité dans le diz gramme sulvant s
7288 > A _ VB@A

'-"A B PB oA
VAQB' SN VB'QA :

82 ot 2 ume Z£onction numérigue sur v.

_Soiezﬁ: en effet = un point de
oma £'CEUNTY, [)te)) = k1 (2B By, B(e))) =(kto(1@)) (£2D(s)),
B"’Aupuomtsn = (4e1)(2® () (s))) = o) x(z* 3y “'
et 11 est clair que k'o(IS%¥) = (yBI)ok , se qui. démontre notre

. assertion. -

6. Identifions paintenant (VA)B a vAO3 - tVB)g '936& = ('VA)B' |
VAQB’ et ('?B' )A 'VB'@A i uoyen des zsemrphismes canonigues

' en%re ces varidiés. Alors A devient un isomorphi«arae de (VA)B sur

-

- (V_B.)A et )L un isomorphisme de (VA)B* sur (?3 ) . L!homomorphisme
¥ de B dans Bt aéfinit une application p de VB éans ?B , dlof, par =
exteﬂsion cananwue, une applieation pé’ de (VB)I’ i‘lé.ns (VB’

illeurs, p d62init enssi une application py de W‘!“):‘S dans ,
?A)B- . Il résulte alors de ¢e gne nous aﬁens éit autil y o compatibﬂité
daﬂs le diapane



~
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(V\;)B —> A —> (VB)A

y

A
p b
. }

e ) - RlyY _
‘Appliguons en particulier ceci gu cas ol Bt=R = E,/IB , Of IB eg’t

1'idéal moximel de B . Liopération pA n'est alors antre que la projec-
tion de_(VA)B sur VA s l'opération pA est l'extension canonlque de

)A s €% dk{ est llapplieation
identiﬂve. I1 v 2 done compatibilité dans le diagramme triangulaire

(VA) — A — (vB)8

la projection p de # 7> sur T &

Echanﬂeons les rﬁles jouls par A et B dans la relation'préeédente.

On voxt gue, 8i p est la projection de VA sux V , pB

l’exten31on
: B z VB 2
canonhigue de p a.(v ¥ et Py la projection de (V°)" sur V" , i1 '3

2 comnatibilité dans 1e,diagramme
v — A — B
jgg\xg

Pg




