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ATGEBRES de LYE Thehd

- Commentaires. Les instructions regues ont 6t6 approzimativemcnt respectéea

Birkhoff-homologie. Dane 1'Etat présent, l'homologic ajoute ceei 3 un
énonct Ifmp%gc des menes de Writehead - une présentation rapide des

réeurrences conduisant & ées Lemmes ~ un usage clair de 1'opératenr de
Casinmir qui devient un opdrateur d'homotopie. Clest dire q?'elle ajoute
surtout des pages. On n'a pas donné le passage diveet (H'(g,l)=(0)

pour tont i) =3 (H“( 2,l)=(0) pour tout %) - qui exige une technique

bhomologique hoers de propos. On aurzait youlu que 1'homologie n!inter—
vienne ici gue comme bne commodité de longage. Il est bien clair gue
ce n'est pas possible et qu'il faut, owv-blen la camoufler intégralement
comme dans le rapport Chevallsy oun- bien l'ab07def en stappuyant sans
hésiter zur le c%anitrc dtalzébre homolo~ioae._ Théortme de Birkhoff
servirait olors & monkrer gue le complexe ée eocqaineQ acilisé donne
"ls bonne théoriet. :

Radical. Qh o f2it srand usaze 64 %adlcal Jeeebsen (* radieal nilpotent)
Glest Lui et non le plus grané igdal nllpotﬂnt qai doit jouer dﬂns
le Théordme de Inlcev.

Zévlignes. On stest dézonfld dans 12 Qéﬁﬂﬁ&ﬁ:ﬁtzon dlun point “ovvden%"
mlncuretsement esgentiel (Lemme T.,8%,8 2). Ig sceonde édition.
@'algdbre multilinéaire devrait _essayer ée liml%er les dzfﬁlnultés -
d‘e23933*iea q&’on rencontre 1la = . :

Ado, Iwesaﬁa. Le Zhﬁovcﬂe d'Iwasaﬁa (ex Ste ce &'Lae 5glottzag alﬁehﬁa
'poaL toute cxtension abélienne) st su moims asssi interessant cue le

Théordbme d'4d0 gul est sensiblement plus faible et olen dédnit dircete~
mcnt. I1 ne =enble pas gie 1'0n connzisse de ddmonstration "irsunscendantel
du Th‘graae'é'Twasaua- 'ééaﬂésnaur is &5ﬁ0ﬁu%“atlon alzdbrigue dthdo :
reviendrait donc dans 1'é%at sctucl dés choses & rohoncer au résuliat
d%Iwgsava. On a donnd ici une éemnﬂstvat*oa siﬂ&lﬁanCc des depx résuls
tats par la wéthode de H. Chandra. '

- Hotations. A4yant a navlew constamment 4t algeazeﬂ ée fou», on dira
algeore Ge Lie 1a oﬁ 1'psage est de dive alg ébre asvoc«gﬁzve.
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; Bézinltxon 2. ztaut donné un mO&Lle ﬁ saz. A . an anpelle al

-.nlica%zve (a,ﬁ)-> [agﬁ} = aR - 3o ot @ et B sanb 6es 01écmernhismes de‘

ALGIBLES de LIE, (Etat 1).

‘ ; i

Dang ce - cbapitre on notera o p au lien de %o P e composé de deux
homomorphismes ou de deux applications linéaires o 3 f « On notera

e l'image d'un élément u par un homomovphlqme a .

Pafagg phe 1. Alpebres de Lie sux un ennesu, fegrésentations.
Dans ce paragraphe, A désignera un onneau commutatif unitaire.

W°1. D4finitions. ,
Béfiniti'dn 1. Une slr*ébz:e’non aggoclative % sur un annean commutatif
naitaire A est appelée une 2lzébre de Lie si so loi de composition malti- -

, plicatlve, notée (x,¥) ~e>§:x,yj ; véri;ie les iaeatltés

(13 - [x x|=x0 :

2)  f=, [M}] {:Y’ [Z'X]] [z [x’sf]] 29
-pour x,y,z 3 %; i _ - , _ A

3 p?oéuit [a,y] st apnﬂlé le grochet de- E et y.;vL'idénﬁité'(e)
est appelée 1*1dentitc ae Jacobl. | e

Be evochet [z,y] 5tanﬁ ane ¢ono% ion az11m49L %ﬁes faﬁﬁeurs, is uOﬁ&lw

tion (?) eﬂtraiae l*ldéﬂtltéfwt 1'1aent1tﬂ ae Jscooz ncat gt ecﬂzre
m*f‘ {za]+ [ra]so ) | '
@) [heTle (o] 8+ [r ]

uxemgle. Seit 1 une algabre asqoclatzve sux A . Ze ecmmutateur

[a h] = ah-ba est une fonction b1liaéalve de a e b ﬁOﬂ“lﬂéréS comﬁel

élénents au &~mﬂ&ule L. On v“rzrze ;3ﬂiL63Cﬁb Qs 1a 101 de cempos t1en
multlplicatlve (a,b}-9.{a b] daas le A—modale L écxxnlg une-algébre

de Lie sur A . - ' '

ébre de Lie
des GQQOMO?‘hlameS de H et 1’0n note iyfffiJ l'alccbre de Iie définle -

dans le Ammodule des cadsmofnhlsmes de g par 1s 1ot de gompes ition multi-

M.
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Toute sous-nlgbbre d'une sietbre de Lie ept une alzdbre de Lie.

bxemples. Soit Il une algdbre (non nécessairenent asgoclative) sur 4 .
Les aérivations de M y Clest-a-dire lee endomorphicmes du A-module M .

vérifiant la condition a.{uv) = (a.u) v + vla.v) quele que soient 4
u,v €1l , constituent une sous-algtbre de %'e (i1).

soit H 1'815’901‘6 des fonctions de classe C °° & valeurs réelles sur
on groupe de Lie rdel G . Les tran nzformations imim’céslm&lf“s dn groupe
deg translatlons & ganche dans G constituent une souswalrfc‘}bre de llalgebre
de Lie {sur lc _COrDps des réels) des ddérivations de .. Clest 1'alzebre
de I;:.e du wouge G

Jr&flmtlon )." Uud alrfebre de Lie %Z est dite abélz.cnne lorsgue {z,y}
qmels que soient ,y C gL :

Cette ferminolcglc vxen‘r de ce que les trangforma 101’13 inf *ni+é31male°

Vd':zn ~x'oupc ée Lxe connexe Gommutend ehire el.'tes si mb oeulf‘acni, si le

groape est a‘belieu. v'

Teu?; A..moéalﬁ pczz.i: #idennen nt *‘tve auni d'une menidre triviele dtune

's‘c%act e a1 15@0*6 de I«ze ab él ~nne sur P -
:“192 Idéaax. Ii ‘fésa.lte ve ludcaﬁte (1}? aac,‘ aaﬁq xme ﬂ;‘.gebre 8e Lie,
fil a’J a. g:as a é s*i:iéig' tf*e 1es iééam g a"oi’ce e% les lﬁéaax =S »‘eache.

Sout m.éal étf}, ﬁ hi i1a '!; ze; 021 parlera denc simplement d'zééal. Tmzt qac’clar

r"uﬁe _als-febre ée Lié p& un iémal est une alg bre de Jﬂ.e.

m sezz%droa“je mvarz.an .ke?r*@ uazzs i‘m 'Pempe de Lie G«

"imtaw&les dn ﬁrcape eles ‘cma‘/ @la?? cns & g?uche

Jaeo‘ni. A . : Lo
Lcame 1. Si “ et '@ son’c éeux ::,ééaux d' zme aigébre de .Aie o;(, ; alors
[()t «@*J esiz‘ un idéal de % '
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Par d6finition, un &lément de [04,4'] est une combinaison linéaire

. d'6léments de la forme [y,z] avee ye o et zel . Daprrs 1'iden~

tité de Jacobi, on a pour tout x e g ,

[=.fr.a]] =[[=5], 2]+ [mwne[w ¢]

"Pulsq’ze 0oL et @ sont des ic’ééau.x.

Définition 4. On appelle idéal dﬁmvé d’une algeébre de Lie % = et ‘i"on

note Dy, 1'idéal [%{ u}] ;

La soite des idéaux dérivés successifs de % ge définit par indnction
sur 1’eh"ciéf p > 0 e# posant Dp4 = D(DP- 1%) -LDP“ &, Dp”qu . Chaque
Dp% ‘:‘S‘b un idésl de (?} i _rbs Te- Tenme 1 . On 2 5vuewment

Dpﬂ} C 39%_ quel que s6i% 1! h'iriér B > 8.

Pfopomi:wn 1. 591{: UL un ldd"’l dans nne a}."ebze -de Lie %7 « Lthomomor-

'p}tlscze g rzom.quc de % sar %/Q&L apnlz.qae l’laéal dérivé de %‘L sur

l’idéal ae‘fi” de ?/af, . Clest unse Conseqaence triviale dse la ﬁeflmt*o:
Una alo‘msre de Lie est ﬂoéllermm 10?* sgue son-‘fc,éal dérivé est 1?1dos}_

(0’3 La ‘f’*fo 144 an 1 nani;fe ’c‘ﬂe que: s a czz* (;Z f&’z, ést une algé‘a:es

: 4ae I:}.e abellefmc sl et geulu.uen'?; si ¢L contlent lfldé’ aéri'féré‘?.-l'dé'--(gz,~;-»

Leme 2 nz. Jei et @ éovﬁ aczﬂ_i, 1@@&9: dans Lwe '1; bre B8 Liz . ; “Ties
éla ms:{ x e } 'tels aue fz,y] € UL jccié.z toufs y dans ~£« Con“tltueﬁt :
vn mé?i de % : < .

Ces "_1’41‘3"?’1u8 conﬁtlfbena i 113’% ment un seus-mo&u}.c da maale y %
“’autre gaz*u, si {X,y]ed& peur touf yg@- s olors qucl que seit Z cg( ’

[[edlw] = [=, L2iv]] - [= [xv]]e 2

-d'anvcs 1'1dentvté de Jacobl.

L"m pa_f"éwz_lie ’ 1'avnuleteur d'un 1déel est un 1deal. :

Déxin?tmn 5 On a?pelle eentre d'une alrfebre de Lie % l'idéa}_ des

Kégl f‘cels:q:} [x,yl 0O pour tout ye% .
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Une algdbre de Lie abélienne est donc une algtbre de Lie gui coincide
avec son centre.

Lemme 5. Boit d{, un idéal dans une algébre de Lie } . Le centre de ¢z
est un idéal de g} :

En effet, si z est dans le centre de -4 8lors quele que soient
yeg[ [x,y]eoz car o est un idéal. Pour tout Z2EeEdk , ona dlaprés

1tidentité de Jacobi {{x,;} z} [x,[y,z}] [y,[x z:j] = 0 , ce qui prouve

que [x,y} est dang le centre de ¢ qgui est donc un 1déal de g ’

1° o Pxoomro et extensions. Soient et ’aeua alztbres de Lie sur un

mme Annéan A . 13 loi de compom’sion multiplicative du produit direct

f,/ % st cm%n?e par
{tz,xl), (:f,:sf ) —> ([z 1] {f,y] .

quals qae s:zwnt ,y € 6(){/ ot x’ e g 11 es—’g C 1<;em: que ceite 101

vérific ‘1e;s_ icentités (1) et (2) 4@ 1a D61 nition 1. _1; moduit air pct de

dauy alr'obres tveﬁ{%.}"sfi_e Sb éonc unc algebre de L:.e.

et gt éea:s: al'*ébw es de Lis sur on faéme-:éﬁﬂe_aa A
de z)z sur i}r . Lialstbre UL ot 1'*”ox:ior orphisme

v_:}pelle‘!_,.ﬂw cxtension de g : %10"‘5 e {0t LAY,

{2,0) avee z e ¢ . Ue noyas est isomorphe 2 G-

de Licz des déx i*fatioas d*a;m alzébre de Tie g

et b * Bes A-moéwlcs &i et ? on’

342init le ev@"h t ée denx S18fents en poaant

W ), E)] = o] 2]+ 0y - gz )
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guels que solent xz,y¢ g et «, p €ol + On vérific facllement que la
loi de composition multi iplicative définie dons o[xg ‘ . per ce grochet

vérifie les identitéds (1) et (2) de la définition 1. L'slgdbre de Lie ﬁ
ainsi définie est appelde 1l'holomorphe de g . L"ﬂﬁplicsii:’f on A-linéaire
jLe — A définie par u.(o,x) = o quel gue soit («,x)e of /(.;

1'algebre de Lie /f sur l'algdbre de

e e

est vigsiblement un homomorj@hi,sme de d
Lie v‘i . Done (ﬁ o}t) est une extension de o . Son noyau egt 1'idéal
des ¢léments de % qui sont dé 1a forme (0,x) ; il est done isomorphe
DAL ni £ B X £ w) ine nf 7
5fin _tlon i eux extensions {(dé ,A) et (4 ,p) 6'une mBme alpdbre
de TLie fg sorr‘c dites qu vale %e.:, i i} existe un isomoz*phs_sme Y de o

sur. -@ tel gie A=h vy .
~uéf1n 'tlon 8 Tne exteansion (e, .)L) d'unc algebre de Lie % est dite

iﬁessentlelle s:. 11 e*zls‘ca une souwsl obre de OL gui soit un sous-module
s.upplegeqtaire éan_s :06 dn noyan de A . L'extension est dite trivisle
si 11 exzsteamiaésl ae A qu;i s0it ua sous-module A.s-;zpplé’mentaire- dens
m Gnsjange ko . -

Ti est évzden'__r a dan | 1‘aye"1ple r?u p:coduit 61 cct e x % cbﬁé’idéré
plwz h"ﬁu, lcs c,lfo:r:n’-“ dc la .LOT‘?TI"A (O,L) consti tuent un . ic?éel svpplemeﬁ~
ualre éaxﬁs c x, % dn no;,_rau _ée fz, = I,'e tcnsz.cn (e ,g} A) est done
tslvisle De méme‘éaﬂél'éxém?le e l'bolamr‘me 'g de 1'algebre de Lie
4}’; , les élé‘imén‘{;é‘ de 12 éoz’me O) € df xg constituent une sous —almbre
5{37{ "sm:&r'eléf;éeié“éai?é du neyau (0, ﬁ) de p . L’eztmmoq (‘ﬁ ,?) de ()fé
éét_ﬁbne 1aessens&elle. » '

Proposition 2. DPour gqu'une extension (&% WA d'une o s3bre de Iie g -

_soit inessent iflle, il fant et il suffit qu'il emste un homomorphisme _{\j

de ? dans oL tel que A ,\, soit l'natemOfphzqme 1&8 tique de %



i
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Supposons en effet gue (i ,1\.) 801t une extension inessentielle deda’( .
51 € est une goue-algtbre de (¢ supplémentaire dn noyan de A s %t sl
J{_' est 1l'isomorphisme de % sur ¥ inverse de 1a restriction de A
a3 € , alors A’ est un homomorphisme de 4 dans & tel que A A soit
1'identité de % » Réciproguement, ei il existe un homonorphisne
A 9 —»> o tel que AA" soit 1'antomorphisme identique de /A
alors 1l'image de _A' est une sous-algdbre de supplémen*saire du noyau

de A ;. done {01 , A ) est une extension inessenticlle de 2[

Proposition 3. Pour qu'une extension {0l , A) @'une alztbre de Lie g _
solt 'i;rww_alz, il fguu et il puffit gu'elle soit 4quivalente & 1l'exteunsion
(e x 9: ) de % » O € est le noyan de A et B lin onom*mhlsme
canomqae de @ X % sur g . '

Démonstration. Supposons en effet que (i ,J\.) s0it une extersion tri-
viale 4é& g « Ti'eziste a}iéz-s'ai‘i"enéem&*sjghi‘sme '6 de llalgbbre de Lie &
ééﬁ%‘l&,?eétz:‘;c;iea azi'zioysiu*"ﬁf de A est .i.?:.&ei‘i‘t t6 et dont I'idéal

des zéros. es‘c cuvrlé ment aire de @ d&ﬁo (Jz. - L’ npllca’sion ¥i nésire

D1 .....9 @ xgl ase inie par (6 z, }@, z) est un isomorphisme
éé 1»:3-_;_? h @e Lle (;@ ewa liglgdbre c}e L:Le e X% g -, Boit B 1'homo
'402“133’&‘3‘1‘“18 eaz’zen quc de & 9 sur ? ,/Lz B )),' y Dar conségnent

}.’ektem'"f”n @L )\.) est ézalvalca"se 2 1’@&1;0»’:&021 (@x %r s}2)« Récipro-

quement, ' 'f'}éte feuarqae 'aae l’exteasven ( e, x } ;z) de % est tri-

vébrei"de I:ie aes enccnovphlsws c'an A-—moc.ala Grz homemox‘pusme

de. } dansﬁ gé’ (u) est c,zfzpclé um. _'r'

g muemati en de % dans M . Si A
est un eoups- on "’-?3953.1.1‘ m,,e:zsion de la, eazésentmloq 13, ai n:;z:-sion’

(£inie oa 1ﬁ:inie) de b sur A .
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Compte-tenu de la définition du crochet dams y»f(M) (cf. II°1), une

zeprésenmtion de dene un b-module I est done une application A-lindsire

X —> plx) de y dans 1l'algdbre des endomo:ephismes de Il telle gue

p(x) ply) - ply) plx) = p ([x,7])

quels que soient =,y eg . Si '@ est une sous——alﬂebre de g sy 18 res-
tricion & -ﬂ d'une zepaéoentatlon de (% dans 1 es% une veprésentat‘r on
de 4 dans M . ‘

Définition 10. . Une représentation de l'algobre de Lie g dans un module
Z,I est dlte fz.déaze si ctest un 1somor*phisme de y dans g‘f (1.

B emples. Etan‘c c‘cnnf= un Awfnodule M, l'ap'ollcg‘tlovz 1den‘r1que de g»f(l‘l)
dans 9'{’( T) est vne révprdsentation ildele de g'f ( 1y dans . Btant

donnés Lme m}.”em'e de ]Sic % e'b tm me&ale " su.r A 3.a ren'resenfatlon

nulle de g dﬂns h assoc::.c & tout éléﬁent ée % l*endemerpblsme nul de M.
3010 g_.,\,g‘fm) Lme fearéseﬂw umn d'tme ?l”ebre de Lie gy dans

un zagaale L e"c ,303.1: *f; zm méal de y 'comena dans 1e nojaa de P ; Si &

est 1*210!&0{10.9*3}11 e‘ aﬂ_omque de gz qu.r ?/£ , il ex 1ste an bomomofyhis~

me e% un sevl p’ de gl!ﬁ dans %'E (.;) tel que p p'a . Tae repré-

' ueﬂi‘atvon dc dans 1 aézmi‘c ﬁcnc ane r*ep:eésen stmﬂ c.ans i éu uow eﬂt
: Gt

-toat idsal 'ﬁ ecmeqa aaﬂs son noyaa. Si -ﬁ est le noyau

de g,f par

de p , a'}.f '-'sla oz maifo«z p‘ ae g/’ﬁ : dans H est .Liciehe.

- Bézimtmn 11._ .Jsaﬂ aomée uﬁe f)l%bze de- me dZ suf A ,’ on anpel}.e

egdomorph d‘}Gl”io aty a‘éléh n‘b xeg et l’on mta af’( ) l*eAdomor

phisms du. ':A-Hoaale a" tel que adl{x).y = fx,y] qael que solt yeg

Proposmtmn 4. Soit % une ¥E% algbbre ée Lie sur 4 .:' 'Doar {:cut % e%_
1*emomo iscié : 'omt ad(g) est une éfirz.vg"{, on de 1‘@1”%3133?9 de Lieg
Iﬂnnn}.iee}; on ?}; -3 aa(x) est unec représer itation. ae g ‘dans le

A-module g, _ , -
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Lo premiére assertion résulte de ce que l’Ldentlté de Jacobl peut
g'écrire
ad(x). [y,z] = [@ (%) y,z] Ey,ad(x) z]
1o seconde assertion résulte de ce que l'identité de Jacobi peut
8'éerire s
ad([x,y]).z = ad(x)ad(y).z-ad(y)ad(x)sz .

I)éfinition 12.— Etant donnée une algibre de Lie sur & , la représenta—
tion x —» ad(x) de g,/ dans le A-module g; est appelée la xeprésentation
ad;owte de %

Le noyau de 1la f‘eT).C‘CSCfltathH adjointe est le centre de 1'algdbre de Lle.

éf'

tion 1).- Soient g une algbbre de Lie sur A et T(g}) 1'alztbre tene
e

i
sorislle du A~Qoaale gL . Un module & ganche (respectivement & droite) sur

i}

’1‘(%)_ est a pﬁlé un medt.le de veprésentation de g o briévenméent tn

&

g ~—rrodule iéi"*aucqc (*@esp. ) droite) a1 son anhulateur contient ie tenseur
quc}.q qie so:z_cnt ,;rag ."' Le qvotif‘mt de ".'L‘(g/f) v 111a8a1 vilatdre

J(aZ) enﬁcnar\, pa'ﬂ ces ﬁﬁnoev 5 es" émp 14 1*91?&1,1'9 cmnlopnaﬁt@ amveru‘;{
selle de % et noté. B(%) - =

Tes ﬂot%tlon éta i cclles de 121 Ee_lnlii'ori 15, poq;:é _?'geu*t e-z:it'ier p >0,
la.;comtisn e - o

i

ent ané f"onet;ic;
A "iodule } qui :.rf*nd ses -vn,lea:cs dang ,1e A-mcdale ‘ED(%) des tenseurs
dlordre P . Il cx:lste done (Aig; Chap. I] I §1,n°’? un enaamﬁrpbisme ‘&I} :
ée ﬂp(%) oqbiérem@r_t de%emin‘éﬁl par 1z eondztioa

o (% @x,)@.., ‘;) -1)? xeox 1Oris 20

Soit a 1’endoaev"gh sme du A-module T

§-3

Py é") est o:,p jgmzz P > O et dont la restriction 2ux scalaires est
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1'identité de 1°¢( }» On vérifie immédiatément que & éafq, un antomorphisme
du A-module T tel que o {t @ ') = (a.5')D(0.t) aquels que solent
t,bre T(%) Diontre part, qguels gue soient ‘:,ye% , 0N &8

a. (x@y - y@x - [ z,5]) = y®x ~ x@y -[y,x]
et par suite . J(% e J(g,) 81 Y est un %-—mowle & droite, en posant
te = e{a.t) -pour tout ¢ 6.; et tg (% ), on définit dems M une structure
de module & g@ucbe sur ) dont l'asnnulateur conticnt encore %)
C'est donc une v‘tz*uctu_;e de g -moczulo & ganche. Pour cette raison, il
sers u.tmsaat 'e:v.vvsn/er des -modules & gancke et, souf mention
epreso d roa?rgﬁ ¢5 module
entendus Copme % mmodul 5 & zau

de représentsotion de g;ﬂ devront Btre

“’sanc czomzé un n.odzale 5 gauche ¥ suw T(?); on désiznera par By

+

1 ’enco o-mhis*zc dig z;roune fj,nelir—*n H déf’iu par multiplication & gauche .
par le ueﬂswr t . Orz obee?vera que tou.t t?n cgf fin end om“ﬂphié@e de U
cons:.néré comﬁzc rioc’ale sur A nar ﬂef&tmetw on aux -caleixes. de sa sirue-—
 tare de raecmlh L

'Eroﬁoaztlon );'

el”em‘e de Tiec sur 4 et % -—»plx) une

représe n%stveﬁ”

-

n Ammaule A ;' 11 e sig ‘ce dons U gve structu—
o

e d-e mﬁala ee e

sfésentation de ? et une swlﬂ tells que  Hy= p(x) '
pour tout 'z":‘.e ;} . - ‘

frmonst :f(moa, L'qapl,catwa 4-iindaive % 25 {}:) de ¢ dems L,'g(i%[
ot : P ,

(i

- Be p:zfeio‘zzge en bn 1’10:*’@*’10?’ phisme de 1'algdbre sss ~-l twe oy géz} dans

Uy

<

£

i.*»aigé‘bfé.faésoéi;*‘:ivé sndomorphisnes de H . u}.lﬁ o, 4£4nit Gonc dans

ARl

¥ one S%'i*ziéﬁeij«:?e de hodule & sauche sur T(‘éz ) teile qae xy = 9'(:{,) sour
’som x dans % . bna - ‘ :
' <x@:y~ - yor -g,f,y}:»« plx) ply) - ply) plx) - pt{m})»

quels au,e qcicvx‘c X, 7€ &Z} , ce gui sigﬂisﬁi@_ qae u es"c un nodule de repré

\D\
I
(@
[¢2]
o
(=]
C‘I“
40}
@
&

uent‘a’cmn ﬁe é’ « L'unicit & gue 1"33_,”35,\131"8 T{?) est engen-

drée par 1’1151“2,“ et l—s tenseurs dloxdre 1, -e’e,stmaaéz_re les élémemébéegn

T 2 g



 D&finition 15.

B s
Tluni de cette structure de g-module, U est appcle lc module de la
représentation p .

Proposition 6. BSolent g; une algébre de Lie sur 4 et M un ~pnodule.
?D'or)plicatlon X ~> xr de g dans 1l'alztbre des endomorphismes de M Ccnul‘*

dCré comme moduls sur A est unc représentation de 3% dans I .
On a en effet

Xy Yy Ty Fp aJL¢~(X®3-Y®X-Kﬁ}h1=O
guels gue soient =,y ¢ gz

D, %aorésent”+?on Z —> X, €8 t apnpelée la ﬁ“.véﬂemuat:on associée au

g —mocdule I .

Ces propositions servirons & vagser du point de vue représentation
au pOlﬁt de vué module de revrésentation et inversement.

QJ

Il fécultm de ia Jéfini'ion 13 gue tout sous-module, tout module guo-

tzent a'an modulc de représentation est ud module de wenwﬁseﬁﬁétionc De

néme, 1tannuleteur 4'un roduit éirec* de moduleﬁ ﬁl sur Itaisbbre tensow

rielle T(ﬁi) eénéeﬂaﬁt l’iﬂterseéﬁi dms annulateufs des 30“9185A”5 -

tout produii direct de % nzoﬂules es’c un (g moozlle.

3£§iﬁi£i§n‘1§.'fﬁhe vea~Csenta31on 9 de l’alﬂeﬁre de Lie 2; st agpelee

51mple (LGS“actlvcmcnb Sﬁﬁi iap}e) si 1” s wle de 1@ renT éseﬁtation-p

fes% un ms&ule7‘7;_fe (resgeetivem@nﬁ semlws13ple)A~sar'*T(§g}.

1t donné ua module de vcnféseﬁzﬂtloa g dtune algtbre de

=
s
5

-

vj;g'zﬁﬂre ;nvelopn&aﬁe de ﬁve 1ton note E(‘:5ﬁ); 1lal_
gZebre ded éndomorphismes 't est un tenseur - 9 .
,E’Q;géére %§§4-:' 3, ,% _-ﬂ fﬂbvi- ¢ par le tensenr unitd ei ies
414ments ée'f.ﬂ‘, nte de U cst eﬁgéﬁ@rée gar_l’a&tcmafw
vhisme z‘._c:et_*cic;f : x ggg .; Eilae:ﬁomrphisme
caﬂeniqde i = sur ??alvéhre E(ézaiﬁ

e e R T el ; T
indyit un Vowo a fﬁ* Sme ds l?alaéure-b

1'aizd me cgvc&egpéntc Ge H -
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?305 . Produits tensoricls et Applications de modules de représentation.

Proposition 7. Boit g une z2lgtbre de Lie sur un anneau A et soit II

(1‘5 i<n) une fenille finie de modules de rcprésentatmon de gz . Dra,ns

le produit tensoriel P = @ LT des A-modules, Hi y 11 existe une structure
de %-modulm et une seule telle que '

& C=n &
guels que soient :c‘eg(, et u.je. Mj (1€ i€n).

n

Dénmonstration. Pour un x donné dans g , chaque_‘ terme by R (xui)®...an

ést une fonetion nultllinés?.cc des u. (1€ 3¢ n)"‘"A valeurs dans P . Il
existe donc un endomoxrph 1isme XP du - Auﬂodule P tel que Zpe (14D ... iiﬁ)

gsolt égal au second EIC—BOZ'C de l’eﬁall‘sé (3). On 4
L:"L‘b

(XPVP"yPXP) “‘z“'”‘ - “Zz-i 6@ ((Xy"YA)Il )@ .. ué =
m"‘* ;
...aZ,: 131 ',-c (Z—&,y:} U. )@ ¢ as '_v‘ {X’yjy (u_ @.‘.u )

:qaels qu\. sm.cat Jh,yé‘, } Done z - x?J est une x’e*)zeaeﬂtqtlen de %*z
vdans i 611_ cevmlut En ﬂﬁpllq&a”iﬁ iz p'voposvuon 5% |

_ fi"L par*zéa_lie?*, ai ‘m est un module de weprésez;is tion d'une al%’ore de
Tie % sz;m !s 19 ox tzlf—* (3) aéfl *5 dans vcv- que nodule @}J H Qe-s
'“{:emﬂ?ew’s -a'cwﬁre p {p }v 0) da i une s‘c Lue ﬂé,gaﬁwﬁéié. On pea‘c éza~

- lement ezﬂznnw cette étfact‘ ie'.é‘e g«»..&_ioéa’le cafss les & U en ééfii}is

F

sant une veﬁrese‘qtﬂ’cma de % dans l’alfc ore tE*"b Z'_L l1le T du A-module U

de la, mame,xe ﬂmvarﬁ'e. Pour tont x € f;ﬁ . on éés:f.gmé par ’xf;; 1o dériva .-

 tién de 1* l%orc 7 dou‘fs lf* rest::c’moxz & U es z ltg; 1&0&0“\11?8{“7@ Xy
: il
(61. A15.~ Ckmp Tii): To dériva*’sion Lz,y}m_ pmlonggeaﬂt
45‘” ’7}1}; = xq,yip ;‘szz;i est me@"y@% : Par consc-_éqz;.ent? X w—ﬁxT.est une

renrésemtaﬁ 023, de ¥ dans le A-module T - Pour tout entier p >0, le
module de sezzsetms f% I est un sous-module du module de cetie représén-
tation. E‘czw P > O, on obtient dans @@ U 1a structure de {é{ ~module




e

définie par 1o formule (3). Pour p=0, on obtient le module de la repré-
sentation nulle de % dans A .

Proposition 8. Soient % uine algébre de Lie suzr 4 , Z;Ii (1<i<n) une
famille finie de }l ~modules, I un gumodule-. Dang le modu.le L des appli-—
cations multilindaires du A-module [ Mi dans le A-module W , 11 eéxiste
une structure de % ~module et une Seule telle gue '

3 : ﬂLmTL ;
(4) (zf)(u,, ,ug,...un)z E(£(1y 4linseee ,un))» Z“yzz E(uypoee By yeen ’U‘n)

- quels que soient xé% y ujém , et T€L ,

5
Lg /deonstrat’on, snalogue 4 la préeédente consigte & vérifier que
la formale . (4) W_nit une représentation % dons L o

Exemgl . Sowm g; gme 91 c,o_«*e e Lie sur A et U vn ?’ -modnle. Davzs 1&

o

.'* 2 2
daal i e{f MA), si 1'on adopte dans A 1 représentation nulle de c}

: ;ié £ o3 '”salc (ﬁ) d8¥init ure Structure de g r‘oavle- 'u’esi, le g;madzzle

_dual dul 5,%7 ~module M . On'ag  (2f)(u) = —z(:,.zz} quelc qae soient Xégz
fé v e‘b uéx_x_", r’*ea’b adive ‘-éa'e’ Xpgt = —-st., b rex orés cnfs stion
: . .

ﬁ "'""’XIL de ? éaﬁs 1 est appe lﬁe 1z rcméscwa’s‘og daa}.e de lé‘;'

reﬁr semat? ea ' Vx -—g XH

'.2‘3""3 Invaian%s‘_, *ot;n:Q Wo.césezztat;,on llﬂéalfe d’u.xz ffroupe de Lie réel

- connexé f“a.w Lm”es pocE V"‘O’ﬁ@""f c1 V sur le r-osps des é 1s aés ’n%t une

re gaésewet" de son algéb de Lle o dans V7 . ’Pev,rijv m veeteur veV

salt'invarian ; par les opf’fa“’clozws w "xou,pe, il .La{zt ct .Ll suffit que,

y 7 soi“i: un zéfo de lfez omafphz.sae xv . Le point de vie

®

Sai% M un module de reprdésentation de l*alfobre de Lie %
sar A. ”?1 él czcnt ué L’ cq"t *::mclé un 121%*9?’*1&21‘5 de i zu = 0 pour
,’som: xc. ?

Il csis @:Lﬁi:f qu les invarisnts élun @; ~modale u cUnS%1+ucﬂt na . SO:.E».:'«-—"
. module de rep:s:ésec_.tatmn de ?: “Plus- geﬂéfalcneﬁt, .



1%
Lie mme 4. Solent ﬁ un idépl dans une algibre de Tie % sur A et I vn
-module. Les éléments ué€lM tels que =xu = 0 pour tout x¢ ;f,

constituent un sous-module du % ~module M .
S0it en effet ¥ l'ensenble des ue M tels que zu=0 pour tout x cf -

Clest visiblement un sous-module de Il considéré comme module gur A .

¥n outre, sl wuel , alors, pour tout ye% » O0 &

x(sja) = (zy)un = y{xu)«[x,yju = 0 quel gue sol%t xC£ . Par suite
yuel , ee qu* prouve gue U egt un sous-module .de représentation de g e

Exemples. 1. ‘Pouz gu'un £lément d'une 9liztbre de Lie Y soit un inva-
rian‘l: au moaul@ de la repr ésentation addomse, il fant et il suffit
(hz'zl soic dans Ic centre de % 4. : : :

2) Soieat i et ﬂ dev.}: moduies de reprds ea‘*e‘ci@ri :de_l*aigé’bfe de Lie g
Stir 3 .'_.;cu:c qv'uné application A-lindaire de I Gens ¥ soit un homomor-
nhisfne de g -—mdules, 11 fant et il suffit que ce £oit un invariant du

oﬁule de représen'tation °E (H IT) dé.&.lal pm’ 1;3 xor:"mle (4) '

3) Dﬁleﬂ'{? g une alc,ébre ée 118.8&.{. A et 'zz_n F’—’Q%ul? ﬁew re;&réséﬂfatioﬂ
 ae g ._?au.c qv’une a‘anieatlon bilindsire £ 3 Uxl —» ¥ soit un inva-
.riarzt du. nzecale de rep*f*ésentauloﬂ %‘% {ZE,L) 38fini por lo z”orgn{aie_ (4—) ;
i1 Taut e‘a il sn.ﬁit que, pouz tout =z e g s Xi’i sai’b une 'kivéfﬁﬁrééiéh
de l‘alﬁébre sur é déziﬂie &a*z i pax la. 10i de cér:rosztion multw pl:t.ca =
£ive {u,v) --> f(u,,v) (u,veri} . En e.Ef ts on f.oit avolir

| : xm.f(u,v) = f(xn.u \r) + ;.(u,xr.v) :
‘quels qae t%wem; xe 3; . u,va:z& o .
L'exempl .saivant est wartwculiezwc nt inmer’sqnt.'

Défim bion 1’7 mzen‘b % une sl:rr:t:me de .Eth sur & st th uh rzoéale de

reﬂvésentatw on de g qua., ceﬁsvdér : omme module sur 4 possede une base

fime. @n appclle foz'me bllinéalre ’.lSoGClée & 1« fonctlon bilméaz.re

?r{xﬁyv) de X,7 € % . Lo forme bzli?}wawc J.r(adtx)ad.(y))




de ¢of et 1a représentation nulle de g dens A définissent, par la for-
~ mule (4), une structure de -module. Pour tout module de représentatio

' Z'I'ovd:ce des ’fac%éu.‘ési'

?ﬁef:zergue. "”m,u- une o ;co:ee de Iuc donnée (L , il peut exister des formes

- 14 -

agpbelide an mdule de la .ccp ntation adjointe est appelée lo foime
bllinc’salze fondanmentale de % .

Dans le Ammodule dtapplications 0(2 (g,4), la représentation sdjointe

i1 de (} la forme bilindaire B“ %,y) esgocide & I est un invariant du

gt-—mor‘ule OE (g,A), clest-a~dive gue
BI”(I]’V} z) + B-.(,r,}:.«,z])

guels que goient z,y,z € gz « On a2 en effet,

: 7. “p o= lam RET A w5 % 7 v oo
([ 2,5]y 2y + Tr (yyfx,z]y) = Trlzgyyey iFuPy Vit nlyE) =0

car 1a trace d'un produit de deux endomoz §bls£ 8 ne dépend pas de

=

'bzlinﬁgwreﬁ cymétrzqucs imre zantes qui ne sor&t pas ace'oeiées & un
*t@oz}ul” de r‘aﬁzé station de f;t '
1%7. 4

SU.I‘ ‘un azmc

1ﬂébrec= eﬂvelo ames um.vcrceiles. Soient l{} zme alg&bre dc Lie

'_‘__'e‘t T(g&) l’ai’fébre 'tensomellc du A~moaale g{ . On 88si

eres de (%) enzge

'~ebz'c u‘v"lenoapic univers mlle o

Vf) ( éfii&ztwn 13)

o% 1’alﬂvaz

‘J )”Ifg)

Z(J,) seron

trzqac ?) .Adu A *lodvlﬁ g} Sz. %‘f,‘_:___esﬁ abeliezme alos
"{%.1) s”ae:ztz.:le ) S(f.} Tes ¢ clauonw cvzme J(%) et
.Vz*i*tes.dé,:f;é lc cas Jvnéral r les r:?ez;.a Lcrzzwc suivants:

Lemme 5. St ‘i:esi,vn iceﬂsw"' dlordre p dons ngz), alors i1 eziste. dans

J,(ig) un temsenr %! tel gue ij-:t" solt d'ordre p-1 .

P X2



.-nu'ﬁv;w«’w’vy'vv‘nrww'\"vp”!""’""""r'*

S
4

43§_émonstration. Ltidéal I(?,) 6tant engendré par des tenseurs homozénes
d'ordre 2, un teunseur t dlordre p dans I g) peut sl'éerire

t=1
t = Zﬁ—si ai@(xi@}]iw?]i@%)@ bi

oh X,y € g et oh, pour chague valeur de 1'indice 1, &, et by sont des

(l
0
(O]
wm
L)
(o)

{
e

Posant

:..)

tenseurs homogénes dont ls somme deg ordres
A

4.

'z:-i o) (AR Y ’r-w x 3 o
tt =2, 5 @@y -y &% -|%,5;]1) S by
i b= 4 J
ona t'edlog) et t-t' est d'ordre p-1

- »

Lemme 6. le dipepsion 7inie sur un eorps A .
faw

est dans J((i’, ) et si ses
composantes dtordre > p gont nulles, alors sa composante d'ordre p est

dang I(g;r,) .

S
Quel que soit l'entier p , si un tensenr t est
o

Démonstration. Soit i, ,X,-;,.o--,ﬁtﬁ_ une bsse ordonnde de % . On sgit

(A1g. Chap.I II" ?4,1&01 que les tenseire décomposables de 1o forme

'Xk,‘k .k xk QX}- Do x},p' ; 30& (kj) parcourt l?en.s'em’ble des suites

"de o emlem de 1'inte °va13.e E‘i ,n} ooﬂqtztuen‘s une base ull sous-es;)aee
(3{} des tenseurs &'ezdz'e P pouz- P >O s une. base de (g) étant le

'tensaur zmité I On dész_vne nar Trp ie saas-eﬁpaee de ‘.E (%) enﬁendré poar

‘}, ok 1% 1<: <k,, s le sous-eSpace ”s’I

Hly cF
té’can’c P (g} Ia éhonstr tion du ucr:me con sis‘ca

}_eg tenseurs zc1

E\'I
fi

& prouver llexistence

P

drune xe: ::'éﬂcn‘i: tion x —‘-;aap( x) de ¢ dans 1*eﬂ*eac I somme direccte des

~ >

-E»Zip gai peg &de vour tout eniier p 20 1la wropridté suivente @

-,(Gp‘)'; Queis gue soi!‘n’t %6y } gt %€V, , les composantes dtordre

> p#l c?ié : .p,(x)et sont nulles et lo composante d'ovdre p+i _gg plx).t
est éfale & x @t -modulo I(?) .

H b

Adme btq ”1 e Ct L*e*{lster‘ce dtune ‘selle fepwgssenfatiovﬁ‘ Qﬁ COXZSldéZ‘E
dans " la_ s}tr ietiure de ;} module gu'elle définit. Si t est un teuseur

dont lcs composantes dlordre > p sont nulles, alors il en est de mBme




de By.1€l et ;éi't est lz composante d'ordre p de t , slors la compownte

d'ordre p de t#’.‘I Iest bgale & t, modulo I(4). 51 donc 1'on suppose que

t€J(%), alo: T8 % es‘u dans llannulateur de tount g, module, clegt-a-dire
qgue tH~O I1 en résvl’ce bien que t € I(%)

Pour prou've'w l’exmtanee é*une .ccpfese tatmn x —» p(x) de % dans I
vérifient la condition Cp guel gue soit p 2O » On commencera (Partie I)
par définir une application linéaire de g dans l'espace des endomorphis-
mes de W gui vérifie ces conditions, puis (Partie IIY, on vérifiers que
c'est une représentation de % . On pose ;«f(p) = quﬁf-c-...‘p .
Partie I. Supposons obtenu pour un entier p > 0 a’nef application lindaire
- ", e ' 7 : T
p QS p?’” (x) de g dans ,1 spnce dlanpliest cmns llZl"al es J( q'@a“’jip))
véri 'Ei‘mt 12 condition G pour r< b . Pour D :,f,__on posers po(&).I % %
On va 447 iniz une smllcstma lihdaire = » pp(x) jdé g dans

IQC{“d(p)"'(p-H) J en ,‘eesa nt p (y) = ',,{i:j sur 'ﬂ(

St
6]
i
4y
s
{2
o
i ;_h~ o
}Ut
s
jue
th
o
o)
i)
o

pour c}:aqaw mcu.ce i (1€ i<n§ 'H;zm e var p_gf:-ii} des tenseurs de base =

de I?n aﬁz mmrea ées efmd ‘I::Lona g -
P = e o e
fé (A‘) X? : : X‘ g-c-lhl- i : S? ‘?éggk??   

=
4.7.,-#«0 a.. 25 s o i}
P 1 P
gl s e
2

v’ ' r§*“i'ka;;;;£” = ? { 5. gl .:;' ? ’{Vg,‘ ".>“.-.: o
,_ 2 o .__3 - P p-1 { e }) X ,,}__;; + PP{AI%}-'PP?? .(Xi)’X}:;ulﬂz

b

s - = : 5.:. i ,> }."
-~ Ta condition Ak_éef’init pvp'(x }- uunposaat alors que p?}(x ) a vte défini
pour < i ,aors pt}(xi) .4(-5,_ 1':"’ est déiml sans as:bzf'vitC par & sz ,

- Z ) =y
a _i:C 'E:wa ae<° dea/ ﬂvnoi; oses inéu.e

(2 g

ives fai *E:ee:, par B si

e
1>k - ’vil esic}.su gue 1'&;@11%“&10:} | ? > (1 {9},? p+’}} ainsi

définie vérifie 1s ¢ ré tion G, pour tout r < p . On s.a%:.e nt alors une
application l.i'n‘;air' % -3 gs(x} de ¢ dans llespacs éeq emomorpﬂlsmes
de-§ gui ‘{rég-i; I\{){j{j J«m;-%; T 'eon&iﬁion Gr en pbsaﬁt x} = pr.x) sur
: ~ : .
o
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Partie II, . On va maintenant vér ifier gue % —» p(x) est une veprésenta-
tion de g_ dane T en prouvant que dlx,y)=p(x)ply)-ply)p(x)- p([,z,yJ) 0
quele que & oimnt x,yegg¢ « Pour vérifier cette Cgali ¢ s ﬁn > 0),
il spffit de montrer que les vecteurs de base de ¥ _ sont onnulds par
leg endomorphismes d(zi,zj) ot 1€ j<ign . On a '

4 : = { "i e - o8 | ey 4 Tiey 3 2 v e '
p(xi)p(xj).l paxj,r _; oI + p( 3}) I é&lapres B . Done d(xl,xa) 0
sur Ho. On proctde alors par induction sur l'entier p en supposant

H) dlz,y) =0 ggg B4 <Suels gue soient =Z,y€u »

=0 ‘gur H on remarqguera que si i< kg,

ke

Pour démontrer gue d{zi,z

e : . L e : i
done en particulicy si ~3%1? alors ﬁve* gue s0it i >J , on a d'aprds A
?}{Xi )P (K-}GX?‘, : .;__ So= ?(X‘: )a._r;..— . : ?’ :
4 2 3 - l\./f S o p .. ,; ’ ;:.p: :
o8 ®, k 5ot un 6lément dé bsee de gp . Blaprés B , on o
.(.\,1 % s &2

p{x. 3 %, (x ) p(x 3z p( X % ez .
3 L ollx.p i c..Tp E 3 3] k,‘acokp

"'est-u~dire que dl(x. .x. ).x, = =
_ 197 L?.,.k?

que d{x.,x-}mﬁ sur ﬁé quel Qaé soi% i;;Qj';'Suybésoné=§ue

= O. Il en résulte en particulier

;' ‘-I') ‘ d(x ,x ).z\, ..(0} g 1<r<3<i<n. f o
_On Vo mcntrer que &{x%,x ) E {0) Le calcul p écédeﬁt montré gue le

llu%qeul eas a envisa@er ess eelv1 o& k <:3 : 0“ pase = 5 *,§£ -;-k ‘g

5
: p‘>,1 et t~I 51 p-iv. On 3 alors é'aﬁres B -

= ggx.}pka)p{xj).t.+ p(xi)'plii3;3k13);ﬁ .

P
D’mnrés H', palsqae k? <13 ;
plx, )Q(Xk }p(x Jot = plx, )plx; )p(z } t+p {X.,X? })p(x )t

B |
: B‘apxés E P pniqcue t est daps XU

p(X')pix )axk?..,

B~?’
(Xk ;?(X )?{x } t = plx p{ )p(x ) t - p(x,)p([xl,xaj) t .

- vD*eprep T' -
p(x% )9(& )P{x )ot = )p(xb Jplz; ) % + p( kz ])?(n ) £



d’anreu 1'1aenﬁ1t5 de da000i e

eo¥ps A . I » s’swctwon & % de l"*«arromm'nflb,me cd,mm_qac de 1ialz&bre

tensorielle "{g} sue T*Ql”ab:e@ ervc’f_oopmh,e Ulg) eot i inomox: Shimde

dans I(V'Cg,‘j, ”mogue I(%i) est un 1&681 eﬁmeﬁdré paz des ’ceweaxs a'ordvc

'Remai"gue. Iﬁw womormv sme’ cammque de "‘i‘{%) ‘é'tfu' ﬁ(gl} définit dans

2o

- 48 -

'apros g
Plxydp xy Jp(xp)et = plxy)plxy 1P (xg )et + P(x )P([KP 7))

Or 9,(7‘1{1 Jot = x dlaprée A 3 en ajoutant ces éfali’srss, on

k1 S .Icp

obtient donc, compte-tenu de la définitidn de d(xi,xj)

d(xi’xj)'XKT...kp = P(Xi)P‘[xé’xkql)ot - P([Xj°xk1])p(xi).t

il el el e

s fln) p([x;,ms])et - 9([X1'X3319(?k1)ot

ce qul, compce teni de h s'écrlt

d(xi,xj).x,,“;;_; (Zki,{x %y ]*Z‘ [xk ,xi}]ﬁ-[xh [x. ,xan; 2D

?rapositionf?é-_ Sozt :}z une algdbre de Llc de cilmemswa fz.m.e sur un

o effet, si x € % ﬁ J(%;,v alors a*pp_cs le Lenme 6, s& composante

de plus hant deai'_e dans l'alecbre tnmo"lulle g}) c'estwom ire x est

liespace’ U{&})
teur est J( %Z

‘ t.‘_ ?ctv re de module & gounche sar E(g) dont Tiannula-

2

C*est écr&c une &trhcw?*c de %, : ﬂoau‘fe, La re prés evzta’emn

associde --3_:;3 ‘est une ze; vesenfza‘_ﬁ‘lm Ziddle % dans ().
En effet si = 'Ov, SJ.O“S ' *’@ 1==x doit svo:.r anc imaﬂ’e canonigue

nialle dans Gfg,) ce Gui ent mine z~0 dlar é iz szof::osi‘uioﬁij. On voit

done gue- Lombe '71% bre ge Lie de ' dimension imve sur A cor i admet une
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une repréoentation fidéle. On observers que l'espace de cette représen-
tation egt de dimension infinie eur le corps. On montrera plus loin

(8 4) L'existence d'une reprémentetion fiddle de dz‘.@ehéion finie.

Théorbme 1 (Poinearé). Soit % une alpgthre de Lie de dimension finie sur

un corps K de caractéristique 0 et soit & (g) le sous~espace engendrd
par les tenseurs gynm triqu@u de l'espace % « L2 reutrictlon ) cf(g)

de l'homomorph .i me tononique de l'algdébre tensorielle T{( %‘) sur l’algé-

bre enveloppante univercelle U(’;Z) est un isomorphisme de oF (g.),

sur U(% )

a*g;sim@twns in.al%iligl_és

.Déméristra“sioﬁ. 1"611:5«- montrer gue 1'homomorphisme o ﬂf:ozuque
Ty -—-:?U(%) ppligue of (&) suz U(gf‘/ )y i1 sufzit de vé;fr«;e-;r gle
tout tenseur de c;[ est -son c’;.'&zii te CJCLL, dans 'J{% ) et -é*iiﬁ»-teﬁséar

&ans 00( ) (A,ci est 57'11;',‘,,1 gcu'r‘ les tenseurs d'oz érp G 133. sont
£ q

ymtrlqm,w uz‘pescna done 4é "10*1173.6 quc tout ’ge L: d’crafe < p est

.dans Q)D(gg) + J(?} l%vlcqe 1z cm'ps i mst c?c eerae*é%io q-zzé'O tout

tenge@ ’m’are p est dz01, oc.ul@ ef(j ), a-an tcaseuﬂ te T(})

.',a?brﬂre‘p . Dlaprss ie Ietme 5, $eJ{ }) + ':{ (g ) J(oz) +gf{céz)
11 véste "‘éfi_';?z'@mrer qzae SET S18 J{}} = (@) So:;. en cr:cet t un tenseur
non nul ﬂaas Q}p (J) et oz'_ té so composante dtordre moximie G1£86-

-rente de 0 . S:?. tedly }')g alors dlaprdé le DLemme 6, _sg_éf}? g)-';.-;azz_—;_

tpc ef(}) et T(} N f{ﬂ* ¥y = (0) f‘Gi"u‘?’QlI’C?C{’t & 1’%257;50’01&&36 “cé;{:O -
108. LOhOF}GlORle-  Soient g,r ‘une algbbre de L;.-e sur ug ":‘Lf’.llC"ii} A et Il un '

-

sodule de 4*’*6(“@ t‘a’ciox: de éZ . On désigne pop 9(7}’ ',n) 3.“, module des
ire

g alternées c“ie-'. gL P {cgas*aﬂ ¥6 comme m'owi

direet de A-modnies) d’l*’ls B . '-ch ?3:0 on nore gv {51 f,.‘)-m et pe&z

~

P<§GI_¥::63 pose CP(&}’ 7-‘1)“"(‘9)»_- Irﬂs_‘ s180en '%;u éé la sonme cr%cte b”g{?;-&i)_

P

des A-modules ﬂ{'(*"i » 1) ”‘Oﬁ“’i appelés des cochaines éeg} & valeurs dans I
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“f
S
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Les cochalnes gppartenant & cp(%,m) sont dites de degré p .
A tout wye , on associe l'enc’oniwphiamc v Ay) de C*% 1) qui

: sppliquc chague sous-module C'p(g s10) dans CP”J (% 1) et qui, pour
'p7 0 est donnéd par la formule ,

(5) 4 ('b(‘/)cf)(x ,o.ox ) o “f(Y,X,i ge s Xp_1)

guels gue soin'n’c rec? (% ) et (1;:1,..‘.1;:1)“__1)637]{’”1 - 0na

(6) ’b(y)2 = . '

quel que soit ye y

On a va (irop &) que la représentati on adjoim:e de } et la i-_eprésen“
*tahon de (} dans M définissaient une. 'fepréscuﬁatlon de dans le
-modale des applications mul“tllﬁnéalree de .‘%p dons M . I1 résulte

1mmédlateﬁent de ia formule (M} qae Cp(?‘/ S} es‘i: un - 30!1.;::—- Lcduly'de ee‘bte'

représentation. Il e*u.ute donc u.ne rfap résentation y—-ﬁ»e(y) &e y dans
o (? ,I&) scll@_ oa.e la ;cs '3_ ‘3_ on de 9(~r) a C‘o(%,.ﬁ 'soi’t T et gue

poar p > {} : 19 “”est?mt?ovz de e(y) cp(g,.,, ooi’c Lofmﬂc pm' 19

£ ox mc:ale

_( ) (Sfy)-f)(%’ ,xa,...x ) = y,,.f(x?,...y )»Z '(“1,..[y,x },...x )

@;(y) est sm cwCscqtam en de gzi . :m a2

Palsq;e

-:<x>'s(y>- (rotz) = 6<Ek’ﬁ>

376%’/

ecilv ment 8es Forn ales (9) et (‘?’_, gﬂe

v ;_._'e'r(y)-— 'l«(v)e M{Xﬁj}
fzu,e}.«S que soieni; %,5 € :‘;z

On va maini«;ez'aant dézmlx tun end omo* phisme d de ¢* (% ,xi) gui 9‘31)13.51{18

emaque scas-noéale Cp(g{, I) davy: V_ oP 1(?1,,21) 81 (?1,.“3: ) est un

élémere* ée {‘/} (r entlcr }1), on no"rera par (,;1 s an '%,,.-x ) d'éle- |
g eﬂt :ie ? obtevm en cmmttant z; dans 12 suite c‘se conposantes de

":r = 5 5 Z . 3 2 - P




| o ,yitd+ o o~ ,
(10) (dnf)(x,] e .xp+1)z ‘,4 (-«4) y f([z.i,x.],x,l,-.-xi,...xj,f.-x

i34 -

(11 goe ok, Y. ceci guel gue soit 1€ ):1 ,r] . hAvee cette convention 1l'endo—

-mo;phisme d sere d6fini par les couditions

{d.£)(x) = ~Xyef pi 'feC (3[ Ji) =
. Z (.-A) (xi)M.f(x“...x ""xp-H)
si ’fecp(gt,m) : p)O et (y1,....yp+‘1)e% g

- Dans lc second menbre de {10), 1a pr‘emiéve somme porte sur tous les

couples dtindices 1,3 tels gque 1< i<3<p+1. Lo seconde porte cur
les ie[‘i ,p-HJ . Chaeunn o'clle dome ang ,,gplleation mltiliné.az:ce

'altnz*née és (}pﬂ dé,ns 1 .

Qael que soit ye % ‘, on & '

--fm) Cau)reglazely) L , |
“.;m e.;xeﬁ si fe C° 9‘ L), cn 5 (d b{y}é— ’b(j’)d) f f,(y)d f z -(d f)(x)*
'«xﬁ~f e‘b az, fecp(y Ky avec p}O ,_alo’ - .

- ((d-r,{y) +${y)d).x){x1,...x = 5 (1) f’{[y,zﬁ:{,xi,..x ,..x ) +

o+ Y" .7(31 5"'3*-,5)

'd*abfes 168 formulns fS) et (10). .".?msme ? est 1‘bern.ée, an éﬁtietxﬁ-'

_, bién 3.m second met.bre dé (7)

Il est claiz: qae, si ; ‘es t sz cccha‘?;ne de c.mgré >@ e*‘c si

z.(y).f = O pca..e tou% ye % " els‘ﬂs f o Q» On va applimcz- cette

reimque a 19 éémenf-"i;?atwn de 1s mvmle

(12) - ab(y) - e(y)a =0 poi tout yﬁg ;_
Gnaf}‘ p‘?és (8), (9, (n), _
'&(X)(d@(y)-—@(y)é) elz)e(y)-a ¢ (x) oly)- z([xgy} é-ﬁ(y)t (x)d
e(x)s(y)«e(y)s(x)-u([x,J;g - ([= 7] )~ (a8(y)-8(y)d) ¢(x) =
- -—idew) oly) ) vlx) . o -
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A
Supposong donc que (1:*) golt vérifide sur Cp(g ,1) (ce gui est trivial
pour p< 0) et soit £€cP™ (g ). 51 pH>0 , alors
£1=(d0(y)-0(y)d).£ est de degré p+2 >0 . Le eoleul précédent montre
que 7 {x).£')=0 pour tout xey , done  £1=0 .,
On dénontre de 1la nére monidre gue

(13) a% =0

~ On o dtapris (1’?) et (11), z(x) 4= = d?1, (x) pour tout xe'or{ .
Supposons donc que (13) soit vérifide sur Cp(gl sli) (ce qui est triviol
p< 0) et soit fe cp”’(%,m). Si p+l >0, alors a°.2 est de
desré p+3>0 . Ona 1(x) d°.f = d°

o

8
zix}.f = 0 ponr ‘cou‘t‘ xegz s
done dg.f =0 .

 Enni de l'endomorphisne d , le module sradud C(g;,'fi) est donc un
- copplex (_Alg, Bomoiosique). Te sous-module Zp(g sI11}) des cocycles de
derré p (_c’est-a‘»—éire des zdrog de 4 dans Cp(% I2) ) contient le

sougc-module Bp(%,zx) = 3.CP" " { g 1) des cobords de degré p .
déso

On suopose rmais gue A =gt un corps et que- % est dc dimeusion

fte

finie n sur & . Chaque espace Op(g:",LI) est alorg de dimension finie
sur A et G'?(%,ii) = ({0) si p>n.

Le guoticnt Zp(g ,EZ)/Bp(gz 1) est appeld llesnaoce de cohomolorie

de degré p de 32 & valsurs dang I et cero noté I-I*”(%,Z.I). Zonr PO .
on & Bo(gy, 1) = (0) et Zs(g ;i) est le sous-espace des inverisonts
du gZ—»xsdule il . Par conséquont, Iic(g 1) est llespace des

invariants de II .

81 il et I sont deux ;‘L--‘moc’.ules et si1 v cgt un hononornhigne de II

3 853
aons o

y 2lors, pour toute cochaine fe(}p(f} s}, of est une cochatine -

'.0 g - ; . £ = = T T o
dans C--(%,L}. Lihomonorpkinme w©:li—>H se prolonse dope en une




- 2B
une mpplication lindaire @"de l'egpace C*(gf,m) dans 1l'espace c*(gz,n
qui conserve les degrés. Il réoulte immédistement de (10) que v'd =2 p'.
L’applieaéidn w* induilt donc pour tout p (L1lg. homologiqae} une applice~
tion (p JH (% L) == r” (3:,,_, . 8L (0) =»L—pli-»H -» (0) est une sulte v

exacte de g} -mpdnles (ctest-i-dire si 1'imoge de chague homomorphisme
coincide avec le noyau du sulvant), alors, puisque A est un corps les

gpolications proleongées
(O)“: c" (&:)(O)>“‘?C (591‘)"'5’0 | 9"1)"“7"0 (g,‘f)-;»c gf(o))': (O)

constltuent cpco:p unm suife exacte. Il en zég sulte {(alg. homolozigue)

’

qu’ll ex 1ste Hne suite cmaete a’ﬁﬁplxcatloas llnéulrcs :
L HPt g ) > E p(gz,b)-—? (g ?)-—%*ﬁ’(g 1) — 8% (g, 1.0

Paraﬂra he ?. , adlcal forme bilindair -associéu"é'un n_module de

reprQSEntatzon.. baae ce nqv aph c, on envis sazera’ v iﬁ wenent ées ﬂlgrbres

de Lle ée iﬁaﬁsion-fiaié sur un cowns z L'ucs QOUalme ‘e;regr@sentatzon

: se%ont qequcntenruc d aéﬁSioﬁ iinle sur ¥

?G?. 1 cbrce ce Lie IU“O?QbiESn On a2ppelle suite de combésition'd*uﬁe
@lﬁeﬁ%c ée Lgc é une suite finie de sous-algdbres gﬁe (O<Ziz’p} ayant
icr terme ugzg {0) et telle gue
> . & Sal dans : 2 n
}1—%1 ;;Sal't A i &al dans %1 (0&idp). Les q,es ients g’l/g,lﬂ

Qgell fl qaotie*'qvéé 1 suite &e_ pos*mlono On @it gue la ssiite

pour pzeﬁz~v %Cfme {} s DOUT dern

ds com positiaﬁ est strictement dderoissante si les QaOtieﬂfS iifférent.
tous ée (O)

Bé’inlt1om 1. Enc El”Oqu de Tic de é¢imension finiec sur un corps K est

[

lée féqoluhle &1 elle admet une suite de compoé;t on cont taas les
quotleaﬁu sont ab&liens. o .

'Exemgle. ;iouee alﬁeb%e de Lic abélienne sgt résol@ble; L'alzobtbre de
'Eietdeféi 19003 deux sur K admettant une bwoe Xé,xg telle que

EKT’XZIz X, est résoluble.




L6

o

Proposition 1. Soit f}’ une algdbre de Lie résoluble. Toute sous-algdbre

\u
(N
®

i
de % est résoluble. Pour tout iddal £ de. g y L'algthre de L
{%‘y/g est répoluble. 91 ({4 ,)z. ) est une extencion de g et
noyau de - A est zésoluble, slors ¥ ezt zésoluble.

guotie
le

m
r..v't

Démonstration., Soit %1 (O£ 1< p) une suite de composition de 60;
dont les guotiente sont sbéliens. 8i ¢! est vne sous~-plathre de ¢y -

alors les sous-algdbres g/? e ; : 8 {é‘z‘i constituent vne suite de compos

’ F
(?’15: +;€,)/%’, constituent une suite de composition de é%’/
guotients, uomor,lhes 2 ((5 1*'@} ‘?w + 7 } sont & iens. Znfin, sgi
o : . el :
(4, ) est une extension de gf » les images inverses A Uj sont
2 e
. | ' ‘ : o :
des sous-alegébres de telles gue chegue A 5 ?5_,4 soit vn iddal
"'i , '. "“i Oé.
dans _}\_ _“gi et que ehaquc quotient 4 fg:?,/°}i' . ?iw’»‘: 'F_EOE‘(Z’%hﬁ
a ?1/7144. soit gbélien (0£i<p). Le noyau % de )L étant A .gi’p .

s_,i n. (O~:~,§3<q) est une °u1te de compos ition de n é.s,}zz‘& les guotien
scmt abéliens, les soasmalgecrefs A :
SOl wh :
j;, 3;& - .
= . f{: ,Lﬁg;}._.. %LP~.’3’§._.5’L :3%,3 s ?’L@,“.{O) ,

veonstltuent u.ne cu:.te de LOFI}O;. t on ’e '@ dont lcs a ti ents sont

&

ahéliens.

mes est un .&-éé&l eseluble.

Démbnsisration;ﬁ" Soient az e‘t 'zf deui idéaux résolublss dans 1'.élgébre 4

I_eie"g} . Ie guotien w/ (ﬁéﬁ*ﬁ ) “'1;' ri V .,

or /(i {‘}.'g’) est isomorrhe & (tf‘&-f-*g) 4@ . Soit A 1'homomerrhisme

pan@nﬁg’gé,de ‘ (',ffu'éi)_ sur (Q?+§)j~§' Dlex ten‘_zon (dt-i—é,A) de
-

1*alg§ébre-ée'me ré olabir {f‘z-s-‘f);é 8 pour noyau. ‘g q 28t

G‘)

%—-J

»!u

Diaprds 1g proposition ﬁf, + est done z'é-so}'.s.z-la; :

nt

5=




Y

meat sait 32' ane ﬂ.mcrc de 131"—* ﬁ 11(: crae :3“

o2
A’i"“

Cette proposition montre gue ie eOus-—eépaoe engemiré par leg idéaux
résolubles d'une algdbre de Lic de dimension finic est un idéal »éso-
luble contenant tous les iddaux résolubles.

Définition 2. On appelle radical d'une algdbre de Lie gl le plus
grond idéal résoluble de % . _ : :
Propogition 3. $1 W est le radical d'une olgtbre de Lie ? s le radical .
de g/m est (0). ' .

Ir effet, l'inage inverse du zaides mdical de y/ﬂﬁ par llhomo-
mw:ghisne caaomoae A % —— g//m eat an idéal ﬁ de % et

(ﬁ .). ) est une eatez«swm du fadieal de %/7’? : com; 1e noyau. V7] est

réeoluble. 11 résulte donc de e wonos*tmn‘? qué £ est résoluble ,

' '”c'est-u—difc que 'ﬁ % . Te Pidical de g’/’{) est done  (0).;

?ropositioa 2, ?’om’ qu'anc elge’ore de Isze } eo:w 'ﬂéso}.able, i1 fant

| et 3.1 srszi’a qu."il e¥iste 4n eatler k > 0 4el gue 1'iddal d8rivé
Eoibrs Bkg zm) . . |
Démonstgation- Sunposons;c résolublr et soit 9‘1 (0< i<p) une su1te

v.-‘cze composition 6e f} davzt les queti@mss sovzt wbali.ens. On 3 poar toud

< B, :)g.ic:: ?14-1 e‘{: pa.c eenséqa@nt DPgC g = (O). d.\,ef_m'ocue«‘"

d,' (O} es sous'-ﬂl'-febres

3‘1 B"g (G< :L< ) constv w,:m: &me suite f‘ CO’(”l}?Gulo’ on de % cor
"pour i< I s Bl'ﬂg/ est 1'3.Lc,a1 cs.f:“-z.vé de Bi(é( {on convient é’mcrzfe

'D°? %‘l) Ses quotzents soht ﬂbcllevzs et par conséquent, gj o5t

résoluble. -

: "02. ”héoreme a’ wz.we:l.-

M

£

Lenm 1, moierrb f{) une al’*e‘we de Ll résoluble et 1 'vn module de

' :renroser*tatmn ae g Qifférent de (0). 81 pour tout x ¢ oA , ltendomor-

pth% Ey est ﬂilp@%ent, alore le sous-modnle des inva:c'ﬁiants_de‘ H

"ﬂ'eet pas nal-'




Jénonstration. On utilisern unc pnite de conposition de % dont tous
les quoticnts sont de dinmension 1. Unc telle suite cxiste dons toute
alndbre de Lic réocoluble. En cifet, de toute suite de conposition de
dont les quoticnin sont nbdlicnz, on peut extraire unc suite de conpo-
eition strictencns déeroicsante cdont 1co quoticnts sont nbéliens. DTormi
toutes les cuitec dc conpocition gtrictencnt dder rciceantes de 7 dont
les quoticrnts sont obllicng, coit J 5 (0<igp) unc suite ayant un
‘nombre nmorimun de teorrmes. S5cs quotientc cont de dinension 1 cor, si
yi/f}iﬂ dtait de dineagion > 1, on pourrait inter caler un terme

polincntaire catre %i et %iﬂ Sans quc 1o suitc cesse dt@tre

¥Msimons alors poz I 12 couc-esnnce des invarionts ge I considéré

comme mo ule de représen’cation de 3"1 « On va montrer o incduction

sur i gue I # (0). Ctest triviel nour i = P cor gf_ Z}=(O) et par

suite Ip—:z: - Cunposons ddnontrd gue Ii = (0) pour un entier . >0
Puig ot un id3al ganc g . : Zons-modnle I
Puisgue gi e n iddal dan i1 s I; ¢ st nn ule de |
conziddéré comuc modulc de renrésentstion de ? {par.1 ,noﬁ,Lenme 4

Soit v nn 515’1621"?5‘(16 ?‘i-? alappartenant Pas 4 ﬁfi - ‘uisgue tout

41%ment de (}i..i ¢st 6gal, modulo le sous—espace La'z’lﬂu produit de y
par un scalaire, 11_1 est lc sous-cspace des 2éros Qe la restrictien
_de Yz & Ii « Puisque Iif(O) et que ¥y est ni’lpotent, ¢e souc-espace

I; 4 n'est pas nnl. On arpive elnsi & 1o conclasion -I#(0) oannoncde.

J3finition 3. Uns alstbre de Lie ? 35t dite nilpotente 8i, pour tout
Xed , ad(x) est nilnotent.

Lenme 2. Toutc al-dbre de Lic nilpotente 2s5% - éuoluble°

&

Dironsgtration. Parni les soux_—q 1L-&breg *-mcoluslef* ge ? s S0i 'ﬁ une

plication lindaire cano-

e

Ssouc-alsibre de dimcngion naxipom. Soit A 115

nigus de ? sur l'egwnace I = g;’/ﬁ - On 33%init une repréoentotion
X —>x., de ‘iZ dans I e~ posant x.. A =N ad(x) pour tout =x ¢ e



.\
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27 ~
ce qui est licite coz'if est une sous~algebre. L'endomox phisne %y, B8
déduisant de ad(z) par possage au quotient est nilvosent. d'apres le
Lemme 1, g8i U % (0), il existe dans M un Vfctcuw 1nvarlant ufO .
Soit u' un vecteur de ;Z tel que.i w' =u.0na A ad(x).u'=0 pour

o f%/ > .

tout xeﬁ y clept-a-dire qw.@ le sous-espace de % erigendré
Doy ﬁf et u' est une sous-algdbre de gZ et gue ig egt un idéal de

i

ion 1 dans ﬁ/ . Une sulte de conposition de % dont les guo-
= g . : : / : o
tients sont abéliens fournira donc ovec ?f une suite de composition de
27 e r o P ¢€’ >
#° dont les guotients gont abéliens. I1 en résulte que est réso-
luglc, contfa1%6ment & 1'hypothbse foite sur ~ﬁf « On g done IE=(0)
¢e gui s:q;f ’,gog’:fi .

,“enavque. II exlste p9§ cont?e des al tb s'de Lie ié UlublCD qvi ne
qon’c pas nilnoteﬂtes..f@r exewplc, dan IVQléébrevée fie de 6imen51on
aeua,en"enﬂﬁce par x1,xﬁ ave02:x1,xm3~ zq ; 1‘eﬁdomorphlsme 'a&(x1)
; éét pas nxlno%eﬂ%. - ' ' |
Lomme g; Sclt g: aﬂe alﬁgcfe de Lie. Sivil exigte uab fep%ésentstlen

1 dx,le X @p(‘;) de g dons un espace I telle que, pour tout Xé? .

p(x) soit ﬁllﬂObEQ+‘ alors U est une algdbre de Lie ~nilpotente.
ﬁémonstraﬁlca. 'Qﬁéi% gue soient x,yéiéf 5 »p(aé(X) o= (z}p(y)

p(v)p(x) 03 en Q“dLi% immééiaéeaea% par induction sur p gue pour tout
shtier p‘>AO = ad(x)p v) est une somme de termes de la forme
p(g) P(y)?(x} avee :r+s=p - Puisque pous tout x€g 11 existe

‘ug eﬁtie;_k.tél‘que .P(X}AZO , 0n a alors p(ad(x}gk.y)zﬁ pour tout
.

o
ay
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ang I est fiddle, il en
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résulte que ad(x) =0, et par conséguent jue gz est nilpotente.
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Théoreme 1. (Bngel) 81 M 4(0) est un module de représentation dlune
aleibre de Lie ¢ tel que Xy 80it nilpotent pour tout xc:ég s alors
le sous-module des invarionts de M n'est pas nul.

Démonstration. Supposons d'abord que la représentation % - Xy 801t

fidele. Alors est nilpotente d'apr o8 le Lepmme 3, dopne wésoluble
d'aprds le Lemme 2 et le Théoréme résulte done du Lemme 1. 81 le noyau

’1% de 1s représentation =z —p Ky n'est pas (0), on se ramdne au cas dlunse
représentation £iddle en remarquant que les invariants du ¢f -module I

sont les invaulanza de I considdrd comme module de la fegrésentatlon
£iddle de gZ/ﬁ : et que ce gp/ﬂ -modile g2 tlsfa;t encore aux
condltions de 1'énoncé. : .

Corollgﬁre i LO&GE zeprdsenﬁazlon szmplc d'une algdbre de Lie par

dés en&omefphxsmms nllgotents est la “”pzosentatﬁon nnlle de dimension um.
. Bn effet, le module de la %epwésbntation doit coinecider ¢ dtaprés le
Théovéme Vel nmel avee ile °oa »ﬁoaule de seg invarishts gui ﬁC sérait

pas slmaia ai sg leenﬁlon était diff entc de un . :

_Camllamm 2. }Be \.evztre a’uae al;;ebze de I:s.e mlpoteﬂt g#(O) a’est
pas (0) “ '

En ezfat anpllqué a ) weprésenratlen aa301nbe de g; ;»le Théorene

"d'Enoel mcnﬁre ?eyvstence d‘un xf@ dans /i ts1 que ad(x) o ¥ “E&’JE“O

nmwtmm zcgﬁpm

Covollazxe 3 :Ugﬁ alg bre de LLC ﬂal cantl 2nt aﬂ 1ﬁmal nzlpoten+ non

2ul contveat uﬁ’iéééi_ébéiica aon nnl..

centre ae 1*1@@&1 nllpoteat qai a‘est pﬁﬁ nal d'apfés le

En effet,

Coxollazre 2 est an igéal de 1’alﬁébce &e Tie ﬂ‘aprcs 1& Lemme 3 p&r T

"1‘;1 réme 2. So_“i em: «@ un 1&6&1 danv une albe‘:a::-e de 'Lie c?,' e't; "I un meaale

de ren“ésentaticn de EZ . Sw paar tcut x e_{? xf cs% azlpetent alors

'po:zr i;oat z E'g s xg s+ éans ie rad:z.ml de 1‘«:1’"2»:-;3% asc'ecmtive

sivcloppunte defm .
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Dénonstration. Soit M= U DM _:;>. Mp =(0) une suite de Jordan-ldlder

-

an . g-module 11 . Chaque guotient Qi-: l"ﬂi,/lfI,l_'_1 (0L1i<p) est un module
de représentotion simple de gz . Pour tout x & # y Llendomorphisme xq

3 - 2 / i
de Qi gui ge déduit de Zyq par passage an quotient est nilpotent. Le

Théortme d'In gel prouve donc gque le gous-module des inverisnts de Qi
: consu_év*ﬁ conme module de reprdsentation de “@ ntest pas nul. laisg
- puisque -@ est un idéal dans 3’ s 11 résulte du Lemme 4 par.1 que ce
sous~module dfinvariants est dsolement un sous-module de Q considéré
comme g, -module. Par suite i}. ecoincide avee Q ce gul sig ni’rr que,

pour tout i (0 i < p), Xy, C IL 4 - Quel gue soit le tenseur %

5 ) £ t““r. ﬂ. : R g : 4 »- e "rﬁ'.‘ .
sur g , on & %yl I, , par conséquent, Ty 1y L e enite

(xgﬂtﬁjp.ﬁ = (0). 11 en résulte que %y, esh éaﬁs 1le radical de 1lalgdbre

ted

Qmorphﬁ'mmes de la forme %y -

)

_e;i

m:

emreloopante ae H g qui est 11 laé*oi*e.de

e

Le nlus ”z"r*za 16621 ml‘potc% boionc % ane alf=ﬂ’c:r:*e de Lie et f un

ideal nz_lpote«z'i; de g{ C,Cot‘-‘m-—f}l(’@ un 1&@&1 uel qt.e %ou’ sout ¥ 6;€ s

13 res t 'iei?on ae c,d(*: & fﬁ soit ail noteate 'Jw ue :;é’ es#* un :u:éﬁl
: Q,

IV

c‘ x‘;) ?5% : ncv_z' tout x g, 7‘2 » Par co,‘sc‘iqaen’s aé( ) est nilpo—

&

tent potzr ou-i, X & ﬁ T 93 héordme }_ﬁﬁféC’-‘Qe?}.u, c,,pplmm, au "zcdule de lgo

veprésenf'a%iozz aéjoimc de 5 mo:‘«i%z‘-é donc aue pau, tont x é_ﬂg; , ad{x)
est dans le i;ﬁéieai 1*91“0‘3}38 cuveloppante B de ¢e module. Inversement,

l'anse%le des x € g tels gue c,d(z;} seit dans le rudlcal de T est

c wiad slez“f\:zt w" iééél nll*cotca’s de ? i eoq“’cwc;?t done tcus les idéanx

m.lpo*{,em:s ée %’L. On 1’ appelle 1o ﬁlae f’:?fa"}d 1ééﬁl mlyotent ée %

joi. Tie xaﬁi al hiipotent.v

D4finition 4. On ampelle radical nilpotent d'une alzthre b A

4
~

5.-.4

llintersection des noyanx - des x’famd entations simples de g . Une slgdbre
{

ae“sive ;

€3

Sy
D
8]

i~
('\

ot
il
(0]
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Proposition 5. Pour gu'une algdbre de Lie soit réduetive, il fout et
il suffi% qu'elle possdde une représentation seml-glmple fiddle.

Démonstration, La condition est trivialement suffisante. Supposons
inversement ¥z que le radical nilpotent de gz 801t (0)., Parmi les
représentations semi-simples de % , cholsissons upe représentation

dont le noyau £ cot de dimensibn minimum % . Soit M le module de cétte

représentation. Si. r;‘éO, alors 'ﬁ contient un 418ment x;éo et puisque

% ntest pas dang le radical nilpotent de y 11 eziste un y ~module

m tel gue ¥u#0 . Alors UxW est un ¢ -module semi-simple et le

noyaa de la représentation asscciée est au plup de dimension »-1,

ca:c' il et concenu dans fﬁ et ne con weni; pas X Cee"r étan'b contraire
l'!ﬁypo‘these fai‘be eur ﬁ , On a * =0 .

19§ résnl’oe de cétte p*opos*stion qa’un prodiit di ‘ﬂect 6'a1gebres -
réductives 0’6 x '@ est eneo“e une algdbre :eédzzc'bwe. Bn effet, si I
(resp. ) est 1@ moéule d'zme rezarésematlen sem-—simple fiqéle de ¢z

(:fesp. @- ), alc'ﬂs cn ééfmlt &ans 1'espaee hi;ci% ame représcatatzon

' fi&ele de 0& x -@ en posant

_ (K!Y)Lx‘ﬁ'(u’v) = (x;rnvygf‘?) v
qaels que sozehi: ZE€ 0 r ye@ . ueﬁ e*’s ve“I . n es-}; elair q_u.e

Qe’b’ﬁe 'ﬂewresezz‘saﬁ oa es‘t °emi-sm?1~s.

_‘*‘evtev_alg?éb:ee de Tie a.bél:.cane_ esiz réductxve- B!a'ﬂrcs ee aui préeéde,

il sufi“:t ea effet &e memrar qu ane &lgéare de Tiie %?z &e dimensmzz zm "

est rédacmve pwsqae %oute a.lgé%are ﬁe I:ze abélmme est iscmcrphe & :.m

: @radait éimet ara .‘L&ebzes de ameﬂamn un . 81 =0 @st une baes de

i ’alg?:bre ée Lze g ,. e'& si V @st un esgaee vaetemel de ai raensmn daux

.evzgenéré pa” 1@&5 veeteugs e1 et e2 . on défmv"“ Lme reo:eéﬂezztat ion

s:.m;ple '?mele de % e.ans 'V er& peﬁsnt xv.e,‘ = e2 eiz XV'GQ = -eAi i

Geci memrf‘e que le :cau_cal mlgotent est en génémi plt.:—s netit gus

ie plas ?azw méﬂ. nilpateat.

e
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Proposition 6. Soit o ¢ une algdbre de Lie. Pour qu'un 1a6al f g,
soit contenu dans le radical nilpotent de: % il fout et 11 suffit que,

pow tout module de représentation U de gp s xm solt nllpotent pour tout
. X dans ﬁ ;

Démonstrotion. Soit xz un élément du radical nil‘potent de of et soit

E(g ,H) 1talgdbre enveloppante dtun } —module 1 . Tout module s:.mple &
gauche sur E(% 1) de dimension finle saz- le corps K est un g-modu.le
simple. Pox eonséouen’c Koy est dans 1'azmulateuz de tout module simple :
suxr .u(g, 1) (de dimension finie sur X) ce gul prouve gqu'il es‘o dans
le zadical de : M%z,ﬁ).

Inversemenﬁ, soit ﬁ, Ln 3.dr5al va?'i.{.ian‘b lea conc}itions de l*énoacé
et ‘soit M un moaale de reyz*ése*'z‘ta‘{,it)n simple de o . La vestmctmn

=

& ﬁ de 1z ?epﬁésen’saizlon de % dans étant tme repﬂésentatmn de 'E pazr
des cnciommphlsmes ai.tpo‘!;czrbs il .césulte du Théorbme d* agel qv.e 1e . |
! ﬂouq-esn ce 1 des eém 'bels que 'x'ﬁ'.é’ = G peuz:' ‘baut T e -ﬁ a’est pas
: .mzl. Gr c?'—'«st an @—seus-maéule de e d'm:res 2.e Leaae 4 par 1 On &
dam I ﬁi ce eui n_ov:ve gue 'ﬁ est &ans le noyna de toute représen- '

_'ta*;:.on simyle de g; -;

'*’04 ‘{aghgue§ .

.0

Bans ee n en c.éswnara par 'V um espaee vectc:clel de élmcmmn n stzr

1e cerps L nt pa:e Vg 1?esnaoe tenqo-ﬂlel ’V) ®( @ V ), V° é’{:ant K
Ia représentatioa canomque de iialgebre de Iaie gt‘f (V) dazas T définit
,dans chaqae espar:e AVP 'tme ?epzﬁsentatwn cc -—:>cxp de . cg(‘fiv) Go@te
Atena c‘tes formul es (3) et (4) du% ?, on & én pasant o maat pour teut

Geg‘g W)a

(1) (111@ aﬁ“' . @'V?@vp @ cea v; _ : -
-4 MP ; =9 e o
2{:1 @o.b {30& ) se @ u@vf@-.vq-ﬂ-z‘: u1®-05 @V b--(a 0’? )@-..Vq

nu

: cacls qaé soierr’s les u fé.? et 1e=~ v' eV . 81 p:q s OR pose cx.p o .

q
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Déginition 5. Un endomozprLsme B de l’eepace vectoriel V et appelé une

répligue de l’en@omorphisme « 8i, guels que golent les ent1ews p,q,)’() i

tout zéro de mg dang Vp est un zéro de ﬁp

Lemme 4. Toute r(pliqae é'un endomorphisme o est un polynome en o .

Demonstrqt__g. Iaeac'fﬁons V1 avee l'espace a[°(v ¥) des enéomarphismes

de V par l"somovna'smc gul fait 00f¢e5pondre 4 un tenseur (u.d?v')
1'sndomoryhisne applignant u'e V en <<:u',v ;> 1 . Llendomorphisne
pﬂ de v’ transforme alOrs un endomorphismeary de V en 1'endomorphisme
! ,

p iy = py - yp . Il en résultc cuc, si' B est una réyliaue de o , pour tout
cndomOfph-sme y de 7 tel dize @y ya , 08 & ﬁy yﬁ . Ceel prouve

que 8 est an aolyaome én a %

- Le _;g gi 4 est un eaaomorphlﬁme ulagonal de V 5 alers quels que solent
' les enﬁiers p,qu>» s ag eqt un eﬂaomorphisme élaﬁonal-- : & 91’92""en‘

est ane base de ? coﬂstztuee par des vcctea g proprés &e m et sz 41

‘dés gae 1a valbuf nvopze de el 5 alows, pear to&t enaomevnhzsme h de K
“on81§éré cemme espaee vectom el su~ son eorps preﬂier, l’en&omﬁrphisme ﬁ
c‘ie V anfir:i 23?&3." g.e. = (h .A, }e. (1<1$n) ast tme réplique de & . e

fjémonﬁtratlan._ 5oit (e ) i<:ﬂ) la base aaale ée (ei) On a
k%

@ .ei == .@i H
t:’e @e o
5 20
Qont des sultcs ;

eJLi e . Les tcascvrﬂ déeompc ables de Vp de 1a forme'

i?®931®en2®o.o e3 = 0& i-'t 312,07‘.“ ? e'i; j.¥ ’J?oooaq
bitraires dlentlers dans 1,n GOﬂS%L%uGﬂb une base

de Vp .an 5 ﬂ'as@ms (1}, :

q
Z:.f. 24
(Z 3, ZM _Aj ) P _
o= qui p*ouve que Vp admet unc base de vecteurs pfoyxes poar ap qui

Q g

sst <h.(z'lg&- Z”k))t
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Pnr conréqu,ent, gi t' est un ’caneeur dang Vg tel que ocq.t' =At? 5

(Aez{), alors [31’ t1=(h. A)t'. Zn particulier tout zéro de fxg est un

zéro de ﬁg_ s 08 qui prouve que P est une 'ﬁépliqum de o .

hemme 6, 51 @ est un zndomorphisme de V dont toates les rocines sont
dans 1le corps K , alorz la composante diogonale et la composante nilpo-
tente de o sont des répligues de o . :

~

Bémonstrétion. Soient o et » 1c'=r composantes aiaﬂonale et nilpotente
de @ . D'ap.c s le Témme 5, 83' est disgonal et il régulte iomédiatement
de (1) qae ;;?9 cut mlpotcn’s qaels ghe “o:Lem: les enti ers 'p",q,_,?,» 0
PuiSqae y-5>y eu'l: une fcprésenta‘ulon de «grf'ff’if), on & ozp‘i: 52 +9~§

. 9 g
e"i: [ 9 P} Zo,ﬁj a = O « rar 'co-qs.f»qaew 6§ et })p sont les’ e?mpow' '
santc* ais ,gomle &% m.l*:vo"sﬂmte de &P . Pout zé:eo de osg est done un

- a
z,g‘z’q_' def ,‘“g &,+ ag ‘g . ee qz,.i prouve

- 8 p est me* vépl:z.qw de o , alc:f“ qa.\,ls que solent p,g >0,

gue 5 ot P sont des répligues de

Liemme

.

&Q '?.’:'f

ﬁgiéat bn\s, ~3:~ep1= qne de @
g

DCmsmwat?orz. Ow pem & "lmcat 54 mf#““ peg ié O, car sur VO ?es
, endeaovﬁ.giﬂcﬁ aa 5 e‘t {5 gont les. Pogons U ::Vé . L*es;}ace ‘

é’&’} 2 { @B } est vn mocule de :fc_ gé’eea tation de ngfcb) Ia :
fepréswtaﬁ*on y-—-;-» Y de %Q(V} c;%qs 2? f%’) 5 dé init une mprésezz;-

taglon ¥ ...j,(y ) ée %1? (V) L*lsoﬂo:pucwo canc:@.mae de UO - sur

ng s** cah}gau._bie avee les st* ctures de :}!{; {V) maﬁulus- E‘i en rédznlie

, , o -
qun l'zsmoﬁ* isme canonigue © de U’ sux Vﬁ qi est Maleran*' coHpe-

tlbl‘? avmc 1c "s%:rs,zcté:’_z*es,de' %{? (V)*_pfmle;., C’SS'L*LM—-U.IXS qae _
Yp”+§$ o= c,o(yg)r pour tout vy &ug*g (V). Pax sui e, si 66’3 est un
Pesgqr. g’'s - Aoy . - - .

zéro de (cv;g)i , alors ap@e- est un zéro de ;y

. : = e . DS+
/ﬁm""gs et par conséguent, & est un zéro de {ﬁ; %Jj s
- : : g :

ps+gr

0r*qs done de
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PronOSItLO“_Z Soit V un espace vectoriel de- dimcnulon finie n sur un
corps X de caractérlatique 0 . Pour qutun cnaomorpbﬁsme o de V s0i%
nilpotent, il fout et il su£¢it gue pour toute réplique B de a ,
Tr off = O. 2
Démonstration. ﬂ'aprés le Lemme 4, si B est une répligue de « , alors .
@ B = Ba ; par conséguent, si o est nilpotent, il cn est de rifme de
af et l'on a done Tr af = O . :

Supposons inversement gue « soit un endomorphisme e V tel que
Tp op = 0 pour toutbe réplique.ﬁ de « . On montrera que « est nilpotent
er susposant df bovdvque toutes ses racines sont dens le corps % ¢e gui
permet de 1'écr1re comwe somme 3¢ ga composante diagonale § et de sz
composanke nilpotenﬁe v le gont encore des endomorphismes de. V .

olt e, une bese de v COﬂutZtéee par des #ecteurs propres de 8§

'(1 n) 01 pese 0.6. ~_~£’ o A JEE . Lew éeéiaires £ ‘8ng enh'

.,é:cent éazxs K conc ﬁci‘ eomme cspacc i‘ree’so;’?el SLLL som eor'oﬂ pr:imi,if R,

H\

. wz eSpsacp vee'bo’r*le‘i ae cm zi bvz i'riié" B, éi 8;‘;0 a?.az-s P;é {O\ et uhe ,
_-.?:sd,se u.1 ,az,...up ée E corﬁ;“cat vu ﬂomz:'an £318 ﬂcrz:t ’3911:5 tcmt -f& 1«" .

; zm zaose ZF h (‘Q ;u, L a& }.ce; h (»f) sent aes .fene‘bmas '
'E«linéawes ée Pa vaieur= aans 2 .“ 'Soi‘t'f u.a' ear*o—ze-vph Sme c’ie K cens:. éré
' 4 ,pou..c %ewb éc—: 7

e -,; 1'end oz:zc }{3 tae f; dé v aszm

18 xllqt.f‘ ée 8, va coaséquent

| : Tl rr%sul‘ce an Lez:me é 'ae. {3 ‘ew‘: )) “sont
des ?éljrﬁeﬁiés?éﬁfd , t’ib'né qué B =V . Bor | ume, Y é"aant nilpotent,

. = Lt '
g ps) G. @n éo.ﬁ: done. avor Tr g6 = O. ais Tr- po Zﬂ;-g b (.ﬁvi}.%;'

b-%
Z} 1. h“‘? ) h (,5 ) us . Les fone 'thf}.S h (i) Stant & valaz;g
émns R et les a -&tant 1 Lng rc ment an'*pendqrz pa-'r-'maaport AR , 11 en
= Ttz o e o o
résulte que 26 7 (‘P )* : . laig puisque lo cwacturlstique de

]
D

X est 0, son '*o*’*ns 13: izf R est bomo_gwc au corps des rationnels:
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On o done h1 (f )-O pou:f tout 4 eontrai'r‘crz*cnt 4 la dé?imtlon des u,

Par conséqunnt, 8=0 et o = ¥ est nilpotent.

On va mointenant démom'ﬂef las p.copwition dang le cas géndral. Soit L
une extension algo%:c'que de deg ré hm de K contenant les raocines de -
l'eaaomo'mawme & .

i ﬁ (1 £5€8) cs’c une bﬂse de L conuif compme espace vectoriel

6 c
“gur 'K il 4{.‘. te des eandomorphismes p. gs) de T tels que

»

p=d
B.= 23;4 ‘gj f:’:j . Les K-ipomorpvhisnes caaon:qaes V —» V(L‘“ L@V
et V W(V(L)) définissent guels qub solent les ea’clers p,q;;,
u_n_ % qomo*phis*ze tan enique de Vé_ (V(T)) . Cet :chmozc phisme se
prolon~e en oA I!——J.SODOZ'}Q’QL r’ee de L@V suzr (V(L)) . En a’cllis ant
ia .zo':emule' (1), on Vérls fa c:.lcmfm qae, si ,1?0@ 3.deni-1-fie L@Vp
et(V(L))? an m‘g;y'en‘ de ‘ee’q :;somor;'ghlsme, __aloM, pour tout eadomorphisme

Yd6Y ,ona

- T p & 8
(2) - {sfgm) (/5 @ e) '£®(yq e) | : ,

Qwels ghe soicm '@6 L et & &Vg . Pdr cons éqvcat sin es‘s un zém) de
wE alo?'s 1:@1}. st in zéro de {o {L‘})g‘ . Puisg agne B est _puz ypothése

{'uﬁe EQDllGBC de a , 1@ n est done un zéro de @*'; elest & dlre,

; -t = e -

‘d?quﬁca ( ), que Z;i:;i :j @{fsj '}gfi}; =0, i1 en 'rc,sulte que A '_
((33} =0 nom tau’c j et donc gue chague fB. est ane rzépligue de a .
3’“4@-" L «jed o o
Par OOHSaneﬁ%'» Tr. {3&{:&) Z T g.;{L}m(};) = Z} 2 va Ir ﬁ,w «Q, .

VCeel ayam Tien pour toute épllaz,.e ;3 de os(m, 15 premidre p&‘sie »:r.e
'1a démonswatlon PTOuvVe gue w{m e‘b par eonséaueq‘i; o sont allpotem;s-

E?OF'. _mocm}.cs de renféseata"’czon 216 mfique- Solt g am«: lfrobre &e L}.e

67T uh Qg:g 8 ée carae é 'tmwe B ok soit II un module de represeﬁtatmn
de gL . ~eu'r= gue i*emr?ome%nhisme %, corresponiant & un xé€ a9 scit‘

dans le rad ieal de 1’9.1’“01;?*@ enveloppante de Il , i1 est néecessaire gue



RO AN bubaesbi s e de a bl s Dl b b eoduckac

12 J.o*ﬂme ‘allm,ci_::e B*v(

,résaltat mom» z; écis qaz. suit.
.‘Jhserc_:me ).

51 M est un o

R | S
XV s0it nilpotent pour tout ye% , done en particulier Tr xﬁm =0

pour tout ye& q’I « On va montrer que, pour certains moduleg de regré-

gentation, cette condition est suffisante.

Définition 6. Un module de reprdsentation I d'une algdbre de Lie ¢

est dit glgtbrigue si, pour tout zey , toute: 'ﬂépliqu.e de 1'endomor-
phizme %y de.II est de la forme Iy 8vee ye %

Proposition 8. Soient U un module de représentation algdbrigue d'une .
slgdbre de Lie aur un corps de ea;ac’aé:cis’siqae 0 et z un éldment

de ? . Pour gue Xy 801t dans le radical de 1ltalgdbre enveloppante

de Ig;, il fahit et il suffit que. Tr x,iy.,z = 0 pour tont y € 9:

on a déga oese'ﬂvé que 1a coqc i tion 5’5’111: nécessaire. D'autfe part

Y2 ) = Ir y'I 1 aosociée a otazat 1nvax1ﬁnte
(§ 1,n°5), le =-"ow=*-esnaee % des oloaen‘cs ¥ s:-g tels que

i 1’ yﬂ I 0 ;coar tout zeg e t un :Ldéal de % - Ii’aa,s 51 veﬁ .
'ale =3 Tr yrﬁ = 0 pour toute repliqae f3 de 7 1 pui sqae M étant un module

£y

‘ca

4 reg)ré e ﬁwloﬁ qlgcbvlq& 5 toute 'né'g}}_:.que de y,., est d.e 1a :F.o:cme gz,LI

av'ec"‘_"zaﬂf . Il "«ﬂésa? *ca denc dc 1z oz ogasv tion 7 qu,e %ar ‘bcm‘: y éaﬂs

l**ééal fg - yﬂ edc mlm’cant» Le m Sordne ? du zzc‘é.’ m@ntre aonc que pour

- toup Xe—ﬁ - , 2.? st ﬂswm lf rgucai& ée lfalﬁcbfe envelsp;xan’ce de I,; .

Dans lc cas éfun mer.zulc ae feo“ésaq%atmn quclconqu.e, on & 1e

""Soxt % une lﬂ'ébz'e de Lle *‘*s}_c Lm ee“ps ée cm%térlstique 0.
ésef_%emon de g ot si xg (} verul@ 4.:3 -

coné tzo&

. " pour ‘30% ¥ € } . alo: gl gaﬁl que soit
zegg [A,z}m est a.ans)l aas.cal @.e 1'9}.@0:@0 r::mveloppame de 1’3 .

ﬁﬁmans%ﬂat*on.v Smt ff, 1'1mﬂ~c dans g'é (1) de 1a f@’fﬁ?@ﬁ&ﬁ’t&tiorl

=

: x-anc", de gz So 1 fﬁ le sous weopacc des w€ g{£ (s’} tels que
z{

f&,x-}é ﬁ pour tout . -"m.ﬂqae ‘ﬁ% est une @ouwalﬂébre de 1‘ﬂ1'ﬁ?\br
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de Lie %3(2;7), 1'identité de Jacobl montre que f’ est une sous-algtbre
de oo,/i(m). Lo restriction & "ﬁ, de 1';50210""'0!1"3.‘)"10 ideantigue de g-ﬁ {11)

/
d6finit dans Il wne reprdsentation de % . -Ious allong nontrer que le
module de cette repréoentotion es’u algébrique.,

Les notations é%tant celles du n°4, identifions J’f(ll) avee l'espace
tensoriel M; . Guels gue soicut les endomorphismes o, f de l'espace I ,

on

N

1.;% = ap-Pe . Par conséguent, pour gutua endomorphisme o de M

: 2 é ; P .
go0it dans fﬁ, il fout et 11 suffit gue oc;. ﬁc: ﬁ, . 30it P une répli-

("’

gue de o ¢ %l . dlanrds le 1emme %, {33 est u n~ 'ﬁéplique de l'endomorphisnme
; de 1'es*f>ece I:Ig . Clest ﬂomc un nclyﬂon.c en ooz c'n’e"co 1e Lemz;ae 4.
'04 a 6040 ﬁ ‘ﬁ C. 49 " 'ce qm *3“ ouvc ‘me ﬁé %I - ¢t déne due U
est un modu.l-- de représent lOVI “’l”cb’f‘lqu\, de :ﬁ’ .  mt ':lers on

2 e aZ tel cue o Xh Iy = 0 poa: Sout ye% ‘ Cwls quc soient

e% e‘s ﬁeﬁl ’ on g .LZ‘{;,.,L:} ,(3 iscs (X~~ z.. ;3 -'dL 2 ﬁ)

Pr Xﬁ{zrms =0 op Ez,-,{,jg ﬁ Lz pro posg '%:iz',ﬂ 8 & montre dore Gue

I:?

Hx

; {y z} o est cmas ile ;adw cnl de 1’algcbre enveloppan’ce b(ﬁ ,EI) cfle il

gcme:'.d z*é comm‘c modaie dé ze 1escnt 'i: on e f 5 done & 30.{""10'?‘}. da‘-ns

'l.

le raé‘?_cai ée l?al_.geb*fe eﬁvele?zbante E(? &) de H {cm,c:ié’ ce}‘mme

-

",@;msdalé)' gui est contenuc ééms E( ﬁ‘,m) misque ﬁc;: £

-

w9, Fo,:@rﬁe bilindaire '3{; eiﬂcr:elcﬁ‘z.ea

"’ro‘po tion 9- S it I un module ce représentation simple d'une alzdbre

de Lie ‘§ sur uh corps de eéféé,%ez}istique O . Si i1 existe dans f B
idéal % f’ (0) - tel gue 1o restriction é A de 1z fornme bi1inda

associde & I soit non dé’*cq f-; vlo.c-c' Hp(? A= {O) pev'* 'tov. e«z*’cier
: 5 p [



o

L e

Démonstretion. Soit Blx,y) la forme bilinéaire mssocide & Il . 51

(yi) (1¢igr) est une base de 1'espacev 'ﬁ ’ "aiozvs 11 existe dans £
une base (v:;) (1€ j€»} orthogonale & (yi) clest~i-dire telle que

B(yi’y5)=5§.j qaels gue solent 1,36[1 ,rJ . Puisqgue £ est un idéal
de % s guels gue solent x-é? et ké[f,r} v,_ il eziate des secalairves
s et a,*v (1€ 8€2) tels que

(3) [‘*’yer 24_1 ey Ay 0 [x,yﬂz Z:ﬂ:a‘ﬁs I
Héiﬂ Biz,y) &tant lnva 1ﬂnte, on g quels que goient ? et 8
’ 3([A,y%1),ys ) + 3 (Jk ﬁx,ysj) ce gui nrouve gue
‘(4‘,“)- g a,m' +al =0 (k,s eE? ,r})
est gae cenuéqaewce des 8z allfﬁ 5% _ o ‘
Cec1 etamu, on dé ontve ig wvo§QQ%tAon en COﬂEﬁ&LiS?ﬁt un ogérﬁte

d'homosopie dﬂas 1e ce’mplexe ¢ (? f,.&} é@ coc’h::«‘i‘acs de % &. valears

dang LI (gf,zz 6). oci‘b p Uendomoz'g‘.ns e de 1%¢ space ¢ (g 1) dai
ppli qae c_-,,q&e C«Owwsmce Cp(f% %I) &ﬂms eP-1 (g il) st cui. paar
p} 0 ﬁsi df‘fvm par , ‘ '
(iR ) S Zﬁ_ <zy,,.>~f-uy},,:c»,m =)
81 = e‘.;.?‘ ei; si @(X) est 1’@%01:10?3113.&&43 8é2ini au §’£, n“8 par
1s fazm nle (3}, alms on a
(5} b 2 (%) +‘z(x} p-0
Dé rﬁé:’né; si 90lx) est 1tendomorphisme défini an §?‘,n0-8_pa: 1 formule
(7) on a2 | :  _ - -
((a(x)p-—g O(:;)) f){x1 ,»..xp 1) = ZA% Xw(yk}n.i(,;?,,x?,.,.xpd)
. 'Z& (ylg}i” I’f(ylc’x‘i'“'xp_’{}

- Zﬁ (705 afF[X,ykj‘ SEysn s E g
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Puisque xm(y}:)m - (:,rk)Mz:m a[x,yk]M , i1 zésulte des relations (4)

que )
(6) L e(x)p po(x)

pour tout xegl « 8% 4 es’s la différentielle de c (g ) définie an
g1, n°8, on o, compte-tenu des relations (5), (6) ot ((11), n%8,81) i
z(x)(dp + pd) = e(x)p-df,(x)p - ptix)d = (dp + pd) 2(x) + e(x)p
-pa(x) (dp 5 pd) 1{z) pour tout x &g .
So:c,t dtaufre ve:c"& v l’enéomorphxsme --Z,_ge(y},)ﬂ(:,rl,)m de 1'espace M.

11 se px*olon.ge en un zndomorl isne I_’ de C (g, J) qui appligue toute
coczatne £ sur la cockaine y - On 5 videmment t(x) T = Telx)
‘pour tout £ aem % B Oq en dédm_i: abe :

. pa+ap=D
En effet, 1Ltégalité a }.iev_ sur CQ{-g,ﬁi) = ¥ car pour tout fell , on a
@ % g0t = p 0.8 = - 7, Gy iylrpipet -

Subposons gu'elle séit yérifide s:z; ¢g¥ (gg J) avee P33 0, alors
esmpte~tem dc (6) 8i fe Ggﬂig ,m) oh & pour tout xeg o A

_ a.(x}(dp + pd) £ = {ép + pa) ;(A) é :z,(x} £ = @{x)i %4 ce aui
en raiae (dp + pd).? = E.f @LlS%be £ est de def"ré ,> 5.

Puisqae p%( z) = 84s )p et qae @G( £y = e(f.)é (§‘i,n 2 a_or":ale
| 1?},-, on & P at’x) = 3=z - Bin v‘i;:,w}.‘?e:; la re 'ct;on yde T
& %o oL I = I?t commute avec 1s f"eqt sn g dc é(y) ?az» consé-

&uent 1'imoge g o de «{ es*ﬁ un qous-ﬁodiz.le de zep présentation de ;Z e.
Pwsque id ast q:_mple, on ww avoiz y = (0) om y.K ;-: 5 . L premidre
91tern9+1ve es*&; écsx*’tée 'c’u .Lal't} g;J 5 pﬂ_ é‘flmv :oa {e B(a,y), ig trace- :
de y est effale - .c qm An’esb ‘pas mz}, nm.sqae % ?4(0) et puisgue 1s cc_cps.
eﬁ“b sanpesé f.e ea:factéfz;t gue 9. On vozt done que y , &% z;ar consequent

- P sont des isomorphigmes. Puisque ’=9 sona ['a=4aT et done




4

) o
o

g LY
I' 4= d:[% . I1 en zésulte que d(p]" ) + (p I’ Ja= T I’ est 1'automor-
thisme identique de 1'espace c"(g ,1).- Tout cocycle feG (%z D) est
done égal an cobord dlp " )£ ce qui prouve que pour tout p,
hp(g,zn (G).
fZemargue. L'endomorphlsme y de ¥ qui ne dépend que de 1'idéal f @t
appelsd l'operateﬂw de Caginir.

Pavagranhe 3. Alrﬁbres de Lie sam1w31mpleso Les conventions de ce para-
graphe sont les mfmes que celles du paregr.2 .

§°1. Thiortme fondsmental.

Deflaltwon 1. Tne al 2ebre de Tie est dite sipple si clle n'est pas
abéllenne e si elle ne possdéde pas dtg uires idéanx gue les idéaux (0)

On écar%e 1cq alzebrem de Lle abélienne manidre & ne pas avoir
ﬁarml lca 1ﬂébres EYﬁnlS les 2lptbres de dime 31op un qu; sont
ezaﬁéréwent sznples. '

L'obget ée ce =) 93: phe est la

w
(3}
@

d
Théor 'e 1. Hoit g algtbre de Lie de dimension fmié 'safun“ecrps K

éé,caxaztérlstxque 0 ﬁ:s conditions ﬂivqa%es soat eaazvalentes :

‘ e

.1}-bozt mécule de repwe entat

S
<
k3
£
(4138
(]
H&
;5
62 e
!w!

ion finle de ﬁz est uen1~5lmplg‘
'2): le sezﬂ icﬁal abéiien de % e .1,;5;6_591 {O-}, | . _

5) 1o f‘.’? de bilin 41 £e*ohﬁ8ﬂea"cale de gz nicet pos ééoénéree )
4) 1e sadi qldé ?f’ est (0)’ , _

Gomafpﬁc & un p:scult direct dlalp Shres simpless

53 g est i
Eéfiéﬁ%’éﬁazi Gne alzdbre de Lie de dimension finie sur un corps de

'ear ctééi f que C est oap*lﬁe senl-qzmﬁle si elle er;fle 1@@ condltlons
du Thécré s 4. ' '

&8

Cﬁ-tédaVéra la démonstration dé ce Thdord

me dans les n°1,2 et 3 de ce

.paf:{?agiz’bﬁ—w! L,Lll'vin 1'8 schéma .

i
SES
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(1) = (5) => (4) =  (2) 2 (1)
Pr.1 Pr.2 Pr.3 u Pr.7
Pr.5 (3) Pr .4

Les propositions 1,2,3,4, contrairenment anx propositions 5 et 7 ne
font pas intervenir d'hypothése sur lg caracidr J_z;thuc dn corps.

Proposition 1. B8i tous les podules de repréesentation d'une algeébre de Lie
% sont semi-simples, alors 9’ est isomorphe & ua prodult 4'algdbre simple

Démonstraotion. Supposons dlabord gue le module de la représentation
adjointe de % sbit simple. Il n'existec alors dans g pas dlantre idéal
que ?I/ 2% (O).-. sutre part, % ntest pas abélienne car dans ls casg
contraire 1’3‘033116&‘310!1‘11.1’1”"‘11’6 X —p Zn de ¢ dans 3.'01;5mbre des endo-
mmrnhlvs:.es de l’espace N =K x % d6finie par K‘I (1,;)..(0 x} quels.
que sozeat x,y E se'raif: une veprésental mn de g dans W qui ne se.f*alt
pas semi-mmplc car '("O,g) sezﬂﬁ; un gons-module ne possddant pas de :

. sous—module supplémenteire dens T .

' Bézz.::wejuoaé miﬁ%#nanﬁ o si tous les :aeéuie$ de représ emameg d‘zme
_'alﬂé'bre de L:r.e %; seai: sem-s;m@;w et si ?@ 8% un ;ééal dans g s 4101-5
Ataus 3.es moau.les de re'm’asea*'atmn de %/ﬁ peavene ﬁtre comsiéérés

comme modales ae rcprflse ib’ﬁ ﬁ."'r;f et gont po* séqtzefz‘s semmimp}.es-'
3

r:) %

l"’

On va alcrs démon’?ew 14, P76 oposi

a

n daus 1¢ cas géhéf;l eﬁ GCéd“ﬁﬁ par

induction sur _.LE\, c.:.me:.asicﬂ bde v . Si ofi {0} o n‘é;..; 'pﬂe sm'ole, alers

7
%,Z tel gue

#
f;% o 6,4/’% aciwt de dlmerzsma

'

E’U‘.:‘gsque ie mw}.e de 1’2 représentation

s

é.djcifz_lt_e.de' gz est seni- ;f:z';ie il x,AlSGC éazs'?i Lm 1{}5&1 ﬁ s:;pplmnea~
' g et %

ifﬂomc}rme a / £’ 5.1 zésalte alore de

%r? W\cécvme ql@ % ot al/%,

Q! :
<
(45

mp:f_es . lais puisgue

o
o)
o

woat 1"0&10'4""’3}188 gis. des produits ci gtbre

16; ast xme e‘ﬁ:ensaon ’srwmle de g/wﬁ, @L est icomorphe au produit

cz:s_ree“!; de % e'{: %/% , €& qui achéve la démonstration.

25
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Lemme 1. 81 les alzdbres de Lie &L e% '@ ont pour radical (O), alors le
rodical dn produit dirvect & x b est (0).

L'nomemorphisme p 1 (%,y)—>x de Jix @ sur g applique le radiesl
% de UL % # sur un idéal de & qui est résoluble dlaprds le Prop.1
'd,u % 2. On o dodc p.ﬁ:('o) ce qui signifie que £ C (0,#). On démon-
tre de la mBme manidre que vﬁc:: (ex ,0) ce qui propve que ﬁ =(0).

En effet, sl & est une alg&bre de Lic gimple, son radical ne pent
&tre oL car ou devrait avoir Dot 7é UL 5 Gone Doz (0) alors gue L
ntegt pas abélienne. Le radical de _m est done (O). La proposition sten
déduit pax application répdtée du Lemme 1 .

gﬁ os’c (0}, alers (0)

"‘oposﬁ; O___& Si le radical dlune algdbre de Lie
ent 1e se 11 1&9’11 abﬂioo de gﬁ ‘
Caz un iéo }. "’béllct‘i esth g dsoluble.

P”’OIDO"IGJ,OY* 4, Soi% 4} nne "‘13‘355‘@ de Iie dont la Fforme ‘bili:zégife-fon
mentale ﬁ?"S'E pas aégérév*ée. Le seul idéal ab fﬁliﬁn de gL es*‘“ 1*1déﬁl ?O)
" 8oit en effes £ un 1déal abélien de gg 81 xe ﬁ et ;\,rg % 3

alﬁ.f‘ :&é(ﬂ"d(.&) ’M‘ﬂllou.e J d&ﬁu £ “ear £ o2t un iddsl. Dlautre

park ad( ) é (O} car 7€ + abdiien. T é“;_résufﬁe gue (:ad(y‘}ad(x),}gzd."

?aa: een@é}*t nt iz‘ nd(A}aa Y) =0 gaels que soient fxﬁ £ et ?éé’Z
ceoi sutra o%ne X~G . done ﬁ =(0). | . ‘ .

w%2. - Eormevb,ilinéaiz-e ssgocide & up module de reprdsentation d'une

plpgébre de Lie sons i‘déml obélien.

Tﬁééﬁémév’?l' Soit g dné algd bre de Iie sur un co.f:pg de earsctéristique
”(‘)_&Qn't le '_se'ui idéal abélien est 1’1@.@3}. (D} Pour bout moduleﬁe repré-

2

gentation £

Jotn
oo ]
y)‘
P
0.
3
o
m

de 1o Lo“me bilmési Jc :g':soeiéé é, 3’1 nlest pas dégénézéé;
£

2z

> o LT O s 2 v,
Démonb%z'atien. bor{: 3(_., } 12 forme lﬂlma ire ass ocieo & i et 5

le s UQQO“Q pﬂ;,eu deg x E. ﬁ. tels w.e B(.;,.,:;)*O pcmc tout y € ﬁ . Ia,

forme B(‘..,;;) étant 111*::};3,:@1*230 (3?,n°f’) on a b({z, ;g),y)wB{:;,L ,y} }=0
Phefuniding §: o wee alge et wn %M?M@&JW '
m’z(uz & est /0/ f{ ;
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quels gue soient =2 e ﬁ y ¥ E £ et =z é. s daone ﬁ' est un idéel

»@iﬁ? g, « Il en résulte que [:ﬁ, ﬁ_} est un idéal dang Y (Lemme 1,

. 31). e Théordme 3 du & 2,n anollqur & I coneiddré comme module

de fﬁ:gm:;résgn,’ca%ion de “fg montre que %, est nilpc%enﬁ pour tont %€ ﬁ/%j

leis puiggue 2 — X, est une reyprésentation £idéle de % V, done aussi
Le

/
de }wﬁ, /ej n®2, 92 montre que {ﬁ ,%} est un idéal
nilpotent. J’apfo: e corollaire % su Théoréme d'bnge {(Théorcme 1 ,

" : o / ' . e
ao..’-;’,g 2), il en résulte que iﬂ}z ,?Z', ? ={0), car autrenent ? pogsbderalt
i ; ' = £
un idéal abélien #{0). Par conséguent, 7%/ est dans le centre de 7@ ;
e 7 3 4 R & T - Coa X
flaiz le centre de 7‘% egt un idéal sbblien de YL (bcmme ),:«102,55 5

Proposition 5. ©Si 1lalgkbre ds Lie g,’ n'a pas dlantre idéal gbélien

gque (0}, slors sa forme bilindaire fo itale n'est pes dégérérée.
En effet, le noyan de la reorésentation adjointe ét un idéal
é,bslié",_ eette représentation adjointe eot ;":'id“leg I1 s neeit donc

in
é?é;gzpli uez}.e ”’msr me 1 an cas fé ﬂzt
Lemme_g. ‘eit % une" ﬂl"'ﬁbre de ma sur un corps de ca_actéristzque )
ﬂ'ayaat gas é ubre ;.ééQl a‘bélxen qae l'mé 1 (0} La rewzasen%atlon
aC; im:e ée cé'l ,eSﬁkvalefs e'n- 1mn3ve; Si ‘ﬁ est un iaéaldaﬁs gL

aiors *f?z, 2t gfg nlopt bas éf iééal abdlien autre gue 1 itiasai (0}

LJ

émws@ mcﬂ., ,i‘i; la forme: b'ﬂl éaize,foni tale ae &;i ?azsqueﬁ
m Feprésen tat:.en? mlmo de g est £idele, 11 1’4st.lae &zz Théordme 1

es’c-fi_o de B & % : nont des foz 'rrs pilindaires

. Por conséquent, les &ldments de ? O'P‘s’ﬂe'fazzam: a £

' ' - — , . o= P

Cfmv::m, B egns m‘iﬁ.eﬁ’%} 3N S0nS-gSpace ’% @um‘lnmeu'a e de é“as Cg
e - o4 e = » . = .

Io forme B e‘aan‘t_;i"vama.ite, % est un igéal de % . E&s $86oun de jZ-

Bta vrt iles foafw--ao@ules de 1o représentation adjointe, an g ainsi prouvé



qué cette représentation est semi-simple. En outre, tout 1déal dons ﬁ
est un idéel dans 4 et par conséquent é ne contient pas dlavtré
1d6a1 abblien que (0). Lo mBme propridétd est vérifiée par gz/ﬁ) qgui
est isomorphe & 1'idéal A7 de Z .

Propogsition 6. Boit % une alzdbre de Lie pur un corps de caractbrisii-
gue O dont le seul idésl abdlien est (0). Pour tout module de représen-
tation II de % , le noyan de la représentation x —> xy est 1'idéal
deg xX€ 37 tele que Tz x-,y,I = 0 pour tout ye? .

Soient % le noyau de la représentation 'z —> X et 'pé) 1'idéal des = -
suivant la forme bilinéaire associde & II . On a tri-

orthogonaux & zé‘.z

vialement > 7 . D'aufcre 'oaft le Demme 1 2 montré l'existence
d'tm 1déal 7‘5 S0 pléﬂe ta % de, g gui n'a pas dlautre idéal
abelle-, qv.e 1tidéal (G). La restri ci;‘t on & % de la rem"ésentﬁtion

o ->x-q étan’s f:,dtle, il résulte du Théoxlme ’3 que 1s forme bilinda :t'e'
se—ame”éi} s ccn“:f,ée'r*é comr"e modvlb de fcozmsea‘satzon de 1€' , est
non aéwciaeree sur % . O.c cet‘te re"f'rzze est la restmctlon de 13, *orr&e ‘
bllméazre assoezne au g -'-szoéal,e i aIl en résal’se que @f) : -(0)_

6t daﬁe ﬁ 4 .

1° 3 Tlod alcs de ren:eese ntation des alsdbres de Iie sans idéal ahélien.

Ise wut de ce n® eat de‘moift?er"que si _fme alzbbre de Lie sur un
corps dé'cv‘sz*aé'ﬂ:éi"i's%iciae ) 136,55@&6 la ﬁ..‘O}_Zuflé‘f:é 2) du Théordime 1, slors
elle possdde aussi la nmopfz,eté 1)e

Scz.i: ik aﬂ,mdu}.e de reprédsentation d'une alzdbre ae I«ie ﬂcz gur un
'corps E cze c@fcctérl tigue ﬂuelcenau et soi’t U un sous-module de M .

0*’1 éés ’n pa:' L_,}r nocalb qaoh ena LZ H et :{3&1 J\., l’éwmema phisme cano-

?1'3 qu,e de h sm' L. So:e.‘c g oon 3.aomcz:*ob1 ne de l*e pace vcctenel L

dsne 1 tel que A b soit 1tidentité de T . Pour tout x € g
désigne por 2{x) l'application lindeire de L dans 11 éf‘me par

£{x).u '= zgp,.a - W zL,u « rnisgue A Eog = XLJL , on voit gue



Rl bbb b (bt s i 2 4 Lttt de A
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A2(x).u=0 , par conséquent 2(x). LT . On obtient done ainei une -
application linfaire =x —» £(x) de g dans g[“(L,ﬂ)'. Les représenta-
tions de g dans L et I définissent une représentation de féz dans

oC(L,H), (Prop.8,n°s, §»1) s £(x) est done une cochalne de degré 1 de g
& yaleurs dans le module de représentation V = cC(L,EI) (n°8, § 1)+
Guels que soient x,yeg et uel , on o par définition de 1l'endo-
morphisme 4 ,

(a.2)(z,5) = £([2,7]) - xp-2(y) + yy-£(x)
‘ = f<[z,y]> ~ (gl (y)-2y)xy) + (ypflx) - £(x) ¥7) 7
Or pour tout uel , on s f({:z,yj)-Qu Lf,yj”p umpiy,yjl‘.u‘ et

X,If(y)-f(y}y-) = xgzygﬂp.u— Lol yL.‘a' - M{.L x o+ p Z@XI;‘U

i

‘ (yuzf(x)__i(}.)yz) u o= yi,}?ﬂp. siZ -~ yzii}: XI! g = XE'? yL¢u B2 p, XLyI:‘U‘ 2

donc -z, f(y)«f(y)xl)-u - (yﬁf(X) f(X)F-L)-U --[J; ;3 P ‘U - gfy,x}-.u

?Lz1sqae x,: et vw sont Ls ?csw‘ctlonu a zI de. xm e‘f' y,I : 11 en .eésul‘ta

' qae (d-l)(x,v) O qs,zels q,}}. eéi ,‘yévf r c*cst-aw-éi:ee gue fFiz)

est ,unucoe_'cle. - Bg clas se de cozzomolo»;ze ¢ rfe dc’,pend pae de’ 1'1Qomcx:~

,gzusme 5 L =71 exzoisv. J“Q e fet, solt g* :m autxe anEﬁQl"bhlS!&e ée '

YRR 13

1"63@&@ 1 darzs h "I;el qu.e jx Bt sozt 1’1 em‘rﬁé de T . L‘epplz.ca@w 6n

;L-y,* est zmc , icﬁtloa de I: cmm. e et ‘oeas done é'trf* cenﬂlée‘ﬁée :

ccfme une rec%iﬁﬁ de f’e“re C de % a valcv“s d ng Z.e wcau.lc V =

On a .h){x}"

339 : v:f;'

™y

z, x_'., o “.LL S 9w ,-u' - LU ..
‘igf % X..if'- 5 Z= : ,b

qaﬂ-a’z, si lton dés iﬁﬁe pazr f’(.a.) 1{: scyc?e cmresma—

x 6? , Dhr c‘__m,

dans & ;ﬂ, oa a (d h\(a} = f{s;} )ce gui @'*oave cszm ?’(*{) et

£t (x} sez\t cohqmelcf R8s .

Lerzme I’cvr quhl e::13+e u&.‘?.S L‘ Lm ssuzu-zzﬁétzlc suppl ﬂmcntawe de N

.
il fazrb et 13._ sy P21 gue L;, clﬂ se ée colwaolog:r.e eef"1 {g G{?gﬁjﬁ )
5 ; : o - 2 v z : “Gl't 00
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s

-n effet, si un tel souc-nolule exicte, celo signiiie que 1l'on peut
choisir pour p un isomorphisne compatibvle avee les struetures de (¢ -module.
Le cocycle £(x) = X P~ %g correspondont est olors nul. Inversment,
étont donns lc sowc-module U de I , supposonc quc 1o clnogsse de ecohomologie
e définie nlu hept coit O « Celn signific que, sl p ect un iconmorphisme
de L danc II el que JX;J soit 1l'icentité de L , il exicte une applicotion

lingaire h de L dans U telle gue X~ Zp = (deh) (x) xﬁ‘f-fxll pour

tout Xéltg « Puisque % -8% la rcotriction de Xie a1 s, ceci prouve
gue p- ﬁ, ect un homonorphisme du g -nodule L dans le -module II .
Or _)\;(pf--ﬁ,) = Ap est 1'icentité de L. Par conséquent, (p~h).IL est
un sous-nodule supplémentaire de I dang II .

Lervae 4. Si une alstbre de Lie ?; coincide avec son idéal dérivé, alors
I1 (g oII) = (0) pour tout module de représentation nulle I de %L 5

o

EZn effet, si Il est un module de représentation nulle de 37 s pour

qu'une cochatne £(x)e C*(rzj ,fi}) soit un cocycle, il faut et il suffit
f([x,y]):@ guels gue soient x*,yerai , ctegt-t~dire que £ doit

&tre nulle sur D % = (g,

Lemme 5. (Premiecr Lernme de Vhitehead). Si %es% une alstbre de Lie sur

un corns de caractbristique O dont le seul idéal a2bélien est 1'idéal (0),

alors, poa:c tout module de représentation I de % ; Hf(g{ s)=10)

Démonstration. Supposons disbord gue M soit un modnle simple. On a
: g

Dzzz g'z y car dlaprés le Lemme 2, le guoticnt de 5_7 par Dg n'a pas
d'autre iddal 2bdlicn gue (0). Si done II cst un mowlb de représentation

nulle, alors H)‘(

ng,Li):(O) d'apeds le Lemme 4. 5i U a'est pas un module

de représeniation nulle, alors il existe d'aprdés le Lenme 2 un idéal
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On démontre le Lemme dans le cas général por lnuuct1on sur la almenSfon
de 1l » Supposons le vérifidé pour les gzwmodales de dimension < n » 8i U
est un j ~module d¢ dimension n et n'est pas sinmple, alore il existe

dans ¥ un sous-module T fel g gue Il et d/J soient de dimensiong < n .

Dang la suite exacte ‘o I—I'z(;j- , 1) -»«g/;H & g H) — II (0/ Li/ﬂx)
(cf.n"8,91), qui est associée & 1a suite ezacté (O)u%TT~¢L_ Fyﬂ —»(0),
on a done H (g ,F)= H (¢ ,1)=(0) ; ceci entratne H o”f JH) = (0).

¢ V 4
Proposition 7. ©Soi% gZ une algtbre de Lies sur un corps de caractéristigue
0 q’a]qnt pag d'sutre 1déal abélien gque 1'idéal (0). Tout module de repré-
sentation de gZ ui est. de dinmension finlie est a2lors seni-sinmple.

Ceci résulte des ﬁemmes 2 et 5 . Bien entendu, il exziste tonjours des
,”oculfs de reoréieq viioﬂ éé gz de dimeﬂsion infinie q&l ne sont pas
'semlwsxmples, ”¢ar cneﬁple, 1a otfactzrc de é%-nodul définie dans 1l'algdh
bhe envelonp nte ﬁa : elle {gz) nar l’aomom0"phlsmc caﬁonlqae de ital-

ebre t»msozw \,118 T(@‘,) sury U(%) n‘est pas uac structare de % module

5651*31mple. :
¥4, Propriéiés. ge pemmenee. 'E“zeémes;
Pfsnositiéa 8’,Leut Lﬁéa1 d’aac alﬁ bre de Lic sex i~31ngle est semi-simple

Tout qgaﬁwﬂnt é!;oc almxﬁre ée Lze Qeﬁi gir ple'est'séﬂiwuimgle. Tout produij
dla ";iwsimples ont semi-simple.
les gquotients, on utilise la propridté 2) du Théordme

1. et bﬁ a?pliéﬁe"h“' crme 2 é& n°2. Lo propriété 5) du Tndorbme 1 monitre
que tout arcﬁu d*@l”ébrés Seni- s*mgles est aemlwolmnle-

vanosvttcn 9‘ 001 =nt g; uné el~cbrn ce L;e GUF an COfps K r‘e cafac%oris~

7

-

"ﬁaqae G et L uae thcwsvon ée K‘. ﬁsar qae & sclt 8831~°?mp19, 11 faat et

i

1 suffit que

‘ obtbﬁav par 63 temsicn 3L du cofps

des sealoives soit senm i~sim§1e.
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Quels gque poient a,bel ot x,ycg; : on‘ a, par déiinition de
J =1L & } ed(a@zx). (b@y) = ab @[x,y] . Par conséquent,
Tr(ad(acax)ﬂd(bé§J))w b Tr(aed(z)adly)). La foxrme bilindoire fondamentale
de g&L
de g - Pour que la Zorme fondamentale de gg solt non dégénérée, il

faut et il-suffit S0
de la condition %) du Théortme 1, ceci démontre llassertion.

gt donc le prolonscement de la forme bilindaire fondasmentale

Hemargue. 81 %{ est une algtbre de Lie simple sux un corps K dé¢ carae~
(']

=

o ;
s Ul egt semi»szmple?
mais n'est pas nécessairement Jimvlc, comme le mbmtre llexemple suivant.

téristique O, alows, pour tonbe ex ﬁeﬂ“LOﬁ L de

EZemgle. Boit V un espece Yectoricl de dimeﬂsioﬁ'4 }“ np corps K de

coractéris ﬁique #2 . Soit e; (i=0,1,2,3) uwe base de V et soit
- - : £ P = = 7 : ¥ =
Plu,v une forme bilindsir symétrique de u,veV +telle que, si
? Us que .,
: = - 2 3 : 2 2 8 S : i
e = 35, €18 (e; e K, Fle,e) = ar & eg + ez - og - Les endomorphismes

& de V tels que Fla.u,v) + F(u.m.v)zG quels que. soicnt a,vé‘V , cons—
' tl‘buent uneAseuswl"c,bre TiP) de 1’91”{3“01'8 de Lie g'f(V) Le corps
de base étaat de eareeté is ﬁi'ue fé ies ccnd?tlens - -
ﬁ(a.e.,e }+F(e1,a.e ) {0 svi; ‘.\ 3) eamperten% 10 ﬂelatlens lindaire-
ment 1n6ﬂnCﬂdaﬁ+es ot 1a slmen31on de {7 es% éénc égale a2 la _

16 {= dmenm on de ng (V}) 10 = 6. ‘Oa _iffa metmeea éifider_;ee une tase
de @(F) en @&finissant pour tout i >a0 ﬁﬁ.eadémbfphisme xi de V par
les cbaéi%ioné xi;éozéi y Xjeeq=e. “i‘ej =0 S? *Qf e%lﬁéar tout
cogplé d'inéicgs distincts 3;%;> 0 5 UR endomor phisme ij par les

oo ~ 4% i F‘ ‘. ‘ ,: ~ v }:‘; a > - V’ .o - s 'ﬂ_w 8 ..
conditions - x e 8 0 (si f £ %?3), gk ,k 93" 31 ej_ €
On v érifie_inr ‘diatement qu x..+ﬁ,,:©' aiclp que Go ent 1i,j et guse

| > g
Xﬁ’xé’gi’fzéé’ xgi,x12 cons stitue une base de g?(F}o

~ Le crochet dans CV{F} est donnd par les formules

n prolongement ne soit pas dézénérée. Compte-tenu
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on vérifie 1mﬁéa

-Gy

(1) [xj ,ka = Fg [xjk,xﬂz Xy [xis,le,] = %y
guels que solent les indices distincts 1,]3,ke [1 3]

Obgervons que, 81 1,j,k sont des indicee distinets dans [1,3] , alorsg :
Llendomorphicme r(i,j,k)aad(xij)ad(xjk) de O (F) transforme les 616~ :
ments de base sulvant leg formules

r(i,] ,}:).xizr(i,j,k).szo, r(i,j,k).xk oz xi

On va déterminer leg idéaux de ¢ (F). Soit 1@ un idézl non nul de
o (F) et soit x = a,x + a,% 2 + BgXat DyaXoat by %y 1+ b1¢x1d un 6lément

f 0 dans 4% | 8i les a gont nuls, alors il existe un b fO et l'on g

'f(i,g,-).x = biaxjkfgf% . 11 résulte alors inmoclatemrnt des relations
'(1) que {{ = UTF) cuppoqons mﬂlntensnﬁ que aT%O » En multlpllant :

a0 beeoin X par un sealﬂlve, oa se faﬁene au cas o& a}~1 - On a alors
r(l,g,k) % = xi-i- bz.j 3k€'g, conséq cm‘;, A,,H:slj i;;'{xki’x +b1;j jl«:]
€L ¢t 151131:5::1;3 254 xiﬂaij ije £ . 0h 4 done v

(1+b13 )xije'ﬁ’ E Sappasone qtie -1 ne qﬁlﬁ 1u corréd d’éﬁéun &1lément

éu corps K . Qa & alsvs xia - et 41 résulte alarb des formales (1)

f que -{i==a1@) Baas ce cas, l'al"ebre de Lie o(s) né posséde done pas

ﬂ'autrm léé 1sa

laﬁ (6} ?ngqv'e71e nlest naa ébellenae, c'e £ donc une

algebre de iif,siwgle. 8i 3 est une enueﬁSlen dﬁ K coauenanc des élémeﬁts

“2é -1, 'alorS' 01“) pcs ede eqcofe ane oase ccnstltaée %
par les él‘maﬁ%s Xi eﬁ~xij--avec les relayzoﬁ; (?).1 &aza dans ece cas, ]
- #g i fgi e -
tement que 163 sc is-espases B et A éngendrés respee-

t;vememt par {zi+h %, «}: lor sgae {1,3,k) parcourt vespectivement les

-“ﬁﬁmutﬂtlens rai es e inpaires de {1,2,3), sont des iddanx de CT(F)

.- = /
ot qae {?) est somme directe de %g et %Z .
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Extensions centrales. Une extension (£, A) d'une algthbre de Liegz et
dite centrele si le noyau de A est dans le centre de # . Tl est clair

que, si une extension centrale est inesse ntlelle, elle est slore triviale.
Il existe des eXtensions centrales epsénticlles. Soient par éexemple

u@ une -algebre de Lic nilpotente non abdlienne de centre @ e*c.jzl'hm
momorvhisme canonigue de @ sur '}/;?'/4; . Le guotient w%/c }ﬁ (0) étant
une algébre de Lie nilpotente, son centre n'est pas (0) (Corollaire 2
du Théortme 1, n°2, §2’). 8i llextension (b, A ) & '5/:3 étalt inessen-
tielle, donc triviale, 1'imoge inverse pav JL du centre de <5—/c
serait dans 1e- centre de '@ et de dimension plus grande que la dimen-

gion de @ .

\_—‘L
Q; ]

Lemme 6.’ “’i’,oaté‘e':tténéiéﬁ centrale dlune slgdbre de Lie semi-simple est
bI‘lVlale. = -

Soit en effe'b (‘@,J\.) nne cztezsi n centrale de 1llalgdbre ae Lie
oemiuss.mple % . ?B.:.sque e noyain de A est contenn dauns le noyau de Is
renrésentatlon adjoi.nte de £ , lc module de cetie representatlon peut
étre eonﬂiéeré ‘comgie maaale dé représentation de 1'algtbre semi-simple
% Il est éonc seﬁi-szmple ée qu gignifie qu'il existe dans ‘jr un
V:.déa}. supplétaentaive du noyau de .)L - '

Lgemgle‘ - Soi'l: E ari esz;ace vx,ctorz.el c}ﬁ aimens on n > ‘i sar tn eerps 4

de eara.cté'r’istiqae p . & qne ’base e (1€ i {n} de B COfreQ}QOEQ une

base =x. {1 i 2 ;} <n) de l?al'mo:ce de Lle 'f(mf) des enﬁomornhzsmes
is

P

de & , chaque étant déﬂm par la corx : 10{4 Xij e; 3,,8 guel

cwe 3011: ke{‘l ,n] . On g [z _,A}Ti ,3 x._ - ﬁ. 5% quels* gue soient

<:.1.

,3, 3T e[‘l ,n I:e seus*espsce fﬁ, uae -5(_4) cq'»*e_zcir" par laa 81éments
2&.-. xii ‘ (1 13.) st une sous —ﬂl“bre obélicnne de ggaﬂ (E). Ze ‘
| centre e ée gf(E) est Ze sozz.gaesz)aee de dimension upm engendré z}a:c
Z‘f: 1, Quels que sozent Z,¥ € gf {8}, }.;a trace Qe 1'endonmorphisne
f'z,y]-. Xy-yx% de E es% O . Le sous-espace des endomorphismes de frace ©



est done un idéal afm) de codimension ua dans g(/P,(E). On va déter-
miner les idéauxz de l'algdure de Lie {f‘f(b) e

Soit ‘@ un idéal nonm nul dans -J~€(E o 81 £ < . e’c gl
b:‘fb :
X = Z uihie:@ y alors - Z a; = 0. Pulsque pour tout cou.ple 353
: [
d'indiees distinets dons [1 ,n] )y g e 53(3&‘), on 4
[X.’Xij]”' (ai~aj )xije @, y Ce gui entraine gue ai::a. + Por su.ite '@c: (&

et puisgue € eat de ﬁimo'nsion N £ = ¢ . Cc omsme produit si et

seulement si 13(21}1 J)=n=0 modulo p . Supposons maintensnt gue

11144l @ de ;S'E(E) conticnne des S1bment g gui ne sant pag dans ?2,
81 n=2 et p#2 , alors ‘@ contient un é1dment de lo Fforme ;

XS Vis Xy + v’,‘1 z,, modulo £ » 1l'un des sealaires Vis n'étant pas anul

01 a alers (B ~}z2,x) = 2(1;' Eip = Voy 91,6@ er résulte que

1'an des él‘ments v.,?, vm Orz en déduw 1mz_éd1ateannt gue '@~ é'g (E)

owmosons maa.ntevzzmt n} 2 .'"AParrzz les 'élc’, nts de -@ gui ne soni; pas

dans “ﬁ, s uoit x -.g: u. hi + % Vijxij (u‘i’viae K) Lm ulemcnt ayan‘b

un nomhz*e minimum _de eompmantes vij dlfréren'ces de e = Il ex:.ste an

coup}.e d'inéwees”flkstmcta _-,s e{? ,ﬁ] tels que vms f 0 . Quel que -~

soi# v - % 35’013& [3»_”,23« é‘ c;{?ijkj ‘c%& k: 1;» 3.L ’
= g ...?2;;3 {c ';g:,j)xk'j - Si % '8;{;:;0 , alors v e '5'5 (;z‘) et @:z qume
{y,xﬁcg Il ’ésalte alors de 1 "?!Egpothese falte gSur x g e 51 x'f“ ey

a};’.ersv Vies 3 -— .0.:

ck:::'g, .Di Zi>.}, OL'{Si 1’1“' : etP§3 :

3

alors on peutv*bz*ouver dans X des élfimcnts ¢, tels que c-r # e's y ep=e,

QL':_elQ que ‘soit 1'1nc=ce q 7#! r ct f g v’s Z c} = 0 . On a done
'vrc = vqr = O qael gue soit q dlqtlnct de v et & On éemontra de 1s

néme manie?e oae vsg ' vqs = 0 quel que soit g distinet de r et s .
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- 2

Par guilte [xm,xj (h h ) et il en .ﬁésulte que -h € bg

On en’'déduit alors de proche én proche que tous les éldéments de df(l‘)
sont dang & . On 8 par exemple pour tout i distinet de r et s A

X o ::):xis, s-hrje @. On peut aboutir & la nmfme conclusion lorsque
p=3 et n=3 . En particulier, si p=0, alors 5‘8(32) est une algdbre de
Lic simple. Par contre, si n > 2 et si p divise n , alors &E (E)
contient @ et ne contient pas d'sutre iddal que (0), € et gL ()
T1 en résulte oue 5@(3‘5’,)/@ est une algtbre de Tie simple, et que

'S‘E(E) est une extension centrale essenticlle de lt2lgtbre simple

(,i (E')/c. .+ Ceci signifie que la représentation adjointe de f(E),
qui peu’c'étre considérée comme .représentaﬁion de l'algtbre -siniplé
5'5(3)/(:. nlest pas semi-simple. On a. 1z un ez:emple dlalpgebre de Lie
(sﬁr iz‘n"e'o:f.ps‘ de éafactéiiétit;ue p7$0) qui vérifie 1la pfopriété 5)
(denc anssi 1es p?‘og'vlétés 4) et 2) du fi”n o*ome 1 et qui ne ve'rlfie pas
. ia nvopwiété ?). :

ZIO“ - Ive ’f*adieal nil eten't en ea:eactém.stz.que 0. Sm.t v un espsee Teoto-

rlel de ﬁlaesesmﬁ finie sur un eoTps de carac’aérlsblq&e 0. "our qn*an '_
: QHQODO'”{}ELSQQ & de ? soit mlpoﬁcm, 11 fam; et il suffl'{: que Tr af -ué
 pout toat eﬁ:zer p > 0 (Als? i*), On ntili sem ici cé cmz’ccre pour
taont‘r’er gae ce:r'talﬁs mlémﬁnt‘, d':me ﬂl"ﬂbr’e ce I.sz.c az:)?}a.c*blczment an
rads.cal mlgetem; - ' |
'Lemme 7. ‘ Sslent g une al“cbfe de Lie sur un eo:.ps de caractéris tiéue 0
et B un icéﬂl abé'u en de g; . Le rHdical ﬂllpotcn’s de JZ contient
1114651 [g ﬁ] |

Dcmomtratwn. Soit z Z [xl ,ylj un Alf\mrnt de [g,%} (x € g
71€£ . i .,}?,L_,...r) Pour tou’c module de repr ésentatwa 1 de %, on o

2r zﬂ::{) ,e*.;,_si p_f>1 ;



bl il e ai bl M beile b bl e dd icad i

semi- s%mples son:

- dlune alf o7

™
o |
A

\

e ),.) -
Tr gh'= 2, T ((x;)yly,)y o8 -(yl)u(x )r, 221) =7, Tr(xi)m[(y I ]

Or %e¢ @ cor 'ﬁ est un 1déal et [(;i)m,zn] [yi,z] =0 car % est
abélien. On a done Tr zf = O pour tout entier p>0 et par sulte 2y

est nilpotent. Il résulte donc de la Prop.5 du §2' quev[g,ﬁ] est
dons le radical nilpc’cen‘c de gL o

Lemme 8. Soit % une alzébre de Lie sur un corps de caractéristique O.
Le radical mlpom de %L conticnt. 1l'inters e,e’a:.on du centre de g et
dﬂ 1'16:3&1 dbrivé D({); de % '

DArﬁonstratlon.~ Soit z '"Z_; ,Ji! un 61ément de D J (xl,yl&g ,
i=1,2,...7). Pour ousf“ modv}_e de représentation U de g , on a

Ty znr:o et s:. p >1 ;T ‘z"" Zi Tr (x, ),,L(y )_,,zf 1] d'ap"'es
le calenl an Le mme 6 . Op si 2 st dans le cenwe de ? , alors
[(y )H’Zz] [y,,z]ﬁ» O - Pc.».'f svi’ce Tr z

_et la démonst%at:asn ‘st achéve comme celle dis Lemme ?}récedep*.

Eﬁ*d

O pcar '{:ou‘t entler P> >0

G

'Prog sﬁ:zon m. Egmz* qa'une alrféore de le Sur un co“pﬂ de caractér:f.s-

thue 0 sclt réduetzve, 13. ?aut et 11 sa:’:‘f’lt qu‘elle se:.t isemorphe a

un promn.t ei*z'eet d'une albésre abellenne et d'une aimbre semi-—szmple."

Démonstr&t'!og. ':E;isq&é_lc z'aélc-al d’zme a?,.“'cb?*" ée Isz,o sezai——simple est

(0}, la fadical mlz:)‘t m: z-st 8 Aortlori (O), conc 1 s alﬂobv*es de um :

de Lie abé r'ﬂduutwes et can tou’c p_oc !115 6'911”(\,‘:31'@0 ré&ucfzivei

est u.m, a}.é‘ ﬂre““ﬁ *ds}.c%u’re. Ise p:om t direct a'nncalwobfe abellet_me et
. ueﬁ._--mlﬂplc qt (102’10 une fa,l .r:e de uic ’ﬂéduci;lve.

Is.versemen‘b soz'b e le cen ‘i:fc a’ane al‘:cbrc de L:.c rédvctwe g

: sar an corps;:”e__ car'vct riﬂ-tzque O. ,.,o.f. ;3.{: }L 1'homowevph sm eanomque de

} sur %/c ‘e’b uo_ an iaval "sbalmn ds g}.’/e e So*rt é’*’ i'lma ze 1m‘e‘rse

de ﬁ %ar ,A, E’ isque ﬁf ec’c an ig ual abnllen, [ﬁ 7’2]@ c .
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Lie redical nilpo’cen‘u de ? étant (O), i1 résulte du Lemme O que
E%’ ’_]- 0, done que £ est un iddal abélien. Le lemme 7 montre alors
[9: %_l (0), clest-i-dire que £/ et done £ = (0).
Alnsi %/@ est semi-simple. Puisqgue (gl,j‘.) egst une extension cen-
trale de g/,/a 9 11 résulte du Lemme 6 que (o/j/; est isomorphe au
produit dirvect c x (;Y/C )

Propogition 11. Soit # 1le radical d'une algdbre de Bie % Sur um corps
de caractéristique O . Le radical nilpotent de gj est [gz . zg}

Démonstration. Soit II un module de représentation simple de (Z; et

g0it @ le noyau de Cette veprésentation. La repréesentation de % dans

Il d62init une 'f-cp'f'rmeﬂzat*: on s.mpln fiddle de dl/ﬁ. gui est donc réduda
tive. I1 “f‘esulte de la pro*ocm tion 5 gue ﬂ[/e est isomorphe au
produit. dl?’ect dtune el@ebre de Lie abdlienne et dtune algtbre de Lie
sem-—mmjple. Zn particulier, 1'intersection du radical de J/"‘ :
avee 11'idéal dém.vé de %/Q es% (O) Or 1t ir:ta?e ¢canonique de 1'1ciéal

[},;QJC){? dans g/g, est un 16,é‘11 réso}.ublf‘ cemeau dans l’idéal

dorlvé de J/@ On & done [‘;Z, ]c_‘_ e Gecz, syant 11éu pour tout
}-—-module s:.mple, le radlcal nilpotent de g cont:«.errb 1'1déel {cgz 301

On va mamtenant montref que ile raalcal mlpeteﬁt de %Z est contenu

_dans [;Z, 9?} en promfam qxﬂll exz,ste une rep:feseﬂ“isawen semi~51mple

de g_ doat le noyau est [g :?r} . L'image caaomque ae ?Q _dans le :

queme t gl/[a‘f} 75;} est dans le centre de ?ﬁ/[gﬁ, 32} . Dlautre paf‘t
pmsqm ?{) es% resolable. 3’.1 xés iite de is E’;op.? - 1%t s 2 gue 1'1%@&
ihverseé é’zamo g du radical de aj/[?/ 7;}} ést un iééa};_résoiab}‘.@ de gir,
done cozﬁ'e.::u d&ms ¥ . Par sulte le radical de g/[@,fj est 2’/[:} &’}j

et O’Z/Lg}, ,} est une cxtens*a on eentrale de 3.“:1 stbre de Lie semi-simple

g/ -

fo

3_,__.1_6414:@ du L*‘rvme 6 qucv J/[g{, ’%')3 cs+ 1sm:oz'phe an produit

-

direet dtume n2lgibre de T:’-Jie abél'c:ﬂ ne et dlune slgdbre de Lie semi-ginple.
- Par su (P’x’o .10) il existe une reprdsentation semi~simplé fidele

de ol/ [g:l,?(}} . Composée avec 1'homomorphisme canonigue de g sur
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%/[%@J » cette repréoentation donne une représentation semi-simple
de 4 ¢ont lc noyau est [ﬁ, 74], ce qui achlve la démonctration.

Zroposition 12. 50it x un 6l4ment dans une alrbire de Lic résoluble %
sur un corps de coractbérictique O, et soit I vn modulc de représentation
de ¢¢ . Pour que x; soit dano le rodicol de 1'nlzdbre envelopponte de I,
il faut et il snffit que xie soit nilpotent.

Dimonstroation. La condition est dvidenrcnt ndecessaire. Inversenent,
foient x et vy feux 4linsnts de ? tels que X0 ct ¥:e soicnt flilpotents.
Ow va montrer que (x+v).. eat encore nilpotent. Soit M= II L oW>...
= (0) une suite ds Joxdan—-aoldnr du pg-module 11 . Soit xz —» Xy la

e i
représentation de g, associée an Z-nodule I, /LI = Hi . Il est elair

que xg et yni qui se déduisent de x ot ¥;; Dbar restriction 2 M,

et passaﬂe 21 quotignu sont des cendomorphismes nilpotents. D'autre vart,
dlanrds 1-.. proposition 11, {x,y} east dans lc radical nilpotcent de g

donc datzb lc: noyon de 1z reprfgentation simple 2z — zﬂ de % dans H :
Il en résulte que [xH ,ywi’j Zx,y]ﬂ = 0 et done que (2. y),.Ii ést
nilpg'bent. Cc ci gysnt '1iea nour toutee les valeurs de 1ltindice i , on
en dédmt que =z + y)ﬁ est nilpotent. Les Sldments g de g tels que 2y

soit nilpctz. n% eo-:zstiuaent donc un sous-espace de ? . ‘Il résulte immé-

r’mtavn‘c de - 1ﬂ .L.:.Opc°l"’10n 11 ¢t de la Prop.5, n® 3, é 2 gue ce sous-
espacc eet un icéal de gfy « On conclut en apoliquant le ’I‘-;eor(,me 2

02,5_.

$

Pararraphe 4. Extensions des alebbres de Lie. Ies conventions de ce

par. sonf las" mines que cel’es du poragr. 2 .

’.’z’oi. Dxtem*lom, (_b 3licnnes des als ssbree de Lic seni-sippies. Une exten-

sion (6" );) dtunc alslbre de Lle %_ est dite gbllienne si le novau @
- de A est un idéal abdlien. Puisgque € est un méal, clest un sous-module

de la représentation adjointe de u@ .. Puiggue € est abdlien,
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la restriction de ad(x) & € est nulle toutes les fols que x € ¢ .
Les restrictione & € des endomorphismee ndjoints de b définissent done
une représentation de SL dens ll'espace € . On désizgners por C le module
de cette repwésentation. On va montrer que llextension (€ ,A\) de %
dé£init une classe de cohomolozie de degrd 2 de g & valeurg dans € .

Solt p un isomorphisme de l'espace ¢ dans i'espace § tel que A 1
soit l'automorphisme identique de ¢y + On pose £(z,y) u[].t eXy Mo yJ -

- e {4,;;] guels que solent x,ye g . Ona A flx,7)= {}\‘p sZ oA Po y]
= A e {z,y] 0 et flx,y) + fly,x) = 0 guels gue soient - XY€Y

par consdquent, £(x,y) est une cochsine de degré 2 de g a valeurs
dans ¢ {n°8, §?) Quels que solent x,7,% , on a

£l=,5],2) =[ pe[x,5], poz] - g [ [205] 4 2]
;,é_i', xc-f(y,z) u-[p.x {p,-v, Lie Z—ZE {pm,;s Ey z]j
donc ,~ eomptew‘cenu de 1'identité de Jacobi,

(d. f)(z,y,2)~ f([x,y} Z)wf{[x,ZJ,y) £ f([J,Z} ,X)~xc-f(y,2)iryg-f(x,2)

_ . " _-v.-z .f{x,y) =0 ’
e'est-»a»-&we qae 2 (x,y) est G coegele‘ 82 élasqe de eehomelegie - -
e&:H (gl G) ne dépemi v &e 1’isomo%phlsme B ci_sisz.. En e‘f’fet, soit
pz’ un au‘cre 1senernhisme de g dfms ‘B s,el oae .)\. pf smt l’automrpbisme
3 entieue ée g , alors ﬂ(x) p' X = ;z .z (xeb) es‘b uﬁa eochai‘ne

de deﬁré 1 4 véletrs dans € . On & : : :

| Etx,y) “{W‘x ~ gl=),p oy = g(y)} pa' Ez,y} + b(i’x,yj) e
g([x,y]) - xg~g(y) + o8z 2 'L[;-L'-X,N»:f] — [x,yj

| = (deg Hx,y) + f’(x,y) ' _ |

‘.en ﬁészrﬁam par f*(x,y) le eoeyele défini par ;.L' ; ;: A

L_eﬁzme_} . anr gue l'extension abélienne (@ .}g,) de ? soit ‘inesseﬂ%iellé,

il fout et %1 suffit que la classe de cohcmclo ie ds deg'z'é_ 2 eeEE(gA,-G_)V

' qv’elle t‘iéf%mi: soit nnlle.
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Démonstration. 81 l'extension est inessentielle, alors on peut choieir

pour p un 1e0moz cphieme de 1'aledbre de Lie g. Bsur une sous-algbbre sUp-
plénentaire de @ dans 19- » auguel cas &7 le cocyele correcepondant

[p,. X ylhe y} ~|Ls -;,y] est nul. aécip.noqunmcnu, supposons que la classe de
cohomolcuie,d’éfmle par llextension abélicnne (€ s A) de % g0it nulle.

Sl p est un icomorphisme de l'espace ? dans @- tel que Ap, soit l'aun~-

tomorphisme identiqae de 9 , alors le cocgele £(z,y) z{}},. X, P J} £ E’x,;ﬂ
Goit 8tre un cobord clest-H-dive qu'il eziste une cochatne g(x) de

degré 1 & valeurs dons C telle gue £z J) =2 Ln,yﬁj)ﬂﬁc-g(y)Jr Voe8lz)
quels q’.).c om.erzt “,y} % sons alors PeX = Uom + g{x). On o

[p-z, 6.51- p. [zo]= 2(ay)- gf[ 7])= 2g-8(7) + ygeetx)) = ‘
far guite p est urz or:omor“m@me compatil vee les trvcm:zes dialgbbres
4z Lie. D antre part ,;\,g: = A B est 1'1denmtf5 de ?’ s par conséguent

p.% est une sous s-alzbbre supp}ﬁ%ntalre de C daris #

g

]‘Jemme ?._;.1 toute exteasmn centrale d’zme al~ébre de Tie g, est tr:.via.le,‘
ala:es g° { gi aI) (0) paur teut mcwle de wewecen‘sat? an nulle ﬁ de g .
_ n ezﬁfet sz. “F(:r,y) est an cocyele de de :r:é 2 ée gz & valea_s dsns -
e , on définit éam 1’es*3'we : é— * M uwne Q%m_cwxe u’alﬂebre de Iﬁa en
nesant qael.s ,.que’mslnm z»,y € ¢ oz et - ,ve"—'

[(x 8), (V,V)j = (=], (aejﬁ)
Le csaelzet e,:LQQi éé"?iﬁl cq’s vz.szblcmbat anti com{msabif. Il VG}flfie dlap-
e :a,z.zé de Jaeo'ci car [L(;,a) (],“\rﬁ . (z,ﬁ)}* |
([[x,y} z},}'-{%,y},a)) guels que so:acmt 5 y,ze? : ei;, ' u;i?,wg}?l -

: et r(x,y) é'ﬁ‘?’l‘t un cocycle & valﬂ s dans an modnle 4 «-épi*é_'senta'irion

tre ps*ﬁt 3.""

. nelle on a .- . |
f{[}:',y}’Z} +f{£y§z-§ fx) + f(FZ,X§§Y} z (éf}(x}y,z = e =
L?abplicqtd Oﬂ A (X ﬂl) - G‘St vi ml’%}_emegy{; {E.Y}. 3’0”0mﬁr§hlsne da

'"1"11 ”*bz’e de Lie @m é/z,x il '.mLL'? g dont le novan {G,z;) est dans 1@ centre’

do /&o' :
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Pnisque par hypothise toutes 1es extensmns centralea de ? sont tri-
viales, c¢'est qu'il existe un homomorphisme p de g dans & tel gue
Ap eoit Llidentité de o (1'imoge de p Gtant un id6al de 19—)

-

~Posons ' p.x = (%,2(x)) ; g({x) est une cochafne de degré 1 de g &

valeurs dans M. Ona ([z,5]s2(x 1])) ..[p.x,p,.y])z the [x,yj- ([=,5] ,

g([x,y]) y par conséguent £(x,y) = g([x,y]) (d g)(x,y) done . f£(xz,y)
est cohomologue & © ,

‘Lemme 3. (Sécond Lemme de Whitehead). Si g est une slgdbre de Lie

sem-—smple alors pour tout module de représentation EI de % y O &
2 :

H (g,M)

Bémonétgatiog. Supposons d'a‘nor& que 1‘1 soit un modu}.e simple. 81 e'est :
un module de renrésentation nu,lle, alo:es tou‘be extension centrale de g
étant triviale (Lemme 6 n°4 §3), ona B2 (y o II)=(0) dtaprés le
Témme précédea'b. 8i ¥ niest pas an module de représentatiea nalle,

alors il e iste dans 7Z un idéal semi~smple —ﬁ # (0) supplémentaire
du fmyam &e iz reyrésenization assoeiée anm. (I:emme 2, n°2 §3), " '
’Ba restmctiert_ a ﬁ de 13 fenz'ésentatlon de g &ans 8 étaﬂt fldéle,
ia restm eif on a ﬁ &e la forme ‘bzlmealre asseeise a i n'e t pas
dégémérée.' {T,aéozvem 1 3) On est don@ &ans les ean&ations :
d*appheaticn de }.a z:mpas:.tz.on 9, n 6 2 qui mentre que HE(g Iﬁ)M(O) ‘
I)a:as 1e ca,s ﬂ'tme module qaelcofzque, 3.9 I;emme se dement:ce paz: mcluetmn
,su_r: 13 dzmeneica de H . Sapposons }.a nropz‘iété vérif:.ée pear les ‘
%L«meﬂules &e élmeasmn <n . 51 M est un g:-modale de dlmensmn n et
, n‘es% pas simple, alors il e"lste éans I an so&sa-madule ¥ %tel que W et
]%‘I sozfmf de éimen,smn < a. Pa:e conséqaeat dans la. suite exacte
T (c} ,1‘3’) -9H2(?rf ?,z) — Hg(g Iﬁ/?‘l') que défini% ia sni:l:e exacte
fﬂ)—-}ﬁ-}ﬂ >y —(0, on a qu;; ) = ngg; r.g/g)a (0), é’o& u
"’résau;e que H"’(g, r)—-(e) . -
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Ler"me 4. Toute extension abélienne d'une 2lzbtbre de Iao peni-simple est
inesgentielle. =

 Clest une conséquence des Lemmes 1 et 3 .
1°2. BExtensions résolubles des nlsbbres de Lie semi-simples. Une extension
(6, \) de L'elzdbre de Lie % est dite zégoluble si le noyau de A |
est résoluble. = :
Théoreme 1 (Levi). Toa’ce extension résoluble d'une algbbre de Lie semi—-
simple est inessentiﬂ._e}le. |

Démonstration. OSoit g unég algé_bre de Lie fsemi:-Simple. On suppose le
Théoreme ddmontré pour les extensions résolubles de ¢ dont le nayau est
de dimension < n , S6it (# , L) une extension de g dont le noyau €
est nn i@éal fésolubic de dimension n.S8Lpestln omomorph:.sme canoni-
que de’ £ sur ‘@/De y i1 existe un homomormisme ¢ de /ZD e

sur g tel gue Gp = .J\. et (@/I}c G) est une extenﬂmn da Oec dorri:
le noyeu c/Dc est abellen- Il résulte a}.ers des Ixemmas 1 et 5 qwe

c'est une extenszon incsseatielle. Il ea.:.ste éonc (Prop-;,n°3,§1) un

iscmrghisme a’- zg, -—91@ /De, 4 tel que ao* so:,t l*aatomorphisme iden-
9' . -@/De . La res t::zctzon a -ﬁ de p ééfinit v,ne extensmn (ﬁ,P)

_de l'alﬂegre sera..msw mple 6* g gL den‘L 13 ne,faa 3}@ : est 'e*ésolable.:'

kis nmqque c est fésalu’ele, si e % (G), aleﬁs De ot aé dlmensmn

st‘ it te*aent inftérwmge a, n et pa:c sul‘ce de 1? ysmhése fc,imu;ci;a’ﬁfe5 il emste

un momermis p* ée 6’ g &aﬁs ﬁ i;el qzze pp* seit l’mzbomorpﬂlsme

lden%mue dﬁ gc . Paf sm.te J\. 9'6' = 699*6’ est l'aatomerphmme
.meatiqae de g et p*a’ é‘baa'{: zm ?Semo phisme ae % éans ‘g > l'ex%en—-

sion (@,A‘,) eqt incsseﬂmel}.e. ,

Cemllame. Scz.“h ?9 }.e radieal a'u.ne albs:b:ce de I»ie rgg ‘Sur un eez:*ps de »
caractérlsthae 0. Il mxste dqne fg une seas—-alﬁehee semiv—mmple 0L telle%

2 e

gue 1*93?&03 cé?z soi smme ,a» e _'i;e»_éies Sous-copages oL &% .
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S0it en cffet .)L Lthomomorphisne eanonique de sur #/;9 . Le noyau
de ltextension (&,A) de &/m étant résoluble et £/x  &tont
gemi-gimple (:Prop.E,no‘l,é)Z), Llextension (-@,JL) est incsgentielle et
il existe donec dans € une sous~algbbre isomozphe & g/ﬁ/) supplé-
meatalze de # .

Une telle décomposition de '@ est appelée vne déeomposition de Levi.
On va dons la swnite indiquer les rapporis existonts entre les différen-
tes décompogitions de Levi d'une alglbre de Lie fixzée.

Lemme 5. Solent g une algtbre de Tie sur un corps de caractéristique O
et x un élément de cg, tel que ad{x) soit nilpotent. u*endomomhisme
explad(x)) est un automorvhisme de 1'algbbre de Lie g -

En effet, ad(:r) étant nilpotent, exp{ad(x)) est 4éfini et ad{xz)
étent unc dérivation de 1'algbbre de Tie g {(Prop.4 ,noé § 1) ona
qv.els fwc soient y,ze % '," _‘ ' : : ‘, ‘ -

ad (x)? .):y.z] = ;:f (;’) Ead(x)'r.y,aé(x)y“r;z} :
pour tout éntier p (Iowmule de Ilel’ozzitz) Il en résulte oue

. . F . o<z<p ‘
= Iezp(ad(x)) y,exptaa(x)).z} |

les sammes étant éteﬁaues & tous les ent;.ers A' p > 0 mais ne eompreaant

ek

q_a‘me ag;mbre,c:im. de %ezmes mm nuls pu:.,sgue ad(y) est nilno—uent. ,

Eéf:‘.ﬁ;‘%i-q%i _,_1. Soit ¢ une al':gbf'e de Tie sur un cozps de cuactdristiqu &
0. Od apg}elle am:omofpmsme spée:.al de % un é‘.{ ent 4u s zou;}c dlanto-
mérphfsézes_da ZX enoenére z;ar les sutomorphis eé de 1= fémae.- ezp(aé(x )
o x e-é%.ﬁ@.ﬁ;a le radical mlao‘cent ée g; - ' '

Cet*be déflvzltven es% ;}Ila.,’tlflée car .91 x est dans le zﬂdlcgl ni.'ipotnn‘t

de (; s ale?s (Prop.6,n° 35 & 2) aﬁ(x) est nilpotent.

’1‘1 omme 2. (mlcev). Seit ("@ JL) une cxi,en‘zloz: “Cselwle de l‘,blgr,bre

de TLie semzmgmple g > B1 ot {3 sont deux 13010%@3113&@3 de g dans 7@

tels gque ,ﬁ,es -}\,{3 soit 1*‘32} uommp. isme ‘iaemlque de Lg, s alors il

existe un a&mmfﬂﬂsme S'}bc...c.«l @ de € %el que f = .
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Démonstration. Supposons d'abord que le noyan ¢ dé A soit abblien.
On géfinit une veprésentation 2 —~» Xo de g dans llegspoce € en choipif-

sant ponr tout xé& g un %' € “@ tel gue Axt =% et en posant
X, = restriction & € de ad(x'). Puisque Aoz=AB, g(z)= g.x - Box

est une cochafne de degré 1 de % & valeurs ‘dans le module de reprdasen-
totion € de g . C'est un cocyele car ;

(d.8)(x,7) = e([= ’v})ux 2ly )y, -elz) =la.x,e.7]-[p [ x, Poy]-
[os.x A y‘! EB._]‘, X~ e x} = 0 quels que soient =,y €$ .

Puisgne % est semi-simple, il résulte du premier Lenmme.de hitehead .
(Lemme 5 n%3, 3 5} q'u.é :.:) est le cobord d’&ne cochalne dé degré O

il

c'est~a-di:ee qu’ il. eil ste on S1lément ee e tel oue b(r) =%, .6 p'o‘zi:c
tou’c xc:% _ﬂ'oas allons x;ont.fe'f* qu.e l!on pcut caoisi'ﬁ pou_f e un élémentz
du radieal mlpotant de 1:2 .nn ef;ei, 1'1ééal [c g,] est un sous-
modale &e G eonsw éé:eé comme module de repféson'catwn de v}’ 5 Pu.lsque

g. est semwsimple il exzcte éans c un sous—»moéule sapplementawe ds

[e ,g] qm ne co;z 1cnt vxsibletaent qae des imraz'iaﬁts pouz: 1a repré-o

sentatzoa de g{ 6!7. aac g{x) Zg e = x .e! en ées
&

g ant par e'-
iz COE&})OS‘&E‘Z»G ée e aﬂi Q'am"eu 1e I-emae n°5, 8 "5 e! est dans
15

lc r.;dwal B_llp(}u@ de -@ Eanc exp(ad(e)) es*f' t‘i_’?_ a*"aem'ﬂzﬁilcme

é’pécié,l de -@ ':j.?’isnzs é(e) c; Ci cac c est an ic’iéai et adle). G"G
car e oot abcﬁls_ezu 11 éﬁ'réqaiﬁé que ad(e} -l et auc par suite

X = GeX-%_.&' = 0.% —l(a.x} e*?z G x + ad{e*}.az = -(exp(aﬁ(e? ‘}aL:ie:
¢ 4

peur tout x:e J’ s ¢ gui nreuve le Lhésseme da ﬂS 1éf¢és df&ne extension
élzfﬁae. '} - ' - |
Eans 1& cas'c‘uae ext asion rdsslable qweleoﬁquc, la afmangtratlon
nrccoée pax 1&&1 %;o& su; 12 .‘1hc ngion du nos i de l'oxten&xea. Supposons

le Théordhe demaatré pour lzg ezcte‘néions‘ dont le"‘&ez,raa est de @1&@&51@3
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<n et soit (@ A) une extension de l'algcbre sem sinmple g dont e
novau est un 1déal résoluble de dimension n . L'idéel dérivé De est
un idéal de 4 (Lenne 1,n 04 51) Soit p 1l'homomorphisme canonigue de &

sur ’@/D ¢ et soit ¢ l'homomorphisme de @/Dc - pur 9 tel que
6p = A . 5L aet p sont des isomorphisnes de ¢ dane £ tels que

) e =Ap soit L'automorphisme identique de g , alors pa et pp 'sont

des bomorphmmes de % dans @/D € pour lesquels opo = opp est
1fautoporphisne identigue de z . Ltextension (b/Dc o) de g 6tant
abél;.enne, i1 xesal te de 1a p_eeaiwe paft:x.e de la démonsiration qaéil
ex:.s'ce an avtomwoa,_smc spocial oy de -@/Dc tel que pp = W po

.Hais le radlcal de ‘@/Dc % /Dc car & est résoluble et que

: l'image da radical ée ' @/D e. dans g, Gt (0) Donc 1e malcal nil-
' .-potent &e '@/336 est [@/Bc ,' e/D C] (Proposition 11, n 5, 33)
",C'est aonc 1timage par p du radiecal nilpotent }__ 3—, c] & Il en

. résulte qu'i.l existe un automorphlsme spéeial w - de @ tel que -
“’19 pee,‘ . Consméz'ons alors la saus—algebre Bc + g. % de. '@ ‘
T Ia res‘s‘r’lctien de .4\ & :)e-x- ;3 g ééfinit une extensmn (IJe-l- g. % jg_)
e %l Puisgae pp = pw’pc ; on a m’a.camc: 3e.+ ﬁ.g, par eopséquent,
2 ,ia, et. {3 sent des 1scmaz*phvstys ae z éanu I} G + 5 g oclc que E
'_A‘w'a "‘.A.f?a smt l'mzcaf'omhvsre iu.eﬂt’ ¢ de g -'91’ CZ i (O); palscu,e
& est 33 selxmle 3 e est de dlmuﬂzu_@ﬁ < n ek ll fcsalﬁe uonc ée_
- 1*hype'{:hése im_uctwe qu“:l ez..c.@‘be tm a&zwmo:pm smc saccz.al co,, de ,
zze + B % 'Lcl gue B w_coam{a . lzis tout élerzem; cw radical %ilpetent
de De + ﬁ gé est éans le radxeal D ¢ de De + ;3 %'! done 4taprds
12 nvopﬁoltlon 11y n°"' 3 3 “dans le radical nilpctent de # . Iien
*résulte _que t'om; aLtomorphz.sme specml de Qe + -;3 g est 1a reﬁ'tfi'etiéﬁ"
De. + 13 g, d'nn autom&*p@xsme smeial é;e 5- . z,n part:.culxer il

.ezis’se un eatomorpnlmc Qf}"ﬁl&l mé de -@- tel que ;3 é w1 &%
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NOB Extenslions abélicnnes. Théoréme d'hdo. L'un des buts de ce n° est

de démontrer que tounte algdbre de Lie de dimension finie sur un corps de

carﬂctéfvsthue O posetde des représentations fiddles de dimenision finie.
51 Il et ¥ eont deux modules de représentation de l'algdbre de Lie é¢ 3

le noyau de la repréecentation associde an (}f ~module IxIT est L'inter-
-gsection des noyoux des fopré entatione sesocides 4 Il et U . Le noyau de
la zeprésentation adjointe de gl étant le centre de ¢¢ , il suffit pour
obtenir une représentation fidéle de jﬁ dlavoir une représentation de QZ
dont 1a reutffCﬁTOﬁ an eentre de ¢ soit fidele. Plus généralement

on va &tndier les représentations dlun iddal abdlien de gz qui sont

des reqtrlctwonu de fepréson+qtlonu de - d? .

urs et soit Z un idéa 1 bilatdre de coﬁiﬁﬂLsiOﬂ inie dans U @
n £

Pour téuﬁ entier & >0 4 l'laéal 28 o st de codimension finie dans U .

Temns 6. 56 it U une alz ;Sbre associative gui possbde un ehsemble fini
ge générate 1462 £i

Démonstratbon._ On comménce pax dmmontrer qu'll g3 1sﬁe gars U un SouS-
‘espace de dimension flnl” eqyezdrant 1tidéal Z . Soient ¢ un sous-espace

de dlmeas10q finie on re“fv 1’algcbre U et ¥ un sous-espace oupplﬁmen»”
tazfe de Z Qans U. Sclt Z' lfldéal bilaﬁ%re de Uvﬂg“eﬁare par le
'_.seas~equee de dimbnszcn finie V Zf%(u + J*+G) On a vz51blement

.ﬁ+J +Gc:.5£+ﬁ = aonc"ﬂgcz.2'+ﬁ et Gg:;Z*#ﬁ g Il en resulte pa% indac-
’smn sur o que G%; Zi4l  car Gf—’~(zv+ﬁ) gP-? c_; (zwz:)(zwm)c; AR
pour tout p‘;»i Lee?ﬂnronve qac Z'+H U eb paipqae d'aatre part
';Z'g; 2 ,511 lésaltc qnc Z!~Z -

T

Puzs@aév = OVD £ TV + VU' et que 5. Z4W ;tea Voit que tout
e at ﬁﬂ al, o i_lé Zs+i_a un “lSTCQt dﬁ_u@&éuésp
ui est de éimb5310ﬁ finie. Ainsz . ‘:"/Z‘““'H est de

oznnnslon fvmic pou tout s ;>O ; ce qul acheve la aémoastr@t*an-

'Lemme 7 boit 15 Lﬁ‘iu. bélien éaﬁo une zlggb?e ée Lic & sur un

T
PR

cs*as K é& carac cristiqae 11 8X1°tc un hedalc éc renxeseﬁfatlca H

de %, dé diocision finie sur ¥ , pour leguel
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LOR &)

-0 =
1) (Ado) i xeﬁ et zy=0 , olors x=0

2) {(HO.Chandra) si x est dans le plus grand 1d6al nilpotent de ; '
(n°2,8 2) alors x;; est nilpotent.

3) (Iwasawa) quels que soient X € £ et yeg ,ona xuy, =0 .

Démonstration. Zlle est lonzue et procdde par induction sur la dimen-
sion de g/ﬁ . 51 ¢ = £ , on obtient un module de renrésentation
de g vérifiant les counditions du Lenme en déiinissant une représenta-
tion x — x. de % dans l'espace Kxg par la condition.

xm.ﬁ,y)a(o,y) guels que soient ,y€g - Supposons donc que g/-g
soit de dinension n > 0 et gque le Lennme soit vrai 1o:sqae ce quotient

e€st de dipmension < n - Pour metire en oecuvre l'hynotikise inductive, on
ntilisera l'existence dans }/ diun idéal ?’ et d'une sous-alzbbre ‘@

vérifiant les propridtés suivantes :
a) gL' est un idéal rééq’lu‘nle de dimension &£ n qui contient £ ,
b) 9" est.s_gmme-éireété des sousc-espaces g’ et &
¢e) si # est le plus grand 1idéal nilpotent de % , alors
= mnyg’+ wmnd.

Si ¢ nlest pas résoluble, on préend pour 32' lc radical de % et pour

£ une sous-slgdbre semi-simple supplémentaire de g[" dans 4 (Théortme
de Levi). Io propridté ¢) est vérifide car mc:gl . Si gz est résolu-

ble, on prend pour %’ un idéal contenant ;é de codimension un dans gz .

Ceci est possible, car on ne psut avoir o}f = ﬁ + Eg du fait gue
g/ﬁ est résoluble et que par suite, l'image de Dg dans gt/fg gqui
est D(gL/# ) doit tre de dimen

étant choisi, si 4%(:'2.00[’ s on prend pour é 1o sous-algebre de dimen-

ol

ion infézicure & n . L'idéal gz/

U

sion 1 engendrée par un é18ment srbitraire de féL qui ntappartient pas aﬂy’
5i #1- n'est pas contenu dans ?"/ s cet S1ldment générateur de be devra
2tre choisi dans ##¢. Lep conditions a),b) et ¢) sont alors *rivinlement

vérifides.

e~
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Avent de faire intervenir 1'hypothdse induetive, on va utiliser la
décomposition de g en sonmme directe de g/ et @ pour définir une repré-~
sentotion de % dans 1l'slgdbre enveloppante de (%’ « Dlupne manidre
précise, gi rf‘(%') est l'algdbre tensorielle de l'espace g’ y ON
définit une gpplication lindaire = —» Xq de g dans, l'espace des

endomorphismes de l'csm,ca T(g ) en posant : pour tout +te T(g 1)

Xp = dérivetion de 1l'algdbre T( ') p°°olon'7eam; 1lg
’crwctlon de ad(x) a g' lozrs sque ze & .

, Dé‘siﬁaons par J 1'idésl bilatdére de T(‘é’ 1) engendrd par les tenseurs
de la forme y® % ~ z@y -{y,z] ol y,zegz’ {(Te quotient de T(gz )
par d ec't par défin* tion l’alﬁcba:'e eﬂvoloppara‘se anivcvselie de g/ )

__Quels que soicni; E e s OR a
. TyEp -[X,yJT . «L(g ) = s o
:Cecz. esf;' trivial si o ye gz 1 ,y e @ ; ceel fesulte de ce qae '

" 1@0 dérwatlcns de ' L(g } qaz nroloagent les rest:ezc‘i;a.eps des cndomor-—

\ phismes ad(z) (zeb) g’ Qs 1sse»w tz.:.ze z*e*or'mef'"fatzon de b éaﬂs

'Z(fél’} (n°5-§1) S‘i xe@ et ycg 5 ale_.. qv,el que soit tc. fg ),

on a. -
Eets
.'pai 1ge (,5

‘{;?1 iddal Bi

ménme pa:c’ ‘-tqsisw'

idéai est s-’m{z é; :,3_ 8 ;fit de ve.elfler qv”l eqt applzqae n,}lul ;«.éme

par tous l es m@mo”p ismes X‘i‘ of x e @

L*ldéa; J es"i';"st. bi}‘.e. Bn e‘f.fetg si xc«@ ?Oi}.f vérifier que XT-J 3
 puisgue X esz; dﬁe_ adri twn de 1'al’m:>re -'("”), 11 8%,13:5:'1“5 de vérifier
gue xm.t g }_301:? touc maez‘a,»c ar t de }.’meal J . Gr cm a qaels gue-

sal cnk y,z & gc“’

S
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L6
e (y@2 - 507 -[5,2])=[2,7] ® 2 + y&[z,2]- -[z2] @ 7 - Z@Ec.yj -

[x,[y,z]] [LY,y],z—l-V.[x,u]] -[x [y,zJ] 0 modulo J .

Compte tenu de 1'hypothése inductive, et de la propridtéd a) de c}’

i1 existe un module de représentation M' de 27’3 ﬁ, gui vérifie lesg
conditions du Lemme. Soit 8 le noyau de 1'homomorphisme % -~,e-“cm , de
':‘(g],') sur l'algébre enveloppante R(gz',lﬂ') du y'-—module s . Boit

=

t 1'idéal cef-! tenqnu;ﬂs de %' dont 1'image est dans le radical de

(01 1,11 ), Ppisque pouz tout élément x du plus grand idéal nilpotent
de %;’ l'e%ﬂ.comorm-w me %y est mlnoten‘cc {condition 2)) il résulte
duz Théordme 2, n%2,%2 que ZeR . Led pro
- peuvent donc se tradnire dans B /}T 'y paz
i sns-(0), ‘ .
‘>)' le pias'.:zz»and idéal nilpotent de g' est contenu dans B ,

opriétds du a '_module W'

))' | ou«:lQ gue sment xcﬁ et yeg . "'X@ye S .

Puisqae’ E(g,',m) est de. dlmensmvz finie, i1 rxzste un cntier s tel
que Rsc.s . Lildeal '«28 est stable. En e:f:‘f.et si xc@ . alors 1a
:défzvatven }:n de 1' lfreare (} j applz.que lr teascu: anité a:zr O et

lique tcat 818 Lcm% ye‘gy/ swf {x,;]g {; 92’3 I.tazs ?,’ etam‘;

r8si 1m31@ (a), i1 rosvl te de 1a ﬁ*opo ition i1 n°5 5"' cue 1‘1deal
f? .;g} est coatezqa dans le ;adlcal amlpoﬁ nt de e’al . C'est d.eng on
idéal znlpeten‘i: de gf; et d"%p‘f‘es L.)', 021 a c.ane r,.,y}g B . Puisaizé

&

XT ést une Aziefzva"t:io;q de (% Y, it e "°<’,su'¥ te quc .&nci(% ) c.:;

et YT;RS c B - _ - ’
Ludéa’l blle é, 2 Et de T(?!:}; eﬁg@&- 3..7:5' psr ies fﬁenSéaz's de io fo*rme

¥ @ Z m‘;ec ¥ € ;€ &t = egl é.s"'s un 'idég;i .sta'b'ie; .*“Z%a effet, si 5:6 g s

alors Zpe (y & z) [:s,,y] @z + y@& } € B! quels que soient ye £

et zegz,’ s ar 72 e’c gz’ sont deg idéaux de g « Por cen_séquem,

XT ét‘szﬂ_“F u.nc deﬁ ivation de T(gl '), on & Xqe B! .
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L'idéal 2 = J+R+R' est nn idéal stable de T(4'). Soit Ul le quotient

'-)/Z. Pour tout x€g , on désigne par x; l'endomorphisme de I
qui ge déauit de Zp par pessage au quotient. Il 'f'é ulte de (1) que
X —» % est une reozé entotion de gl dans Y . Puisque 8 est de codimension
finie dans (g ), qui est engendrbe par L'unité et une base de g', il
résulte dn Lemme 6 que g® est de codimension finie. Par suite Z :pRs_:) g®
est de codipeneion finie clest-i~dire qgue I est un espace de dimension
finle. Il zeste & vérifier que ce module de représentotion de F vérifie
1es trois cond;u10m° du Lenme.

..

&

1) _81 xe% g_a% gi x70 , alors xn.’f(%')cz e‘s en particulier si I

- @8signe le tenseur unité, Xs.I =xeZ . Upis § 7 car I' est un module

de représentation de %L'-_, dautre part "‘;)Rs (on 8 cbm.wi 1'entier s
pour ceia) et enfin S OR! d'é;prés 3)". Par censéquer!t S:;:st et il
:r%sal*te alors de 1)' que x-: . = .

2} 51 = ﬂst dam le n}.a” ﬁrand id&al ﬁ:«.}.mteﬂt % ae ’5Z . il zésulte de
is L.tmé tieﬂ e} vémf'lee par ?" e*a ‘@ cae X peut s"icwl re comme somme
d’zm élama* de g rg —m, e‘i: d'u.zz clément de ‘@ﬂm Puicqae m egt

xeso.v.uble, il ésal*i:e ﬁe 13, P.fonoszttlozz ?" dn n 5 g 3 guc 1’@:138{1’019 des

- e m +cls que ’ i&’ so:Lt mﬁ potent cozzs cﬁgver‘s on sou,s.-esgac de w.,,,, s

T’oaf dézzantref qac  Eys st 13 tent, il_ suf ..t c‘ione ae émmon‘sfer c"u;‘e- T

% nllpo’cem 1o:§qae " ¥ g m. ct lsi,uog.e yg P AL . ban

OJ

le ,meu_
mier cas, pm.sqtm %{ /’? #  est on idesﬂ n. 1’90;,9;11; de g’ : 11 vésul‘l‘e
de 18 f*ozzd‘tlon 3}, qae ;;é n : ?ﬁf' Si}l‘?'e (yn) {zz*) = y- @L(&’f')g; RS(;Z
t donec yﬁz = Q. S:L v é -{y-m m . alc'fs ad(y) es*i: B c QOEIGZ‘}'}hlS"“}e
riz.lpotent de g dozzc il en cqt de neme de 1a res ‘s:{letmn de ad(y) = g’;;
Pazsqub yT est 3. aérivation p*'alonr«'e & (% ) ee'si:e restrict n,

pour tout "’c aseur % (g il ::ié“ce un cm:ler g tvl fwe (Jm)q'-‘b =0



“b8 % .
Puisque 1tidéal stable 2 est de codimension finie, gecl prouve qu'il
existe un entier k >0 +tel que (y )K,l( 1Y Z et donc (yrw)x_o,
i1
3) Quels que solent x ¢ A et ye? y On & dlaprés 3) . -
X yT.T(g )= x@yal(gl )C R'< % , done LTy = 0. Dlsutre part,
8i ye ¢ , alors la dérivation “yp de T (g') applique T(% ) dans

la sous-algdbre counstitude par lee tenseurs de g' qui ont une composante
sealeire nulle. Par conséguent, pour touk = € { y On. 2

Xy yT.T(%')C:x @U'® T(% JC R'C 2 ctest dire gue Xy Iy = 0 -

Théordme 3 (Ado). Soif. % une algdbre de Lic sur uh corps K de corscté-
rvs‘cique 0. 11 exmte une reé a,cf?sentatmn £iddle X > %y de 7 gui est
de dmensien finie sur K eﬁ telIe gue xH soit nilpoten%; pour tout
ﬁlément z anpcﬁrtenant an plus 'rz'and idéal mlpotent de g: o

Démon,_’cratzon. Soit £ le. centre de aax Soit I un modale de ;epﬂésenta-

tlon de (} véris iant vis , vis -de 1’idéal abélien ﬁ 1es condltians 1)
et 2) dn Lesme pvécédeﬂt. Le p?:oczuit dwect Hage k2 et d{z tzzoaule G de 1a

.zepz-'—’sf.s*em;ai;1 en adjointe de % esi; Te zaodule d'tme repré enta:t:.on de g

qui vérif_ie }.es comnt:.ons dn Théoréme. hﬁ effe‘k qtzels qtze soient ue 1‘&
et x,yeg y OB & xn {n,y) = {xg.u, a&(x}‘y), pa; conséquent, si
x;r alms a&(x)—c et xm,.e doné =0 é’apres 3.3 conélt:um 2)

Si éfazztre part x est éans le plus trra:m iéeal nilputent de % alors }
ad{x) es» m.lpetem: et xﬁ' est nilpotent d*apz'és 1& com:.tmn 2)

oz salte ET es% mlpoae&t. ' ' '

”héoreme 4 (I’szasaﬁa)- Soient clc urie alcébre de Lie sur Bh corps de

;
4

' caractéz'iqt}.qzze 0 et {g,p) une exztension abéliezme ée ()L s e*ziste

une extensvon abélie.me z_ﬁfi’ssen’ticlle (¢ ,.A._) de Ol. avec _:zn issmerphisme

a- de (g daa@ & %el que éz’a . - .

Démonstratmn. Sa:.ent ﬁ le neyau abélien de ;,a e‘b i un module de représen*

tamoa de ?, vémﬁant vie & vis as £ les eandltmns 1) et 3) da Lemme 7.



