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Commentaires du rédacteur.

La rédaction est vaguement essentiellement conforme aux ordres de
la Tribu (n%19, nov. 1949). Principales différences i :

e 31 (modules semi-gimples, représentations, radiecal) o 6t6 coups
en deux 3 modules semi-simples dtun eBts, et radical et représentations

de l'antre.

Dang _le §:2 (redical, représentations), on o inséré un n° asssesz
long (n°4) sur-1llextension du corps de base dans les rep. lindsires
{cf. le bouguin de Chevalley sur les groupes algebriques, p.64). Ces
résultats pne sont pas utilisds par 1ls suite ; on pourrait peut 8ire
les vider % : , : o e

Pour Sgayer un peu so rédaction, le rédacteur o essayd de faire les

produits tensoriels d'slgtbres semi-simples avec le minimum de condi-
tions de finitude. D'oh le n%5 du $2 . = =

Dans le $4, il a réintroduit le groupe de Brauer, non pas parce
que "elest de la oochomologief, mais justement parce que ca n'en est -
pas ! Plgs précisément, 1d cokomologie fournit une interprétation du
groupe §€K1k . des classes d'algdbres sur k ddeomposées par X s lorsqueé

K/k est galoisienne finie 3 mais pour pouvoir le démontrer, il faut

~ avolir en mains cerfains résultsts purement algébrigues (%el le critére

agsdécngOSitiOn) ; ce sont ces résultats qu'il o domnés dans les
nvs :,.59 g it il R

Le théorbdhne de Haschke o 648 rdintroduit an o5 ‘pour des raisons
. & q .

analogues : méme guand on aurs fait les groupés conpacts, on ne llobtien-
dra pas. Il faut done le faire iei mlne. - {En fait, le th. de laschke
potrrait aussi bien venir avee la cochomologie des groupes, puisque ce
n'est qutun cas particulier du fait que hix = C, 8i x appartient &

un grotipe de cohomologic dYan groupe fini & h 1éments).

Pour le rests du & , le rédacteur s'est coniormé sibx ordres de ia
tribu, suitrenent dit o rédigd llensenmble vide : "

Les enncanx sans &ldment unité ont 646 reldzids en Appendice. Te
rédactenr g trouve fort agrdable dlen 8ire ddborrassd sinsi. Il signale
cependant un 18ger canvlar : si llon ajoute un S1lément unitd & un
anneau d'Artin semi-primitif, on ne trouve plus un anneay d'Artin.
Conséguence loufoque : on ne peut plus démontrer (sinon directement {)
gu'un anneau d'Artin senmi-primitif & an é1lément unité. Ce n'est

~dlailleurs pes bien grave, et il propose de laisser les choses en 14t t.

. Enfin, le rédacteur signsle .qu'il 1lui & &%6 trde diffieile de placer
en mArge des points dfezclemation pour indiguer les démonstrations

nonasinitrottantes. -
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AVIEAUY  PRINITIFS.

Bauf mention expresse du contraire, tous les snneaux considérés dans
ce Chagitg (Apvendice exelu) sont supposés poeséder un Slément unitéd ;
tous les modulcs considérés sont des modules unitaires & pauehe.

§'1; Modules semlmSmeles-

1. uodugec sim gles.

IJEFI{*JI‘NOTI 1e~ Un A-module unitaire ¥ est dit simple s'il vérifie les

deux cond_tlon suivantesg i
a). E# (0) ‘
b). Considéré comme groupe obélien & ovdroteurs, E est un rrouve sinple
e o 42288 248z
(au sens de 41g.I,36, 467, 14). ey K '
Lo condition b) Squivaut & dire gue E n'admet pes dlauire sous-module
q&e {0) et B . §'il en est ainsi, tout élument de E @ifférent de 0 gagen-

8re E (E est donc un module ponocgéne ) et reciproquement cette derniére
pvopriété entratne b)

~2xem§1es._"_ _ e an |
4, Borsqne L= Z anneau des entiers, 195 modnles simyles ne sent

autres que 1lss ﬂfsap@s abfliens simples éietinetu e {6}, autrement 4it
les & ;roapes %/(a), ok p est Ofemzer"w,‘ : ; ’

2. aozt B da espaee veeasflal sbr un éorps k ; et aelt A L{E) tannes:
des eﬁdomcfg lsmes ée “.. ﬁ’aoplicatzon (a,x)-3>a(x) de é)%n éans 5

défin§§’s&r B ane etructure de A-module unitaize szngle Qi E# (0) .

,w'

effet si x ot y scﬁt denx élémeqts de EAf X % c, 31 ezis%e un enﬁs¢
morphi Sma g de E tel gus a{x}zy-; eeez slﬁnsze que le sous ~&~mcaule
eagegdré par x est E *0&4 éqtier at t mst blen an é»madule ﬂimple-

Soit B aﬂ %umcdule szmgle. rulsqae B ﬁ mono éae, E esﬁ iscmorphe S

AS/D‘& ; ob O est uzz_lééa}. & gauche de A {Chap.IT §1 Pz'op.ﬂ)
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Comnme 1es sous—modules de A /%M covreapondent biunivoguement aux idéaux
& gauche '@ de A tels gque Utc:;@c:A s on voit que (L est un idéal
maximal de A . Le mBme raisonnement montre que, réciproquencent, si m
est un idéal daxipal de A , le A-module A /7 est simple. Donc :
PROPOSITION 1.~ Pour gu'un A-module soit simple il favt ot il suffit
gu'il goit isomorypke & un module Afg/vn- s O m _est upn iddal &

gouche maximal de A .

B, MOdalés semi-gimples.

DnFIﬁIT"Oﬁ 2. Ua A-mod lule upitaire B est dit semi-sipple stil existe

uge famille ée ﬂeaQ»moaalee simples de E dont E goit somme directe.

& 1a dif*érence de Alp I,§i§,déf.15;'on ne.sapggséﬁﬁgg_gue ia fomille

en questlon ect xznie.

xemﬁles.

1. Le A= rcduLP?'ééai% é (O) eot sem wSngle, car_il_esij

somme direete

tdontisé enﬁre'ﬁwmé&uléé % espaces vectho-
riels sur 4 ; un module simple est u ﬁquce vecL9“161 3 une éz eunsion,

et puiscgue tout capace vectoriel admet une ha&e, on voL% que tout émﬁeéul

3. On werra plus loin gue, si & et un annesn dtirtin seni-gimple,

&
PROPOSITION 2.- Soi%t E un éumedaég”somme (non nécessairencnt directe)

dYune fomille de Sous-modules clmplesi Ej§ 5 Ael . 51F est iR gops-

moduie de E , il exists uns §%?uie.% de L telles gue ls somme de la

ety L= > ety

famille QA 2 Jié.?f, solt directe et constitue un sa;ﬁléﬁeaﬁaire'&e
F dans B .
Soit @3 ltensemble des Qarﬁles I de L telles que lo somme G. = iy
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A . :
solt direecte et que G,(}F = (0), Puisque d} est de caractére fini,
¢§ possbde un 6ldément maximel M . Il reste & voir que Gy est unvaupplé«
mentaire de F dans T . Puisque fﬁP = (0), cela revient & montrer que
GM + P =4E s Ou encorc que tout L)L , AE L , est contenu dans Gm + P,

& 3 A - p—
Ceci et évident si A€l ; supposons done A€ B, of _u> C’,ﬁ GM-&oF ’

Puisque. EA_F\(Gﬁ+F) est un sous-module de I, , distinmet de By

o4

est directe. Il slensuit que

fz

clest (0) et la somme By + Gy +

&

&5 ‘{)"'Z( € @ » contrairement au carsctdre meximal de U+ Cecl achdve

is 6ﬂmoqst1 tion.

COHOLLATERR Dans les hypothises précddentes T est somne directe dlune
VA , : :

sgusafamille ae_la famille des E et est donc semi-simple.

On an@laqve lﬁ proposition é%éc P é {O)

: COQOLLAI““ 2. Tout sous-module F’d'an moaalﬂ seni'simgie E est semi-simple

et admet_vn'sunnlémentqire.‘

'3 apsev ia pwoposztlon grec5de$tn F admex un sapplémentavﬁe semi-szmple

'G[; Agpliqaant ceci & G ; on voit que G admet un supplémentaire semi~sim- :
'ple H ?uinquc deua sanplémMntaires qyeleonqucs de & sent Lsomorphes,

'I ast iaomsryhe~' E et st donc bien semi«simplec

602053é£h4 3.’29;§_ggéflg_gpg§;ggt a/f d'un podule semi-simple E est

Cemzwszmgle. ’ it
et efiet T sdmet un st ppléme 4o, ré semi-g imple z ; ct Q/s est

1somorphe a6 ;

GBQLL&I“J 4. Soit E un module somme directe G’anc faallle mu&, AEL

de sous-modules simples. Tout $Dﬂsfmﬂéﬁlﬁ sipple ¥ gg;ﬁ ¢st isomorphe

5 1tun des 'EyL &
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Diaprés 1o proposition préecddente il existe LU T el que4k . 2 ’
A A

s0it suovplémentaire de F . Coime ‘%iéﬁ EJ\ est supplémentaire de

B i1 s'ensuit que ¥ est isomorphe & j?‘ B et pulsque
Jé‘M“L: = ' b @I _)\,i q
est simple CZZ est réduit & un seul &1ldément,

Remargues. 1. Lorsqgue A est un corps, le cor.] redonne l'existence
d'une base dans tout espace vectoriel.
5 i

?. Lorsgn'un module F est somme directe de deux fam iil dA, et 2.0
' e

de sous-modnles simpies, tout &1ément de &’unc de ces familles e8t

iSomorphe“& un élomcnﬁ ée l’ﬁutrc dtaprds le cor.d .”

‘ﬁcua allans maimteﬁant montrer gué 1le ¢or.2 & la prop.2 admet une

wa

récipfoque.v De fagcn plos précise

3“3”057”7 ?-3;,¢v to&: uou modvlﬂ'é‘um module ¥ gdmet un supplémern-
" taire dans E>5 B es% oemk—oamgle.

Soit- E(.Ls)
Si F est un-
'Vﬂaanlé dé F
B et em?

;n supplément e de F' aans F ;; =
.uontrens ne n%enanu die h(z) et E f (G) ent“'inen%*éhé E contient

un soasumaéule s "nle. D*anfés ce ga; @ﬂeceée on peu% suppoaer B monegéné

éeac~ée 1z for “ﬁs/hz ', ot (L est“un ldéal_évgagghe de ﬁj@istincf'

do & (ggiséaé % ;f {0} ). J'apves le th bO? bme de Keull ¢ esf cortenu

dans un 1@ea1 a "oaehe maxlmal m 3 puiqqam ‘§1L) est ?ral, le sous-modu
mia do T
isea&rnhe =Y (A /zz )/ m/f)z,), done - /m et elest un module simple

ﬁ’apzés’la _v p.?.‘daa¢ svons éone bicv ‘montré qae B éahtient un

ﬁA /ﬁ& | uém@t nn suaplémentalze. Ce supplwmentazre est

ﬂeab-mcdule 31mp1e.
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Démontrons peintenant la proposition 3. Soit E un module tel que
R(E) solt vrai ; soit E, le module somme de: tous les sous-modules implee
de £ 3 s0it. F un supplément&i%c de' E, dons .. Puisque R(F) est veal,
il résulte de oe qu'on vient de voir que ‘ou blen ¥ contient un sous-module
eifiple, ou bien F =:(0). Te pfemier.caegét@nﬁ-exclaApmr déxinltxon
néme de F ;. on B8 done” F= [0) et E =5 ,_ce,qai‘monffe gue E est
seni-simple (eorsi .de la ﬁmOQ'u)- = |
La'Tribu}égjoignai% aun rédactenr de moutner que gl tout}so&s4mod&le'
'ﬁohbgéne de E admet un_sapplémenuaire, E est seumi-gimple. le rédacteur
‘n'a'été foutn dé'tﬁouvér; ni défonatratloﬂ, ni contre-exemple.

%. lodules Q¢Qh~»ujnlcs home zbpes.

DEFINITION 3. Gﬁ.JOauzm szmpje est dlt homogbpe 5'il esh somme
dlrccte de sou ?ﬁOdBlQS sim p gg. 1sonor2hes.

1es.

% .'.:X‘am
45 56 module {0), taa+ module simple, sont aeo moéulcs ?oms*enes.

Enut eafxace ee*oriel est an modale homogene sm? son eorps des

: ' sealalres. 7 = g | | i |
?}zo*faesmma 4. Solent ¥ yn pbdule sehi-sinpley S, un module simple.
.:La somme Ea-éés;deé-moéalesté E iébmofnhes 8 est”un_sou”~module

f

homo#éne de E ; nneln eomgpsan? Eomﬁgene de B é'esgcce S . Le mo&ule
é

Lz}

§§£fhagme ﬁe cte des souk-podules L relat;ésmquxfaiversmmoaales
sfﬁgles'zgm & .
Eerivons E comﬁc somme diveete de modules siﬂplec : B = %;I"ﬁ£>,
S T
et soit J. -’.i.fensc mb 1e des t€ I 4els que’ I? soit icomorphe & 8

‘Posons F = wZ:'; H;-. Il,est;ela z que F_ est un nodule homogine

A a  le€dy e T e : _
et gue E est somme dircete des difié enﬁs_?a « Il nous suffit done de
prcgveéigae 'Ea_z Fa . Gn,g_évidemment F@::;Ea . Diantre part, soit G



=B ‘

un sous-module de. E igomorphe & Sm s €t soit G! 1l'imape canonique de G
dans B/F“ ; puisgue @ est simple, le noyau de 1thomomorphisme & —>Gf
et soit (0), soit (G), et G' est done soit isomorphe & G , soit réduit

(0). lais E/P est isomérphe a 2, IIL ; si G  était isomorphe
1€ |

3G s, dtaprés 1a pfop 2, eor.4 G' serﬂlt inhOfphe & 1llun des R p

15£J s Ce qui n'est v'nam Le modulb G' esth donc réduit & (0), ce qui

'_signifie que Gg;_Fa . On g gonc EaC:Fa , Aot Ea,? F, » ce qui

acheve Yo dcmonotration. -

:E'.e mav' U S

Les rGSbltatS ées n 2 e 3 onz valables, non oealerwn% pour les
'A~moéulcu uazmaxves, mﬂic paur tous les fzouo cs abfliens & opéroteurs.
Ceci peat se v01 i ‘s0it en examlﬂﬂni 1ns damenutrau érs; soit en romor-

'qaaau gue 13 peut assoe*er caq01?qae§enﬁ ﬂn.&-msdule &ﬁltulre tDJt

ey

_chape 3bol e ia Oﬁezatca“s p 1e p*oce&e &ee“lt
(of Lllon ¢

é
: ..S Alqo -‘ %?’

avlieu rg oualié ae o*eeiﬁe“ que le A~gadale sateﬂu ,

&ait unit aife! 13y,

4. Gomma%an% e% bze@au %,._‘

‘anneau des endo hlsges?ée E.on

{!lsﬂ.} ""3"11(3’{) de Slx daps L _aél;.!’ii’c sur BT

une strnetL:c;deRSQ’umc&aLe anitﬁiﬁe & ruuche. Si & est un & Aaﬂeaui

élément unité, Gout hoaomoxphzsne © ¢ i—>Si deflai% &ene sur T une
_st?aetuve de A—aaaalc 2 ﬁaache, quz emt unztaize si @(1)~? . Réclpzeque~v
megt, 11 es% ela ir que %oute stwuctafe ée A»madale aﬁlaaire sur E définit
un ﬁel homcmerﬁhlsme 9. et an qeul.i On & 3 A

{t;\(a))(x} 5 'aea , %eE .

i)

vn 1)
(Dv
I"h

“En pavtzculler +out sous-anneau B de S2 , contenant 1 nlt sur

s

une structure de B~m9dale unluaiﬁe.
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DETINITION 4, Boient E un A-modunle unitaire, © ¢ A —£2 1'homomor-

“ -

phisme associé & E . On appelle commutant de A vis & vie de E (ou
simplement commutant de A) l'ensemble A! des 6léments de Sl qui commi-
tent avee tous les Sléments de w(h).

En d'avtres termes, on & ueh! < (ula.x) = a.ulx) quels que
soient o€l et x€E) 3 A' nlest sutre gue ll'annean des endomorphismes
8e E considéré comme A-moduls.

La définition précédente stapplique notamment lorsque A est un
.. : - ™ ” e : o - - "
sous-annean de S et gue v : A->82 est 1?gpﬁecﬁaqg de A dans S2 .

On peut donc l'appliquer & A' lui-mfme, et on ob% ient ainsi un sous-

anneau A" de $2 , appeld bwcomma at de &5 Ii ee% claie que An > o(8)
mais, en gén ér@l, on a ﬁﬁf @(A)

Wem"A'u;.

-5 On'a (E(A))é;é' on pOu”fﬂl iohe'ge‘borncr & dtudier les commu-

tants deg’ qouQ—qanemux de SZ Cela fevierdrait a n'envisaner que

aes A_mcéal £ ééles. ;
' 2.AS1 A est souﬁ~aﬁneau de S5 A()Af es% le centre de A et est _
S eantenu daﬁs 1m centre de A'., Bn pﬂ th&limf, si ﬁ est eommutﬂtif
oﬁ a. AC.A’, d'e& A' :)'A" et A cst le cem:re de A' ; done 1le
eb eommutanb d*un annean commutati; esﬁ comaat@tix. »

?RGPODT”TO 75. Soit E up Anmodalb ani%aife'&eﬁt ié gréape'abélien

ﬁcas~gaeent eat somsic divecie dlune famille de g6 S~-pTounes 3} . Solern
ce 3 5 : L wolen

P, les BﬁOﬂmc%eufs'at%achés'bguoniaaeaent'é cette déeohmosition en

scmme directe. Tes trois propridtds suivanites sont Sdauivalentes

(a) ZLes 'QA"'sonﬁ des sous-A-modules de & .

(b) Las projectenrs A?} appartiennent ov commutant A! de A .

{c) Lcs ?A -ssh%.ees SGQSaﬁﬁmaodales de B , A" désisnant le bicommutant
o 2 4 : de &8 o



 COROLIATEE 1.

M

(a) => (b) résulte de Alg.II, § 1,prop.7 .
(b) => (¢) car si l'ona DbLEA", on a b.ijz p./L'b d'od
: b(E)L) = b_(p_}L (E)) = pi(b(E))C 138 () = Ey-, 00 qui
- montre bien que. :)L est stable par les opdrations de A" .

(e) = (a) car A"DA .

Boit B => Zy-una Ae _och vérifiant les conditions (a),(b) et (e).
uoz(" dész.;acwm par /1.]; et Aiﬁx le commutant et le blcommutant de A
&

risg. a vis du- Awﬁswlc L) .

~"‘OPOOI’-’IOW 6. :Soit_ T gn A-podule unitaire, somme directe de sous «-Podulcq

= .’ La restriction by de tout ﬁl"ﬁfﬁeqiz' be AT
.):. .)z. ::

Soit ue&k :' et soit u Itend dor ornhisme de 33_,

pf.)L , &% coinc

i&_é f';a'véé u ‘s'uz‘« i .2(

‘ - bi (U.(XA )),
ce gui nioziére 'y ) € AY‘!&

dang -

B sait nulla

i
gh sn@ b ﬁe B :
élsments ‘704% = -
Ia néeessité o §%¢ Pour

p:mu‘vér iz suf

uﬁ)il't e nc_o !”Qf}‘.’:i

est une apphcs%ﬁ on A lméa ée' E.A. dans Ep « Vi 1'14y§ot:nése.faite
on a donc uAF- O si .)L fT‘ p Qa'f‘ ‘ci;;ni:tie qm: }.as ﬁ.h sont sta’bles

g tout ue A' Il est a}.c_., lelil _que touk cnaamor’ﬂ}:l me de E de la
forme _- (xA) — (b&&{x)‘a ;3; avee hAg i, comgate oux 61énents de At,

ce qui démentre lz coro] lﬁlre‘-
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COROLLAIRE 2. Supposons que tous les modules Eﬁ_soient isomorphes & un

méme module F , et désignons par Ay et AJ le commatant et le bicommutant

de A vis & vis de F . Pour gutun endomorphisme b de F gppartienne & A"

il faut et il suffit gu'il existe un £1ément b€ Al tel gue

b(gA‘) = bF(Xﬁ,) pour tout %ké]z& (identifgé’é P par abus de longoee):

Comme précédemment, le commutbtant A' est formé des motrices (u )
— : ey
ol uﬂqzé AL - 11 s'ensuit d'abord gque la condition de 1'énoneé est

suffisante (prodvits de matrices ! ). liontrons qu'elle est nécessaire.

Dlaprés la prop.6, tout DHEAY est de 1la forme .k) bj (%4 })
avee h} e Al gvﬁciiuvcp; 1ltendomorphisme de 2. défint par
{x 1 - { ), avee =0 si A : St
i L % Py ¥ ,
"8i 1'on écrit que b et Cyy commatent, on obilent aussit8t gue b= bg .

‘ce qul montre gue tous les %J£ 3ont-égaaz, et achéve la démonstration.

£

f. Les éeux @O?ﬂll aires pwéeéa vus déterminent 1es”bicéméataﬁts &e{A
dans les cas les ﬂlub leG?tanuS= On z ?emarqaera daé le cor.2
contient comme cas particulier 1ls dgte”mlnayzen du cenire de 1l'snnemw
des endomorphismes d'un module libre, Af%itﬁvaa Chap.II §:2,a°5'
‘:2,-29 eontena de ce u° nla aucune CQQeee de rsopert aved las moaales

'se@i«siwples 7 le rédacteur 1'g ica:re la parce qu'il Jllaxﬁ en

2

avolr besoin, pais on gaps;ai% tout sussl bien le mettre dans le




b ol

THEOREIE 1 (Lemme de Schur). Soient § et T deux modules simples. Toute

application lindaire £ de S dans T est, soit nulle, poit un isomorphisme

de 5 sur T ,

Soient ¥ et I le noyan et 1'imege de 7 s respectivement. Puisque W

i
.est un sous-nodule du module simple 5 , ona N = {0) ou ¥ =8 . Dane

le nre‘mimr cas I est isomaz‘v}he & 8 , done distincet de (0), et comme T
28t svmple cecl nm:raine I =T ;5 £ est alors un isomorphisne de S sux T

Jams le second cas £ est dvidemment nulle.

C.O:;OLLAI%. L'anne_au des endcnoxnhmmns Cz'an modalr "mmle pst un eorns
En . ei,cez,, d'ﬁpf«cc le ’c’«é me p’ﬁéeédmnu, tout 61/&nt Ge cet anneau

vst soit mﬂ., soit inve si le.

Démon‘rrorzs?meimenant un rés ultc,‘i; ans 111 ii g

Imm!E 1. So:i.-,-__

'im A-af"i')dl}.}.c scrzimmmﬁ Le s b xm cleaerﬁ: du cietﬁm%fgné Al

cie A via vis ae E . Pour ‘bom' X el _e.l @251:;1-@ a%x%.

2.% = '§3( £) .5

Seit i?_ 1c hcrule Aux de B} puisque T eot ser
un 8w n 1rmenv' it est;oac Stal" pez'b . a'ai}:é:
%€V , on g a B i)é’if = G.%.L.Z}» = ‘
ﬁaus ‘:list 1drali sev' 178 f'észzl'nat :}Iééédéﬁ%ﬁ au égs;h@‘;év’n 616ments

X, 1€i€n, g"élémﬁn’fs ée EB 11 r-*x:.ste T tel gue
’aski:_?lfﬁf‘ifi) Pmom k,is,n o

Soit E® 1z ‘gomme direcets. éé B méalas ‘isomo "phes & E . L'6lément b

3 défiﬁit L'in ’enﬁamei‘bhismg ﬂ‘ ﬁe B ?r‘:\&r,lg fOZ‘Eli}.le :
Byy) = olyy)) , 1<isn
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et dlaprds le cor.2 4 la prop.56 B! apporticnt au bicommutont de A vie &
vis de Z% . Appliquant alors

“
o

& B® le lemme préeddent on volt au'il existe
a 4 tel que g.%; = blxz;) pour 1gign, C.Q.F.0.
COROLLAIRE. Soient

&=

an A-module simple, K le commutont de A vis & vis

de E . Ztant dounds n Sléments Xyseee9%, de T , linéoivement indépen-

dants sur K , et n §18ments arbitraires Tyseeesd, de B , il existe

2€ A tel gue BeXs = ¥y pour tovt i .

Puisque le biccmﬂutﬂ’t de A est l'ensemble de tous les endomorphismes
du Yuesﬁbce vecso_iel E s i1 existé un 41dment b de c6 bicommitant tel

que b(m.)uyi pcuw tou* i, d'ol , dlaprds le %h.2 un 418ment A

&

tel gue a.y. = yl po,; oot 15
ﬁema.gu
51 lion munlt de is topolowle uiscﬂ te ct 9] \ﬁ 1n topola ie de 1la
cchngeaee S1mpl ; lc th.“ exprine que @{ ) est dfq e dans A", dlos
le ron de "ﬁhéorétae e deasi%;é" g ot 82 @yant le signis fieation
”;exniiqaée su ﬁ 4) Oq netara qun A” est xegfb “w“s Sy {cor défini
"ﬁar dee é@ tie hs‘ noae quc A es t 1?eaap£¢ e de w(é) dans SX .
1r faaﬁ‘sé'lwzaer de efoife qan le t? forbme ﬁe &eﬁSL%C 50it spbeial -
- aux é&éales semi —61npl 5, On a en cffet 1ﬂ rés thé% suivant

:30?@52?105 7. QOibﬂt b un sniesu commutatif @“;ae=rﬂl, et E un A-module

P

de tvpe : 1ni. Le oicoﬁhutﬂn+ A® de A vis & vis de T eS€'éﬂai & liensemble

9(A) des homothsbics ge

k)

s

Or saif (812.VIT » 8 4,t5.2) que E est directe de modules mono-
gdnes Ei . izi,...;m ; iSomérnheﬁ é,.Affégi oh les . sont des idémux

de A tels gue o ‘;-bz & .‘.g;éz . On désignera por e, un générateur

esm

i

de Eixg ﬁ;i st &anc l’bmﬁaiiteu




T
J'aprea la prop.5 tout Elément Dbe A" laisse stable les Ei $ 4l
existe donc des 616ments x;€A , L =1,...,m , tels que
ble;) = Xge04 ﬁour tout 1 . Comme b commute avec les homothéties, il

s'ensnit que ble) = xi.e pour tout eeEi .

Soxt maintenant Ci l'eaaomo“dhlsme de E géfini per

Cyley) = e et Ciles) =0 si' IF L.
Cette définltion eo* 1ielte puisqgue '@Li o o g * Si 1'on éerit gue b
commute avee C, ,on obtiert él, | : ' '  '

c (b(ej)) = 0 (X1.e ) = 1{10@1 = b(C (e )) b(@ ) i 9

'6'0a en eompaxant,  _1 x. 40&. dié;. I1 en ;ésalue immoaiﬁtewcnt

que b coinc*de_avec 1'hemota‘tle e ceancvt z Ll

CO:O&L& I2E. Soient B aﬁ cs*ace vectoAzal ge é;mbang ivnle sur un

00333 ¢c§ma§at1f:?-, D ur eﬁaemo phlsmc dc E ?oum QLJL; CﬂLOﬂOthlS

v commute avec

[‘ ty
C‘t"‘

8&1.

LOQS les baaem his es Gii eonmutcaz avee n 4 il
et il oafxlt'qne“v 601% un pelvnoab en uox

Seit A

LZX& llswaea“ des noly omes sur F 3 Qﬁfédmi% E d'une struc-
tuze de Ammoaalﬂ ca ao:ant ?.e E(a){e) gour Pek (ef. Alg.VIZ,

S ,,n 1), e+ 1*0? wgglzﬁje 1% pfop ? ay mo&alﬂ aiﬂSl GD%Gﬁbn :

¢

}ié'néc"? ﬂ}a évzaemmea%_iiCé'ﬁ voi% avec les aﬁﬁeeu¢ primitifs,

?eﬁ'ellefne seza pas atﬁlzséc dans lg Sine de ls rédection. ILe
‘réd ctcu_ ne l'a Lsarrée 1c¢ g u_pa¢c¢ que son cbréllaire”esﬁ utile

dans les dlgébs de Lie '(nhéérie-&és_hézitieéﬁ).




P

. ‘ = 15 - e
§ 2, Radieal._ﬁeprésentations lindaires.
1. Définitions.

Soient & un annean, T un A-nodule unitsire. Roppelons (Alg.II,§1)
que l'on appelle gnnulateur dtune partie D de'D l'ensemble L (D) des
g€ A tels gue s.x = 0 pour tout =xe€D . Lorsque'D est réduit & zin'
 élément x , on derit o (:i) an lien de o ({x})

Pour tout D , ¢4 (D) est un 1ddal & gavche de 4 ; si D eetgun SouS—
rgodulaae E, a (1}) est un idéal bilatdre de 4 . In ou ti
~teur 62(“) de E 1u1~'éﬁé ' st un 1&431 bils Jre:éé i) q&i Alest mmtre
: qae le noyau &e 1'homomox sme cgl 1qun @:‘é’é;g »h : SZ_ désipnant,

conne . aa § 1, 1*aaﬁeau ces enaom@:v%?sme: ga~~“ouae abé]

‘..,n
ol
(&)
=
48]
Q
@
243
¢
(1)
&)
)
()
]
o

ait

- %

igdle. Of aaaerve*’

e
l“h

de E . iersqae QL{L) = (O) le ﬁoavle T oo
que :x(.a) =-f XeE a.(x) , _

Le’ bat aé ce parauraphe eat d’étnéler eertalws anncouz au ‘moyen des
mouales sur ees anneaux. ’

FI‘*—:ITI@-? 1. !?n _guneau A est dit_

:eziste:un A-podule
"'sigyle et fz&cle.

rimitif stil

En anne & est ait semlepvimitzf 3’11 eazgtﬁ un A~nadule semi simgle
et 41dole._ - :

B??T§I§Iﬁﬁ 2. Qn avpelle raé1031 d?aﬁ annean A 1'1ateruccti0ﬂ aes

aanulateuzC de teub le Aawoﬁules s;m@les.

?;GHG“TQI 1.' Le faélcal a’an aanequ A e % ;;‘pldsAaetit idéal bilstdre

o el gne 1*apneﬂu guotimnt A/Qx s0i% -sgmienfimit‘&

» Sait zr 18’ z r'cal de & ;‘1nte?sectio éés annulsteurs des ﬁ-ﬁseales
Vﬂlmples LA. 3 11 egt clﬂiv que E *,ZS hji est un podule semi-sinmple
dtannulsteur P ,Tet peut done éﬁfe csnszaére comme un A/&F’uaodale semie

simple. 11 s'ensuit que le qaa%ient'ﬁ/ﬁf est un onnean semi-primitif.

g



_.i, sy

o D -

Léciproquement, soit (¥  un idbal vilatdre tel que A /ot soit un
anneau semi-primitif, et soit E = Z: EUL un.A/%Z -nodule senli-gimple
et f£iddle, sonme directe de modules simples EJL « On peut monir B
d'une f*‘cx'uctux'e de A-module, et on avra alor =) A (BE)=d . lizis on a2

X (E) = (}tnlE} Yy et les By sont des A-moaules simples. Dlaprés lz
déflnltion du radieal on a done = Ot(E) > s C+Q.F.Ds

COROLLAIRL. Pou%;gg'un gnnean £0it ﬁemi~primitif,i; faut et i; suffitf77

gue son radical geit.gul,

PN

ﬁcontvcn p@-"?; 11 cwt reéa’

,1e e¥ Fiddle

:fﬁotera q&e,’

~Si0ﬁ iaAinze_qu* K éf( ) n'est wss nn annean ﬂlmple
en”GQOEpﬁlsaas de s Ae LGi ée E

distinet de (@) ot ae &L (5).

car 1'enscmsf
Ehbe de ;5 {
B, E'a res 1

fiaéal bila~

' de dm@plté (§ 1, h.?) tout aﬂneuﬁ pﬂlvitiF est

séds—aﬁneau out dense é*ﬁﬁ'ahneaa ob stenu comme précéd ment e+ reci~

progucment i sﬁ'eiair qaiun tel ssuo«aaneau est nzzmitif.

4. Gtan meau 2 ¢ $>Qﬂt10”8 est Seulap;iﬁltif, car les Z—meaules ﬂlmplns

Son%.les gz,;g s Q/(p)* p premicr, ot 1‘15% xqpe%zon de 1 urs annulaisy:
s : T e - eb% {O}



M
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Les propositions sulvantes fournlesent d'avtres exenples d'asnneaux
semi-primitifs ¢

PROPOSITICN 2. Tout produit direct d'anneaux semi-primitifs est

genl-prinitif.

Si les AJE sont des snneaux seni-primitifs, de modules seni-simples

et fiddles & , 12 somme directe B = 2. ?ﬁ eat un module semi-simple
i .

- f = : : :
et £idtle sur llanneau prodult fTE ézb s 1a structure de module Etant

7"—‘ e Z & r" = ,ga( : 4 é_’.’ 24
, B i) o (% %} ¢ Ty S ) g RSBy
I1 s'ensult gue I Ay vst an snnean Semi-primitif.

PROPOSITION 3. 'Sciﬁ A un snneasu primitif (resp. semi-primitif).

L'anneau Pﬂ{é) des ma%riees,é errées dlordre n sur A est un annecal

pripitif (vesp. semi-primitif).

81 E'@Sﬁ.&ngwﬂchEe;-ﬂﬂﬁﬁ mpnivons § d’uwe g rvct’wﬂ de I _(A)-moduie
- s s | o
en -posant (a. )x.) = (2, S:.e%.): Gn 5 les ﬁ“gﬁwzoéés saivanves ¢
e 157 =1+ 1373 :
8) 51 E est fiddle, E® est fiddle.
b) S1 E est simple, E" est simple.

Soienﬁ‘€xi}.et (yi' deuz Slimente de E® , le vremicr niétant pas nrul.

i1 ezis%eiéOQC un ‘indice I tel qué L?$G s &%, Qalsqae T cet Simble, i1

egiSte‘desv aie,ﬁ ; i:?,;.. n . tels.qge. aiexkzyi La matrice {a j)

=0 si 3%L s a.%ﬁai , ést done telle gue

, e Eio
, ce qui prouve bien gie EY eat simple.




-?f':_,.;a € m,

w1 =
2. Détermination du radicsl.

Démontra_ns tout d'abord 1le résuitat suivant @

PROPOSITI_OH 4. Te radical ¥ dlun anneau A est ildentigue & 1l'intersection

des id6aux a. ganche moximoux de A

Par "cfijéfinitio'n, ona ¥= ﬂ oL (EA ), o E}L parcourt 1l'ensemble deg
A_modui?s simples (cn ntest dlailleurs pas on ensenble ! ef. Livre I o#

1r 1ecteur 'tfcu.vex':x l@s formules d’e}»OJ?Clm,.‘thYL can on’iques. vils OO

6]
0

6"ar;tre nart ﬁZ “.4\,) —{}E%(x), et dlaprds la. pfog.‘! du gg’ll‘, 1

,Ué(x), % f D, f‘on’s des :v?éau_,c & zanche 'mczlncxaz«: de A et réeiproguenent
tout 1déﬂl a & uchc mexzin ‘,1 io N oot lfan des @ (x}ﬁiﬂa proposition

o

- réﬁulte s.mz‘dl

?’”‘O o 1{1 Se.z';eﬁ% & un annesu) le radical de A . ::%me!m

> =z
2 Ko

aé& gfpgaz"{;i@ ne 311 fant "il'sivdffi‘é c;re DQD,J 'i;t./‘ ‘

3 "a,t,xeﬂc 6&1&3 A .

Scit {m %
1la prop 3,

que'ﬁ, qme c‘ozt t So_z‘% g 1'idéal A.a .

Tes re 13’519?3@

mam,
&+ m, ;# m,
1o ¥ ﬂ%@

| (i fz)f?fﬁ = ?

sont vw iblement Gguivalentes (L¥6quivalente de 1a 3°™ e ge 1a 4°28
rést_lté *ée{c-a q_u.e*-, M, est meximal). Il sfensuit que a € ¥ Sguivant

& ce que aucun élément 4 1b forme 1-xa , xz€h , ne soit conténu dons

aucuy ii:,al 5 pouche maximal m, 3 ataprds-le th. de Krull,
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&Y O Lo

=15 =
veci dquivant & dire que tout &1ément de la forme préeddente est inver-
sible & ganche, C.Q.FeDs .

COROLLAIRE 1. Quels gue soient 'x€A ot acH ,1-xa et 1-ax gout
inversibles.

Puisque ¥ est un 1déal blleté%e, 11 sumfzt de vé rifier gue pour toat
‘ae’ , 1-a est inversible. Dlaprds le th.1, 1-a & un inverse & pauche 3
si on écrit un tel élément sous la forme 1D ; ilﬂvient ~a~btba = 0
aven b = ba~a et bew Il s'ensuit en A?'};'a'pliquant & noavesu le -
th.1 que "—5 és%'inversiblé éuﬂquchcg et comme il esﬁ inversible drcite,

il est inverslble et son 1averse est 1-a qal est ﬁone lui 8&»51 iﬂversible

CGhOELAIan ?e. Ze vadlc al &*un anneau A sst ide tigae au radlcal &e '

l‘aaneau oggogé Ae : : S
' »oiﬁnt ZV eﬁ : Ie radlcal ée'A et de A° respectivemﬁnt. Le th.t

3 .
3aint au eor.? aontrﬁ qué aV c: W’ 3 en éehsnoea@& les r@les ds A et
e A° on. ah%zcnt ?‘ < k?" d'o&‘ W; _{2; .

GOaGLLéI:E 3. Le radical d'un anneau A est id eﬁgiqga'§ i’in%eréeetioﬁ

des idéaax 8, cxoi e maximsax ée A .. -
Eésulte iﬂmédxatemsnt éu cor.? et de la prop’z .:15 '
Remarg D'aprgs 1e cor 2 cl-dassas; 1'aﬁneau eopasé é!un anneau
séni-p ﬁim1ti£ est eemlwprvmitif. ?ar cantre on 1gnore s1 1’aﬂneau '
- oggo¢é a'un anneau plimitif est p“lmitif.
* emgles. _ 4 | _
. s th,1 pe“met de déterminev le fadieal de ﬂomhreag.qnﬁaaux‘,Par exem~
ple, si llon prend 4 = K[[X,‘ ,...,X ]] ' alﬂebfe 633 8éries formelles

‘en s 1ndéte?minees on voiﬁ teut de suite (en utllisant ia aétevmiya+1on '

;des &léments invef31bles de A faite dans élg.IV, § 5} que » est



B un zépece vecteriel "ur K = <§6(L) 1’al”ébre des eméomorphvsmes de
:Gn appelle reggéaentatlon ‘linn z " de & dans tout hoaomnrwhlsne B de}
il’alﬁésr ‘h aans'Ifalﬂebre éffn) qui traasfo”ﬂe 1" '

 3Vﬁ l*olémeﬁt

| déflﬁltzea 24

puisque i estj n al é%re suf K et poasede un éleﬁen’
;Ldeatzfler X

aﬁité??it‘ii s 'JSth que

U

= an o
l'ensemble deé géries formelles sons terme‘constant. *¥Plus généralement,
le vadical d'un anneau local est évidemment 1l'unique 1déal meximal de
cet annean ., A

On volt de la mBme manidre que le radical de l'algdbre de polynomes
K[X1,..;,XS] est rédult & {0). Il en est de mBme pour une slgdbre extés

rieure, *ainsi gne pour l'algébre-enveloppante dlune algdbre de Die*.;;

3. Bér éfalitﬁs sur 1cs représe tations linﬁ&lf98¢

Soien% A ane ﬁlgéb e sur ua corps X , ¥ un esaace vee%oriel sur K

'nt unité de gﬂ_f

g(u 01:1 a Oi'ié :

M(?
;ﬁ(x+y}

. f&{x.y)
. ,ﬁ(ﬁ,.z
Paisqaa

le produit d'i

Roclp?oquewen%-;soit E un a~@edule (aﬂth1°e ﬁ;gaa‘he), et 001t
Q‘DA“"’}Q

:'homOQOf@hls@e saz definzt cette sv tuze ée A—Eﬁﬂﬂle.:

Vnité on peut

Saa0~al"ebre de & fommﬁe aes mvltlyleu ﬁe 1t61ément

=% est muni d*une stracuare d’espace vectorie,
. _ e ne gur; %



(/

‘/L,/

Sl

Puisque les é1léments de K commutent avec ceux de A , les &léments de

@(A) copmrtent avee les homothéties de B , et sont done des sndomor-
phismes du Z-espace veetoriel E . L'homomorphisne © prend alors ses
valeurs dans Jf(h) et aéflnit done une représentation lindéalre de

A dans B . }

On voit 2insi qu'il y a une corweapondance blunivogue entre les
A-modules et les représentations liné ires de A . On peut done traduire
dans le laﬁgaﬁe des rep scntatlo lindaires les notious et résultats
de 1z tkéozze des modales ;.

Une feerésewtat1on lin ive @st ai%e ivréduc*‘b-e gl 1le madule

associé est simg +

~ Une repféseﬂtatvon llﬂealwe est dlte ccmglétemant réductible 51 le
moéala assacin est se&a«szmgle. s e »
On a@pelle ggggg d'umc repvésentation llnaalre lfaﬁnalatear da moéal’
»5536sié ‘etest égalemeﬂu 1¢ noysu de 1*homoma?n%1sze 8 s A - ;»&E (E).
Une ?egréseatatlca llne*ive est dite. fidéle si 1e modulc a@seozé
est fiﬁeie, @atfemenﬁ dit si sén noyﬁ& es% rééalﬁ (@) |
Deux f’??éscﬁtatTOQS 1laﬁalﬁ 88 ont di+eg samslables si lms nodules

=

ééébeiés;s nt isemsvghes. On di 51 i gu{elicg 3§p rtleﬂaent  im

méme classe.
W

ﬁn cas ywstvcullcz impozta - de “enﬂesen at1on lindaire est celui
= i '
.0& E=K éf(b) étant alofs l zl?ebre des matricas carr’ ‘es

d'erdre n . Une telle regrésentatzoa eﬁt dite ma+r1czelle. Toute

fen ésentetlen 1inéa1fe ée A dans un eﬁgace E de dimensien n sur K-
éﬁ%fév é QFnt semblable & une renfésea% ation matrzclelle é n est

a1k 1z désré de 19 renrésentﬂ ion. ?cax qae deax repvésentat*ons
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matricielles M et Ii' soient semblables il faut et il suffit
gn'il exisie une matrice inversible P telle gue

I (x) = B.1(x).P7.

4. Lxbtension du corps de base dans les représentotions lindoives.

Soient A une algebre sur un corps K » & un espace vectoriel sur K';'
m: A —ﬁui?(E) une revrésenta tion'linéaire de & dons B . D'autre pmrt;
soit L un co,bb commutmtif,'extewszon de K . On poue, comme d'orainuire
ie prciait tensoriel étsat ;uis su: le cerps K .

A(Iv) es% une alweb“e sur L , (L) un oquee vecto*'“*

éllens d8%ini ”,ae ”ep”cgentatlon H(n)

‘ Seit u.é % 5) aﬁ Kanadomorﬁhlﬂme de E_?

Qf(ﬁ B‘) {nea- l st%uetaﬂe ‘de K;elvebres), et se p?alez e dsnc ds

-fqgsn ua#qae & ﬁ hom9m0rnhisme {de E_algebres)
D t L@ e > LEg,) - -
‘ 9@ w@me, I’hemswcrﬁhiqme I se. pfolcnge de faeon unigue en un

: I.—ho_asmarzzhlsmg ix : AL ,«-ﬁi (E)® L . on peu’h alors poser ¢

E?I?I”z'ﬁ 3. @ﬁzaébelle fépmésenﬁetion‘ebteﬁuc : partzw

éign L du eofps aes sealazzes iz representatzen ;o
ﬁ*az:‘_.'
Ga a éoae par ﬁézzaatien

gy (x @ A} (e ;z) - mx)(e) @Ay, xeh, oeB A, pel .

de U par exten-



'\)
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Remorque. Lorsque II est une représentation metricielle, il résulte

de la formule précédente que la matrice M(L)(X @_)\.) est le prodult
de la motrice l(x) par la matrice diagonale dont les termes diago-
neux sont tous égoux & A . In particuller si 1lYon identifie A & um
gous~-annean de A @ L par l'application x -> x®1 , on volt que
la matrice H(L)(K) y XE&A , est identigue & la matrice Ii{x)

- PROPOSITION 5. _S_i oL est le novau de la représ ema‘tlon I , le noyau
o DL .

de ls represovta‘cior; I.J.(T) est ()L(L) =
Par dé“invtio;q, (L) s ob‘cient&par composition
AQT X, smer & £ (Eigy) -
Illrésaite immédiatement ées propridtés du produit tensoriel de deux
e'spaé_es ~vecfc-osi'els (voir Alg'.'III,. ou Alg.II, 2“§e &d.) que le noyau
de T es‘é | (JZ@L . Hotre proposition est done une conséguence du

lnmme suivant s

'.{C”" zmomomornq Sr’e czazzonique 73‘ é@{ )L —> - {“(L))
est ;}mnz.vogam : ' i

Soient {ei}iéI uné base ﬁ'é E sur K s donc de E(I,) sur L s et
{JL }o(é.f any base ﬁe L sur ¥ . Solon‘s a1,... ,al‘ des clﬂa s linaair‘e-
,nent indép@mants de éém, , P'1 ,...,p., des 61ldments dé T . H_ous

-3 I _,,,. o
'ﬁeveﬁs r:zantrer gz;.m gi p.? :,z1 + p, U F oeeath ;z .a =0 , slors

8

}-L --b.u-» }} e .
_ : Sozt (c.j) 13 mtrwe (éven**uellf*mcnt 1mvni°) de ur relatlvemeni:
{e } , 6t solt p, = Z';; ya ,)g,% » YaeK ’ le déje;’oppement de gz comnme
conalnalsen lin é e (& coefficients dans X) des ‘A'a(. . Ia motrice de
i ‘ 7 3 = 54 . »

uF8E per iagpor? & 1s base {eil de E(L) étant (p* ’eij) s 12 relatzoxi

er u Oéqmvs»m é, Zz,p ‘eij 0 pouzr toat ceunle i,jeI s
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ou GHOOI‘G 2} Z

7,0 Y .c 13° A, =0 pour tout couple i,jeI .
Comme les )ta sont linéairement indépendants sur K , cette dernidre
relation équivant & QZ: yr.cij = 0 pour tout couple 1i,jel et tout
o : :

aed, ou encore 4 s

y;.u1 +y .ua + P +-;"j;;«'iy§.gk.z 0 pour tout ae€ed .
'Euisgue‘iéé ‘ur qont 1inigifoment indépenaantu ceci cniraime y§_§'0
dvon o e 0, 0D _

' ﬁéte;“Zé £mdacteur trouve sc aealeux dtavoir & faire bne‘paréiﬁln
démonGtraulon dans le Chnp X ou ZI dtAlgdbre ] Il p”cgave un olame
et une rédu;%lca d*grm wawc & +ous lés sﬂle ids qul cnﬁ zodlge ou lu

- le ehqp TII @% 1 ﬂft aln_l réduit & cette ﬁrhsﬁ”'?f egztée‘

331 nﬂoflte 971L61Cﬁ6 e 1’00c351oq ponr 'sigﬁ;léé gafil 2 é%ilisé

Lsa%s v¢£g00he ées ﬂ?t%lebs & une iaﬁznité de lignes et de colonnes

:GQpérant ﬁf'ﬁli es Oﬁt 568 asfin cs dans une ¢ais sion a“téfleare.

’ﬂcus allbns 3‘1ntenant étudger 1ec f@pnorts guz e21ssen% entre la

ey
oo

1 .

complmte réduetib11ito ée il nt celle de

,.-n-
‘&..‘#'

{a) Si ﬁ(L) est 1fréauct;bl , 1 est 1rrédact1hle.

_“ODODT@I
ib) S 133 est eompTeteﬁcpt reagetible I est comole+em$ﬁ§w:éd&eﬁ1ble.

Si ﬁ(r) es» irzedactlble, on & E{L} f (0) atot E % (0). En outre

si E’est un @ous—es§ase stable ae 8y E(L) est un sous—espaee stable de
§ 3 = ] " e = 7 ] ?

(L) et 1'on g éonc, scit sz) (0), soit (B) ‘»551 Il en résulte

que ¥ est égai B (G) ok & E é ce qaz démontre {g).
Pour yﬁeuver (b), soi% ﬁ un sous- -espace stable de B,* et soit P= T/?

1' t 4¢ - .

esnace awtiem c;ui es J2ez) 1emeni un A moda}..e Sez.ent {eA} e*ﬁ; {fp}
uﬁe base ae E et de ? pespectivenent, et 80it P 1z metrice de 1ﬁ pro-

jection caqonzgun p:E—>PF . Dlaprds Alg.II, 2° 6d., 1z recherche
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.

d'un supplémentaire de W est dquivalente & la recherche d'un A-homomor-
phisme q 3 FP~—>»E tel que pog=1 . B8i Q est la matrice de g , on
- doit donc avoir i

(1) 2.8 = (I 6tent la matrice unité)
(2) | LI(x) Q = Q.0(x) (H(x) é&tant la matrice de 1'opérateur

a(x), x€hA , et N(x) 1la natrice de l'opdrateur de F
déduit de H(x) opar passage ou guotient) .

Eéciproquemcnt, toute matrice Q & coefficients dans K dont chague

2

ligne ne comprend qu'un nombre fini de termes non nuls et qui vérifie

o

(43 et (2, éezlnit an sugolémcntﬂlre de i

Ite ndoas N%in+eﬂant le rps de basevae K'@'Z : ﬂ(L) est eneoze un

e

sous -esaace %able ée (L)’ 1t eswace qvotzcﬁu_aﬁsn% eanomzoaemcnt isonor-

phe & F(L) pulsque H(L) est completement rnﬁue%1ble, il existe un
'A(L)~homom03phismp a' ¢ F(L) — J(L) $el que plaq! = 1 g o' duSl— ,
'”nant la pvcgectlon canohnigue E(L)“"?'?(L) 31 q*cnSQit que 1z mmtrice

gg* @ q' est une matrlee a eoefficients dans L fui_véfifie les,é uations

,(1) et (2) Or les éqaatien@ eu questwon sant des équatlons 11néalres &

ceefficlents dans 18 (les iaconnues étant 1es coerfieieats ée Q) b4 puisque

3

ce syste&e linéaire 8 1 ane solatlon dans L (g sav01r les eoefxlcient@

ée g*) 11 en a une dans ' {Alg.II § 5, “h 13, C.ﬁaf .

' Jo%e. Il y a ici un lége£ canular le sywtcme 11?@512& en queutlon
n’est pas du type envisagsd dans Alﬂ i1 + En 'i_% les 1neonﬁues
qlg § fixé sont assu;ett;es & Btre aaliés §§aé”t0ut j_sa&f un |

ﬂGMbve ilﬁi, et (ﬁrﬁce.é_ceﬁte réstziefian) chague éQaation lindaire

que aoit SQtisfgirevles 44 & une infinité de termes. On vérifie

¢ependant immédiatenent .que le Th.1 du @5 s'applique encore
(on peut par exemple sjouter des Sguations qijzﬁ, et se ramener

& un systdme di type usuel).

Yo &
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Conclusion pratigue : soit mettre une remarque dons Blg.I1,8 5
disant que le th. s'étend aun cas étudid ieci, soit remplacer la fin
de la démonstration préeddente par i

Variante- Boit ¥ ¢ L =K un projecteur de L, considéré comme K-espace

'vectoriel, sur K ; pour toute matrice‘g a coefficicnts dans L , désignons
par Y(B) lo matrice obtenae en ppliquant 1topération ¥ aux coefficients
de § « 91 C est une mhtxlce a coef¢1clentu dans X , on o &videnment

- Y(B-C) = ¥(B).C e% y(c B) = C w(B) « Posons alors 0§ = ¥(Q!) ;.puiQQue

! %érifie (1) et (2) i1 résulte des ?ornules précédentes gue Q les véri-
fie auSal, et eomme les GOeLilOlentS de Q anavtlennen% d K, la démons-

tratlon es% ﬂchevee.

PRGPOS;xﬂ T 7, Si ? est eonplmtemcnt reduciirTe et de ceﬁré find et sz L

est une ex%easiénigl'ébmlqae sanfable dc K, m(z) esz,comyletemen%

réductible.

Soit L' usme éz ension gzaloisienns de K contenant L . Puisgue I,
el % 4 MAGEnIRG U . o) ¢

sy S - (L1
se'dédait de agﬁj‘ﬁaf extension au co ¥pz de base & L', il suffit, d'apris

la prop.5, ‘de nwcvve?'ﬁ&e -H{L!} est complitement rédvctible. Br outre
on peut évidemment sappaser I irré ”abtzule,

1

S"‘"' '

O'

il {0 5
{2

e b : &
Cela &tant, ¢ G

5.

'”°cane de walciq de &? sur K ;3 tout &l8nent ge

Bt UER

défgnit'gn.automarpﬁ;smc é;_~3(3,> qae nous noherons eﬁeore'é'; s moyen

de Iz formule =

o2 e ®Ay) = . Fe®oldy) , 6 €E , A et .
Les'autémcrphiSEGS ainsi oeteﬁus_vé* fient les proprzétés suivante~ s
(1) oA ee) = o{h)eole) si el &% ee—:.;J(L,),

(2) ol fd(&}} = ¢ ¥le) g8 ‘ S-‘.V o s: ’Eé{} s ‘@;’ eé_u )
(3}.. 1 _gﬁigfx)?§ = c@ﬁggg}(z} pour x:%”‘. |
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Ces définitions étent posées, soit YV un sousmeapace de D(L')’ stable

par les opératlons de A (donc de A(L'))’ différcnt de (0), et de dimeén-

sion minimum parmi tous ceux jouissant des propridétés précddentes., Un tel
gous-espace existe, car L(m') est de dimension finie (nous supposons

que E # (0), ce qui est licite), et ctest évidemment un sous-module

simple de E(L,).-601t v9 1e sbusfespace transformé de V par liopération

6 , 6eG 3 11 résulte de (1) que 79 est un sous space vectoriel de

E(L'i ., &b de {(3) que 79 est stable par les opéfaclong ﬁ(L,)(y) ; z€eh .
Goit W = Zi;jég'vﬁ iavéémme dc v, Conmne 1cq ”d sont sinples,

4 eé% sééi~siéple, et, dtaprds (2}, on & 7% =W pour tout g el s solt
%ei% HAS BEEE: B8 B i X ;'donc sussi de E(Z?} sur L' 3 diaords le
ceﬁ..é_la prop.10 a'41z.II, §5 1e gous-corps de Lt athachd & W relative-

ment & lé base {ai est contenu &éﬁsvl’eﬁﬁemblé éésfpeints fixes du
~rcvpe G , clest-i~dire dans K . D'np"cc le th.2 d*éls 1%, 3 5, i1 slen-
Qait que W mst engenéré {sar L*) pur son 1ntevﬁect on avec B
fw{}ﬁ _cst un sou~~e“pace stable de E E,ona WNE-= {O), oL WNE =B i
ﬂjgﬁf?remier_cas‘eonéait i W= 10) ee ui est ébéé%ée, et le second eds
B }ﬁ‘é.ﬁ(zpig'eé qui montre gque E(L*) est ser mi- S b@le. _
e VfRe@areuesl ’?. I1 ae faué:31+ pas erol ize qbe si ¥ eat 1wréé&et;b1e,
;Ei M(L} est if?édﬁeblbl | = ' : ' »
2. i ré dacteuf iznore si la‘proyoéi%iéﬁ_es%'ﬁraie pg&f toute

ezténsien 350 ble (2lzBbrigue ou pas) L'ée K 3 gi L.est dé type
fiﬁi‘ sur % ctest le s & eause de llexistence dfune bass séparsnte.

2. ﬁD?SQﬂ%AEL Xl = 2‘ (cag fréqaenu danb la pr %iaae)e l?hvpothége

ﬂm

" est de degré fini" est superflue, comme on 1e voit oussitdt.

. Ie rééacﬁegr ignére si ce résulta at stétend au eas e&.[L K]l >2 .
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e% eomrae .'Les {a”,}, ?<~l-~£.ﬁ

B & S

5. Effet d'une extension du corps de base sur le radical d'une alpbbre.

(Dans ce n° nous notons
Soient A une olgbbre & 418ment unité sur

r(B) le radical d'un annean B.)

un corps K , et I une exten~

sion de K . Wous nous proposons de comparer r{A) et r(A®L).

THEOREIE 2. §1 [1:K] et fini,

7 (A) ® L (A ®L).

Jous démomtrerons le résultaat pluu général suivant

PRO?OQILIOT By oOlent A e

B deuy algébveg & Slénment un1té

SUY un Corps

est fini,

I1 est clair gue r{A)®B eSt'an i&éal
est contcm: dfnno r(A @E) 3.1 ufllt ai ap

12 est invef lble é gauch; QQ&T taut

tase de BvSur

}7{~ 1;2«; Ceciveonéﬁi%

azi?-sa . Zi,a %y aa

-fs mbnt aﬂ@

“"’Zs iz

: = ‘.*'.3 Cs & 2h s <
TR T T T3 %t Ty sy
i aaus moairsag que ce systéme lindaire

thﬂ sera iemen%“ée. Oé cela résulte du

Lﬁﬁﬂr 2.- Solt A un annes 5 & S18ment units.

€

& 1*édu&‘!§§,€kn>

€ & une sa&ata@ﬁ

r{A)®3 e r(A@B).

de A@B ; ‘pour nménirver qutil
s 1le th-? , de prouver que

erlh) ®3 .

ap

&yee 519:;;,¢a«encere s

base de B- wﬁf K , 1'équntion

’farécéd ente eqazv ut an gys stéme de n ﬂqaatlons 113ﬁ z_s suivant

{k: = 1,.0’*21; '.
{Kz) lz propo-
leame plas wéﬁéralﬂsaivant ¢

Le sgatbme 1ins salre ¢

Aot D mm Gstiem, wea,
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- 25 = .
& une solution (x,,...,x,) 2vec =x €A si tous les vé,ggpartiengent &
z{A). ' '

On raisonne par récurrence sur n , nombre d'inconnues et d'équations
du systéme. 31 n=1, on'a x,= u1+x1.v; » et puisque v}e;r(A), 1~v;
est inversible (th.1) et cn trouve %y = ui.(1~vg)”1

e Cel‘ donne ¢

54 n>1, on tirve x, de 1o premitre éguatio
) - - . ‘;“QEW . _l,i. “ ’_1.-,..‘.1
8= My s{1- "’7 * Lagey Egevyeli-vy) s
et en portant cette valeur dans les {n-1) 4quations restantes on trouve

un @Votumc 17n§% re Gu meme type, systire gui est résoluble dlaprés
% LT N S GRS T S

lfnypotﬁege Ge rceurrence,
1a ﬂnﬂﬁﬂs ration de l2 proposition 7 est done schevée:

Repas gves.

n
e

é%i: ¥uda 00&?1& ion au ths; ne aabéis€é vos pdeessairement bn Be
fait pas de f str1et10n sar [L Kl 2. Exerc.i .
2. Ia aémens*?atvsn du Lemme 2 momﬁre en féié eeéi‘: i V es8t une
aatviee earrée é eoefglczenta dans 2{&), la maziiee _,ﬁz: 2s%
-'iaversible._ s, Exer.e‘,_
Sozt malnteﬁant I un corps ﬂauehe centeﬁant le cerps K dans son centre.
3cuq dirans que L est une extea31en 3@10151eﬂ§e de 9 0’11 existe un
sroupe G é’aateﬁev i mes de L aont l* s mble des poiats ?izes soit K
Getta éfi itlon eg+ une génmrQIiv on de éellé 'a’-w fe 6”ES Alg 7,
§ 16 aoar 1*5 Lerss conmut tifs, Gp notera q&e toat cogys @waehe es*'
ﬂxteaszcn galoxslenne de son Ceﬂtfu; le grcaﬁe el é%ant le zroupe des
uutcmefpalsmes LnEQW1cars. ' 2 |

s 04éﬂz 3+ Si L est une eft qszon Nal zne (COQEQ%Q%ZV@wQumﬁOﬁ) de

5 r(ﬁé@i) est engendrd (&n taat_q&’es@ace veé$321e1 2 droite sur L)

par son 1&%5*5 thﬂ avec A .

it
[




K\:’,‘)
i

- B A

Soit G le groupe des sutomorphismes de L laissent les &léments de K
invariants ; tout élément oeG s'étend en un avtomorphisme g de ARL
par lo formile 6(a®@A)=a@®dlA), 2€h, A€ T . Il est clair que
l'on a o(r(A®L)) = r(4®L) pour tout o6€G (transfert de structure ) ).
Le raisonnement fait plus haut (dans la démonstration de ls prop.6)
slapplique alors, et montre gue (A @I.) Cut engendré per son in’ce'mec-.
tion avec A . '

Le fai‘a que z(A @L) uoit eﬂge dré par son intersectlon avec A peut
g expri er par 13 xo:rule :_

r(ABL) = A@L)ﬂﬁ)@]&

”héORELE 4.. Somnt A unc algebve 2 él mf‘m: uni’sé sar un COZ DS comma‘cﬂ'tlf

Ee @g I um, exizcﬁ :,oa "alcisieaqe finie (conzm;atwe 3{1 ggg} de X . 0nga
.z»(.f;@.};f{f;)@ ' | '
PA®LINA = (A}

~ Dlaprds ce*qw précdde 1l nous suffit de mazztz’_*e;‘é
Comms Z’(n}C r(ﬂs@n} “*ﬂpbws lm pr cp 7 'Lcm reviens

e (4G M,MA"‘ sy

& prouver que

om'ﬁ done :;xg Aﬂr{a@&) ; nous (a.éVO*“S 0o -’sre: o;..;e :.Ai-—é;z ‘ é‘s’a:‘invér-
sible & gaaehe acms & -pour toat ﬂ“eﬁ 3 puisq’z ' Xé,:‘(fx @Z} i1 exis_‘ée
_¥eé A@L *se}_ que y.(?-ax} 1 s 51 ¥ ec't un Q"’OJCC‘EQLL de Ia . comnééré
comnme K«»CS'@‘«"GC vecto xcl; sur K i @teﬂdons 4; 2 A@L eq gosam; '
YWE® A) = %@U{);) L AL Rk - A,e 7 om vé.um.e mm«sam..
tement ql}_e 'ﬁ,:("c.ﬁ} P(t).d si téé@ﬁ et béA ’ et qzz,«, Lit(b) %

si bekh . A’}v}}.:.:;uavrt ch»fs ; l'équ%loa T (1-33:)4, , on t“r’omre
13;(y).(1-ax)-.’1 a8t comme y_)é i, ceci montre qu.ev i»ax egt ipverﬁlble
& ghuche dans A et achdve la démonstration. ' :
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%

OROLLAIZE. Si L est une extension commutotive finie et séparable du

. corps X , ona r(A®@L) =r(A)@®L .

Soit U une extension paloisienne de X contenant T . Hous conviendrons,
pour &viter toute com.a.;ioa, de noter % uwn prodult tensoriel pris sur
£ , et % un produit tensoriel pris sur I . On & :

r(A % ) = :c(A) @ 11 dtaprds le th.4, ce qui peut encore sléerire :

r(h @u = (r(4) ¢ ) @11 dtaprds la tropsitivité de l'opération

Q'ex’canc*mn da car’m de base (ef. Alg-xII $ 3,n%).
' Sclt d'autre mrt B£A % L ; comme II eét une exfension '.:Jaléisiénﬁe' i
46 T , on peut appliguer & B et & }.’CX'}‘CV&CLOP}. /L 1e 4h.4d ; cela donne :

r-(B =:§~(}3)‘ . Vais B%M L)%

gt
[

i = A% . Comparant glors
les deazr exsressmrsc eb‘sez’mes poar ‘f'*(-z%.@; u) oa_sfoit é&e '
rA @ m} E 1) {r(& 2 b)} . _
T1 sfensuit que x(é) Iz ot z(é Z} sont anu: Goa‘u«-espnces vee £o-
piels .c‘lé_ A%L qui devl_e:zment gaux par ezteasion dL corps de bese & ¥ .

Ils sont donc égear, OC.Q.FBe . | S

Ixercices & a gwter & eex;m de 1’5‘55,’5 2 .
(Tes exescices 2 & 6 sont empruntés a un cours de Jacobson & Paris).

1. Soit A une algdbre & éléme 1t Lm:i."é sur un corps K , ot soit

o
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¥
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2., Soit A un anneau, A, 1'anneau des motrices dtordre n & coefficients
dens A , lontrer que r(An)z(r(A))n (ntiliser le lemme 2 et la prop.3).

En particulier, l'anncan des matrices & coefficients entiers est
semi—-primitif ; :

S Soit A un anneau sauns nilidéallf \0). lontrer que A[XJ est semi-
primitif (Amitsur)., '

4. Mbntrer gune ltalgzlbre engenarée par deux 6lémenté d,v vérifiant la
seule relatlon .V 2 est przmitive.’ |

5 antre? giie l'alﬁgbre enuendfée per deux éléméhﬁéva;v Vérifiant la
'seuletrelatien u.v~v.u ; u (alg. crveloppante de 1*algeore de Iie

du gvﬁuge x-—s»ax+h)x est p; 1tive._'

6 Seit G aﬁ grou%m aaélven éaﬁs %633104 et K{@) zfﬁlﬂnhro du ;youpe G
: Y s ey e % §
- sup an eorp» cemma%atif 3 ._‘ontref que K{ 7 e8t semi+f¢;?itive

e do groupe - cfi Algl VI, §1, Txére,

f> Géﬁé?aiis si on31b1v, 8. caq d*un groupb non

¢ ucntrer quf le"corellaive &u th 4 @st Valablc 1@rsquf9v suaﬁase

'que L est un ;eatenﬂzon al~ébviqae sénarable (finze ea nan) de K.

8. Ebatrer que l'eze?eiee 1& de 1'ﬁtat ?bis eat faux
Af9¢ Seient A et B &eux aluebres sar un ea?§s k. ﬁbaﬁrer q&e

' ?}’(A @B)ﬁé c;; ﬁA) (Ut llse_e in pro;ec‘{;ca:? Ic-linﬁsi'ﬂe de 3 sur L)
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$ 3. Annesypx d'Artin.

1. Annesux d'Artin.

“

i - . :
DEFTTITION 1. Un onnesu A est appelé snnesu d'Artin (& pouche) s'i

o

érifie les deux conditions doguivalentes suivantes

(A) - Tout ensemble non vide d'idéaux & gauche de A , ordonné par inclu-

Y
N
O
P

-
-
Q
[l
41
@
2
Q
s
1’15

\
[t
O
3
Q@
'55
C‘

=
u

ini
- ¢ 2 4 ’ . s o 2 S T 3 o=
(AV) « Bi (d@%) est une suite déeroissante d'idéaoux & zauche de A , il
2 v =

B . e —— - b P e 3 3
xiste un entier 1 el gue @, =0 n3 i {(autrenment 4i%,
1 5 ; 3 5 ’ 3 TT g 4
1z suite des ¢ est stotionnsire, au sens de Bags111,96,488.1) .

Lxeﬂgles. & LO&t apl eann firi est un anncau diirtine.

2a Toute '1ﬂébrd ae dimeﬁsiéﬁ £1 §1a sur an corps cemmatatlf ¥ est ur
}aaﬁeaa é!Artia, caf tout 1&eal de A cst un Sa&»~eSp ce vectoriel.

' 3  Plus géaéwalemcat teut anneaa contenant un eovps k (cemmutatii (51t

moa) et de dimension zlnie (& ¢ auehe} sur RH; est uﬁ annesi d’artin-

4. Lfaﬂﬁeéu z aes en*aevs n'est _pas an anneaa a‘Axtlﬁ.

PROPOSIT TGS 1; Soient b an_anﬁeaa et m jeke] 1éeﬂl bils E%e'de-é .

81 A est un ann | guotient &j%ﬂ ' est un aaﬁeau
d'értiﬁ.'géeigfeaaer“* sst Qn'a,ﬁcaa dthrtin, et si toute

suite décrcissaﬂ%e dtigéanx { souche de A contenig da as - M egb station-

naire, A est_un uﬁﬂe u dtArtin.

p}f

Ia premibre partie de la proposition résulte éé ce.cue,les idésux

gauche de &fﬁwz correspondent biunivoguement aix idéaux & gauche de 4

contenant nL .

= sl
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Pour démontrer la seconde partle, considérons une suite déorolssante
(L) ‘a'kdéaux & gauche de & , et posons @’n =d, N M ainsi que

l,’n = ()‘&n+'m- . Les ‘@n gont contenus dans M , et les }J’n COTTes pon-—

dent biunivoquement & des idéaux de A_/m . Dlagprés les hypothises

faitéé, il exigte donc un en’éier i tel qgue @n ?)Qi et ﬂ ’i pour

tout’*’nz £ o
On a alors :
g /@- = (0L, +m)/(f)z )= df, [0+, m )=

G

%/f 5’1 +(}’”f N m =
= A i g
e, | UL

X 43

o,

ce oul montre bien que o, =d, pour npi.

OLIMI-W. Tout Q&Odu’t direct d’ua nczﬂoze £ini dlennesux dlAriin est

a.n afmeav. d* Arain‘

I1 suffit de wom‘r’er que s% B et G ceni, deux avmeuuy d’f&ri;m, A= ;gc

es% {m qmeau%a’{srtin. O?* cela “éaulte de la QprGS’i‘thQ fg.:Ccéécn‘ge si

i ’on nese : m,

*jB'x é.} o% 8% lton rena_qne que A/m est iéogémﬁhe_

& g,
Z ’_Par ca"tre un sous—sinnean dtun snnéan ﬁfﬁxziziﬁfn*est pas nécessai-

reﬁca, ilﬁ aane% zﬁz}v

2. Ie “aéle 1-@'{1&&&{1@&&1@%:{'@&,

_Sci*s 4 un annean et soient B et C deux parties de 4 . Rappelons

{Alg...) gue 1'on note B.C 1le sous<zroupe 248itif de 4 sngendrd par les
produits be.e , of b parcourt B et ¢ parcourt Si.’j {resp-C) est un

G
idéal & gauche (vesp. & droite), Bl est un :?_clé é‘z gauche {(resp. & droite
gre

e al
En porticulier, le produit B.C de dew : 186a0z bilatdrés B et C est un
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51 b est un idéal, nous noterons b? le produit de n idéaux bganx & b »

5111 existe un entier n O tel que bnz(O), on dit que b est un 1déal
nilpotent. Pour tout xcb , on a alors ="=0, ce qui montre que tous
les éléments de b sont nilpotents. En général, cette dernidre propriété

ne suffit pas & caractériser les idéaux_nilpotenfs. On & cependant @

 PROPOSITION 2. Solent A un snneeu d'Artin & sauche, b un idéal & gauche
de A dont tous lcs élémegts soient nllpotents. Alors b est niigotenz.
Lz saite des i&éaux (bn) étant décroissance, il exxste un entier 1 '
'"tel que = hi pour toat n;; i . ¢onons c bi é i1 nous £sout montrer
Qae o=(0) Pour cels, raisonnons par- 1’absurde et supposons e£(0) .
Soit & 1a .:.am.lle des idéauf & gauche é tels que i e et age
c.d<f (O} @@ ntest pas vide oar agé G # IO) soiﬁ & un e*ément
ninzmal ae a§ palsqae g:d f (0) 311 existe x€d mvec Geox [ {0}
1a relatlsn c2 x = GeX f {0) montre que lizuCaL & pounchs C.x apyér~
tient a @ s et cemme c.x Ccd ,ona gex =4 . I1 e;mi_é done TEG
tel qae y.x = x s d'o& z = y.x 3'52-A = ...-z'ya.X“, Bié*rés i?hyﬁéi
these Iaite sur ¢ on a yn~0 . pour B assez grand, dtot X~0 & ce qui

contreéit 13 relatlon CsxX # £ {0} e% achéve lalaemgﬁstratzon‘

Gms.b 1. 1) Dans un aaneau_gaelcenga , tout idSal (& souche ou 3

.droiﬁe) dont tous les élﬂa@ﬂts sont nllgotean est contenu dans le

'radioal.

2) ﬁans aa aﬁncau d'hrtin, le faalcal est un idéal nzlgotent (giggi
dong le plus grend idésl nilvotent). | |

 Soit O ua 1ddal & géache d‘ﬁn anneau A ; si %Qaé les éléments de (L
sont ﬁi'iyoi{:-ents',‘ il existe pour tez}t : 'x.';eé et sout g€ VA lzm ea%ier n .
tel que »(iaainzﬁi,_et. f%x.ar admet pour inverse lféiément

1 4+ Xem ¥ (x;a}2+...f.(xea)nf1 , comne on le vérific aussitdt.
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Diaprés le thel du § 2, cecl entratne que o est contenu dans le radical

de & , ce qui démontre 1). ‘
Boit maintenant/A un gnneau 4'Artin et solt » le radical de & . Pour

montrér gue r est nilpotent, i1 sufflts, ﬂ'aprés 1 prop.z, de montrer
gue féut 6lément B €T est n1lnotent La suite c'idéaay 3} g auche (A.o” )
étanffdécroissan%e, i1 existe n‘PDO -tml que A, an+1 A

déne - x€A tel que x. gt =€ a‘n . d'ot!z (1»&.8,) 'O y é% comme T-%.n

; 11 existe

est inversidle (32, th.1), on & Sien an-o

CGEOLLK 22; Dans un arneaa G!Artln comﬂutatzz 4 1 Odi@al est ﬁdencicue

?'l'eh emole de uO&S ies élﬂmcnts nxleotentu.

Soit r l'eﬂse

,ble d@s él/mnts nilpot en*cs de 1& . S:. BET fat xeh s i1

iste un mﬂ er n,>50 bel que ,an';'b d’o& {x,a)n n a® =0, ce

e

qul montre que x.aé. s si g et b scnt eux élbmea vde z ; il existe

un cﬂtlﬂr nv>565 tel qa@ ?:=B =9 ' d'o& (a+b)“ﬁ”% mO a' 2pres ia
formile du blﬂﬁme, ot (a+b}é o Aldsi r ﬂs% un lde iaéel de A

ni w’ dé"l $ on a doﬁe re:;g’ ~?*ﬂﬂﬂe la premidre

partie éa tq.?j'e% 3 rdg 1a cconﬁe gsrﬁle» Dol p=p!, C.0.F.D.

%, ;.m’gzeaa'x dtirtin primitifs.

n
&

iy o i Hae i
THE ?3?2 2. 81 A est upn anneay d'lriin, les propridsé

éﬁClValaﬁtGS :

1A est un annésy primitif.

D

¢

2y A éS% iqsma?phé'é ilsnneoau des endomorphismes d'un espace vector:

Joik
L) B
f {ad

de ézm i,ﬁiﬁie.

N
et ¢

A es t issmevahe

un anneau de motricdes I4 (X) sur um corps K .

R
St

A est un snness simple.
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A v
lontrons que 1) =>2). i"'c>1~t;‘ I un A-module simple et f£idele, g° 1e
commutant de A vis & vis de B . D'aprds le §1,th.1, cor, , k° est un
corps (commutetif ou non), et E est un espace vectoriel & gauche sur £,

o™

llontrons d'abord que £ est de dimension finie sur Ko.'Sinon, 1l existe-
rait une sAait‘e 4'616ments (X, pe0e X, 5+-+) e B , lindairement indépém—
dants sur K°, et d'aprds le cor. au th. de densité, 1l existerait pour
tout n un élément a, €A tel que 8, ¢x%; = 0 opour | i€ n, et

n‘xn-H f- O s si 1*on désigne }pa_:c o, 1'ensenble des &léments o€ A
'tels que a..xi =0 pour 1% <n ,' on aafait dcnc 2, € I)Z et

g, f '@;1;1 , @ ot o&n% aLnH ‘pour tout n La suite des &, ée:caii;_
’alors une su'&e stmetement déereissaate dt 1aeau_x & g,axz.ehe de A ,','ee
-fou:. oit impessz.’elc yaiaqae i os m; !nc@u &’ﬁ"’tlﬁ. | Ainsi E est de
 0.5.!2@1.’13§_021 £inie sur KO, e‘i: le % o.é dme é z*si:&é moa re gue 4 est iden-
sique a l*aanegu de "*' us les eﬁdoms ph:r‘.smcs de E , considéré comme
'.-espaee veebo 4é1 sur Ke - ‘ '

i;, si ltespece

!w z

on sai%; : (ﬁlg.II_,_ 2 o) qae 2) “> )) Plug pré eiSéﬁic
x?'efc’z:oafié'i E oot 45 éimens*bn B sur .:ZC_’._. alors z’% esi iso;org;he & B (x)
‘ cz!z K dé%l”ﬁ@ le com’)» gauche sgnesé dn cor §s KG | _

_ L;Gﬁtfﬁﬁs que 3)@ 4) Sez.t ‘113) 12 "‘asc eazﬂamqu 8é (%)
eﬂvzs &éré eemme espace VGC‘t"‘I’lml sgr K ,(é; ':ceﬁf ou & gauche). 8im
est un i{iéal bilatdre non rééai {0) ge I (K), eho "éisso s un
: élémen‘b ncn aul x -)_: X-égis de _ ;7 il ez 15‘%;6 done un couple
d’eat:.ers (l,j) tel que xi f@ s gi (A,L.) est un ccuplc é'en“c iers

.arb’*trawe, l'élﬁmcnt Eki.x.h.' ezm%ri;lem & _m 3 a‘sm:'ms 1a ta’ﬁ}.e

JB
~ de mu‘implieation é.e.;. ) cet £15 nent est dgal & 13 Epp » d'08 ,
_pui sque xljff} :k* € ??’f' , e, ceci syant lieu guels gue soient k

et m 4 on a m aI (K) ce qui prouve bien gue gn{K) est simple.
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“nfin, 1'implication 4) =» 1) a 6t6 démontrée au n®i du §£Z

COROLLAIRE 1. Le centre d'un anneau d'Artin simple est un COTrDE «

Ln‘effet, on sait que le ocentre de I (K) est igomorphe aun centre de K
(Alg.II,§ 2,prop.5,cor.1) gqui est un corps (Alg.I,% 9,prop.1,cor.).

COROLLAIRE 2. L'anneau opposé d'un anneau d'Artin simple est un anneau

d'Artln simple.

bn effet, si A est iuomowpke & 1'anoaa deﬁ endomOﬂ%h es d'un espace

veetoriel 5 de &Lnenslor £i ni , llannean opposé a° est'iscmorphe & 1'an-

%

dusl 8 ac B et emt dome un snneau 4'Artin

o

nean ded enéomor smes 4

m]

simple;

4. Annesux d'&ft*ﬁ GCW1apr1m1ﬁ B

8L E est un ém*qhvlc, rﬁnbe;an@ gue ¢ (B} désizne

- 4 P ~ i o o Zirfe o be 2o O e P
a€h ‘tele gue a.¥ =0 vour tovt xEE .

2

tin semlwanmluLf il existe une famille

kxd

s %elle gue (ﬂﬁdt(h 3“(0)

finie de Avmeﬁale @impies

Puisque A est seﬁiwgrznitif 11 cxzqte unc faﬁ le (flnle oun 1afiﬁie)

dé Aeaaaal s}ﬂiagles B iéiL s belle que 1 Ot{Ei)z(O). Pour toute

By e
T %Ei).f

partlc nme JQIs s FOQO&S ‘)Z el

Pte

Dlaprés 1'axiome (4)

z

_1a ienzlle des 6%5 paasede un nlérezt minimal, soit 4. ; conme 1s

o

famille 585 »GZJ est filtrante déeroissante, - est égal & 1'intersec-

ﬁien.éevto&sflés ,5€J s ¢lest-&-dire & (0), ce qui dénontre le lemme.

- THEOREME 3. §i A gst un snnean d'Artin, les propridids saivan%eg sont

Squivelentes =

1) A est un g,neaa semifpriai%if.

en nopbre fini.

2) A est produit direct d'annesus

A
3]
e

S =
0]
ta




2) => 1) ear si un annean d'Artin A est produit direct dianneaux
simples Ai : ehaqae Ai est un anneau dfArtin (prop.1) dgnc est un annean
primitif dteprés le th.2, et 4 est éemi-primitif d'aprds la prop.2 du 32.

llontrons que 1) =>2). D'aprds lc lemme 1 il exis te'une famille finie
de A-modules simples E; telle que, sl 1'on pose r; ~6¢(bi), on ait
(ﬁﬁri = (0)., On peut évidemmcnt s;pposer gue leg- r. ﬁcnt tous distincts,

auguel cas les modules Ei ne sont pas omorphes, puzscu'lls ont aeo

annulateurs distinets. Fbr&bns_le.ﬁbanle.h sopme divecte des E, . Clest

un A-modulé semi-simple et £iddle. "ap ¢s le cor.! & 1a prop.6 du 21
(qui s'appligue, grfice su lemme de thar), le bicommutant A" de A vis &

vis de £ est isomorphe au produit direct déS'biecﬁmutanté At de A vis 3

m&

fidele, ¢

vis‘ées Ei , 501+ A = {jf. : Ei est un ﬁ.mwaau?c sznp e

camne é eét nn @qneﬁ& éiﬁrﬁla, il f@°k150 de 3“~ uencnstwation du th =

gue A.- Aﬂ et que hl cot dé dimehslon 3 inie sar le coggs K , CoOmmu—

¥

tant de A. vis & vi s de B, . Puisque les Es sggt éﬁ”ﬂoéére fini; B
: co tiéeré comme module sur le gopmitant A' d¢ & vis & vis de Z , esh

z.u

erreﬁére @a aﬁ naﬁerc'fiq at ﬂle:entu {X?, t il sult de 12 gue A = An,

- En effet, pour tout beAr il-exzs%e ged , c’ﬁu%Ls,le the de densité,

el gne aaz“ = E{Xg} pour tout @ , 4ot a.(F] V i }) = B> vaiaﬁ}}
lorsgue éé A', et puisque les (x } engendrent B , on & g.x = blx)
G : : :

pour tout :zéiz, dlod 2a=9 ,et A =A" . Comme AP =] 4
et que chague A; est un annesy d'Artin primitif, ceci schdve 1a

démonstration.

i
b

ie 12 propridié 2) du th.3 eat 4it semi-simple.

ﬁﬁvannaaa qui véri

Ainsi, pour qa'La anneau d'Artin soit semi-simple, il fant et il suffit

2

qu*il soit semeﬁ:ighﬁif‘ On nozaru que si 4 = ??’&i » Ok les A, sont

o

gimples, tout 1ddal bilatdre de A est pzaémi% dlune sous-fanmille des Ai




&4/

=40 -
d'apres Alg.Il, §‘8,p'150p.6 3 en particulier les Ai sont déterminés de facon

unigue par A (& une permutation des Iindices pres) '+ ce sont les ldéaux
bilateres non nuls minimaux de A . '

COROLLAIRE 1. Soit A =-TT'A' un anneon d'Artin semi-simple, produit

direcct dlonneaux o imples A, . Le centre C de A gst le produit direct des

centrea C des A (ggi gont deé corps commutatifs dlaprds le corollaire
Zn effet, i1 est immééiat gue le centre d'un produit direct d'annsaux

7

est le prowult gdirect des centres de ces anneabi.

CO“OELkllﬁ 2. Un aaneau d’értln commutatix gsemi-gi 2 e eut pro¢uit direct

d’ua nombre finl ée corgs commatatizs-

'C'est un ens p tieulier'du cero?la ¥ <

5 “cdalus Qa

' ‘soi-t 4 im

phiskes d'un ’aee veeto:iel L de aimcasioa ziaic

Fous allens &4 '3 ia crnetgre de Aameaales &

Jiest svnins mgle,

3) Legt A«ﬂeﬁale cl glo és%“ ~os:*osmhe &

%eit e%,»..,eﬁ,Z ‘une b 3¢ éa E sur Ke; et soit

“qache s s &es a €l tCln que a(e.ixU  geﬁt

%164 i<ﬁ[;}fh

3fi : 1 gvnlwcw%zon & mﬁva(e } es+ una 333119 txoa biun;voqne ée 'dﬁi
sur 3 ; 8% ce% un honeomorphi ‘ée pour les s fuetyeeg A«modul de 5Li'

én tant que A-module, est semopra 4 E ,

&‘,.

et de E. 1 sfeﬁs&;t gue

b

et conme A est somme direche des QLJ_ pour 1<£i<n , 1la partiec 1) est Admo:
; = . s - : ~trée.
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Considérons maintenant un A-module ponogdue M 3 un tel module est
isomorphe & um module quotient de As , donc & un sous-module de As puis-
gue AS est semi-ginple ; comme A8 est scomme directe de n modules isomor-

phes & E , 11 s'ensult que Il est somme directe d'un certain nombre
(inféricur & n) de modules isomorphes & ¥Z. In ?artieulier, si M est
simple il est isomorphe & E , ce qui démontre 3). Diamutre part, tout
module étant somme de sous-modules monogeénes est somne de sous-modules
segiusimpleé, done est semi-simple d'aprds la prop.2 du § 1, ce gui
démbntre'é). ‘ ' |
COmOLLA HOP Sl A est an
ont 1somorghes. |

6. mséales sur un anaeaa c'Avtla ue@1~svnﬂle.

—m

aan nean a1z %za simple, deux A-podulés simples

Soit A un ﬂnnaau Q'Artiﬂ semi~uzmple. Blaprés le th.si A est isomarp&z

’Tfi Ai , ol chwqao Ai est un annest simple. Pour %oat'i, aésiﬁnags'
ga; Ei un Ai~moéu1e @lmple (1e th.4 montre qu’un tel module est bien
éétérgiﬁe,‘a un isom GvnaLSﬂ p;;h};gjla pfog,'tiOﬁ eaﬁeniqu# L= Ai'
é@?iﬁ‘ii dtune stfactu%a ée ﬁmﬁoéalé'séﬁﬁ?m dont 1 '

{ §j%i 32 Ees B sont donc des &—modmlﬂs yon iscmﬁfahésé

1~/~,.»'. = :
TIW REIE 5. - 1) Zout A-module est “Gﬁl«ﬁlﬁ.38-

}  2) Tout Aemodale simple est isogcriﬁe & l'un deg E
- Identifions &; & un 1841 mz atdre de A =TT 4,
dans Alg.I, §é§_g Le podule ﬁg est sémme directe des sous-A-modules 4.,
=5t d*a?rés ie % u.é, ch aqae'msd&;e~éi est somme directe ée4sousfmaéuies
simxléé fous iSogorphes-é 'Ei_ fga tant que éiwmedulas, aoﬁe aussi en
tant qae ﬁumedale) Ceel démén%vc que ﬁ ‘est semi-simple. Gn en déduit

1) et 2} par un ralﬁsﬁﬁem@nt teu% analogue & celui du th.4
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COROLLAIRE. Soient A un snnean d'Artin semi-simple, a un idéal & pauche

de A . I1 existe deux Sléments e,e'! de A tels gue (X = A.e , gue 1'idéal

' = A.e! soit un supplémentaire de ¢ dons A , et gue
e‘?ae ,_e'z-e' ’ ee'zee-.o > e+e'=1. .

]?uisque Ag est un A-module semi»simple, 11 existe un idéal a pauehe
! supplementaire de & dans A Soit == e+e' 1s décomposition de 1Jélé~ :
__'ment uni‘bé 1 suivant % et ()L’ . 5¢ xeA ,ona x= X0 + x.e' : éit;'».;‘,}
”'eomme x.e € ()L et x.e'et)t’_ ', on en eonelut que x.e et x.e' son‘b

. 3.es commsants de % éans & e'{: dans ﬁ:’ respectivemeat. .)!oé. 0{ Ave ’

A = .e' ’ ainsz. c;_ue 3.es relatwns ez~e s sies etc. : '

décipregueme&% 1

: ‘-d*ahoré q;ze l__ensea‘is}.e dfinémes I est f}.t}l. Pom:' "eela, scit

'1“2

ieI e
' :Les cempasant i i' ; seit 3 1'ensemhle ‘Fini des ieI i;'els gire ei#)
Si zeA s on = Xe1 = Z 1ez x.ei = Z 1€ J xsei 5 et comme
_xaeie cz , ".,ét:;,nt un idéal n’auche on en. caaclut que

EE. Z iEJ '\1,‘:’ ce qtzi prouve que A= Ziea’? Uli s d’o& J > et
3 est bien .;.ini. : e = . .

i1 résulte alors du théoréme de Jardan~ﬂelder ;am;r les vroupes é,
.opérateare qae toute suite s‘sricteaont éécrcissaﬂte de seus-modules de A
}c'est-uudlre d’ i&éam: 3 ﬂaache de & - est de lengueur g n s B étant le

nombre é’éleﬁmnqts de I . Done A est un annesu d'Avtin, et eome ie




- 4% .
le module A est semiwsimple et £1ddle, A est semi-prlmitif done
semni- simple. : :
Le £a2it que A8 semimsimple = A ﬂ'Artin'est une pure curiosité

que lton pourrait rejeter en exercice. Lig, démonstration précédente
se réduirait alors & ses deux dernilres lignes.

PROPOSITION 4. Soient A un_anneay 6’Artin SEQlei mple, I un A~module

semi- sim le, somme dlrecte~d'un nopmbre ?ini de_ modules sig@les. gg_
¢comm utag§ A de A vis a vis de U estwun,annc

1uva}Aft1n_semi~simglé.

: Supposans d'ﬂbord que i soi% dn modulc homogege (g1 déf 3), ‘sorme
ﬁi“eete Le n ma&ules isomOfphes é on méne ‘module sxmple B . On sait que
aans ce eas l'annean A' commatant de A vis a vis de m n’cst aatre gue
1'anneais ées matrices earrées a’erére Y sug 1@ commutant K° &e A vis &
giavde B ; A' est aoae 1somorphe a % (Ko) gui est an aaneau d'&rtia simple

?enanaueﬂ au cas général, e% solt ﬁ 25 M la aéeemposition de H

en somme é:reete de comﬁesaﬁts homo éaes, E étamt é*esgéce E ; Tout

3
éléﬁé§$ i‘ &9 es% défzni par une ﬁatriee “13 5 0& ui; est un homomor—
vhisme de x, ﬁans 33 . Jazs 8t ;ﬁj ’uﬂ tel homomgrwhisae est rovcéﬁsﬂt
ﬁwl {cela ; ésulte par exemple du 1&&@@ ée 5ehur), ee qui montre que a1
est szmplemeﬂt ééfini par aae matrice dlagoggle ﬁii c& uii a%par%ieat
an eommuuant é' ae 4 vxs a vis de Ei « I3 s’ensait qne &' est isomorphe

ad n?oﬁuzt éivact des anneaax A* s ét est éone ble an anneau éiﬁrtia

seﬁwuszmple ﬁ'anrcs 1s Bremzmre nartie de 1= éémﬁnstration.

7 Algéb 8§ sem1~ gimpl es.

DEFIN T”IQﬁvé. bnc algebse i Quz!

_»ggle {z g p- giﬁglg) sis
a) [A k} est fini ,'

un_gorps commutetif k est dite semi-

b) A ggt up onnecu semi-primitif (zesp. primitif).




Puisque la condition a) entratne que A cst un cunneau d'Artin, cette
terminologie est cohérente agvec celle introduite plus haout.

815

Les résultats démontrés dans les n précédents slappliquent aux

alptbres simples et semi-simples. Vu l'importance de ce eas poriticulier,
nous 2llons leg xéptter bridvement, tout en traduilsant -deux relatifs

aux modules dans le 1angage des représentations lindaires. Lo représen-

tation de A associde an module A, sera appelée représentation rézulidre

&
.

(zauche) de

Une 2ls3bre cimple A cur k est icomorvhe & bne alrsdbre de moirices

Ll U

&
nn{K) s ong ke KCA , ce gul montre que X contient k dans son cenbre

: v z 2 e T s
et gue LA LT ?.,“ éK:k;'z n“,Engj . Toute renrésentation irréduc-

;ible de A est gemblable & la repré ésentation motricieclle A& —» M {

- ¢t son derrd ¢ Eﬁ.k] Toute reﬁré entation lindaire ds A est

complhtement rédvctxble.

Une alotbre cemi-simple A sur k est isomo orphe a un n eﬁvzﬁ

et

'P? (K > é’é;géhres de ggﬁriees sur des ccgps agﬁcbes =-” :
i i _

i L mnd:zw- =

7 e

T . : ' : =
‘;ﬁ? =iK42k§ - Le centre de A egt TT’Gi C; dé31¢L nt

L&

cutre de K, . Toute représentation linédsire de A gst compldt

#

réductible ;3 %oube reprdsentation irrdductible de A st semblable &

1'une des reordsentotions matricicélles 4 - B {Ki) et est de desrd
_ » e :

r < . P : s ” 5 3 : < - -
ni.LKigk} . Une telle feprdsentation ecst conitenue ns fois dans ls

représentation résulicre .

- o

8. Alzdbres simplecs et ﬁem1»s1mp1 es sur un corps sls cb"lqucmbnt clos.

Lorsgue le corps de base est alpdbriquenmcnt clos, la‘%héorie se

simplifis, grfice au résultat suivant

&



N

= A%
PROPOSITION 3. Boient K un kcorps gauche, Iz un gouc~corps de X contenn
dens le centre de K et tel lue [K&k]<;+'co . S k est nlybbrlqaemcnt

clos ona K=1k.

Soit xeX ., et soit
Le corps k(x) est commutatlf puisque x commute
et ¢'est une exteunsion finie de k -

et

On a dornc

.
2=

at apr

t 1a

=k Ens.I1I, A.1 .

v

-

Combil proposition p“bcedente et les

ik pnlaye TP

PRV S oF SRR .1,‘1. E5

ki{x)=k

k(x) le sous-corps de X engendré par k et x .

avee les é1lénents de k ,

dloh zek ,

ésultats du n°7 on oﬁt1ent-.

un covps PlgaLrlquemﬁnt

Sg'Soit A une als tbre semi-simple sur

clos k .‘Lfaigébfe'A eég omo phe a_u 'D"OLQit L (k) d'ﬂlﬂ@b%es
.&e_m&tiiCes.sﬁf k . Les re Lzé eatatiéas nat% -Tles & .> L (k)
gggééjé anvx smowﬁqume pres, les senlés ﬂepreseatatzo éductlnlss
§g A } chacunsféiell,s gt_conteﬂaevdans ia renré«ewus tio ﬁ' rézul icre un
‘ﬁcﬁbré‘éé fbié &x01 & son despé (i{e"n;'fbié)' »e eentre de- A est
iscmoééhe'éa°bﬁoé&;% éi cct de r corps 1@0@0?@@83 2 L s

JGU‘ nllci%efong deax cas partwcullers impertaats du thoo?eme'

e aééeat {4 foree de des ebndre du "@ﬂgf&l au partleuller dans’ QQel

abysme. allaﬁbwneuq tomhef 13

Q'une alﬂebre csmmutﬁti 7E

ORCLLAIRE ’,Laate-represeﬁﬁatlsq z dactlble
ds di mcbé o finle sur un corps k alsd riquement clos est de desré 1 .
Zn effet, cn_peuﬁ.taﬁjgars s&gﬁeSér que la éeg?ésen%atian est fiddle,
auguel eas 11a)sdbre est semi;simnle; et, naiqga;éflé éstvéomé&%éti?e
_les nombres n; de 1'énoncé du th.” Dont %oaﬂ égaux &“1_{_ -
vG OLL&Z:E‘? So;egt.ataﬁ'espaeeivecta -icl de figensiqg fiﬁie sur un
corps wlzcb i_ yement clos r, A pne sois— zi,ébfg de &f (%) telle aue
1'inject fon de A Eé;é L (E) d6fi nisse _uze représentotion irﬁééaﬂtible
e A . Alorze A = éﬁ(z}. | :




4
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Exercicés.é ajouter & ceux.de 11é4at préeédent.
{Les exere. 1, 5 et 6 iigur&ientvdans 116tat 2 cbmme propositions).
1. 8i un onnean primitif.Alposséde'un idéal & gauche minimal —f » Tout
dmmbﬁule eimple et fi?éle eét iﬂomorphe_é -8-.
'2. Iontrer que bout: Ldéal b;l tore d'un annesu d'Arkin seni-simple est
cngeadWé par son intevacetlcn avec le centre- : '

%. Soit E un esnace vecto rial ne alucnsaoa finie sur un eorps k alzebri-

i

osi)

O

guement elos, u un enﬁcQOﬂnals me de 2 « On munit B d'une stUCque de

- -

ézj -modulm en pos aﬁﬁ comme & l'oréinaire P.e = P(u)( ) si P est un

nolvaomc sur k et si 'eé;; Imnt er que pour gque B soi nn'module semi-

Ve

nmrnlc 11 xaxﬁ c 11 sa¢f1t que u soit réductlble & 1 fo%me dzaoOﬁﬂ1e.

. Tm Awmadale‘

"~
gw.ﬁ

3
195

5t dit module a'frtin ei seb Sous-modiles vErifie nt

;«-‘0
(o i
td.
Q
fint
[@X]
(0]

G cws 11 $ne descendante.

20

m
[£4]

2} 81 on'a'uaeﬁééi;é;ééééféidéiébéélﬁs{u -ﬁ>$-ﬁ>2 ; o& uféﬁ P éént de
modales ¢ ?éﬂain,_alorm il es% an mcéule d'ﬁz*;n. ;  -
b} liontrer quc, 395“ qa‘va roupe sbélien soit un ac ule Giﬁrﬁvn sur Z ,
= ;éat et il gaf£4% 3&*11 soia Seﬁﬁﬁ directe é’az @*oa§e flnl et éﬁén&
;agilie fiﬁie L@lﬁfouges 136 ernhes su @woape 8 dé&lri dans Alg.vii,é o
(gfgaéé‘ﬁde tvne p° #ge ?fuzer) A ' .

5. QQit,E un %ﬂzaéale, et oczﬁ ﬁ’ le ecwmutaﬁ% de & vis & visvée T _
Si T est un sous- A'ucéale - E, on éé51~ﬂer9 par FY fresg; %) 1ten semble

des u€A' tels que .a(E}ist"(%esp- tels q&e u(£)~0) FG (resp. %F)

-

est on 1ddal & afciﬁe (r&s?,_@vgeuc e) de At.

?ﬁvcrqeacﬁt st c@ (ze sp;~§’) estJun iﬁéal égéfbi%g'(szgg & gaunche)

de A', e?fgf igne yar' n® (resn. %0 ) is gegg;mpagle_?255505 ()
i - = =
b




a) lontrer que, si F est facteur direct dans £ , on & (9)° = F et
0(OF) =F (81 p désigne un projecteur de E sur F , on montrera d'abord

que FO= PeA et gue Op - A.{(1=p) ).

b) 81 A est wun anneau d'Artin semi~simple et si E est de type f£ini,
montrer que l'gpplication F —e>F° {resp. F-f>.°F) est une application
biunivogue de ifénéééble des sous-modules de T sur l'ensemble des iddaux
4 drcité (resp. & gaucge) de A} dont 1'appiicaﬁicn'réciproque est

% == ac (re}ép.'l @ —7~» °L -

<) Appligation au cas de 1'anneay des eﬁaoméryhismES dtun espace vecto- -
riel de dimension finie : dSternimation dei 1q6aux, nonvelle démons- :
fration de simplicits, eto. =

5. Séient‘ﬁ an anneau d'&rtiﬁ;-E aﬁ_A~mbdaie seni-simple. EQﬁﬁrerQQe;

avec les notations du 31, n°4, on & An = v(A).
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§‘4. Produits tensoriels d'algsdbres semi-simples.

1. Un lemme sur les produits tensoriels.

Soient A et B deux algbbres & élément unité sur un corps commufatif ke
On rappelle que l'on peut munir le produit tensoricl A @B dlune struc-
ture d'aigéb:fe sur ¥ . L'application a —> a®1 est vn isomorphisme
de A sur une sous-alzdbre de A @B , et en général nous identifierons A
avec son imre par cet iuomOfnh‘sme. ident‘fica’cion analogue de B svec -
1s souo—al ?, bre de A@B formbe des élémem:s 1®b . Les alztbres A et
B so‘n‘c do-ne‘ des SOU.S-—-alff‘e’Ol’e'S de A®3B . .

S:‘L A est une algdbre sur k , l_et si E ot une soug»-al'f«*bre de- A , on
netera 4..' ile eammata,nﬁ 'z_iev E dans A 5 c'es_t-&—di,z*e is sous-algébre de A
fewzﬂée ges & tels gué a.x = x.a pour tout xeE .

o Ges zza‘aauz_cns &hant ‘f@'bsées, on a le lemme suivant (qui ourait avan-
_ éagease,g;enﬁ pz veénir-zu Chap.IIT)

LEME 1;-Séiént’ A éfb B geux sistbres & g1ément unité svur un corps

_ comnmts,‘&ﬁ e ¢ et D des sous-alsd bres de £ ¢t B ?*95}_3@0'2;5.?6%&%; G‘ et

Lecemm%axztée C®D daas

Dt les commuuamq e © M: D daﬁs AetB
é‘-f@%-—es% C’@E}’ - | '
ﬁ‘ﬁeréhené dlg bo a le coz:mut ",n‘z: de C dons A@3B : soit (b;) une base

de B ; tout &1ément de A®B ‘stéerit dtone fagon et dtune seule sous

| R

g férme 2=/, o , gvee ai-é : si 1'on exprime que X commute

avec tous les 61éments de Ia forme e ®1 , c€l , on trouve &;.¢ = c.3;

3

pour tout i , c'e qai'i szgmfie gue l'on o %eC' & B . De néme le commu-
tant de D est A @3' .
z;e Conr’m’cm"?‘ de C®D est 6zal & 1'intersecs f. ées conmmuatants de

4 4:'(“ .'

_r‘ze D, clest-i-dize & (C'®B) {A®D'), et on consiate imnddiste-
ment que cetiec dernitre sous-alzlbre est égsle & C1@DY .
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COROLLAIRE, Le centre de A®B est égel au produit teusoriel des centres
de A et de B . '

2. Produit tensoriel d'une algbbre séparable et d'une slotbre semi-

primitive.
l : : - -
DEFINITION 1. Une alzdbre A sur un corps commubotif k est dite

séparable gi 3

5) & est une alz cbre Gerl—uzmple '(§ 3 a°7),

b) Ie ceantre de A st pfOéUlt dlrcet de co*pu commu

; ?""
g}

s gul sont des

extevsions qegarabl s de K

Il ?égalie éc iz coaclﬁlon a) qu*unc dl“%ore sépa waalc est de dimen-

Oa ﬁotera &*aatfn part quv, gi le cerpu de base k
taatc ﬂl core seml—@1mple est separwble.

2

'Jip”on?zéte des al obres séparable est l éai§§ te :

THEOLENE 1. S?len* A aoe ais i@ re sépafable ﬁar ua ccfps b s B une aMﬁb’;@

e

L'Ql"eb’ﬁe &£ @3B

ki dznens:gga_}ime_ou infinse)s

°st cxcms scml-nrlmzt?ve.

81 K es% zo: duit é;*a};gé’c:eé simples 4, , A®B est prodiit des aigd-

m .

bres A, ®B ef on gait qut u:z pv*o“mt Ua'i obbres .e-m’»primit'ves est
ung alzbbre senmi-pripitive (§:2 ?rap.?) sn fit Qoﬂc de prouver le

On a alors A& = I (K), K.é%aﬂz_aﬁ corps gauche ; or on sa i% que
(&) % Y ()@K . Onadone 4®3N I (K)®K®B A7 I (KS3) et si
on sait 9*,3’-3 K@B est uem-pl' mi i'me, 11 en serg doz'%c de mlme de A@B

d'aprds la pron.3 du

| gV nl

_2 . Oﬁ est coac roamnend su cas o& é Cmt un COox ps

¥ dont le centre C est séparable sir k .
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‘ &0 -
Liglgdbre COB est alors semi-primitive dtaprds le cor. gu th.4 du g2 ;

désignons cette alzébre par Bo s Ltalztbre A®B est isomorphe & K@Bo s
le prodult tensoriecl étant pris sur C (traasitivité do produit tenso-

riel - sera faite en long et en large dans la 2° édition des chap.II,III).
Appliquant alors le th.4 dn § 2; 0n voit que K@Bé est seni-primitive,
ce qui achdve la démonstration. '

COROLLAIRE [ Ie produi ‘an"‘O'f'lel d’zme alztbre Semi-simple ef d’tzne

_alr."ébre sépara’ble est une al*fn,bre sefzi-—ss,mg;e.

En effet on ﬂit que ”semimoimple” dquivant & "semi—-pmmiti:c" pour
une aluén:re de émemion finie." -

GO”OLI;A 2. Soient A et B dem.al"énres_ ui

gg sur k , A y_ant k pour

een+re. I:e g*oc.m.t teaqorzel A@B st une al%bz'csz.m}.e.

Puisq%}.e ?’ est le een’srm de A& v A est sepa‘ﬁablc sa; k s €% A@B est

: .seni~siaple é*a;rﬁe;s le ear.‘i ; reste & ve«ir qae A@B es% s:.mple, au;
ee mn z-eviefﬁ: au m%me, que son centre est re&ait a cm eorps ceatif.
Or 3.e een‘bre r’-’e B e8% na cérps ¥ s 8t é'agz'eq le ear. au 1emme 1, 1e
eem;re de A@b _ est 1"@2’ %K‘.f - = C.;}.“:‘},

GI»I;&IR;Z ' 3‘ go:.t A zme aig;ebre smz;g}.e sur k' s de rang; By et aﬁg

k gour cevrl:?‘e. 53. a° est }.'alf'cb:fe cmgcsée de A , A®A° est 1somsrghe

l’alrcbre ée m:_"e"’z,es*‘ i {k)

DQSiﬁt‘reﬁS pe:f 3,*31~ebre A ,' mznzv ée sa uezﬂ_e str&ctaz'e é'espace
'vectozfz.el Si}.'if‘ Zﬂ; . J?ou:s:' sout aeﬁ 1es qapllea’ﬂons ¥ — 2.2 et
-xm;x.a son‘& Ces ?fneaéomafnhlsmcs ae E, q&.e nous aoteseae G et R ‘
" resgectz.veﬁzegtg_,L!-’anpl:. tlon g ~=—;>G (resga & —»}R } est un 1somarahlszs
d;a 1'&1@2&%5@ A (-Msp & ) éam l’al onre 0‘6(") ée tous les end omorphismes

de B ; comme G_.Ry = RbGa pour tout couple (a,b) é’&.}."’\meme de A ,




= Bt o

ces isomorphismes définissen’ un homomorphisme (p1 A}@Ao —> £ (E)
tel gune ¢la®b) = G, .R, , donc non nul. Or P (B) est simple (§ 3,th.2)
ainsi que 4@ 4° (cor.2), et ces deux alsgdbres ont mré dimension sur I s

2

& savoir n° . Il s'ensuit que @ est un isomorphisme de ‘2 ®4° sb.r

-:.then.;:.on du Corps_ de base.

Soient A une algdbre sur k , K une extenaion da corpa k s On sait

qu* on peut mnir le produit tensoriel A®K d'une structure d'algc‘abre
 sur X . Tous dési gnerons A i’,. puni dé cette etwuea_iggs_par A(K)

On 2 IA(K)'Kl [Azﬁ]

fmomzzzz 2. Si A g8t ung alﬁebre ds éimeasion finie sur

O

Si A es‘& sépara’c}.e, & K et un aﬁneau semi-pmmtﬁ’ é*aprés le th 13
"1*alg;ebxe é‘!K) étanu & 1a fois éa élmensmn ﬂ.me sux K s et semi«-§riml-
tive, est tme air*énre sem—simple e qt;.i zaoni,re qae a) = B)

- Réupreq:,zemem so1t A eme lﬂebre ‘vérifiant ‘c) preﬂant K——}f ot 'Véi't
'e.*aberd que é es%; sam-simp}.e sur k H seit WG le centre de 4 5 ehaque
G Stant upc extezzswn mie de” k . 8i K est une exteﬁs ion a.'ﬂ’mtrazra de
k : ie ce%tve ée A @K est TT(G @K}, et ¥1 s'emsaz.‘s gque ehague

'C ®K egh ane algébre aem-sz.mple suz K = I,‘g neus_ suﬁfs.i; éanc de
preuver : - e - ' =

m 2. eig C tme eztenqmaume ,a’uneer

5

kE.5L C®C est une

1ﬂébre semi~51m _le, ¢ est sé._arable sur k :




L R
Posons = CB®C , et soit C la plos grande extencion séparable de k

contenue dans C 5 soit F le produit tensoriel de C avee loi-m@me pris
sur Co , '

L'application x ?1 Y — X ? y . étant un homomor hisne de B sur F
il s'ensuit gue F est une alsdbre semi-ginple (en ef ffet, d'aprds les
risulitats du §" 04 toute algdbre quoticnt d'uns a algébre semi-sinmple
est semi-simple), et comme F est commutative, cels sigﬁifie que le seunl

é1ément nilpotent de F est O ($ 3,cor. au th}1).

Sbit alors' kesC ; on sai%'qué x est ”ad ciel suv @6, abtrement dit
l’il exlsﬁe une nu1°sance gf de la carac é stig rad

ze telle que =¥ = o

app rtienne ae, | Soit y X®1 = ?@x da,qﬁ _'8856 =F . On 2 d'aprds

o
18 formu}.e dtm bznﬁme gﬁf = a@? = 1@*? =0 . Il s'énsuit gque =0 , ce
gl eﬁ%raiae :cé€§ . d’a& C~G et ¢ est bien segafable sur k

(Lh rﬁdaetcg~ serali assez atavis de v;de: en exer. 1a partie b):§> e)
du th.f ; cela n*a gas un blen grand 1ntﬁfét de savoir goe les seules

.ﬂbennes” 51?Lb”eu Sont eelleg qui sont s parQEles)

GO&OLEAIR£5?; 8i A eqt une a2lsdbre simple de eenﬁre s - A(K) est une

”_alnbbrﬁ Qimg_e dc centre X qaellewsue&coit#l’ezteagzon Kde ks

i1 véswltc da th.2 quo IK) est une alzdbre sézﬁwéimple; Comme son
%

centr re t K clest uﬁe alztbre simple.

CGAOLLEIZL 2¢ 81 A o83 une 21-3bré simple de centre k , gson rang est un
5 5 ~ i

carré nﬂrfait #° . En nart calier, le rone d'un corps sauen sur son

cemtru cst sozt lﬂf ni, i

est une alﬁaare szryla de eentrﬁ 52 o et dlaprds le th;6 du § 7 5 A(§2)

est done ?somcfghe & une algdbre de matrices ﬁr(Sa} « On a done




[A k] [A(Q‘)z Q] = 22 .,

COLOLIAIRE 3., Soient K et L deux corps commutatifs, cxtensions d'un

corps k& » 81 T est une ecxtension séparable finie de 14: ; ic produit tenso-

riel L®K (sur k) est prodult direct de corps commubtatifs I, . Chague

Z e

Log~ 3

i

5 contient deg sous-corps isomorvhes abtet K gui 1! cnfzendren’u,
»
\

7

& ipz'oqaemen% tout corps I ;gaissam c" cette arom’lé est lsonmorphe

& ltun des I

B e e 4
o shm

B

L"’

Diaprés le th. :5, :&@Z{ est une algbbre mcrinmwaol:, gur K , done esc
produit Mreeﬁ de corps comm'tﬁ“tafs L. 3 soit ry s Jé? - I.Zi 1a praj’eve«é
tion eananiou.v de LB®K suzx son i»—éme facteur. Les ima[:es 17 et K dg';{}
et c-’._e K dans I.-..-i,pan;fde sswucmow de ”l gui ,,-eag‘eﬁc;zfgnfis e*%:. L' egt
isewcrnpe 51 T i i qae K' 5% Récii)rééu@men‘b s':ii exz.‘bc 'deug isomaiz‘*w'

his cs de i et I:-,

=

ufm" un corps M dont les im@ges cage ,rent u , cela

-d Ji’c un ﬁQE’iG .‘?"?332‘.‘.5"36 fie l@K sur 3, e+ M est er:ghc, 5 1lun cies

Re gue.

es*t isomorphe é.

B yrés*ie théaréme de l*élémezzt_mim%

qae I:@.; ecs%; isémevp;.e & K{X}/(f) ; soit f?,“.,fg 3.es fae'teurs de 1a
déeomposztion 6. 3,_"'? ca ‘polynomes 3. rréducti b.}.‘,s f*ar K ies fi qcm& tﬁus
dzs-%:mc s }f;tzs_sgngeff est sép 31319. Tis sent donc--@remi@z’a anwe eu_x, et
K{X}j{f) 'es'i: Misam:eph_e 3:1 p*wodus:c fﬁrec% des corps fliij/(f )« Oﬁ‘re_‘afém
ve ainsi dircctement la déco*ﬂpos*?twn ée LOK » avec en %:zlus le aétermi-

nation des K, s K, = x[x]/(¢,) -

3 v |
%Tﬁifsm 71@. Soit k un corps valué per une valuation % oy K= 1:$ le complé-
, I une ecx¥tencion finie et sdparable de k . Le produit tensoriel

L@k% est icomorvhe au produilt direct des compidtde de I relotivenment

an

aux diverses valustions gui prolongent P




N
A0

bl T
Lok TT
b4y ) ok

4. Isomorphismes dl'alstbres simples.

THEOREME 3. Soit A une alsdbre simple sur un corps k , de centre réduit
&4 k . Soient £ et g deux isogorphismes dlune slpoebre simple B dang
1lolrCbre A tels gue i1y =g1) =1 . I1 existe alors un élément
imre.f“iole qu tel gue £(x) ='g.gl(x).a pour tout % €B .

Si A cs’s ume'clrfc,bre de matrices sur k , le ‘t’aéom‘ame %3 zevient &
affiz mox* que deu rcpr’éseatatwns matrlciellee de méme degré de 1'c=1r%ébz=e
B sont oembla,bles, ce qai egh évv dont pmsqu.e ces dcaz. rcprésenta’slons
ccnmennea ie m‘éme nomsre de Tozs l*vn:i.:mﬂ représentation mrodani;'s ble
de B . V

Biing le cas "eaaz' 21, s'o'-'«"*a A° i&é;if;ébre ép'posée. é.e 4 , et prolongeons
% 2% g n de si omoT ﬁhiémes £ ei: p' de B@AQ Qans A@A° en posant :

: f’(x@y) f’ {x}@y 'e“c ?’(X@fy) g(x}@y s g1 xeB ot yeA° .

B apzfes 1e ecv 3 au %h. 1 A@AQ 'ea% an.e al@é‘i}f@ de matrzees sur k 5
e’c 11 existe done c€ A@LY tel que fiixzey) = c-g’(x@.ﬁ-e '.' ' 2&
.par'ﬁvcnlie v}ze%am x=1 on & 18y = o. (1 @y}se ) signifie
gue ¢ aepn?’t%’_ -E: au mmf: vz't de k_@ée d@ng &@A? . ﬁilapré.s le lewme 1,

£ 3

ce commut hn est AL®X ; e-"s on g done ¢ = a®1 , g€l . On %ire de l& ¢

- oyt ; . e oo s =1
} - 2.z2{x)a” )®7y = 0 pour tout y , dlod f(xz)=a.g{x).= .

'C‘.Qt.‘. ‘:JC :

COROLIAIRE  (Ske 1em@mse uer}._g_}a A oot une slsbbre sirple sur un corps k

B
e

(>

de centre réduit & k , fout automorphisme de A est intérieur.
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J Commutation dans les alrdbres simples.
THZOREIE 4. Solt 4 vue alsdbre simple sur un corps k , de centre rédnit

2k . 80it B une sous-algibre simple de & , contepant 1 , et goit C le

commatant de B dans A . Lil'aledbre C est gsipple, on 2

e

ﬁésignons par B 1'algdbre B munie de sa senle structure de k-egpaoce

e

&
vectoriel, et plongeons B dans 1lalgtbrs ol (E) des endomorphismes de
en faisant correspondre & *ou*’s b homothétie % —>Dbex . On sa:’:.c gue le
conmitant de B dans i ) est l’a1"°bz'e des homothéties x —>Z.b ,

be B = i:;omorphe a l’a,lf“e,’ore opposée BO de B .
Considérons 1ialpbire A® L(E) 3 clest une alﬂ’i-béé mple &’syv‘?ﬁ‘s‘lé

¢or.2 au th.1 et son Cemre est ¥ 3 A ®a8{b) con tlent deux sous—-a}.mbre

isomorvhes & B B@E:A et k@B . J!spsos le th.3 11 exiate un automor~

»

phisme intérienr 'q 1' transforme 1! une-en 1lautre ees deu.n. smzsual”ébr@s,

.m'

écm apest le{zz*s commutants . Oz 3.& eomwtapt de B@L est G @ eﬁ(z,},

e‘b celii de 1’;@3 est L®3B° enczze? £ 11 s’emmt qzs.e 6@ 5£ (B)

est iéamorg}hé é, A@3° ,

Digprés lé‘;jagaf.z an th.], A@BG osh mze als ob%e s:r’zzle 3 11 en est

donec de mPme de C® F (E), donc ausei de G. On & en oubre

o — S5 "j “;. o : o
(oL (E) s k] = [ex] [B:x1? oy [4®8%k]=[a:x] . [B:x] , a'on
en conmpavant E”M*E’E :fi‘B;?{? cJoa] .

: : e S | L =} . .
Enfin, si B! désigne le commutant de C dans A 3 On év.:.deﬂ’:::crs% B 58 ,
= 1 . = . ; g . E - 1 o ‘:

et, dlaprds ce qui préedde L&gk} = ZngJ s | Blsk |, d'ott
- : : : s = = ¢ = - L=
ii’s*gk‘z = ?le‘é y v B=3 | =
= -3 2
COROLLAIRE 1. Si le centre de B ost »6duit & I 3 B et C zont lméaz:ene::
disfioints sur k , et AN BOC .




N
t

- J&_J e

Le centre de B et le centre de C sont Sgaux & BNC , done rédults
& &k , ce qui montre que B®C est une alstbre simple de centre k (cor.2
au th.1). I1 slensuit que 1'homomorphisme canonique de B®C sur la
sons-algbbre de A engendre par B et C eot blunivogue, et comme BBC

et A ont mBme rang, c'est un: isomorphisme de B®C gur A .

COROLILAIRE 2. Soient A une aletbre gimple sur un corps k , de centre

rédult & k& , et soit T un sous-corps commutatif de & , contenant k .

tés ;alvagtes sont Sguivalentes
a) [A:kl = [L:k}a §

b) L coincide gvee son commuisnt dans 4

e) L egt pn sous-snnean commutatif maximel de A

Soit I' lec commutant de T dams A ; puisque T est coanutaﬁif, L' DL
ee gui momntre 1’ GQlVﬂlaace de a) aﬁ de b), ccmyue tentu du thd .

Liéquivalence de b) et de e) est nvkdei%e.

CGRGLﬁAI?? 3. S0it D nn cor@s pauche, de rans £ini sur son cenbre k .

wsur aL'aa'scaseecrps commutotif L de D , contenant &t , soit sous-corps
Lo .1 > = ‘5. % . B a 1 E’-,« &ng
canm&éaﬁz: maximad de D , i1 faubt ef i1 cuffit gue {B:kg = [ hek 1T .

Cela zé altc du cor.2 et du fait que tout sous-anneau de D contenant

est mﬁ'ecrﬁs (chﬁg.z, référcrce ? ).

Comme D gnsg@ée :u moins un sous-corps commutatif mexipel, on

~ retrouve le falt que E‘Doﬁ? i un carré parfait.
. _coﬂommg 4. (prime su scteur). Tout corps fini est commutatif.

& 2

Soit 3 un corps fini, ? son eeat?e s deux sous-corps commutatifs

s

naxwmanv de D ont mﬁme ée*rn sur k {cor.3), donc sont isomorphes

(Alg.?,é 11,prop.3) et tronsformés 1'un en l'antre par nn automorphisme

<

commutatif contenant ik , donc zussi & un couuacc¢§e comimuta 151if maximel,

téricur de D (th.3). Comme tout éléﬁent de D asppartient & un sous-ecorp:



e
: - 5
i1 suit de la que D est rbunion des xIx 1 , €D , L étent un soup-

corps commutatif maximal fize de D . Il s'enswilt gue le groupe maltipliw

S

e o,
catif D est rounio deg conjuwuﬁs xL”x de B0l Soug-groupe L .

51 x'=xt , tel , ona xLx"' = xtLl't 'z = xL'x"! ; le nombre des

2 g * %
conjurués XL x o est doune aun plu° ég ai & 1'indice (D :L ) ; comme chague

conjugzué o mBme nombre d’élé mte qae L , D ne peut 8tre réunion des

% : - o % - :
b x L gue 81 ceg ensenbles f 1en unr QOW ition de D 5 puisqultils
ont en commun 1’éléveqt upitég e’eou que lﬂmr nombre est 1, d'od

e i
D=L ét D=1, ce qui mon gue D est commuitatif.

. o
\l"
([)

6. Groupe de Brﬁuer.

Loy

Soit k& un eorps canmuvetwr Tout algébre'é simple sur k , et de

censre k es% $ somorohe & H (k)é@ﬁ , ol K est un corps gaache de

centre k + En oaﬁfe, le eorns z est déterminé par A de fagen aniiaeg

puisgqué ie eoraq erposé %9 est 1e commutdﬁt'de'é vis;énvis d'une repré-
sentstion ifréé flb1c de A ok qae deux telles eprdé em*a*?ans sont
semb 15 las. On peut foae 3291 - du corps gouche K attaché & A .

On dit que éeax alﬁébres,siﬁ§les & et A', de centre rédnit & k ,

sont semblables si le corps K atta aché & A esi k#isembrphé ai corps K!
attaehe AY, Cela 3définit awe f”Tat é'eqalvaleaca ﬂntre.algébres'

simples de cmqif@ & dont les cla ses (asnclées clasmes dlalsh Sbres

smmgles) eorr63§o&deﬁu bzaﬂlveqaemeﬁ% éaﬁ ecrys zgouches de centre k et
finis sur k . ‘

Si A aoppartient & 12 classe b1 , le brodait teasoriel Aol (k)

sppartient sussi & J%’, car KGN, (k) I (£)@D®u, (k) x U (x)eD .

Soient & ot (B deu& l ges correspeh?ant anx corps gauches D et DY,
s ciasse an ﬁ”OC&lﬁ %aﬁ* ziel D@D est 4ite elasse produit des claosse:
;%{et é% 4 et. est dbsisnée pax ‘ﬁig% - s sionag AeJE et Be 5%‘,
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ona AB®B e J%“ B 5 en effet, ona A= (k)®D ,B=H(k)oD ,
dtoh A®3B = (1’)®D@D’ ce qui entxaﬁ:ne AQ_&B € -Jﬁ"«dﬁ s COMMEe nous

venong de le voir. Réciproquement, il est évident gque cette propridté
caractérise le produit de deux classes. I'associativité et 1a commuta--
tivité du produit tensoriel montrent alore que le produit des classes

d'algdbres est gssocistif et commuiotif. Io closse formée des algtbres

g&(k) s nzt , est €1ément neutre pour ce produit. Si A parcourt uns
clesse £, corfespondant aix “OTpS’ﬁﬂacbe D , les alpgtbres opposdes A
parcourent une clsese A gui GOfrCuOOﬁﬂ ali corps pauche B° spposé de D .

et qai est.l*inﬁeggg de lz class 7% dtoprds le cor.3 dm %h.1 .

B Z
Ainsi 1'énsenmble %gk des elasses d'alsbbres simples de centre k ,

-

muni de 1ls 1ci Ge composition préeddente, fesme’aﬁ'grsgpe abélien.

o e = = L '
PWFTHITIGE 2. Boit k un sorgs GOEQﬂtatlfa Lc Zroupe acélzeﬂ ;;k feg

':clasqes ﬁ'ﬂ?ﬂebres simples gur k . Ge eeﬁtre rédm é e, m&ai«de 1a loi

ﬁe‘comﬂosiunon du pvcéait ten oriel, est enpelé groupe de Br suer de k .

Exemples }.1, 81 k est algdbr quemcrt eleg, '.i%% a,{a} s Glaprés 1z

prop. 5 du ¢35

. 2. 81 k est un co:pc fzni %? ~{e}', a‘aprés 56 e 4 du th.4 .
3. Si Xk ; esﬁ Oﬂaenné mmximsl. W% 2 Z/%O), éﬁé exere,z .

7*14. g1 ¥ eQ% un corps loealbm33t compact, roaé.la topelcﬁie définie

par une valustion {non arehimpéteﬁne), %%k ACH Q/Z ("rationnels

me&ula i*j. Cf.Alg. Onid., T .
T

Extension du obrps de boge » £orps de décomposition.

Soient k an ee?pq ecmn& tat if X uvne extension de k. é_?oate algé%re‘

faison

)
W

simple suz k‘, de centre réduit & ¥ soit

b
i

correspondre

ﬂ
N

&

E*algéhre~ﬁé v) cbtenue por S}% neion ér-cerps de bes



Dtaprés le cor.1 au th.2 A(F) est une algzébre simple de ecentre XK . In

outre il est clair que s8i A et B sont deux algdbres semblables, les algb-
i . C‘ ' A & A A‘P 1 ja
breg A(F) et B(K) gont gemblables. Il ensult que — A(T) définit

par passage ou guotient une npplxcati@n @F/V .du groupe de Braouer %;I,
dans le groupe de Braver %%K .

PROPOSITION 1. L'application o ,<§ —z ¥ e8t un homomorphisme.
& 7 i &

Cela rdésulte de 1la formule 3
b ¥ 2w 2 BB s
o A et B désignent des algdbres sur k « Cette formule se démontre

"3

immédiaterent en w?eﬁanﬁ une- base, ou par tout sutre noyen.

Le noysu 95,/ de @kaz.esﬁ done um sous-groupe de L@ _ 3 ses S1émen

sont anpeiés clac os d'al-dbres décomposdes par X . Par abus de

[t
W

angage,

on dit gu'une algebre simple de eentre x, A, est décomposée par £ sila
‘classerétf de ﬁiappartient & <%?K]P « Pour ceia il fa&t'eﬁ il sgffit

S

q&e :A(K} soi%fiSmef§he & (K) pour un gertain n Le corps K est

:alevs ER ogrns e:dée m@ tienﬂdg_A fet aLssi de 7%'3.

B Cotiovs 4o &eeamg&sf%ieﬁ'

sa ent & un eovpﬁ ﬂamma ah f, “%;.

THEOREHE S. _ le proupe de Braouesy -
: Fk — :
: 2 e e - 7 = < e : : s
de k , Jé un &lcment de -%%k 5 c% K une extension finie de k . Les

deux propridiés suivontes sont éqaivaléﬁﬁes-

an

2

a) X est corps de déecomposition de JE
Y 1 classe A contient pne alsdbre A telle que K< & ef gue

BRI | |

y]

Hontrons gque &) => b) . Soit D 1c corps gauche attoché & la claase

j%'; puxsque £ est corps de décomposition de » 11 l'est aussi de 1a
- ; o e e = = i
iz opposée S et en particulier de D° : D°®K est isomorphe
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a une algdbre de matrices sur K , ou, ce qul revient au méme, & 1l'algdbre
£ K(E) des K-endomorphismes d'un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Soit éf (L) 1'alpgébre des k-endomorphismes de l'espace vectoriel E
1'alpgbbre DP°®K 24 ,,_,ogK(E) est plongée dans ufk(E) et son commutent
est ¥ , identifié oux homothéties de B . Soit A lc commubant de D°
dans ,,f 1,(E) 3 Jje dis que A vérifie les propriétés Snoncées dans b)
I1 est d'abord clair que A DK 3 en outre, d'a?rés le th.4, on 2 :
[pixc] Jaex] = [£, 8):x] = [2°0 K] [xc] = [Dsx] [Eex]?
atol [ﬁgk} é[K:lcjz ; enfin, puisque A est identique & 1'algbbre des
endomcrp 3. rmes de E considdré comm espaéev- veo’série‘l sur 330 A est iso-
mornhe & une alg (,‘m"e de npatrices saf D s Gonc appaf‘clent a la olasse
7% domée. ‘
Pour p:ot:.ve que ?:;)—? a}g i1 sm“ évzéeamezxt de moaisf gus A

4t
ziznons par E 1*3‘#@%’5 re A considérée

491

est décom mposde. paf K s pour céla, dég
lecn'_zme ‘ie:—~es;gace ,vecto:fiel.' D’a@fés ils cor-S an th.l sﬁ peul 16*@%11"1643
é@lxd é e»f{}i’} 3 éf’ﬂwé'ﬁ 1@1&1&1& ‘?., le cgzmziifﬁé,ﬁ’s de k®K dens
A@Ac est A@;’{ ,» puisgue X ssi: son propre commutant ﬁaﬁs &
th.4) 3 en dfautres termes, ceci s'irf 3’:‘3. cgue A®K est 1'algdbre des

i{;ehdcmorphismes de & , et A cs‘b vien décomposée par K .

COROLLAIRE 1. Soit D un corps gauche £ini sur k et de centre k 3 DOEOns
ED:E{} = ° - Pour tout corps de ddcomposition ¥ g_g B, EK:'E est un

multivle de T .

soit 4 1= classe dtalzdbres gui contient D , aer 1ialgdbre gui

vérifie les Q"’O‘?"’lé%es b) du th. 5 » A est unc glglbre de matrices dfordre

n sur D . On 8 done ié:k}: nrz s dlod ii{:k} = AP s
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OROLLAIRZE 2. Soit D un corps peuche, de rong fini sur son centre k .

ZTout sous-corps commutatif mexzimal de D egt cofps de décomposition'de D .

in effet, un tel sous-corps K contient k et dtapres le cor.% dn th.4
on a [:D:k] =[K:k] 3 on peut donc appliquer le th.5

o,

égi Remorgue. Il ne faudrait pas croire que tout corps de déconposition

~de D contient un 5018-C0TDS éommuta%if meximal de D ; ni gue les
soas~corps comnatauifﬁ ; imﬂax de E “ont 1bom0Wpﬂcs.
*Par exémple, al-% suk wn corps p-adique, &b si ED:k] = 7° | toute
extension- { I de 5G”fé r est iuomorphe 3 un uO&»*COWQ coﬁmutatif 
meximal de D .,

E>:4

G instence de ﬂcrvi de décomgoszt;on goloi iens.

= o=

LEIZE 3. Soit B un _eorps ga"e%e, de rong 11?1 sur Obﬁ-cewtre k , et

distinet de ks Il exlste un 50UE-Corvs ec@vutqﬁiﬁ ﬂ ae 3 s Contenant k-,

séﬁépable sur k 4 et 57Stiﬁﬁt de k& .

o

51 k est ?ia iy e 1emme es t &vident puisque toute extension dtun corps

£ini est aé ahlec “eus pOUVORnS dﬁhc aﬁgoéer k 4afiﬁi;u
Si le 1emme 5%@1& in &wct taut éléme t de D ﬂe:a’ﬁ radiciel sur k ,

1o forme ¢
p étant llexpossnt e ﬁ“c%éristiq&ey

?

de liexiension k(z)}k est su plus r

-

B & e SR W
preandre Pp £ r . Il existe dons un entier f

4

tel qge :

quel que soit zeD ..

&3

Seit ey une ngsv de T sur & ,'telle aue e1=1 . Tout 81dment xzeD
*‘éerit x =2 %8, , %€k, et 1 1'615ment xP gtéerit i

=P QEZ P (y Je e5



N
T

- B2 -
les Py étent certaing polynopues par rapport aux x, dont les coefficients

ne font intervenir que ies cocfficients de 1la table de multiplication
de D . Par hypothése, on g ?3(xi)=0 si Jj#1 quelles que soient les

valeurs gue l'on donne aux X; dens k . Pulsque k est infini, ceci entraf-

- ne que les Py sont identiquement nuls.

Etendons mointenant le coxps de base & un corps de déeompcsition K
de D . L'équation : ' |
Z j ‘,'
reste emcore valable, les xi prenant lcurs valeurs dans K . Comme les
leyapmesv P,

J'SOnt 1dent1qaement nuls pour ;%1 , i1 s'énsuit que l'on
8 3 : xf ¢ K quelque soit xé€ Digy * |

&aio Q(K) est 1somorphe & E’(?), et eonttaat donc des iéemyctents
n'aapartenaﬁt pas,au ceﬂtre, ce qai est en conﬁraéictlen avee ce cai
p‘réeéae.. | i

THEORENE. 6. Tout ecorps geuche D , fini sur son ﬂeutre ko, eantzunt un

soaqaecrpq commuxatix mezimal qui est. ﬁépaf bie sur Y

Soit B un seammcerps sé§srsble meximal de D % et msatrans que L est
saus«corgs commutatis ggxlmal de D ; on, ce qui rcvxent~aa_méme, gue %
colincide svec son commutant L' dans D . Cé ecémutaﬁ% ésé ﬁﬁ ﬂérés gauche
- de céntre L d'aprds le $h.4 . Stil n’étalt pas can;endu aves L s 11 exis-
terait, ataprds le Lemme 5; un. corps K , avec ECLKC;L' s f j7 ; et X
IQéparablc sty L . Mais slors K serait séparable sur k‘, ce gul_est
contfalve au carqctere maximal de L . : : 7

GO”GTL%IEZ.'ﬁacl gue soit lc corns eomﬁu%atif k » le zroupe de Brauer

§;k<§§ k gst réunion des souc-groupss g/k correspondont sux exten—

sions meicisiennes finiss K de k .
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% = :
Bn d'sutres ternes, toute classe d'alﬂébfe Jt‘e ‘5,1 posstde un corps
de décomposition qui est galoisicen sur &k .

n effet, d'aprds le th.6 joint aun coxr.2 du th.5, *ﬂ? possede un
corps de décomposition T gul est fini et séparable sur k . L'extension
paloisienne X engendrée par L est 2o fortiori corps de déecomposition de.ﬁ%

10. Clasnes d’alfébres simg;ea décomogades nar'ane extension zaleoisienne

dn coros Ge base. (Remaw“aﬁs,-

Pour étadier 1e groupe de Brauez %; I dtun corpa k , il suffit
d’abrés iz car. au.th 6 d'étuﬁie”" gous-groupes é%yyk ccrres@omdant

a une evteas1en galelmzepae fipie K de k_‘ Le résuliat principal est alors

SOL+ ¢ ig pgrouve de Caxeia ﬁe &/; 3 le groupe é%»/a est §saaa“%he

4

s seeend‘gfeage de cokremologzie ée G & coefficients dans le prouve K :

A&f?ement di*' : 'ggéyé 0 “{@ £y
£l nlest pas cue@*‘en de ﬁarlaf dé GO%Oﬂﬁéﬁgle icl, et on ne pent

donc pas cenentz er le¢ réenliat or
&

L = b ,_-;.,_
d;;xe a ”z”e espcee =

ia sai?aﬂ%e-ﬁ

‘gng et zoi t 4 l’alm&wfc at*a&aéc & A par le th;é

sglt E i'enoelee des éléme?ﬁ_ iﬁverihles de A tels que .oz}

g .‘

o out élément de E i duit sur

B esn%iént le groupe mulﬁi4lieatif K 4 et

e

K an au%cmswguigme cel . Dok unc %&ite iihenomorphismes

fnuM
iy

(Wipnry
P

Lt
e
\i
&3

rofe
iy

Qigrint

"
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gue l'on démontre immédl stement Btre exacte j on. 2 bien obtenu une
xtencion de G par %

2 “ﬁci%“oqufmcnt soit E une telle extension 3 gi & chague classe

nodule E* on ajoute un 41lénent "O", on peut définir sur chague cl@sse
une siructure. dtesnace veetoricl de dimenmsion 1 sur K (Par tranclation

& nartir de X' ). L'esnoce vectoricl somme dircete de ées différents
eepaces vectoriels peut 8tre muni d'une structure d'anneau de facon
évidente {grfce & lo multiplication dans E), et on obtient une alzbbre A
sur k gqui cst simple et de centre k .

Cn conozqte enfin que les deux corweononoancc" QTécééc es sont bien
r8ct . progues. : .

(Pour plus de détalls Voir Sem.Cartar, )O-)1, exp VII)

Il aly o pas trace de cohomolosie la~dedans. e cohomolozie viendrait
ulté“iea.embnt, pour déte%niner le grocupe des classes d'exicnaions dtun

groupe G par un groupe abdlien a.apevateuis A =

Exercices d agouoer a eeux de l'état ggeeédent.
(zes 3 p“emicrs ficuralent dane 1l&tat 2 conme tréorémes)

1 Soien$ K et L deux extensions dlun corps cammutatii k telles que
{K:k} <+ o0 &% que 33/2: soif: sépﬂwaolb. Tonkrar gue X8L est semi~ :
n%lmiuii. ; : : ;
2. 51 k est ordonné max1mal tout coxps #anehe de cenire k et finz sur k .
est ‘isomorphe au corps des qaﬂtexnlons sur k . :
5 Soit D un eorps,”auche fini suz son centre k et nesqedanz un anti-
ﬂaﬁomcrnhlshu'zavolutif x —>x! tel que xix' et xx! agpartlennent &
k et que a'=s ipbar4t¢ﬁt' aek mbn%rer gue, si 1la earéctéristiéueAée
D est différente de 2 , D est un corps de qtaterﬁionq sur k .
4.V;01§ﬂt A une “1”\%fe séparable sur un corps k , B une alsd bre srbil
traire de radical r(B)‘-momrer que le radical de A®3 est A®r(3).
5. S0it k un corps parfait'et soit S an elﬁ%&re'aléébrisué de k .
Vaunpcs ns que pour tout entier n il existe un corps K ,et un seul tel
gaé kC.K o= 52, " et cme [}'{ 3 5 s uont::er’ gque le groupe de Brauer
28 A .

uit 3 i }

(cf. czzlliﬁb, Ths des ?alg, Vi,1 od 1l'on trouvera dl'autres exer.).
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$ 5. Représentations des pTOUDES .

1. Horme et trace d'une représentation.

Soient A une algdbre sur un corps commutatif k , E un espace vec’co:ciel'
de dimension finie sur k , U une regrésemation linéaire de A dans E
{ § 2 n°3) ;

DEFINITION 1. On sppelle trace (resp. norme) dlun élément x€e A relative-

ment & la .femﬂésentatiog :x-a,H(:L) e s, la trace (resp. le déterminant)

de l'endomorvhz.sme h(x)

il es's cla,iz que 13 trace ct 1a novme ne ehangent pas lor.,que llon
: :cemplace i par une représentah on semblable, c,utrcment dit ne dépenéent
que de 2 classe @ de 1a ?ep?'ésezztat:.on. On 1@5 notera 'f‘esnﬁctivem.,nt
: Tr$ {x) et 1 “3'@ {(x) . Des ?owmules stivantes résultent irzzmédz.atem"n’c des
7 pfop?iétés de la trace et da ééterminana d'u.n eﬁdomerp}_i sme 3

3 (x47) = T;:,$ {z) + .er (y) : '

Q(zy) = Hg, 12)-1‘53 ()

(Xy) = TX‘& (EX) o
u.-&} (.,,\.x) =A. J.z*@ iz} re % .
"‘Iﬁ (Az) q)\. .13’3 {x) ok ¥ est le 6effré des représentations
de 1= elasse ﬁ ' |
= Se‘.‘tent u et L‘I’ deux remesematmns de 4 dans des espaces veétmﬁels .
E et ’“' I:a scgge directe de B ‘7* e%: B, conﬁzdéwea comae A-.*aodulcs, est
encore bn a-mcauie et dé.tiqz.’s aonc une vepfeccntafma lindaire de A .
dans n-i—.f:" qzzi est dite somme &eq rcnrésematlonﬁ I et H' . Ia classe @”
de cette z-em:*é entatien ne dépend évvdemmeni: que écs: cla 5888 @ »et, D
. de Met U , et lion Serit s -

97 = 9‘4.2_? -
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Le degré de ,ﬁ"' est Sgal & la somme des degrés de ﬁ et de 9' et
l'on 2 les formules ;

m = - il
1.1'9_‘_%, (x) = Tr@ (x) + ifg,(x)
Hﬁ) @,(x) = H@ () + & ,(x)
Lorsque II et H' sont des représentations ms’cr:.c:.ellgs X —> H(x)

et x —» li'(x) , la somme des ?'cpré en’cauons M et I' est semblable & la

représentation matricie 11@ X —> _ - ) -
‘ u (x)
i OPO;;J:"’IO"I 1. Soien‘t k un corps commuiatif de ea..qet istigue rnalle,
A une nlﬂebrc su,z- k , %) et a@’ deux class s de repréz;e ions coﬁm_}_,ée

wtemem: réductibles de desrd £ini de l’al"c,bre A - czi

?rz (x) = ir@, (X) 7 '“pou:'e tout xe‘A .

ona 9 = ‘S’ :
En dlan i"!;e;:zf-més, i‘rz coractémse 2 si.‘@ est compldtement
réé;uc%, _,t gl le corps ée base es t ée caﬁacter'x stiqr,e aa}.le.

Solent dz et ar’ les nayaux des rcnrasen’aatiom ;?;} et D! ; les algd-
bres A/r}z

tzatwice sur iz e% sen'i: donc de & ngj fim. sur k . oort m : ()i N ()&’v :

4 /ag/ sont omrphw & des qous~glréb res G'algdbres de

: _ .z.*elr'ébz-e A/m - est isomefphe 5 une sous -al'“év:}:ce de l'algébra produit

':"A/ﬁz', X 3/0&" 't est 63&1@0% cze rang fim sur k . Pui ‘sqt:ae m est conte-

g aana ie novaa de ﬁ) et aans celui de @’ D et 27 définis_sent
ces classes de fc“‘%nentgt*i ons de A /m qvc nous noterons cncore @1

et ﬁ’ . "aluaue @ e‘c %’ éczﬁt aezﬁple‘somm réductibles, le radicsl ée'
A/’m. est cﬁonuez;a & la fois dans fﬁ’/’m et dans di/m’ y 2t est

Do =

S rAduit & (0). Fous sommes done ramends & ddmonirer la ‘proposition dans

le cas par iﬁ!ﬁ.}.iuf oh 4 est une alsdbre senmi-simple.
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Soit A = TT:.L A; la dbcomposition de A en produit d'algbbres simples ;
pour chague i, soit ‘201 llunique classe de représentation irrdductibvle
de ‘Ai » 1 Boit ‘21 la représentation irréductible de A définie par
2;_ et poxr l'hoﬁlomorphisme canonique A---B-A:L « On sait (§ ’5,n°7) gue
toute représentation irréduetible de A est semblab}e a_l'une des repré-

sematlons : ‘31 sy e agui montre que

@ 2 ®i - gl 321 n-_{ﬁi .

i
ol les n, et L n! sont des entiers 20 .
é

g |
S’oievn‘{:.ei 11616ment unlté .de A, 4 & 1'616ment de A é,on“t’ i;ou';c‘es les
éoef@onnéé's?soﬁ% nullﬁs; sauf le i—-émd gui éf-"iﬁ bgale & CH ,i ri le derré
de %i - Gn a evidemment Ir 3) {e. )*z'i - pulﬂque liendonmorphisme

A corvespeﬁdant & Si dans une- renrésentacmn éde 3.a classe $i egt
'l’automorphisme 1éent1que. D'auure part on Lrjj {ai)..a si 3%1 :
‘paisque si est conteni dans 1e noyau de ﬁ 3 o Dloh .er&) (si)zn'i‘ri .

,_Tz»%,(e ) = ni.ri = et comme u.-@ = z:z...’z"i ni.r. dans le

{ $
'»‘eowg k Comme k est ae e;.rwtérwtzqfe nulle, cela dozme ”’i’ri = nl.r,
dans W, d'ok n,=nJ , et @-.- DL '

Re v guea Co&mc on le vefﬂa dans la suite 46 ce traité, on peut,

' @ans eerﬁain”* cas, é’ceadre 3. notion és z,fé,éé amr ren*ésenisﬁc ong

,’ de degré 1n71m.. Pour ’)lUS de dé‘tailo {mt notanment pour 13%'%:':-:13&0&
de 1c fs’ocﬁitmn 'I) nous ,eenvoyons aux ‘ciavam de nos énminents
"collv“uﬁs {?) .

2. Ren:fésent ations 1‘3 néﬂxmes ﬁ«as Zroupes.,

Soirzm ¢ un .f“aane, e Lm corps commia‘tzf 1‘; = ?;':(G) (qaelle sale

notat-ma [ __Z.?alg:ebre dn g:c-oupe G rela sv:wamcai' au csrp° k¥ . On appelle

représentation lindsire du zroupe G dans un egpace vec*f'e:fi 1% surk
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un homomorphisme & -» M(s) de G dans le groupe des Sléments inversibles
de l'ai}_’zc‘;,bre uf(E) des endomorphismes de £ . On 2 donc
i i{e) = 1 » € &tant 1'61lénment heu’cre de G ,
Msot) = WMa).M(t) , 8L =,t€6 .
Un tel homomov'nmsme s’étené par lindarité en un homomorphisme de 1'algdby
A dans o‘f(x:,) gui transforme 1'S1ldment wnité de A en 1'618ment unitd de
of(") 3 't"ccvp"*oqmem"n si o : A— ol (E) est nn tel homomorphisme, on g
(s);.,. ?) 3(9'1). (s) = T(e) =1 , ce gui montre que s) est iﬁvefw
sible pour touf s eC , et l'a'.opliea’ui'on s —> I(s) éét une repi*ésentaticn
lindaire du geouve G dons E. - . _ .
Il ¥ a donc tmc eorreswnclaa*e bwnivoqv.e canoniqae ent:ce les ztep:t*ésevzw
tqtions linéa:.:ees du g n oupe G ’ et 1es weprésenuatlons linéﬁi:::ss de »
}.’a}_z;ébre A . ﬁ!eutea les 'notions z'elatives an:: représezztations des elﬁebre
se tr:a,nspertem; aux représentaticns des g;eoupes ¢ représenta*ions sembla~
'b}.es, classes ae rewésentatiens renrésanta‘tzons i?‘*éav.etibles, complé%:e—
' ment réduc‘bfbl%s, ete.. o
| SS. 3 es% mze ele,sse de regrésm‘batwns de de@z'é Fini du groupe G,
.la fonction s —» ‘1’2'@ (s), _A ssf} s est app&lée le copactére de 1a classe
@ (cer"aams aa‘beu g véservent ce r:om au cas ol @ 'gst Vz,rréductl’z}le s
{913_1;-11 tranche’ﬁ cette quesi: on ici ‘?) Cczazze_’cox;f':; é'lét:éént de A= k(G‘)'
est- eembm 13021 Iiziéo.z.re zz'ﬂ.émea te de & }'.-a. ecnﬁai“s'azzce &Li céraet&re de
- D détermine Tr@ (x} pour +out zeA , donc, d'aprds ls prop.1, ddtermi
' mzf:si b)) si ﬁ est eompletement reéucmhlc et si lu earactﬁrzstique du
corps de base est nulle. e ‘ '
Sciezzt et 'E*j deux veﬂz’eser&taﬁcﬁs li éaz:éé fi'u. groupe G dans des

esnaces reé%eriels 2 et B, L’apz}lw tion 8 —=> & ( e Q) est une




représentation lindaire de G dans l'espace E@L!

10

3 82 classe ne dénend

que des clesses Q) et D’ de U et I et est notde @@,@’ . 0n2a

les formules sunivantes i
DD = DeD
(DeP)ed"=De (D'

(D D ad = DoD7s VoD .

Zn outre, si I(s) 2 pour matrice (a 13

) et H'(s) pour matrice (;31,.@ Js

{s)Bli'(s) & pour matrice (Y(i,k)(j,«ﬁ )), BVEe V(5 T)3,4) 1jﬁk£ :
done Tr(li(s)@N'(s)) = Iri(s).Tr(1’(s), clest-a-dire ¢

Tr‘g Q):(S) = Tr Q(S) ~I‘$(’S)‘ -

= Soi‘c d une. renrésentatvcn de cl:z se ) -dans un cdpace E 3 pour tout

Séu y s0it d(s) l'e?domo sme COntZ"“.T.COdZeB.‘t

automorpbisme 6u daal £ e E : déi’im par s hI(s)
tior' s~—-> H(s) esi: une rewésentamon lméeme
représentatmn corztr%grédlea’ae de H - et dont la
par ;‘D - Si D &t 23' sont des classes de desré

;  _ f@ o @ o - '
(@A@ } o= S« 2 9

(Ded) = 99

Commp 1a ‘craee c’i‘u.n c*d@mofohlsne est dzale &

on & : :

_ S or oy (s) =:§1"- (s‘f’?) .'A
% ‘E}zéertme de_lu e»_ ’ -

THE REME 1. Soieg G un "i‘O{lQe £ mi d’ordre h, k

donﬁ' 1: carac‘séristiq ne est nreuiér & h . Toute

de U E(s), qui est uh
= tm(s)"1 . Ltapplica-
de & &ans E , dite
classe est désignde

£fini; on g_}.e-s formules

celle de son transposé,

un corpe commutatif

vcm:esemqhon 1inoaire

g_e__ G dons un cspace vectorlel sur k ¢

est compléteme ntréduetlle .
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Soit K uﬂe représentation lindaire de G dans un espace vectoriel T

NOUS POSErons B.Z = M(s){x) ®i seG et xeE . Soit V un sous-espace
vectoriel de E sitable par les opdrations de G ; nous devons montrer que
-V 'posséde un supplémentaire stable. :

Soit W llespace quoticn‘b b/\/ , ¢t so0lt p.1la ')LOJCthOR eamn*qv,e

de E sur WV . Le rrroupe G opdre, por passage & quotient, sur W , et nous
noterons enco:ee x —5>8.x les 0péra’cions ainsi obtenus. On sait que
tout svpnlémentalre Fe V daps B co resnond blunivoquemcnt & une applica-
tion lindaire _q,": V‘"}'u %elle gue pog = 1 5 .pour que ce supplémentaire
s'oif 'iﬂvariaﬁt par G , il fau‘s et il suffi’ fmé llon ait 804 = QoS , s€G .

fS'd:i"t alafe "z: : W —-?n une- m)pl? cation ‘bel’ie qae : po;ﬂ = 1 v(zme telle
gppllcn‘b:r.of; uxiste ‘bougeuru, ef. &l’f 3.1 § .‘:32*0:@.5}, e‘b posons ¢

?/h s Z%G’btrot ’.

4 c: -

S.sg, o}_‘.‘o'ﬁ 1/}{1 cro(tsm’i )QS = ge3

= +s"3«::£~} {
ce gai aémon'tre 1e 'i:;:éo'r*eme d’am’ee ee qui a é'i;e dit plv.s hau'c.

dxercz.ees & n; outer & coux de 3.'état pf‘”cééént.

(Figuralt dans 1 tétat 2 comme remarque ). 'Soit Kjk une extensi .bn}'
sépax able .Lll’lie dtun corps k = NDevg retorésem:at;.on réguliere de K

gf;on»t:fgzjq%e $(:e;) irK/k {x) ef; @{6) = L.E?,k(x) si xekK.

zm espace vectoriel de dimensior on fiﬁve sur un corps k de

cai*at:’té_‘ 3 ,__3."qm nulle, GL(E) le STOUDE ;-Zes au %‘omfp.zwr?es de E . Zn
faisanf'; op(,z*e.z leﬁ &18ments de : GL(E)* su._';c @ por transport de sirute
ture Cn s’otinm vne représ ‘sa cion 1ind o= ?ﬁ{zi} de GL(E) 3 smoit

A lq ﬂa nE- lgéhre de ;f ( er ’;ezé:fée pa_ les B{u) .
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Digutre part, on définit une représentation lindaire du groupe symdtri-
que d'ordre P G dons é I , comme 11 est dit dans Alg.IIT,8 5 ;3
soit B la soug—alﬂcbre de éf (ﬁgﬁn engendrée per les transformations
ninsi obtennes.

&) lontrer gue le cormutant de B dans of ( é E) est égal &4 A . En déduizr
le fait gune A est sémi-sinmple (utiliser la prop.4 du § 3) et que le com-
mobant de A ept égel 4 B . :

b) Hontrer que, sur un corps de caractdéristigue nulle, tout sous-espace
tensoriel d'un espace tensoriel (ou sens de Alg.TII, $4) admet un
sunplémentaire tensoriel. :

5. Soit A un ésaaca affine de dimension n sur unr corps k , ident
hyy ernlaa a,?lne d'vn épace vectoriel T de Qimension ntl =-goit H
1ihyperplon purallolc 5 A passant par llor '
)

rigine.
) Hbatre? gue tout aatomoﬁpais aﬁfia‘ de A est induit par un.aa%omcrw

phisme de E et un seul. :
b) Soit G un groupe, et Soit s —>U{s) une reprdsentation de B dens le
groupe des automorphismes de 4 {fmrﬂéscnuatzaﬁ afziﬂe de G). Monirer
qu'il existe une revrdsentation lindaire s = {s) de G dans B of
une seule gui induise N(s). Pour gue H admetie un supglcment ire
gtable par H{s), se€bG , il faut et i1 saﬂ-‘i - gu'il existe a@ekl
fize par les traasformations ﬁ(a)

e) RéclBTOQLGEGn% soit H{s) une renrés nt@tloﬂ linésize de G dans un
»4‘

‘eopoce E , H un sous-sspace s@ahlc dé E . Hontrer gre les supplémen—
taires de F dans E forment un bspsec affine supr lcqani opére G : ece}
espace affine posside an point fixe si et senlement stil existe un
~sapnlémen%a1~e de H qui soi} sHable par G . :

aj 3édulf° de ee qui préedd le que, si G est un groupe {reép. aﬁrgraape

topolosique),on & (1)<=> (“) (1‘)4;? (21} et (17)<=> (27), avec 3
(1) fesp‘ (1Y), (1n) ) = LOU%O représentation lindaire {resp. de

dimension finie, resp. confinue ot de dimension finie) de G es%
compldtenent réductible. i

(2) (zesp. (21),(27)) - Toute ver présentat
sion hlnlc, resps. de dimension finie et ¢
point fixe.

w0

icn affine (resp. de dimen-
ontinue) de G possdde un

e) Soit G un wrouec ncssééaai un sous-groupe invariant H %el que H e%

¢ B vérifient (1) (resp. {?*3 (17}). lontrer gue G vérifie (1)
(fe8§.,(i’) {17) }“ (Oﬁ utilisera l'équivalence avee (2),(2'),(2n) ).
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APPZITDICE. Le radiczl d'une nlgodbre guelcongue.

1. Hodules sur une alzébre.: : _
Solt C un anneau commutatif & Slément vwnité, A une slgdbre sur C pouvant
ou non posscder un élément unité. On appelle module & gsuche sur 1'alodbre
A un groupe abdlien E muni d'une structure de bimodule & zauche par
ropport & A et C telle que la struecture de C—module sous—jacente soit
unitaire. = ,
Autrement dit, si 1'on note multiplicativement les deux structures de
. modules, on 2 les identitéds
: a.{x+y) = 8.X + 8.y - _A_(x+y) =A.x +A.y sy BEA, ,)LéC X,yEE

(a+b).x = g + Dox (J\.-!—;.L).x =A.x + pex , a,beh .)s,,p.zc , k€3,
a.(b.x) = {a:b)ox 9 A (P».X) (ip)cx . ac (.A,o&) (.A,a;) X{ ’beA .,A,,}L&C

1-::': % xez , 1 Stan 1181dment unité dé C . x€E

Conforﬁément aux déflultlons ?énéralcs, un goue— roape T de E est dit un
sous—nc&ale si c’est un sou -module & 15 : eib poar iz strLCuare de
Aamoéulc et de G—madule. Un module E est ait Glmnle s1i1 est dlfxérenu de
(O) et si ses sevl soa»~moéules con‘t (0} e% ) s i1 est dit seaiegimgle
gtil est sorme difecte de rodules simyles- | . . |
Lcrsque 1' lgébre.x nooscde un Jlﬁment uazté 8, ot que i'on suppose

gue ’E‘- ast un A«wo&al umtfvire, on & pour tout .A,é G

"_J\‘x -../\ (e.x) (J\Le).z .

ce qu.z. montre que 13 strueture G.e C-module de T est ddber minée entiez-ement

' paz- is strtzcture ue z‘i~module, et il n'y a plos de él“"s};nct1 on & faz.re entre
moda‘! es sz:u l'al'"ebre & et modules sur 1*aqno auz A .

-—w_.

Si 1'on ne say‘po'se pes E zmlt ire, on peut S¢ rire, pour ’sou’c XEE
X = e.x + (xue’.x)'. L’ensaable c‘ias Sek 4 géu ,» forme un sous-module E! de
llens em’ele des Z-2.% fcrme un 50au=-modale E" ;3 E est somme directe de B!

et de EW 3 2 es'i: an -}%_—module ammwe, alors gue E" est un A-module tri-

vizl s ona 3.2 =0 s5i g€l et xelt
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2. Le radical dtune alsbbre.

Soit A une slgldbre sur C . On appelle rgdical de 1'g lﬁébre A 1'inter-
section des ananlateurs des modules simples sur l’algébre A

Une elgdbre gemi-primitive est une algébre dont le radical est (0),
On voit comme au $2,n% que pour gu'une algdbre A sSoit semi-primitive
il faut et 11 suffit qu'il existe un module uem1~uimple et fidéle sur
l'algebre A : :

Lorsque A posséde un &1ément unité cette nouvelle définition du radiecal
est en aeco;d avee celle du § 2 (eeci pontre que le radicel de A ne
dépend qne éde’ lq strnc ure dlannesn de A s % pas de so structure d'algdbre.
Il *audrslt stassurer que cc n'eut pos ;ouaourh vrqi si A n'a pas 41616~
nent unité 1. En cffet 1? eot ev;denﬁ dtune UQﬂt que tout module
,anltairo gur 1'snneayu 4 gni est qimplc au senv'dl § 1 ‘est aussi un medule

simnle sut 1'algnbre A 3 d'aatre af+ il féuulﬁﬂ de 1ls éécbapcsitioﬁ en

(]

somme ézrecte E'z “'+ﬁ connec nlub “?v% q&e u03“ podule simple sup
1*31 core A est, ooit anltalse, uOit trlv1@l._ Cﬂﬁmb dons 1o aenger eas

son annulateur est & teat en%ier, no+re aSMG*tTQp est démonbree.

T _ngﬁCtloﬂ dfun el6ment anite._ _ |
Soit A aﬁe alfcbre sap l*anneau conmuta iftc . Sur Lfezseﬁble %9- Cxi.
 &5;1&1330&3 103 10 de nonnesvtfon “uiV” 1tes é,-ﬂ
(.A.,a) + (g, o) (}Lﬂz,aﬁ-b) -
(A,u) (u,b) = (J\.u ab + ;;,a_ +AB)
Aelpiz) = (Ag, .Aa.) - -
On vérifze aussztﬁt que ces trcz° lois ééfiﬁi&ééi@ sur A' une sﬁructara
.ié’alvébre:iur C aont 1'élém@nt (?,O) ﬂSt i’éléﬁéﬂt uﬁité 3 l*ens»mble
.{0} X A es% an iaéal ezlstcre de A'u'.omovnhe a A en %ant qu'alzebre sur €.
' Soit Eon mséalb suzr 1'&1?@0?@ a iwet pesoas':‘_ , »
| ()L,a) zz_&.x-:-a,.x si _);,ec ;y OE€A ;xeb .

On vérz?ie aass*tet gue eette 101 &e ths ition monit I dfane struciure

oo

dh'mcéq& aﬁitgi re sur l'snneau A* 3 par resiriciion de l'annean
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dtopérotenrs & A c;t C on retrouve les structures de A-module et de
C-module de E . Inversement, la donnée d'un A'-module unitaire définit
sans ambiguitéd un module sur l'algdbre A, ce gul montre l!'équivalence des
deux notions. In particulier, " I est un module simple sur 1l'alpgtbre
A= N3 est un A'-module simrie" -I1 s'ensuit gue le yadical R de A
est l'intersection de & gvec lc rodicol R!'-de AV, ce qul va nous permettre

de de’cermmcr le z“‘dical de A-en utilisant les résultats du §2 .
- Pour cela, soit {1,2) un S1lément de A' et cherchons si (1,2) posséde

4

un inverse & pgauche \j\,,_n,),,jgne C, xed . On doit avoir __/\.«1 =1 4ol
éié;@nt aéA "i;"é"l qn’il exigte X€A avec a + X + %.8 = 0 , nous
vov:ms que 2 doit 8%re comrerszble a '?iuc“eo

it

1, et & + x + ¥.o = 0 . 51 nous sppelons conversible & sauche tout
, ” = 4

THEORELE 1. Pour gue mEA avsgaftlf*f:ae ay radical P de .s.'a.l;;“oze A ; 11
fout et il saiyi's qae ba + Aa s0i% conversible & pauehe . guels oue
soient bel e‘t Ae€C . Dans ¢ces conditions be +A 3 et ab +J\a
sont ccnvmrsihlas & droite ef & cauche.

Tn effct, pour gue azeE A anpartwe*me & B, 11 fant et 11 suffit que
_(O,a)€ RY, etest-2-dire, dtaprds le th.1 du § 2, que 11¢16ment
1~ (.1‘, sb}.{C,2) soit mversilc}.e 4 gauehe guel gue soit (A ‘b)eé" .
ugmme 1= (.,A, ’n) (O,a} = {1,bz +.}ga), il ect done nécessaive e} sufflsant
aue ba +./\.a soit conversible &4 gauche. ‘

La seconcte part:i.e du théordne se @z'_oave_ de a%me, en utilia*an't‘}.e
cor.1 au th.i du y2 . ' -‘

C‘O?.O}}LALH.: 1e ro dical dtune ﬂl"’care est id ati que au rodicol de

1’21*@’0}:‘& onpasée .

Rema rgae. 5t b pess dde un f‘l‘mf‘a"s tmi‘te € 4, dire csae- e + z (aa&) esf
7m’ersible 3 wa,uche dans A équivaut & dire gque a est conversible & gauehe.v
In ﬁonﬂltlon du ﬁheoveme précédent est donc éﬂzizivalczzte & celle du th.l

du §2 ee gui montre & aoaveau que ie raaicql ge l‘alﬁgebre A est 1dent1qu'
au radieal de 1'annean A A‘i'el Q?.’ll a a%fﬁ éfl%’ii 2l g 2 . '

S G o v - e eny




