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essentlelle. 2. Fonctions essentlellement intégrables.la. Pamilles
équime_surables. \ o : :
ables. 1, Définition des:fonctions faiblee

ment i_ntégrables. 2. P"ropriétés' des fonctions faiblement intégrables.
3 Cfipéres dﬁntégrabi_,lité fé.i'b],.-e. 4. Fonctions faiblement mesurables.
5. Exemple : Fonctions & valeurs dans un espace d’applications linéaires.
8. Fonctions faiblement essentiellaneht' 1n’cégrab1es.

§ 3. Intégration des mesures. 1. Fonctions & veleurs dans un espsce de
mesures. 2. Intégrales superposées de fonctions seml-contlnues inférieu=
rement. 3. Intégrales superposées de fonctlons positives. 4. Integrales
superposées de fonctions 3 valeurs dans un espace de Banach. 5. Intégrales

faibles superposées.

eg. 1. Préliminaires. 2. Intégreales

supérieures de fonctlons pomt:wes. 3. Intégratlon de fonctions & valeurs
. dans un espace de Banach. 4. Intégrales faibles.

g8. l.Fonctions localement

intégrables. 2. Kesures définies par de-s"d@ns;ltész numéfiques. 3. Intégras
tion par rapport & une mesure de base 4 ”ro’priét.és' des mesures de
base f" A Défimtlon d'une fonction mesurable par des données locales.
_6 Le théoz’éme de Lebesgue-’\!ikodym 2. x»iesures équivalentes. 8. iesures
Asmgulléres par rapport a - 9. Kesures dlffuses, mesures atomiques.
410. Application t T, Bualité des espaces Lp ll. Applicatlon $ T Fonc;

tions de meésures, -
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3 6 W 3: Définitmn de 1%image d’une mesure. 2. Int.égra=-
tion par rapport & 1’image d’une mesure. 3. Propfiétés de l’image d’une

mesure. 4. éesures quotients. -

7. B sur . 3. Définition de 1a mesure induite. 2. Intégration

&y

- par rapport & une mesure induite. 3. Propriétés de la mesure induite.
4, Mesures de Stieltjes. | : E,
R. Produits de mesures. 1. Intégration par rapport su produit de deux

meéﬁres;;&.“gritéres de mesurabilité pour le produit de deux mesures.
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3. Propriétés du produit de deux mesures. 4. Intégration par rapport &
‘un pfoduit_fiﬁi de mesures. 5. Intégration par rénport & un produit infini .
cde mesures. : 1
 CHAPITRE VIa - D&STNTLG»'TION'DES AE' :
q 1. ég§gre§ vectorielles, 1. Définition d’une.mesure.vectoriélle.

2. Exemples de mesures vectorielles. 3. Le théoréme de Dunford-Pettis.

‘4. Application : Dual d’un espace L% (F de type dénombrable). 5. Valeur
absolue d’une mesure vectorielle. 6. liesures complexes.

8. l.Désintégration d’une mesure bornée.~

2. Desintégratlon d’une mesure quelconque. 3. Relations d’équivalence

mesurables. 4. Dé31ntégrat10n d’une mésure per une relation d’équ:valence

mesurable.
| M IRES. A
1. La rédaction est conforme 4 1’idée de Schwartz i tout découle de 1'inté=~
gration des mesures et Spéczalement des mesures ponctuelles.
On a fait aouer un, role primordial 4 la notion d’intégrale essentielle,
introduite au. §11 G?ace a cela, on a des théorémes sans canulars valables 1

sur des espaces quelconques (au chap.?} 11-n’est,plus question,prathuemenml

-

de dénombrable & 1’infini). I1 n’y;aiﬁﬁﬁs”qu'a;fegafdéf dans'quei cas
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"l‘intégrale essentielle se reduit a l’1ntégrale ordinaire.

Ik faudralt alléger un peu les § 3 sur les -fonctions faiblement inté-
grables et sur les mesures vectorielles.vua théorie détaillée de. ces
notlons est EY re;eter en 49 partle, et il ne faut pas perdre de vue
qu’ici on ne poursnit que deux buta 5

a) donner quelques trivialités qui permettent de man1puler les
notions en question H _ ,
b) donner ce qul est nécessaire pour l’intégration et la desinté-

- gration des mesures, :

3. Dans l’Etat'z,'les;fonctions faiblement intégfables\sont‘traitées-
- &u point de‘vﬁe "espacés en duaiité faible". Le Congrés avait été
iﬁdéeis‘éu? ce point; et~pour‘respecter-les quéstiens defpafitég j’ai
adopté le point de vue "espaces 1ocalement convexe quelconques“
NWaturellement, c’est gans importance. f ' ‘
4. Conformément aux ordres du Congres, le th. de Godament sur la
définitlon locale des fonctlons mesurables a été mis sous forme absw
traite. Enthousiasme par 1’amélloratzon obtenue, je propose, a titre
de nouveau progrés;-d*énoncer le théoréme en langage~devlatticest
5. Le lidele adjudant est prié d’narmoniser les que%ques exercices
' “avec -ceux de l’état précédent. -
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CHAPIIRE V.
- Dan c_' _chapitire et 1 ulvan 3 3 désig_g un ggp_ e localement compact,

4 une mesure Qgswlve'su; Pour t.gut ensemble A, on désigne gar L
"la fonctmn caractérlstlgug de A . Pour tout point a d’un espacé iocsle-

ment compact, on désigne par & la_mesure déglnlg,p_ar la masse unité
/ ; a : ,

plaéée ag' point

3 1. Fonctions §ssen1_;1e}.1@ent in;gég;:aplgg :
1. Intégrale supérieure essentielle.- Définition 1.- Soient T un_espace
localement .cg"'mp_' act, j une, me§ure gogit;‘ve sur T Soit f une fonction

positive, ' finie ou non, déf;nlg g};;; T . On_appe l;g int.éggg;g g; périeure
§gent>ie;_;g, et_on desig_l;;e gg_z; f T df& y QU {4. (f), la borne gggériegrg

finie ou non, des nombreg ; fiQK dp. guangd K ggcour& l ensemble des
parties compsactes ae T -, e o '
I1 est évident que y. (f) € ol (f) On peut avoir [A ¢! :f ;&*(f) 5
en effet, la conditwn (-i (f)-»O sa.gnifle que f est né, reab tandis
que 1la condltion {A. (f)=0 signlfie que est loc :

',nsemble inté ables, o ___g_ [-t*'(f) e [-l (i‘)
Supposons s semlccontlnue 1nferieurement, et 3011: g une fonction pesu.iw

de 3&1‘) telle que g £ Si K est le support de g y On 2 .1'

B (g) (f QK £ ‘I*(f) Il en résulte que ‘u (f) fl (f), donc que

,F(f)zl‘*(f) Fom | G
Suoposons maintenant f nulle en dehers de 1a réumon d’une suite

AO’A]_’A?"" d’ erisembles intégrables. Comme chaque Ap ‘est réunion d’un

ensemble négligesble et d'une suite d’ensembles compacts ~(ch&p.w,§4,§or.2.



i 5 =
on peut sun*ooser que A “est négllgeable, que Al,A.,,... sont compacts,
et en outre gue Alc: Agc. -« Alors, f est presque partout egale a

_l’enveloppe supemeure de la suite croissante des fonctlons re. Aq ;*'.
on a done (chap. 1V, § 1, th.3) 3 *
w5y = llm p *ee

Dond - y.*(f) = ©7 (f)
Proposition 2.- a. _1 fetg sont deux fgngtlggg p_ggitlveg finies ou non
‘définies dsnsg T et telles que f¢ g, on_a Hfﬁ‘(f) P‘ &y

b. Pour tout nombre réel fini ol >0 ,ona o (. £) =o o .

c, 51 fl et fg sog‘t deux fgnctions gos1t ves finies ou non définies
dang T ,____:g__g pc(fl+f9) < y.(f) + }A(f‘?) i

Ces proprletﬁs se dééulsent aussxtgt des propriét tés correspondantes de

e
So - ah
Yo 3

1’intégrale supérleure {chap.1v, §1, prop. 10, ll et 12).

2. Fonct.long gssentmllement 1ntég£able = So:;.t Fun espace de Banach réef.

Pour toute appllcation £ ge 8 dans P, nous designerons par Nl(f,p),
ou s:melement par V. (f), le nombre nosnt‘!f fini ou non }L ((f() 81 ¢
et g sont deux appllcatlons de 3 dans Fy et o un scalalre f O, 6n a :
N1(°(f‘) =[] ™ (P)
T N N (o
t d

© comme il: résulte aussl’té de }.a prop.2 @na : _§l(f—g)=0 8i et ssulement

-

st f=g localanent nresque partout.

Soit ‘{F (Ty 1) 5 ou simplement ‘57 (l,L), ou 3-"? (Sl gucune

e \i"-confusion n est. é cralndre) l’ensemble des applications f de T dans F

< “telles que (f) <-+ oo . Il est 1mmédlat que. 'S’P

ol qu‘é ‘3‘} est un sous-osloace vectomel de l’esgpace de toutes les appllcad-v

centient EF 9

: tlons de T dane F ; et que Nl(f) est une semi-norme sur S:F , e
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Mous supposerons toujours que 9'; est mun:i_»de la topologie @éfipie par:.
)ceit:_e semi-norme. L’e-space' @? n’est pas ‘sépa'rgé en générél ;__:L?;édhér'ér'ice
-de O dans ‘cet. espace est le sguséespace' 3.?.: £ (ies applicatiohs locale=- v
ment négligenable‘srde T dans F . ; _ | . :

Togte fonction de ?g ~est nulle en dehors dfune réunion éénpmbr‘able
d’ersembles intégrables (chap. IV, 5 5,1lemme 2y, ;.'Po.ur fe 3‘-';. s On a
done f2?'1&‘) () . o e
Proposition 3. B S'F. 55? et 3:;'“%? = ?Cp(gg_pg_gg
des abnlicatjgns négllgeables de T dang F). iutrement dit, pour soute
fonction feé %F' : 1 g’xié‘tg__tg_ne ﬁ onction f’e 3'-;. L _é_gg;_g_g T locale=~
ment gregg;;g pgxtgut si f" est une sutre foncﬁion de & :, égele 3
;ocalement gresg_u_e partout, f’-f" est négligeaglg. : fin, Nl(f)-l%rl(f’)
Bt e ‘EFF, . Soit (K ) une suite d’ensanbles compacts dans T tels '

que sup j lfl ff_Kndp-» “Il(f),( +00 . So:Lg:Qt A la réugion des K, , et -
f’-—f'e A DLa fonction £? est mulle en dehors d’une réunion dénombrable &’en-
sembles compa'cts, donc, d’apres la prop.ly on a » (if" )-N (lf’\)< Nl {f})
de sorte que fle ?ﬁ"' . On va montrer que f-f = C ) est localement.
négligeable. Dans 1e cas contralre, il ex1stera1t une partie compacte K

de T telle que |f} iec A " = |g| (eKﬂC p Soit non négligesble. Comme
KntA , qui est intégrable, est réunion d’un ensemble négligeable et
d’une sulte d’ensembles compacts, on voit qu’on peut supposer K< C Xy
,Soit a =f lf* *e d‘u, > O . %1’0 n un entler tel que

f ‘f‘ ‘CK‘ dp ) '\Tl(f)-a . Les ensembles compacts et Kn sont Q_:Lg_]g;_;_x_t_,_,
denc, pour toute fonction nomtive semi~ continue inférieurement g majorant

HE

A 3 existe deux fonctions pos:tti'ves semi=continues
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1nfé1 ieurement. g’ et g", ‘celles que lf“f -y '1’1‘6 < g," ’
g’g"<g.0naalors: " Kn

' j gdp )j glap+ fg"dfl)j\fl‘f dp+ j {f“ek ap » Nl(f)
}donc : j lf“eK K dp.} "J (f), ce qul est absurde. A1nsi, £ est égale
‘é £’ localement presque partout. On en dédvit. que Nl(f) = Nl(f’) *Nl(f’).
: nfin, gi f€ 3' n KF' y on a Ny (f) = N (f)-—o, donec f est négllgeable.
D’apres la prop.u l’esnace nomé 5' / 3(‘:, s?identifie canoni-

4 F '
quemen’t. & l’espace normé 5: /np et est donc complet (chap. 1V, §3,

--

prop 5), de sorte que ﬁp lui-miéme ‘est comgle;. i
Définition 2. On désigne par o (T, ) (ou_simplemsnt L), ou
O"C ) 1’adhérence, dans 1’espace localg_qgnt conveggg fj't'F, (T, w)y de
1’ espace vectoriel m (T) = cati :

z ! : rables_pour " {ou esse entiellement
y4~ihtéggab1e§) on dit qu? un ensemble Ac_T est eggentlellement inté-

grable g_qur f (ou essentlellembnt ',L-mtéggabl ey 31 {A est e5§ent1e£._
lement p-lntég;abl s ’

Brogos;tion 4, On a 0‘61 = ef1 F' of1 ﬂ JZ QT .

Autrement dit, pour tour,e fonetlon essentlellement int.égrable, 11 existe

une fonctzon integrable £ &t localemcnt presque partout, bien
y égele & resque p

déterminée é une J.onct on négllge w :
4 :
En effet, so:Lt fe ;ﬁF s €t s01t f’ une fonction de S{IF' égale &

localement presque partout. l ex1ste une forzctlon g( 3{ (T) telle

que W (f‘«-g)»}T {r ’-g) soit arbltrairement pétlt. Donc 1’5 .,f" <is

prop031tion est alors immndiate. -



- g[g.
e normé h[) / n 71 s’identifie ca;nonlquement bt l’espace
ace n F"‘
narmé oLP =11 et est donc complet, de sorte que 'ZIF' 'lui-meme _

est complet .

Progosm;cm . Pour gu’une agglicatlog f de ‘1’ § F soit eggentlel;emeng

‘1ntégrable, i faut et 41 suf‘flt gue f soit mesurable et que Nl(f)<+ oo.
Ceci.résulte aussitét de la prop.4 et du th.o du chap Iv, §4

=9
Définition S.= ‘3011; £€ ef P Con31derons le grolagganent par continui=
g eﬁp de 1sapgllcat19n g ..gfg dy, de ]C ans ¥ . La valeur
Dour f de ce m'glongemen s’armelle 1’intégrale egsentlelle de f, et se.

note j.-fd{& ,,__1_1 -{A(f) S . ;
. Cecl revient & dire qu’on définit’ f £ ap »cémme 1’intégrale f £rap ,

f? étant une fonetion quelconque de cf;. égale & f localement presque
partout. Pour f€ aft  , on a done ]f d/; ff d‘x. . Pour une fonetion

-positive finie essentlellement intégrable, on a f f dus= ?’ d“

SiaA est un ensemble essentlellement intégrable, |A(‘€ A.) se not.e sussi
Ea). | : - -

Progogiﬁ;g 6 __Sg_l_’g,_ fe ef F‘ .} L’lntéggale f f dp est le limite deg
mtég;@,gg f £ ‘{ ap lorsgu garcog;rt l’engggb;e f;;tgant (pour c)

des parties comgacteg:, de T . , -
“Soit £? une fonction de ef pégale 4 1ocalement. presque pdrtout.

D’aprés la prop.l, f{f”dp ‘ est la borne superleure des 1ntegrales
J[f"fk dy., donc, pour tout- § >0, 11 existe un ensemble compact K
tel que f[f" , i K d',L g & . Alor_s, pour tout -ensemble compact

H 5K ,ona:

lffd,; ff\e dp‘ U(f’ -£ig )d{.&’ [‘f’lt{c“dp\ 5

" ce qui démontre la pronosition.
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On étend auss:L‘Eet les défimtmns et. les résultats précédents cas :

o les fonctions eon31derées sont seulement définies localement. presque

A .partout., ou sont & valeurs dsns R 3 déflnles et fmies lor:alement

: presque partout.

3. Familles 'éguimeéurablg .= Déflnltlon 4. Soit (x&)oc €a une famllle

8’espaces topolo - Pour tout Re A , soit £, un B catlon de = 5
---D..ﬁé__.p__.g_;gg“ £0ur _tout ol

§ e On_dit que la famille (f“)g‘é est. équime urable ur la
mesure ¢ _;_l, pggg tg};te ngtie compacte K de T , il existe un ensemble
{A -négllgeable N’CK et une gg;t;tlog de K-N formée d’une suite

(fin:{e ou _infinie) (K ) d’ensemble com act y tels gue la restriction de
chagu._e. f,(_ .&___gt_xg K soit cgg;ing Pl - :

Toutes les fonctions d’une famille equimesurable sont evidemment
mesurables. : ' '

' .,xactement comme au chap IV, §5,n i, on démontre la propomtion suiva fie
=te.

v '°our ue le famille (f )o(eA soit eguimegurabl e, il
faut et i1 sufz:lt g!; ,' tou: CT et _tout nombre _

£ > 0, il existe un engembl ch:.K 5 teT que }L(is.ehl) € , et gque

Progosition ‘7

la_ restrlction de chagu é f‘l soit cont:m;; -

La prop 2 du chap."v,§ 5 exprime donc que toute famille dénombrab;e

de Fonctw ons mesurable

‘sur T est equlmesurable.

"Promsition 8. 801t (f )o'( é A une fam;lle eg_gimesurable de fgnctlons
numérigg;eg posi tlves flnles ou ngn, f;ltrantg pour. la re_lati_en g_ ",-_gg___g"
£ 1’envelome sunerieure _des fO( . Alors, f e_st megig.;rabl‘g, et on_a :
ffdp.-s szpf df" | o e

_,_effet, soient X une pai“tié compacte de T, et £ un nombre >0 =

I1 existe une partie compacte X! de ¥ tellé que 3 1) i,g,(K«-K’,)g é_ 3
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; c= 10 -'

2)'les- f‘éstrlﬁ ctioﬁs des f K a .K? sont contlnues. La restrletlon de £ &
K’ est semi-cont.inue 1nférleurement, done. mesurable $ parsuit.e, 11 existe
une. part;e compacte K"c telle que : 1) [L(K'-z{") < 8‘ | 73) la res-
trlctlon de £ & K" est continue. Cem prouve que £ est mesurable. =

D’autre part, si 6 désa.gne l’ensemble des partles compactes de T,

"# :
on a j f d;.;- p f 2 ‘C f d};-. .s;upg j’kf‘*.fx dl.t..
- Pixons X, et montrons, ce qu1 achévera la demonstratlon, que.
: *
sup f £, ¢ K de ; y. Autrement dit.,‘_ ‘nous- supposoz_z_e désorm‘a'is.

que L (t) f(t)“’o pour i ¢ e

So:Lt Ak 1'ensemble (mesurable) des points t te].s que f(t)= + 00 |
Supposons d'abord A négligeable. I1 existe une suit.e croissante Kl,K §ina
d’ensembles compacts COntenus dang X-A tels que ¢ 1) K- U K est negli-
geable ; ") pour tout n s 1Bs. restrictions 3 Kn des f et, de f sont
contznues (et fig:les) D’ apréa le th. de Dini (Top. gén. ,chap. X,_§ S th.1)y

o

f. ‘converge uniformément vers £ , sur K donc f f ‘eK d )k est la borne
'supérleure des 1ntégrales j ‘EK dit . Appliquant le th.3 du chap IV, :

$1, on a: 4 :
ed '
ffdl,g:. sgpﬁ‘ek dyz sup supf ‘(K dy.— supff dpL
Si enfin t(a) >0, 1l existe une partie compacte B c:A telle que
p(B)>o et telle que les restmctions 4 B des ¢ °( et de f soient continues._
'Aonllquant le théoreme de Dini aux g‘;l et 3 f’l s on voit que, pour tout :
nombre positif a , il ex1%}e un indice - °( tel que f (t) 2 8 _pour tout

r*
1€B .*donc j ap » c( (e dy. at,(,(_B), 'Vde sorte que -

sicu.pf_f?( dl.t.-—+00 Effdlx.



-3t

Commentsires.~ On: peut essayer de modlfler la @éf.4 en substltuant au
mot “continue" le mot "semlncontlnue 1nferieurement". Avantages ¢

la prop.7 s’étend, ce qui permet de généraliser certains théorémes
ultérieurs $ et elle contient alors le théoréme 1 du chap,IV; 31.
'Thconvénlents ¢ la définition ne s’ applique plus qu’sux fonctions numée
riques ; d’sutre part, la démonstration de 1ls prop. 8 est différente et
sensiblement plus délicate {ce serait immédiat gi on pouvait utiliser

la mesure induite } mais la théorie de la mesure 1ndu1te, dans lz pré-
‘sente reaactlon, repose en définitive sur la pProp.2). En tous cas,

ga mérite un exer01ce. : ;

_'§ 2. Fonections faib

5 Deflnltvon des fogctlons falblémengségtégg gggg.- salent F un espace

vectoriel sur R 1ocalement convexe separé, P! son dusal, R:. 1e dual algéé_

'brlque de F? ; F peut étre identlfié canonlquement (en tant qu’espace
vectoriel non topologlcue) a un sous-espdce de F’ y Lout vecteur ze p
étant idertirié & la forme linéaire gz? ~—>< z,z') sur F (EVT schap, Iv) .

it T une application de T dang F telle Que, pour tout z’e F?, la
fonction numérique t‘ﬁ?(:f%t),Z’;> (que nous noterons slmplement
< £,2’> ) soit 78 intégrable ; désignons par €(z’) son intégrale.
L?application“ z’ ‘€(z') ~est une forme linéaire sur F! done un élé-

‘ment de ¥ | quien apnelle 1’intégrale de £ par rapport. & et qu’on .

“note fL_(f) vo»u jf de ou ]f(t)dy(t) Autrement dlt, on & par déf:mi- |
tion (;_)& <]f dp, z’> f<f,za> d e )

- pour teut z? é F?. Cette définition généralise évidemment celle qui a 41é

donnee au chap.“mI,b 4,01, lorsque f est cantlnue & support‘compact.

Oeflnltlon l.a’gggt P 4n

g;ies : :

- essoi g i



: T

1) tout 2?€ F?, la ! fonction numérigue <f,z’> est [t-lg_t.égzabl .

2) __m_é_ggg;_g j £ dk  eppartient & ¥ T ,

11 est clazr que, dans les définitions precedent.es, seule .)oue un réle
la topologie faible G‘(F‘ “’) associée 3 la t.opologle de F .

31 f est falblement intégrable, toute fonction fy égale presque partout
i £ est_faiblement intégrable,. et on a f fldy.? j f dp . En d’autres
temeé‘, la véleur de P-j(f) ne dépend que de la é}aése_? de £ ; on la note
encore p(}’) . 51 une fonction f , & valeurs dans F , définie presque par-
tout dans T, est _éqiziVaiente" 4 une fonction faiblement intégrable, on dit "
encore que f est faiblement intégrable, et on pose : p£) =’,L(‘f’).

3i F est un espace de Banach, et si f est int.égrabl‘e', T est faiblement '
intégrable, et l'intégrale qu’on vient de définir ecoincide avec 1’intégrale
définie au chap.IVy § 4 (ef. c¢hap.1V, g 4,cor.l du th.l). Par contre, £ peut
2tre faiblement intégrable sans &tre intégrable ni méme mesurable (ef. exerc)
Cependant, si F est de d:unension finie, une fonction faiblment intégrable
A valeurs dans F est intégrable {chap. IV, §3,prop 2).

$i f; et £, sont faiblement intégrables, il en est de m&ne de fl+:f‘
et de af pour tout nombre réel a3 et l’on a {L(f +f2) }L(fl)-*f"-(f -
fL(af)=ay.(f) T
2. F ié_é des fonctions faiblement intégreb es.~ Proposition 1.- Soient

G deux_¢ . éces éa ent_convexes sé arés, et u un ap Licat On inéaif'e'
cogtinue dg F gggs G . Po t ¢ fonction f defigig dggg T g aleurs dang
P et faibl nt_intép ab & la, fonctlon uof est faiblement 1ntég1*2_tg;__, et
on & j(uof)dft u(jf dy.) A - |
~ En effet, pour tout z’e 3%, 1la fonction <uof 2’ = £, u(z’)>
1ntégrable, et on a : ‘
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<f(uof)dp 12’ )= f(f; u(z”)> dp =<jf ap s u(z’)> <u(ff d,u),z»

~ ce qui montre que J(uof)dp~ u(jf dy.) E : :
VPronositlon 2.~ Soit F une_spplication de T dans l’espace localement :

: ‘convexe se;garé P ooient g et h deux fonctigns numerigg;eg finies posi-
t;ves telles que fg goit falglemen‘t mtégxable et_que O</ghd}4.<+oo _
: gur Lgut engemble convexa fermé D F tel que f(t)&€ h(t)D presgue

partout dans T, on a jfg dp e(j gh d{t)D . : : '

En effet, D est l’lntersectlon d’une famwlle de dem:x—espaces fermés

:definis par des relations < z,a’ > £ X,

12

, of a{éF’Ae_t 0%6 R;ona
done <f(t) ,a > <o<. h(t) presque partbut dans T, d’biz : |
<f(t)g(t), > ,g(t)h(t) presque partout § celsa entrﬁlne ‘que
j(jfg dg, a’ ><o< fgh dlA. pour tout indice i , ce qui ‘démontre

ia proposition. > :
‘Q.@‘..Ilgllf_iilg_l&; Seit g ' I : : tel
oL ] g dfl.<+oo it  une agglicatlgn de T _@_a_qg F', _q_;__ggg fg
’goit faiglanegt intégz’ abl .
que f(t)€ D presque gartout gans o le goigt ffg df.(./fg dl"
agnartlent anp . :

Corollaire‘ Z.-:50it £ une spplication faiblement 1nteggable de T dang F .
Pour togte sé‘ml-nome q de’ F semi-contlnue-infémeurem_ent, on a

'q(ff dy.) f q(£)a . :

. Bn effet, supposons d?’abord que g soit une norme. 1negalité est

Pour_tout ensanble convexe fermé DCF tel

évidente si f q(f)dft«- + %0 3 et, si /q(f)dp.-— O, on e f(t)aO
presque partout dans ‘P, donc jf dfc O . On peut done supposer _
0 <f’ q(f)dft(-i-oo 3 et il suffit alors d’appliquer la prop. 2, avec

g“l £ h—-q(f), D étant 1’ensemble econvexe ferme des zeF tels que q.(z)g',-l_- |

-
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Si mamtenant g est quelconque, ‘soit F 1e sous-es'bace femé de T f‘ormé :
des z € F tels que q(z) = 0 ; soit 3z ~-§,»z"J l’appla.cation canonlque de F |

sur P/P. 3 on a ff dy.“ (fl dy-) (prop l) ; 1la formule :
q¥ (2™¥) = q(z) @éfinit une norme q”. sur F/P , et on a
"’(ff dp-) q(ff ap), fq"’(f‘ )d(A fq(f)dpt ; 1 sufflt donc
d?utiliser le résultat obtenu dans la prem:Lere partie de la demonstration
On notera que la foncmon q(f) n’est pas nécessaireme_nt
mesurable (exere.).
La proposition suivante qui généralise le th. de Lebesgue, est &
vider en exercice. : -
'PrOQositign ‘36 Soit A un ensemble .d’indices filtré Dar_un guge 37
3 _base denombrabl i Sty (f ) ' :

cogglet, et que, pour. tout ;
1n§égab;el h,; 30 telle que “( s z’>, 18 .pa:

tout o« € A . Dans ces condlnions, f est falble ent _inté ra l € et
f T d est limite falble suivant 5{’ des intég:aleg f £,.4 1u,

Pour tout 3z’ € ‘4"', les fonctn_ons numérlques <f v z’> tendent pres-

que partout vers < f,z’> suivant 37 « En vertu du th. de z..ebesgue,
< f,z’> est 1ntégrable, et f( f,z> dy, est limite des ‘f<f°¢ 52 >dp.
suivant ¥ . Cela signifie que, dans P'* muni de la topologie (G(R¥, “"),
ff dp est luhite faible salvant ides 1ntégra1es jf“( dp . Or, ces
dernleres anpartlennent é F s et leur ensemble est borné i en effet, on a
| <& oo 20> - |f<f-< : z><3*r‘]<f BBy
- Done les intégrales f dtu apnart.lennent 2 un ensemble f‘alblement

cdmplet de 7, de sorte que leur limite f - 5 d}L anpartlent A F
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. '-Rabpelonfs que lé ‘dual faible d’un éspace localement convexe séi)aré
e et tonnelé (par exemple d’un espace de F“rechet) est. quasi-complet
o De méme, l’esp_ac_e ® ~¢%(A) des m}_esures sur un g_Space locf;zlement
compact A, muni de la topologie vague (c’est-a-dire de la tepolo-‘
gie o-(“,F’), il etant 1’espace K(A) des fonetlons numerlques
'f.'mles continues dans A et & support compact) est quasi-complet
‘(D’ailleurs, ce deuxiéme exemnle peut 8tre consi dére comme un cas
particulier du premler, car K(A) peut étre. muni d’une topologie
d’espace tonnelé pour laquelle .4(; (a) est son dual : cf. chap.IIT

3 2,exerc. 1, et VT, chap.IT, §4, exera. ;- et chap.JIIT, o 5

e Critéres d’intégg b1lité falble.- Proggg ion 4 (2 v1der en exerc1ce¥.
:_i f une agg;;cat;og ¢ T dans l’eggace lgcalement gonvexe séparé F s

telle que, pour tout =z’ e s L£,3"> g0 'jc. intégrable et bornee dang T .
1~com” et, £ est falblement. integabl .

’ensemble f(T) est borné dans F 5 dcsnc son enveloppe convexe fermée

C est aussi bornée, e‘t par sulte falblement. complete. Comnderons 3
comme une applicataon de T dans F’*,' muni ‘de la topologie oF s i (F’* *"’)
evsemble C est l’enveloppe eonvexe femée de f£{T) dans l’egggace F"*

Alors, le cor 1 de ld m*op.u montre que, pour 'toute partle compacte .

de ff*e d!.c. € f&(k)c . D’aut,re part, pour tout z’eP’ ,

f(;,z') 'ek d‘,«. tend vers f<f,z’> dy. suivant l’ensemble filtrant
c§ des parties compactes ‘de T (5 1,prop. 5) $ cela 51g111f1e que, dans il
ff '{K dy. tend vers 'If df". suivant @ 3 mals, pour tout zte F", on a

l<ff.ek gt ,2’ > -If(f,z’>‘€ dpi<f|<f,z>[dy-

ce qui prouve que l’ensembTe des points ]f @ K 4dp. est b mé dans F
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donc contenu dans une partie de F faib ment com; ét 3 la lim;lt-e_ '} / Af; dpe |
de ff ‘€K dis suivant @ appertient donec & F . > e

Corol;airg.- Soit f une angl:ca&mn de T dang 1e dusl faible G? d’ 7
edpace tonnelé G u‘. 8i, pour tout z2€G : <f,z> est i té abj_e et bor ee,

Théordme 1 (Gel*“andeunf.ord)ﬂ.f Soit f une application de T dahs‘ le dual
falb; C' d’un espace llmite 1nduct1ve d’esgaces de Fréche o f;i, pour
tout zeG ,  f,2 > est 1ntég2abl ey, £ est fa nlemen‘c. inté I'ab 8- v

Soit - (g "()v{éA une famille de sous=espaces vectoriels de G munis de

topologies fo(' telles que chaque Gd s0it un espace de F‘rechet ;s et Suppo=
sons que la »topologie ‘f de G so*it la limite 1nductive des %’e{ s Pour
tout z€G 3 S0it f la classe dans Ll(T) de la fonction f (t)= ‘<f(t) z>
 Mous allons montrer que l’applicatlon llnéalre z > f de G dans 1’espace
de Banach Ll(T) est continue ;3 il en résultera Que ff dg= <ff dfc,z>
dépend contmum,ent de z , donc que . f d {L € G’ ‘

Pour celsa, 31 sufflt de prouver que 1=a restrictlon a chaque Go(. de
l’apnllcat.lon Z - f est contlnue (Esp veect. top.,chap.II, é 2,n 3). Done
il sufflt de prouver que le graphe de ,l’application z = f restrelnte é
G est fermé dang l’eSpace produit G, x (T). (usp vect. top.,chap I,3%3,
th;l). En d_’autres termes, il su:f’fzt de montrer que, si la suit.e (z ) tend
vers g ‘daz'zs_ Go( , et si la suite (f n) tend vers h dans *l(T), alors h (f“;_.
Or; en extrayant une sulte partielle de la suite (z ), on peut sunposer gue
la sulte des fonctions f ‘ comfervg;e presque part.out vers une fonction h de \
la classe h s d?autre part? pour tout teT 5 fz (t) = <f(t),zn> tend

vers <f‘(t),z>= (t) Done f =" s et le th. est. démontre.

A
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’gggllgirg.— Soit f une application de T dans le dual faible G’ &’un
: §gace de §§£th G ; gq;i_. A un sous=en§emble partout dense de G . On
'sunmse que : et
i pour tout a €A 3 1n f‘gnctwn numérique < £(t),a }7 est mesura- :
20~ 1’intégrale §uperleur f lf‘éd}x, est finie. e
Alors, f est fglblement intégrable. :

In effet, soit z €G, et soit (815855...) une suite d’éléments de A
'tendant vers z . La suite de fonctlons mesursasbles <f(t),an> tend
vers la fonctlon <f(t),z> pour tout t , done <f,z> est mesurable, et
méme intégrable pumquef}( f,z))d[& z[ f (flap + o0 . 1L suffit
alors d’appliquer le th.l.. |
On peut donnar des exemples d”‘apbl'ications faiblement intégra-
bles £ de T dans un espace de Banach réflexif G, tellef: que

f ‘f‘ d‘L (exerg.}.

4. ?on’étions fa;',blg_rg emc, mesurables.- Soient F un espace localement

convexe, P son dual. Boit £ une épplicaftion de T dans I . Conformément
“é la déf.i du chap'I\f ’§5, nous dirons que £ eéﬁ faiblement mesursble
‘pour ‘-b 31, pour tout.e partie compacte X de T, 11 existe un ensemble

S -négligeable NCK, et une partitlon de K=N formée d’une suite
(flnle ou infinie) (‘Kn) d’ensembles conrpacts, tels gue la restrlctlon—de
f é chacun des K 301t ccntlnue pour la tcpologle faible g (F,} _).

Sif est faiblement mesurable, < f,z’ > est mesurable pour tout

zle F" (chap TV, §b th ). La réciproque est vraiie si F est un espace de
- Banach et si, pour toute-partie ccmpacté; | o , il existe une partie
dénombrable Hdge P telle que f‘(t)e pduf' presque tout -ték{ $

‘dans ce CaS, ; & est méme mesurable pour la topologie forte de ' S




- '"‘;; x

. ‘V_me"saragg f est faiblement mesurab;g

e ol

P T S gt
(ehap. TV, § Syprop.10)i On a d’autre part 1e résultat sui\fant :
ggg don. 8.~ Soit £ une ‘a lication de T'@ le faibeG'd’un :

ne s ite'd’f”a'ce localemen

4 ngur tog z€G , <f,z> est

%nmsbns d’abord que G_ soi‘t. un espace. locc.lanent convexe métrisable

de t,ype dénombrable, Soat Vl,V $uvy u.ne sulte i’ondamentale decroissante

2

de vois:mages ouverts de b dans G , Soit. V; le polaire de Vi dans G’

La suzte V‘,Vg,... est croiss&nte &t recouvrs. G’. Sait T l’énsemble des

<

' 'teT tels que - f(t)é V° i La suite Tl Tg,...» est croissante ot recouvre T.
- D'autre part, chaque Ti &st mesurable : en ei‘fet, el A est un ensemble
'.dénombrable dense da.ns G, T est 1’ensemble des teT tels que s
: }(f(t),x>{ 1 pour wut X € Ar\Vi, donc Ti est l’int.ersect.ion d’une :

suite d’ensembles mesurables. Ceci posé, soient K une partie compacte de

. un nombre >O D’aprés ce qui precéae, 11 existe un’ entier i

et un ensemble compact K é‘; K tels gue 1) Mm(l)s .%- 3

2) lc: T; . Puis il existe un ensemble t:ompact Kgch tel Que 3

‘ 1) pL(K K I g I‘ 39 les restrictmns & ‘2 de toutes les fonetions

<£(t) ,.x> -y pour xeA > sont continues. Ccmme f( ) e f(’I‘ ) ’ o Vi
est équlcontlnue, la restrict:lon a Kg de la fonction { f(t},x > est
con‘t.inue pour tout xeG e La proposition est donc établie dans ce cas,

Maintenent, soit’ (G ,Gg,...) une su1te de sous~espaces vectorlels de G,
fx aid) telles que chaque Gj soit un espace

munis de topologies . ( f '
et supposons que la tOpologle de G soit la

ocalement convexe métrisable :

forme
limite inductive des @ . Soit £.(t) la restr:ict:lon a Gi de 1a

linéa1re f(t) sur. G . L’applicatmn t —»f (t) de '1' dans le dual faible

1ement
: G’ de Gi est, d*aprés la premlére partie de la démonstration, falb

i
mesurable. Pour toute partie compacte K de T et tout nombr_s_e ' '& > O_,,_
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11 exisig donc une partie compacte K de K telle que : 1) /4(1{-1(1) £ 3

. ?) les restrictlons a Kl de jr_gt_z_t,_g_g les ap plications t - f (t) ‘sont
faiblexnent continues autrement dit, la restrlction é Kl de l’appllcation
t -?f(t} est :f‘alblement contlnue. ~ La proppsl_tion est donc ;.gompliét,ement;v
' sldémontr_é_‘e._ i % '

ooient G et H deux espaces localement convexes séparés sur R, G’ et ‘I’

¢ fonetion

leurs _duals. Soit F l’espace vectoriel des’ appllcations llnealres de G
dans H_ s .continues pour les topologies faibles o (G,G3?) et o (A’ ,H).
Tou't. slément Ude F def‘lnlt une forme bllinéaire fb sur th ‘par la for-
mule (a,b) ==< b,U ) 5 e‘t. l’application U > £y est une appl:zcation ‘
_.lméalre bmnivoque de F sur l’espace des formes billnéaires separemant
continués sur CGxH (WT,-...). , : = T

Pour & e“t-;' b fixés, T U(s,b} est une forme li"néaare ‘e 2y b sur F , ¢ 'este‘;: -
“didive un elément Gu dual alg“brlque F‘*de - ; soit ) le sous-—ecpace de
F engendré par les "e,. b - 1la forme leinéalre canonlque sur . "’,xn*;
res-;r'eint,e*& "‘x‘"’, met F et P’ en. daahté ;.alble. w ’
tive de topologie 0“(“,;* ) ; alors, le dual de P est

! ("‘VT,) Dire qu’ une anplicatlon t. «-;»Ut de T dans P est faiblement
intégrable signifie donc que 13 i = ; g

1) pour tout a €G vejc_, taut ble,"H . "lv_a; fonction numéri@ié <b,U ‘a>
est.int,egrable £ e e

2) i1 exist.e un Ue¥d tel que < b,U. ) f{ b,uta> dil.(t) pour tout.
2éG et tout beENH ; ou, ee qu:. est équlvalent, la fome Hlinéaire |

(a,b)->f< b,U.-ca> dfl (t) est séparément contlnu sur GxH
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Dans ces candxtmns, le cor. de la nrop.fi et le th. l entrament

:aussltat les prcposx tions euxvantes e

S1Lior MG.&“FW- ég;,; % >Ut,
i. rg ‘deng ¥ ﬂl@..gug m_:gw;c L8€ G et togt BEH , la fo "

. T : e;le gge,
. 3.a f'onc*cvon nu.merigug < b,U a> g it inte-
£ aglg o Al Alors, la fgnction t e ¢ ﬂt est f 1bleme t i

le Fréche t > :rJC
t‘e};.t‘A i'aec; et tout bGH

F&apnelons que, lorsque G et H sont des espaces de r'rc.=:ehe-:'f,, F est :

aussi 1’¢=s'oace des apnllcatlons linéaires fortement continnes de G

5 d&nﬂ H’ (fJJT.n.)'
Qgro;la;m

anaev__ . §Qit

de G(m:respﬂ) .&L‘s t-;Ut

e:f‘f'et, pour tout a€ G et tout bEH s la fonctien t$< b Uta>

' est llmlte en chaque poa.nt d’une sulte de f'onctions t —«-,»{ ,Utan> on)

i

‘ané A e't._bng '%, fonctwns qul sont mesurables t—

’<b§U~a'> I<{ “ f ‘ > de sorte que la fenctien t*~)< b, a >
est integrable. G ; e

La prop.5 entraine auss.Ltot 1a nroposztien sqivmte :

®
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Proposniog 8,=- :upposons cue G (resp.H) 301‘(. ;;gitg inductlve d’une

—'Soi rt -->U une agn;matiog de § e;lg que, p_gg_g t_Q t aecG
et _tout bEH y 18 fonctlon numérigue < b Uta> soit gegu;gablg. \lors,
- la fonction t - U est faiblement mgs_ugaglg :

Tonctions falblement “essentle lement inté

o
8.

.= S0it f une &ppli-

cation de T dang 7 telle que, pour tout 3z’e¢ F!y 18 fonctlon numérique
<'f z’> soﬂ: essentlellement 1ntegrable. HlOI‘S, 1ls fonctlon

z? ->f< f,z'> dy. est une forme linealre sur P, donc un élément de '
F;*, qu’on note ff dy. .« 31 cet élement.- appartient & F, on dit que f
est _faiblemént essentiel. ement intéprable pour K 4 ou faiblement essen=
tiellement [L «iintégrable. 8i £ est faiﬁlement intégrable, T est faible=-
ment essentiellement intégrable, et on a ff dus= ff dt . Si F est un
espace de Banach, et 'si f est essentiellement intégranle, 1 est fa1b1e~
ment essentieliement intégrable, et 1’intégrale qu’on v.wnt de deflnir
coincide avec celle qul a été définie au §l,n° 2 ; ‘

i f est f‘aiblement essentiellement intégrable, toute fonctmn fl
égale & f. localement presque partout est faiblement essentiellement inté-
grable, et on g Hv(f ) =(k(f). En d’sutres termes, la valeur de 'A(f)
ne dépend que de la classe f de pour la relation d’équlvalence
"f et g sont égales localement presque partout 3 on-la note encore F‘l"(f") .
5i une f‘.onctzon E é valeurs dang F " definle iocalement presque par-
tout dans T , apparment & la classe g d’une fonctlon g :f‘aiblement essen=
tiellement intégrable, on dit encore que £ est faiblement essentiellement

intégrabie, et on pose fL(f) = fb(g) 5
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La démonstration du th 1 se transpose mediatement et fournit le
résultat suivant @

Thégréme Ze= Soit f une agglicatlon de T é'_ 15 _le dual f&ib G’ d’un
espace. G lim ite 1ng;ct;xe d’esgacgs de Fréchet. S5i, pgug togt. 2€G 4 -
'<f,_z> est _essentiellement intégrable, f __rest falblement es sgntiellemgn:,
intégrable. = e '

: ixereices. :
1. Soient F un espace localement convexe séparé sur R,q une semi-norme
semi-continue inférieurement sur e 7 une’*apolicat.ion faiblanent mesu-,
rable de T dans F . Hontrer que la fonct.lon numérique q(f) est mesu~
. 2. Soit T 1’intervalle [O,1] , la mesure de Lebesgue sur T , Frable.
1’espece vectoriel sur E des fonctions numériques finié’s : F-?mesurables |
sur T, muni de la t.opdl_bgie de la convergence simple.

a. Montrer que F est un espace localement convexe dén's lequel existe
un ensemble dénombrable partout dense (coﬁsidérer une suite partout
dense dans 1l'espace des fonctions numémques finies continues sur T ,
muni de la topologie de la convergence unlforme) .

b. Pour tout teT , soit f l’élement du dual F’ de F défini par
< ft_,z> = z(t) pour tout t€T . lontrer 'quej, pour tout zeF , 1?ap=
pliéation t—>< f;t,z o  est mesurable', mais que 1"applicétion
t—> ft, n? est pas faiblement mesurable (lorsqu on munlt F? de 1la topo-~
logie O"(F’ ) ) :

‘3. Soit o 1a mesure de Lebesgue sur T = [O l} s et so:xt. *F un espace.

hilbert.len ayant une base orthonomale (e ) équlpatente artT ;

L LEeT =
Soit f 1’apn11c.atlon t ﬁet de T dans F . lontrer que f est falble-

ment 1ntégr-ab1e, que - j £ dp. =. 0, mais que f n’est pas faiblement meggx-a '
e.




Nous nous proposons .

mtégrer des fonc'uons é valeurs dans an espace de mesures, du, comme on
dit parfois, d’ln'tégrer 'une mesure dépendant d’un paramétre", g oy
Soient x un espace localement compact, JC (X) l’espace des fonctions
numériques continues é support compact dans X s Mo (X) l'espace des mesures.
‘sur X . Les espaces x (X) et J(:(X) sont mis en Gualité Paible par la
forme bilinéaire:
e Ry ff(x) aAln) . |
Dans 'bout. ce § v% (x) est muni de la topolog:le faible correspondante,
clest-4-dire de la tonolog:le vague. Pour les fonctions & vaieurs dans
/lt (X), nous emploierons donc les qualificatifs “veguement 1nt.égrab1e'5 .
"vaguement mesurable" sesey -au_ lieu de "faiblement; iniégrable", "'fa'iblemerit'.

mesurablb" g reé

Pour t.oute ‘partie compacte tae X l’espace x (X,K)c: JC (X) des
fonctlons numériques cont.inues 4 support contenu dans X , muni de 1la norme
| fu = sup ‘f(x)‘ s est un espace de Banach. Si on munit 7((1{) de 1a topolo=- .
gie limite inductive des topologies fortes des j[ (X,K), le dual de %(x)
est 1’ensemb1e ties formes linéaires sur cK (x) dont les restrictions ‘aux
?{’,(X,K) sornit continues , ce dual est done «%(’{) Alors, le th.2 du - §2

4 aanet comme cas particulier la proposltion suivante :

—-...EQ.AEQB_A-- 2 ¢ -.—-)./\. gg une_ agglica;;:wn dg T d ___mg ;//(v(X) __;;3
que, mm;_g £ Jﬂ(x), la foncg;gg nggériggg t -9(1’ 'Ab> ff(x)
dl () goit eggentie}._lgenl; [.(- -; ngablg, alors '
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R@" '_ arm' ;g_.; %i,v pour ieuii £eT, _'/Lc es’c une mesure pos:.t.a.ve, la
prop.l est évi dente directement, car la forme llnéalre - |
f »f(f, 2‘> dpc(t) sur K (X) est év1demment posn::we. i
Paf abus de no‘batlons, une intégrale telle que f< T, )& > dfl. (t) :
sera ausen not.ée fdpc(t)ff(x) d_A (x). Par definrcion de ;’ intégrale
f.)\. dl«t(t), on a alors, pour toute fe % (‘() '
(1) ff(x)d?(x) "jdp;(t)jf(x)d)\ (x) .
N¥ous eurons & faire psage du lemme sulva_nt P -
- v de Xy 1; e«xlstg
‘une su ite (C ) de part ies. compactes de T et un ensemble N localement
négligesbl our . dang T, tels que J\.(A) 0 pour tﬁ(Uc)ug.oi
1 agp_lnlcataép = A ¢ st vsguem ement, 1ntég_x;ab; e, on peut’ sugp_oser N
‘négligeable pour p . |

I1 sufﬁt év1demment de prouver le lemme quand A est compact. aon.t alors

L_w- Si A est réunion dénombr ble de parties

_9 acteA

k une fonctlon positive de . 1%(}() 't.elle que 'e <.k . La fonection i

t —9 < ky A > “est essentiellanent > =intégrable, done égale lecalement
presque aartout (pour y,) A une fonection }L-lntégrable, de sorte que son -
supnort est réunion d’une suite d’ensembles compacts et d'un ensemble locale
ment negllgeable pour. F’ 5 d’anres le 1emme 2 du ehap TV,§ a.‘D’autre part,
1la relation jk(x)dJ\t(x)*G entraine .)4. (A)-O. : Si l’appllcation t: o J\

est vaguement 1ntégrable, le ralsonnement se t.ranspose de luis-meme. '

Dans toute 1a suite de ce § s ON suppose que l'apnl? ca‘cion . -—-} .A. de
T dans Mo (X) verifle les hypotheses suivantes DEa ;
1) elle est vaguemem, essentiellement intégrable et vaguenent, mesurabj.e 3
2) "\t est une mesure pomt:we pour tout & ooy

.leors, 9 f A d‘LL(t) est une mesure pnsitive,
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[.Cnmmem.am 81 on remplace l’hypothese que .t —> 4\. est Vag‘u‘ement ;
eééentiellenent mtégrable par l’hypothese que t ;_/\. ést vaguement

'.1ntégrc.ble, les 1ntégrales essenmel_es s’introdulsent dans la sulte

exactemen‘b de la méme maﬂlére, D?autre pa_rt : -1} Dans la mesure induite

et la mesure p:r'c;cq.ud:s L-—,—> 'h“t est, en fait, .vaguemeng Vlnt.-egrable_.
2) Dans la mesure définie par une éemsifc.é - glt) localémle‘nt:'intégréble
: (auquel cas AL = glt) € ) t *"i’,f\\. est .‘enm“e vaguement‘lfl’itégr’able,
a cdndition ‘&eutefo*i que g so:ﬁc Da’ﬂwut deflnve, ce qu 11 est dle 1lleurs
: prcférable de Su’)‘p(}be:“ pour éviter d des cl_rccnlocutlons ; mals lorsque g
- est définie localement presque partou‘t,,f T —a A t r.rze _péut' étre que vague-
ment essentiellement intégrable. 3) Dans la vmesu»re mage, ‘le point‘ de
vue de l’1ntegrale essen‘c,:t_elle présen'te un avrantage, léger mais qui me
narait déc181f : on peu'i; démontrer la transitlvité sans- restrictions
(comparer la prop.5 du 346 é la prop.4 de la p.126 de 1’Etat 2, ou
1’espace int,emédiaire F doit dtre denombrable a l’infini)] _

Rem ax‘gge.- 51 X est- polonals, les espaces de Banach ]C(X, ) sont

| vde type dénombrable, et ?C () est lim:lte inducti:ve d'une suite de_

. sous-esnaces : fK’.(X,K).- alors, ’cout.e applieation vaguement essen-
tiellement integrable de T dans -/;6 (X) est vaguement mesurable en
vertu de la prop.5 du § '

__,_gg_g;&;gg__._..- ;_;g___t. f ung foncti on Qositive finie ou non, semlacontinue
__g_t:g_z_'_i_ggr_gg_gg&, __é_f_‘lnie d%s i ,I;_a,,_ijggg_&,.mg t. -—>j f(x)d};. (x) est
y.-megurable, et Qn 8 St ~

% .
(2) j f(x)d»)(x) ] d(/.(t)f f(x)d)\.t(x) i o
8il’a Dlicatio 3t -—-9)\_t est_vaguement continue, la fonction

t == f f (x)dl\. (x) gs’c semi-continue. 1nfériegr%ent (chan v, Qrl,m'cm 4)

: 'de sgrtn g;a 1’écm‘ht,6 (‘33 q’écrlt ggggi =,
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,(233') j f(x)di‘ (x) “f* ,,L(t) f f(x)d.}\.t(x) .
: Solt (g“l");ceA la fam1lle, fij_trant pour la relatlon .{ s des fonc- |
: tlons positives de ,7(’ (x) majorées par - & Posons th) jf(x) dAt(x). :
La fonction W(t) est ‘1’enveloppe superleure des fonetlons , v :
t = £, ,./\ > . Pour tou’ce partle compacte C de T et tou‘c. nombre
£>0 , il existe une partie compacte C? de. 5% telle que l) '#(C=C’) E;
2) les restrlctlons A C’ ‘des foncmons t -9<go( ’J\'t> sont - contlnues 3
(er: ef':f'et 3t pnlmatlon t-?.)t ~est vaguement mesarable) autrement
dit, la f:amzllle des fonctions - t = <g = ,,)\ > est mqumesurable.
A.lors, d‘aprés la prop 7 du § 1 h(t) est mesurable, .et on a :
f h(t)dp(t) = sup f <ge‘ ,A.t}dy(t) = sp%p j<gﬂ< % t>d}4-ft)
e = sup Q(gd) -j L(X)d9 (x) ,
BEEEEQB.G.&' 1 = l’appllca:t.mn ) -—->jf(x)d)\. (x) est nulle en
dehors d’une réunlon denombrable d’ensembles v-mtegr&bles, la
=ormule €2) se rédult 3 la formule €24), d’aprés la prop.l du§1.
.z en est notamment alnsi dans les cas suivants :
¥3) L’apnlicat*ion t -—jvJLt est nulle en dehors d’une réunion
dénombrable d’ensembles {L»intégrables (par exemple, T est dénome
brable & l’mfinl) ge
B) apnlzcatlon t ——3,1\ est vaguement intégrable et le suppc)rt‘
- de T est contenu dans une. reunlon dénombrable de par‘ties compactes
de X (par exem%:le, X est denombrable a l’mfinl) 3 ;ll suffit en
effet, dans ‘ce cas, d’apnliquer le lemme 1 . _
2. La formule (°’) est en général inexacte méme si 17 appllc:at.lon
. -—-;» .A..t est vaguement intégrable (g 5,exerc.8) de sorte que .’in-
troduct:on des integr-ales superleures essentielles dans cette

étnde est 1név1tab1e .

A
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déflnig dang X .0n g

(3) rf(x)dQ(x)} f d;-b(t)f F(x)aA (x)

8i_l’apolication t — J\.c est v%gement centlnue, on a

(37) jf(x)di(x) p2 f dy-(t)f f(x)d A (x)

Zn effet, soit g une fonection seml-contlnue inférieurement dans X
rnagorant £ . Pour tout té’i’ y OR 8 f £(x)d A (x)(j g(x)dA (x) ; done
j dp.(t)f f(x)d/\, (x) £ jdp(t)] g(x)d)\. {x) = g(x)ds’(x) .

S l’appllcatmn t “"A‘&: est vaguement \,o*rtmue, on a de méme

] di.L('t)f f‘(xjdk (x) £ j d,u(t)/g(x)d)\. (x) —-_jg(x)d»)(x) -
ues inégslités (3) et (3’) résultent alors de la définition de f f(x)d 9y (x).

Remargues. 1. La formule (3) se réduit 4 la formule (3’) lorsque
1l’application t —> f f(x)d). (x) est mulle en dehors d’une réunion ‘
dé-nombrable d‘ensembles 2 -mtégrables, et par exemple dans les cas
(AY et (B) au ne 2 . g

2. léme 1ersque l’appllcatlon t -~ .A. est vaguement céntinue, on
peut avo:.rf d,,:.(t)ff(x)dA (x) > f dp(t)f f(:x)d.). (x) 3 (exerc.2)
de sorte que la formule (3%) ne peut se déduire dlrectement de la
’fomule (3,

3. BEn.générsl, la formule f f(x)dﬂ (x),)f d’,b(t)j f(x)d;\ (x) est
inexacte (§ 5,exerc 2), et a‘forhori la formule (3’). Lea formule i
f £(x)avy (x) }f d}i(t)j f(x)dl\ (x) est inexacte méme si 1’applica-
tion t —» J\ est vaguement contlnue (§ B,exerc. ,Btat 2,p.111,ex.2).,

nf’ln, meme si T e’c X sont dénombrables 32 1’infini et si l’appllcatlon

g .A- est vaguement continue, la fomule f £(x)a Y (x) <—f d#(t)

ff(x)d.\. (x) est inexacte (3 2,n°1, Remarque)
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Co rol;aj,rg ;.- Soit ¥ C X un ensemble Y-négligezble. f_g,org N est

). —-né i eabl y sauf pour un g;gsemble localement négllg.eab].» (resp.
négl;geable 8i l’amllcatlen t— .A, est_vaguement continue) de

g;gg de t . .
Corp_llairg 2.— Soit T une fonction déflnle dan Xs & valeurs dans un
: eggace bopologigu G, et ¥ -mesurable. aupp_ogong que, RO ur t.out.e partle

comgact.e ge T, il existe une partie A de X , réunion déngmbrab;e d’en-

bleg V- ntégz_-ab;gg, telle que la regtrlctlon de £ & {:A goit |
J\,t~mesurable pour presque tout teC . gx___gf_, t_,A_t;irmegurable sauf
: . aleurs de t .

8’11 exigte une ggtie A de X , réunion Qenomgrable d’éngemble§
¥ -intégrables, telle que la restriction Q : S C'A so:x.t J\.c—megg;abl
pour presgue tout te&T ’ et 31 l’ggp_llcat;og t —9}\ : egt vggggent :
conti_zm alors f ést )\,r -mesgrable pour presque to 3;1. te >

Bn .eff_et,'_ ‘soit C ﬁne par\tle‘ compacte de Ty et mont_rons que 5 est‘_

'At -mes_ufabl-e pour preSque tout te¢ C Par "hyp_o"t,hése,' il existe une pare -

tie A de X, réunion dénombrable 4’ ensemble’s: ¥ -intégré@les,» &t une pai'f,
tie H de C négl‘:igeabl.erpoﬁr P s telles quve la restricti-on,_de £ A £ A
soit J\'L' }mesurable pour te€C-E . Tl existe a’sutre paft.un‘e suite
'(_Kl',Kg;.»..j de parties compactes de X, et une partiev »y »'énég'ligeable N
de X, telles que A = MU U K,y et que la restriciion de £ & chaque K,

- goit continue. Soit H’ une ?;artie i —negllgeable de C telle que N soit
)\8 -négllgeable pour te. C-H’ (cor 1). Alors, pour te C—(HUH’), ls
restriction de f & f,A est .)L -mesurable, la restrictlon ‘de f a chaque
K, est continue, et N est )\ -négllgeable, d?otl resulte aussitdét que £

est J\. -mesurable =

mem————



T1L peut arriver que f soit Y -mesursble, mais que, pour ng; t'e g
£ soit non mesurable pour A s et ceci méme si l’application

t-ﬂlr est vaguement contlnue (§ R,exerc.l : :}bat 2, p.liljex.2).

Théoréme 1.- Soit f une fonction définie dans X, & valeurs dans un espace
de Bsnach F , et in vtég;ab;e.gou_r___ la mesure ¥ ='f'lt d,,((f;) . Alors, f est
)t -intégrable, sauf pour un ensemble N localement’négligeable de valeurs

g_ fonctmg t —=> Jf(x)d.)\. (x), définie pour th W;-
(4) jf(x)d?(x) jd“(t)jf(x)d.)t
a1 ;’annycatjgn t > )\.r t ment_conti S5 Ng&____ég;lggg_g‘m, et

anghcat;an % -—?ff(x)d_)\_ (x) est _&ém;_g de_sorte que la relatio
(4) peut s’écrire

ol (089 () = fapo [road, o

Puisque f est -intégrable, f est y omesuréble et nulle en dehors
d’une réunion dénombrable 4’ eﬁsembles v ;intégfgbles. D’aprés le cor.2
de la prop.3, il existe un ensemble NC T localement ‘négligeéble
(resp. négligeable si ‘liapblication t . .1\ v est vaguement continue)
tel que T soit A =mesurable pour t%‘@ ¥ D’autre par‘t,, on & d’aprés la

f a p(t) f rt0] 8k, (0 < f e |av 0 < + oo kg

done l’ensemblg M dee points t»..e.'I' tels que "/*\f;(x)‘d.l\t(x) = 400 est
localement négligeable 3 on voit de méme que N’ est négligeabie' 8i 'l’appl'i-
cation 't —> ./\. , ést vaguement continue. Pour 'thUN" sy T est
;/\.t '1ntégrable. e

Lz formule (4) est vraie lorsque fest combinaison linéaire de fonctions

de K (T) & coefficients dans F (d’aprés la formule (1)). En général,
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il ex:.ste une sulte f de telles fonctions pour lesquelles

1w |f(x)-f (0]av (0 et m. Uf(x)d?(x) ff (089 (0] =0 .

n.‘Poo
D*aprés la m;_op 34 ON & 11m _ dfk(t)f‘f(x) f (x)'d)\. (x)-O, et a fortior
(5) Lim f ‘ff(x)d.l\k(x)»ff (nad, 0| apcw) =

Etant donnée la forme des fonctions f , l’anplicatlon t = | f (x)d)\, (x)
appartient évidemment 3 i (T, }L). Alors, (5) prouve que l’apﬁllcatlon
t —>» jf(x)d.k (x) am)artlent a IF‘ (Typ)y et que j dy(t)jf(x)d.)& (x)
est la limite des 1ntégrales J dp.(t)j (x)d)& (x) -ffn(x)d v (x),
c’ested-dive jf(x)d&' (x). 8i 1’application t —» )\ est vaguement.
continue, le raisonnement se transpose de ilui-meme. :

gemarm;g Lorsque l'appllcat.ion t — ]f(x)d)&. (x) est définie et
nulle en dehors dhune réunion dénombrable d’ensembles y. »mtegrables,

N est négligeable, la fonetion t —> f f(x)d:\. (%) est. intégrable, et

on & la formule (4?). T1 en est sinsi notamment dans les cas (A) et (B)

G 2. |
Corollsire 1.- ......l_ AC X un_ensemble 9 mtég;;aglg Alors, A e __§_’g_.
;At-’még; sble sauf pour un enggblg ‘
de t 3 la fonctlon t - A (A) définie pour tf_N est ggsgntigl;emegg
intégrable, et on.a VY (A) = TA (a) dy.(t) 1’application t -—9,1\.
Ww, N est négligesble, 1 gg;icatigg t —» .A. €a) e _,gl:
intégrable, et ona ¥ (a) -‘f A g (A) aple) .
Corollaire 2.~ Soit f une fgnct.lon positive flnle ou_non_sur ); , Q-—g_ggg_r_‘_g-
ble, st nulle en dehors 4’ les ¥-intégrables
A_]_,gggl, MQQ t —-s»j f(x) d)& (x) .ést. gggugab;g, et on g
f*f('x)hd?(x) = f df(.(t)f f(x)dl (x) Sil’a m1catlgn t -—->.A.
vg@emeg-t,‘cgnt.inug, on s J f(x)dﬁ (x) -—j dy(t)} f(x)dk

Adocelement né i'eable;

ne réunm déno brable' d’ens
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Scit (A ) une suite croissante de parties 9-1ntégrab1es de X telles
que f(x)=0 pour xf U A n? et s01t f = inf(x, f(eA : Chaque fonction

f, est Yy intégrable. T1 existe un ensemble loealement négllgeable k
N T tel que, pour tout tEN £ soit J\.kelntégrgb;e. L’ensemble
' Ln)Nn est localement négligezble, et, pour tout th s chacune des

fonctions £, est A, -intégrable. D’sprés le th.3 a chap.Iv, 81, 1a

A
fonetion t —~» f f(x)d.z\. (x) est l’enveloppe supérleure des fonctions

L l*f (x)dl (x), qui sont des fonct:.ons essentiellanent intégrebles
de t 3 donc la fonction t --9‘[ f(x)dl (x) est mesurable § en outre,
on a
jf(x)dﬂx) - supj £ (x)dux} = sup [dp(t)]f (x)d.)t @ -
fdp.(t) ff(x)d)\. g
Si 1’apnlication t —> ]\.e
f 20 49 () = fd‘m-,)f P(xah, ()

Les conclusions du cor. ne sont plus necessolirement exactes ai la

est vaguement cont:mue, on voit de m%me que

fonctlon f n’est pas nulle en dehors d’une réunlon aenombrable

c;’ensemblee s?—mr,egrables (98,exerc. ; Gtat 2, p.111, exerc.2).
Tnté, rales faibles superposées.e Proposition 4.- Soif £ une fonction
définie dans X , & valeurs dens un espace lpéa.lement convexe sép’}aré by
sur R . Supposons f faiblement Qeintégga‘b; e, et faiblement )\,‘r-in’t.ég;‘-ab; e
sauf pour des Valéurs‘ de t formant un ensemble N loca localefnent nézligeable.
Alors, lsa fonctlon t —ﬁjf(x)d)\ (%), defmig pour t¢N , est xaibléé

. ment essentlelleme-nt intégrable, et on a ¢ ff(x)d\? (x) 2 ‘[d’,x (t)ff(X)d)\ (x).

1 l’angllcau en t --9.3. est vaggement cgntlgge, et si N eet
' négligeable ia fonetion t -—-yff(x)d./\. (%) est faiblement intégrable,

& on. ff(x)dQ(x) “jdp(t)lf(x)d)t s .

7



En e*‘fet, soit P’ le dual’ de F . Pour tout z’e r, la fonctlon
< 95! > est )\. -intégrable lorsque ‘ch la fonction

t —> f{f(x)z')d}t (x) , définie pour t¢N s est essentlellement
fc-lntégrable (th.1l); et on a ¢

<ff(x) 8y (0,22 >= [L£G),57 309 () —jdy_(t)j<f(x),z’>d1\ (x)
= [<[emad 0, 22> apt) .
Donec la fonctmn t ->/ f(x)d.&b(x), définie pour t¢}’ A est falblement
essentiellement intégrable,.et on a ff(x)ds?(x) = jd H(t)]f(x)dl () .
On démontre de méme la deux1eme partie de la proposition.
Tl veut arriver que f soit faiblement V-intégrable, mais ne soit
faiblement j\'t‘ -intégrable pour aucune valeur de T (meme avec T, X
compacts métrisables, et F hilbertien de type dénombrable ; cf. §8,_
egerc.: Etat 2, p.llSQexeré;is)‘: lorsque F e—st un espace de mesures,

on a cependant la proposition suivante it

Propnogition 5 (tran31t.1v1té) - §01t p A f’ ; uﬁe fonction définie dans X,

& _veleurs dans l’esgac \% €Yy des mesures _sur un espace localement

comncz.ct ¥ On On_supposge gue

1) comme nrécedemment, l’a::mllcatlon t -9_/\, est Vaagemeg f.t »mesarab}.
(resp. vaguement continue ) et vaguement, essentlellanent, l" ~-intégrable 3
At) O pour tout te€T ;3 on pose toujours v fJ\t dy(t) 3

¥

2) 1’agn;1cat10n X - Fi est vaguement 'Q-me§urablg gg;anent
94int,ég_r_ab1. 3 F )O pour:tout XeEX 3

© 8) il existe pour toute p_artle compacte c de T (resp. 1]_.__@__;_5_3_.)
a) un une partie A de X réunlon dénogbrable d’gngemblg y- 1ntégables
' icti CA de l’g;ggllcat,log X =9 @ s0it _vgg;;ement
At~mesgrable Rour presaue tout te € (resp. pour p_reggue tout ‘ceT) s

3



e e
b) um.n___.g_f.em_g B de Y , mwm&m&aﬁ
: acls, telle que, pszm:....u.’s@..imn___rm__gg_ h(y) conti-
nue 3 supvort compact conteny dans CB » Ll’zpplication x ~><f yh >
S.Q;J_L, )L ~intéorable pour presgue tout tec (resp. gggr presque tout
A;_g__g, 1’application x —> f, est Vagg ement ./\ -1n3éggab;e,' s:‘.ffT)
Dour un ensemble N loczlement négligesble (resp. Q._gliw) de valeurs
de t £ L’spnlication t—")ij dAt(x), géfln‘ie pour tf.N s est vague-
ment essentiellement intéggab;e (resp. vaguement intégrsble) pour o
et on a

fdy.(t)ffJc dz\ (x) ~fr av (x) -
(resp. fd‘.;(t.)jf d-h (x) = ]f d»‘(x) ¥

‘zprég la prop.4, tout revient & prouver que l’&ppl...(ﬁdtlon X —> ?

est vaguement l t—intégrable sauf pour un ensemble localement négligeable
de valeurs de t (resp. négligeable si l’anplication t 4-—> A ¢ est
vaguement continue).

Soit donc C une partie compacte de T . Par hypothdse, il existe une
partie fermée B'ée Y, contenue dans la r&miion d’une suite K1sKgpe oo
de parties compat':tefs de Y, telle que, pour ‘toute fonetion numérique h(y)
c'entinué 3 support campaét- c_:c:ntenu dans [;B $ &! applicétidn x =< f‘x h >

soit J\,t-—intégrable pour tout te C';-Hl, H. étant une-partie @ -négligea~

1
ble de C . 801’(. Uj,"Ugi’-" une suite de paéties ouverteé relativement
compactes de Y, telles que ‘(nc_ U, - ?our ; n:'-l,a,.'..,_ s0it h,(y) uné
f'on'éf.ioﬁ positive continue Ié mbpért' compact sur ¥, égale & 1 sur Uy o
Les fonctiorlns X —> <fx ,hn> sont 9~intégr§p;gs, don‘c'} At"i..i'ntégx"a;
bles pour t€C-H, ) Hg_ étant une partie (b -négligesble de C .

D’sutre part, d’sprés 1’hypothése 3a, 1’application x =3f, et

’ H étant une partis {.L-»negllgeab}.e

vaguement lt—mesurable pour te€ Caﬁs
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de C (cor._2 de la prop. 3) Cec1 posé, nous allons prouver que l’applica—-

tion x —-’f est vaguement .)g -1ntégrab1e pour tout té.C-(Hlu uH ).

: Pour cela, soit h une fonct:zon pos:Ltlve continue é. support compact. et

majoré par 1 sur Y . Le supnort de h est recouvert par les ensembles ouverta

: ﬁ By 1’U2””’ et on peut. extra.u'e de ce reeouvrement un recouvrement fini,

D*aprés le lemme g du chap ITI, 3 2y 11 existe un nombre fini de fonctions S
positlves continues & support compact u, (x) ,ul(x),...,up(x) telles que :

l) h(x) = Z;P ug(x) ; 2) uo(x) a son support contenmu dans C B s

3) u; (x), n;;:' ' 1<1<p s @ son support contenu dans un des ensembles Uy

"qu on peut supposer &tre Ui. Alors, l’applmauon x ~_,<f‘ ,uc > est
Xk'-intégrable pour tout tec—Hl pulsque u, a son support contenu dans CB 2
pour 1€i <p . dn fonction positive x-,(f ¥ u1> est A ,-mesurable
pour teC-Ha, et d’mtégrale superieure finle 8i te C-Hg pulsque ' :
f <Ex y U ) dl\. (x) < f<f ,h1> d.A. (x).. Ceci achéve de prouver que
1’application x > P est A -1ntegrable sauf pour un ensemble localement
négligeable de valeurs de t . Si l’applicat,ion t ~91\. . est vaguement
continue, le ralsonrenent se transpose de lui-meme sous les hypothéses

¥ :
i

indiquées a la fin de 1 ’énoncé de la proposnion.

_ e mxercicgg _ ’
'l Soit f une fonctmn définle dana X , & valeurs da.ns un espace topologique,
et mesur'able pour Y = j .A. dp(t). Supposons Que 1’applieat10n t — J\
soit vaguement integrable, et qu’il existe une part1e A de X ,‘ réunion
dénombrable d’ensembl es compacts, telle que la restrictlon de £ é CA soit
'J\é‘ -mesurable pour presque tout t eT Alors, o est )L -mesurable pour
presque tout terT. A

i .
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2. 81 A & pour tout tE€T , et si f est une fonction posiuve loca=

lement négligeable mals non négligeable pour @ sur T, montrer que
f d,ut)f £(x)ad (x)>f d}.&(t)ff(x)d.)\ () . |

g 4. Intég; ation de'mesure§ D bnctgellgg

: Préliminairés. Soient }s un espace lo¢alement compact, et © —-—}A.

une apnllcation de T dens 1’eSpace %(X) des mesures. sur X . Dans tout

- ce § 4 On_suppose que _ k

: )\_ »0 gour tout teT Yo : . ,

2) 'l’agglicat ion t__--}l est _vaguement essehtieiiement intégrable
_pnpose ¥ = f A dy.(t) 3 | |

3) pour tout teT , la mesure Aew_____t nulle ou & son support réduit
4 un point. L
Oxi a done f)\.k g(t)a ey ou g est Une'fonction numérique finie

positive sur T , et 11' une applicatlon de T dans X . La fonctlon g(t)
est déterminée de maniére unique par )\ il et l’application T est
déterminée de maruere unique sur l’ensemble des pon.ntsl ou .k f O,

- est-»é dire g(t)fo . 81 T et g sont contznues, l’applicatlon t ——}l
est vaguement contlnue, en vertu de la prop .6 du chap.ITI, 2 . 11 en
‘résulte auss:Ltot que, si M et g sont y.,-mesurables, l’application

t *‘—>,J\'E est vaguement H,-mesurable. Déns toute 1a suite de ce § ’
on f‘ai't’: encore l’hypothése sulvante : '

4) q et g sont mesurables.

Pour pouvoir tradv:we les résultats du §3, nous aurons besoin des
remarques suivantes. Soit t un élément fixé de T .
3 o3 f est une fonction p031t1ve finie ou non deflnle dal’lS X ,0n &

f f(x)d}\t(x) = j f(x)dJ\ (x) = £ (L))g(t) lorsque_ g(t) > 0,



et ]f(x)dx\ (x) =j' f-(x)dl (x)‘=0 1orsq’iié g(t)=o. Nous _conviendrons
' que 0+00 = = 0. On peut donc écrire, dans tous les cas :
' j £ak, (0 = £(r(£)glt) . -
2) ‘I‘oute fonct-ion définie dans X est .1\. -mesurable. o
3) Soit : ¢ une fonction définie dans x, é valeurs dané un espace de.
Banach. Alors, f est .)L -1ntégrable, et ff(x)dl (x) = f(‘r(t))g(t)
5i f est & valeurs dans R , £ est J\. -in‘c.égrable si e‘c seulement si
£(F()g(t) K + 00, et on a alors ff(x)dl (x) = f(fr(wg(t)

Enfin, nous aurons: 4 faire usage du lemme suivant ¢

Lemme 1.~ Soient T &t X deux esgaceg localement. cgmgact§, et 11‘ _____g
apgllcatlon cgnt.lnge Qropre de T dansg X . fg t g fonct. numériqt

fi ie ou nom, semlncontinue inférieurement 'y déflgle §g T 'Q xex s
soit f(x) la borne 1nfériegre de g(t) p_g ur t e 1|1 (x), c 19
: + oo si 11(x)-—¢ éé@.r;a, f____mest o

;gon‘t’ig’ueinfériegremeghf Wi >
Obéervons diabord'que (D) est feriné' ‘déns‘ X . En effet, il suffit-

de prouver que, pour toute partle compacte K de X , ‘ﬂ'(T)(‘\ - est fermé,
ory WIDINE = T‘( ﬁi (;()), et 'ﬂ‘ (K) est compact (pu:.squei‘-‘ est propre).
Comme f(x) = + 00  quand x appertient 3 l’ensanble ouvert C'fT(T), v
il suffit évidemment de prouver que la res‘crlctlon de f & (D) est
semi-continue mf‘émeurement hutrement dlt, on peut supposer X=T(D).
D’ autre part, pour tout point xeX y X possede un v01s1nage compaet V .

et 11- (V) est’ compact, de sorte qu’on peut supposer ‘en outre XetT

compacts ¢



= 37 -

Ceci posé solt & un nombre réel fini, et montrons que l’ensemble
ACX des x tels que f(x)}a est ouvert. Soit x €A . On a g(t)> a
pour tout t € ‘V'(x ), donc pour tout t d’un vo:.slnage ¥ de T"(x J.

On peut supposer W saturé pour la relation d"_équ;valence " f_(y): T’(z) Yo

(Top.gén.,2® é4.,chap.T, 9 9,prop.7) ; alors, (%) est un voisinage de x,

dans lequel f majore 'strictet_nent a , ce gul achéve la démonsfration.
Intégrales supérie e_fonctions positives.- Théorsme 1.- Soit f
' on_positive finie définie dens X . On s
(1) * j £(x)4 () -f (T () gty w(t) . .
Sife g_t. g sont continues si g(t) >0 pour tgg; teT., g T est propre.
on_a de plus : '
an j £(x)dv () =j 20T (£))g()d ulv) .

Traitons d’sbord le cas pluévfaciie ot et g sont éontinuem ot

g(t)}o, et ot W est propre. Soit “e(t) une fonctvon semi-cont:ume infé-
rieurement sur T magorant la fonetion f(T‘(t))g(t) On va montrer que
j' ‘e(t)dy.(t) j f(x)di(x) Va l’arbltraire de la fonction £ il en
résultera que f f(‘ﬁ' (t))g(t)d p(t))j f(x)d9 (x), ce qui, avec la for-
mule (3’) du §'5 ; achevera de démonteer la formule (1%),

Pour cela, nous déflnlssons une fonction f(x) sur X de la manlére
suivante : f(x) est la borne inférieure de 'e(t)/g(t) sur l’ensemble
T (%) (31 cet ensemble est v1de, la borne 1nf‘ér1eure est consztderé_e comme
égale & + ¢ ). La fonction f posséde les propriétés suivantes f.zfr
1) — 2:6‘ g' 2) F(T‘;(t)')g(t.) -P(t) {3 f est sexnl-contlnue inférieu~
rement (ceci résulte du 1ermne 1, et du fait que 'E/g est sem1=-continue
infémeuranent). I-IOI'S, ‘tenant compte de la prop 1'du 33, on a

] e(t‘dy(t)}f f(ﬁ'(t))g(t)d,ut) -f f(x)dQ(x))[f(x)d»)(x)
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ce qui achdve de prouver notre assertion. :

Passons au cas général ol T' et g sont mesurables.‘ Nous supposerons
d'abord que le support de f est compact, done contenu dans un ensemble
ouvert relatlvement_ compac.t; ‘U . Appliquant le le_mme 1 du § :3,_;, so_:.ent.‘N .
une parti‘e de 3'1‘ localement négligeable pour By ‘et (C1 ,02,.;.') une suite
de parties compactes de T, telles que ‘€ (T(t))g(t) j ‘€ (x)a A (X)-O
pour t4».Nu( U C ) On neut supposer que la restriction de T et g é
chaquse C est continue que g est qtr:tctement 0031t1ve sur chaque Cn, et
que la suit,e (C ) est croissante. Posons A = UCn s Al = NUA .

- Soit ‘E(t) une fonetion seml-continue mférlwrement sur T, ma.)orant i
fonction QA(t)f(‘ﬂ‘ {t))g(t). On va montrer que f‘ﬂ(t)dy.(t).}[ f(x)d\?(x)
Vu 1’arbitraire de la fonetion 8 s i1 en résultera que
£ QW s hit) > f £0ay (0
donc Qque . , : :
j f(‘tr(t))g(t)d‘u(t) ;f £(x)d Y (%)
ce qui, avec la formle (3) du 33, prouvera que

(23 f £(F () g(1)a p (1) -j £(x)1av (%),

Pour teut entier n » 1 , définissons une )f‘onet_,lon fﬁ(x) sur X de lsa
maniére suivante : ¢

1) si xgu, f£(x)=0 .

2) si XeP ., 1 (x) est la borne inférieure de . f(t)/g(t.) sur 1l’en-
semble 4 (x)n C (51 cet ensemble est va,de, la borne inférieure est
considérée comme égale & %06 ), '

" Les fonctions - 48 (%) possédent les propriétés suivantes : =
3) T2 Ax) B £(x) 1 erast immédiat si x¢ U,o0upsl xeU. et :
'%(x)ncn = 75'; si xeU et ']i‘(x)n Cp ¥ # y on a, pour ’c,e'n'(x)/'\(rl':1 L
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E(t) 3 €, (1) £(F(t))gln) = f(ﬂ'(t))g(t), done f(t)/g(t) f(qr(w) =
f(x)__ y done £ (x) 2 £ix) . s
,. ‘2) fﬁ(‘ﬂ' (t))g(t) <4 (%) .si ttf. A'-Cp é en effet, éo'i-t'- x =M(t) ;
si x4 U, ousi xeU et g(t)=0, c’est immédiat ; si xe U et. g(t)#0, -
a €, (T())glt) $ 0, done tea?, done t eCyp, done té (x)nc -
par suite, £_(x) < em/g(t), c’est-a-dire £ (T (¥))g(t) < £ (v).

-

3) La fonction fn est semi-continue 1nférieure_ment . Il suffit de 1le
vérifier en un point x&€U , et ceci résulte alors du lemme 1, appliqué
3 la restriction de T & C, et A la fonction «f(t)/g(t.),_ qui est semi-

continue inférieurement sur C, -

La suite de fonctlons £ ,f 3.+ est évidemment decrmssante. Soit.
f(x) son ‘enveloppe ‘infé,rieure..La fonection £ posséde les proprietés
suivantes : ' ' '

1D 3 ()

2) 'f'(?'(t))g(ti f () ei teA'-A i ¥ 4

"3).. T est Q-mesurable, et évidemment nulle en dehors de U .

Alors, le cor.2 du th.l du 323 entrame &

f *f(t)'dy.(t) ] ‘e(t)d plt) 2 j f(ﬂ'(t))g(t)dp(t) ~ff(x)d~3 (x)
> f* r(x)av (x)
ce qui achéve de prouver la formule (2).
| Péssons au cas oY f est quej.conque. Pour toute partie compecte K de X,
,. on a’\2 d’aprés ce qu1 précede _
J‘C (x) £(x) dv (x) ~j ‘€ (T (¢)) f(ﬂ'(t))g(t)dp(t)<f f(ﬁ(t)_,)g(‘f)t),

done, vu l’arbitraire de K

-—-.

% oy
j £{x)aV (x) € ff(i?(t))g(t)dp(t) .
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D!autre part, soient C une nartle compacte de Ty, et b un nombre guel-
conque tel que b < ] ‘€ (t) f(r(t))g(t)d’.«t(t). L’ensemble C est la
réunion d’ﬁn ensemble négligeable N et d’une suite croissante de parties
compactes (C ) tels que 1l1a restriction de T & chaque Cp s0it continue g
les ensembles Kn -WT(C ) sont compacts 3 on a, pour n assez grand

b</ ‘ec (1) f(?T(t))g(t)dy.(t) < f ‘€ (‘ﬁ‘(t))f(i"(t))g(t)dp(t)
= ‘ek (x) £(x) av (%) < j}' £(x) av (x)

conc, vu i’arbwtraire de b :

f 'e (t)f(?"(t))g(t)dﬂ(t) j £(3x) dQ (x)
puis, vu 1’a;g}tralre de C e

| rmwn gwape < [ e a0

ce qui achéve de démontrer la formule (1) .
Corgllaig -~ Soit f une spolication de X dens un es ace topologigue G 8
soit S l’ ensemble g ____g__pg_:g;&g teT telg que g(t) ) 0. Pour que f(x) soit
Q—meguraglg, il faut T (L)) & S soi-
- ;gesurgbl " ’

Supposons f mesurable pour ¥ , et soit C une partie compacte de S .

t il suffit que l1s restrlctio de

Tl existe une suite (C ) de parties compactes de C telles que C- U Cy
soit négl 1geable et que la restriction de W & chaque Cp soit continue. . e
T1 suffit de prouver que le restriction de £(F (t)) & chaque Cp est mesu-
rable. Les ensembles anr(c ) sont compacts, et il existe, pour chaque
indice n , une suite (I’m) de parties compactes de K yelle que '

= K - U F' soit ¥ -negligeable et que la restrictmn de f & chaque
K soit contmﬁe. Posons Ca =9 (K nc, , B = ‘ir(un)ﬂc -+ Les ensem

nm
bles C. sont comnaets, et la restriction de f(ﬂ'(t)) & Cpy est contlnue.
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Enﬁn, la fonctlon ‘ehﬂ (x) £(x) est )’-négligeable, donc (t.h 1)
4 '.‘QMH(T'('L)) £ (t))g(t) est localement {4 -négligesble, donc
| f (t) (W (t)) est p.~négligeable, ce qui ‘achéve de prouver que
f(‘ﬂ' (M), restreinte & S, est (/L-mesurable.
Récinroquement, supnosons que la restriction de f(T’“(t)) 4 5 soit
B -mesurable. Soit K une partie compacte de X . La fonection ‘e (T“(t))g(t)
est nulle en dehors. d’un ensemble réunion d’une suite de partles compactes
et d’un- ensemble localement negllgeable (g 3, lemme 1), donc T‘ (K)Nns
est réunlon d’une suite’ (C ) de parties compactes et d’un ensemble néglies= :
gezble N . On peut supposer que les restrictions de T et de F£(T (L)) &
chaque Cn‘ sont continues. ._ Soit K., » ‘ﬂ'(Cn)}c: K, et I = K= k“.) K, . Les
ensembles K sont compacts. L’ensemble M est localement négli'ge'able
(done négligeable) en vertu du th.l, car ‘6,1,(Tl“(t))g(t) est nulle en
dehors de N . unfin, K peut dtre 1dent1f1é a 1’espace quotlent de Cy
par la relation ‘ﬂ"(x) =N (y), et T & 1’z pplleatien canonique de C-n, _
cet espace quotlent (Top. gen. 9e éd.,chap.i §l<§, cor.l de la pi-op v8),7
donc la restrlchon de f(x) a K est continue, ce qui prouve que £(x)

i est ¥ nmesurable.

3. _Igté'gg‘ation de fonctions & valeurs dans un espace de Banach.-

Théoréme 2.- Soit f une fc_ggg_:tion définie dans X y & vale ;ur's”dvang un_espace

de Ban anach h ¥ ou dang R -Pour que f(x) soit essentiellen eﬁt x7-'int'gg e;

il faut et il suffit g}; f(?'(t))g(t) soit essentlellemgg “- 1nté@:ab;e,
g6 on 8 alorg " :

f f(x)d9 (%) -ff(‘i’(t)) g(t)d}i(t) .
‘Supposong - et g c_ontlnues, g(t)~> O pour ymt | te? g_t_‘li‘ propre.
Pour que £(x) soit ?-intégrable, il faut et il suffit gue £(T (t))g(t)
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ﬁQ.iI: - in&émbls et on a alors -
@) [ ave = [rren g apt |
Pour que f(x) soit essertlellancnt VY- 1ntégrable, & 5 faut"ﬁ Sdfflt que
£(x) 301’0 ¥ -mesurable et que f \f(x)'d? (x)< + oo 3 done, ,_11 faut
et i1 sufj"lt que fF£(I (1)) g(t) soit ‘.&cmesurable et que . :
j lf(‘ﬂ' (t))lg(t)d ft(t)<+<>o _(th.1l) ; autrement dlt, i1 faut et il suf-
fit que f£((t))g(t) soit essentiellement 8 -1m.égrable. :

Supposons qu’il en soit aingi. Tl existe une sulte (f (x) ). de écmbié-
naisons linéalres de fonctions de x (X) & coefficients dans F‘ telle que
1im f hf(x)-f (x) dv(x)=0 :héw\ff(x)d\?(x)-jf (x)d\? (x)\-o

done (th.1) e
1im “f(i‘(t) gt) - £ (T (t))g(t)' d}L(t)

N=H oo
et par suite

Lin | j f(f‘(mg(t)a‘»(t) -j £,(T (1)) glt)a rt(t)l

Or, & cause de la forme des _fonctlons fn’ on a

If (x) dv (=) -ff (T () g(t) d;}-(t) .
ce qui achéve la démonstration de la formule (3). La formule _(3")" se démon
tre de maniéfe analogue. , - , :
4, Tntég_r;ales falble .= Propog__tlon 1.- ;_Q__t f Wm
3 valeurs dan§ un espace localeme Q,t convexe §§p___é_ F sur R . ;_g._r_g___ f(x)
8oit falblement gssentlellement v »1ntég;_'able, g,l faut et il suffit que
£lqar(v)) g(t) soit falblement essentlelleneht }L-mtégggg e, 4n alor

jf(;o av (%) = J‘ 2T (0)glt)d p(e) . - |

p_*‘vosgn 5N et g contlnues, g(t) > Q pour tout teT, et T propre.
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g;;;: que f(x) goit ﬁa;bl@ent y -1ntégable, il faut et 11 suffit

que (T (t))g(t) soit faiblement 78 -mtégggble, et og g algr
() ff(x)aam =[e(w wnramapw |

BEn effet, soit F’ 1le dual de F . Supposons f faiblement essentlelle~
ment V- intégrable. Alors, pour tout s'er, 1 fonctlon <f(x) z'>
est essentiellement v ~-intégrable, done <f("f"(t)g(t),z’> - est
essentlellement jt -intégradble (th.2), et on_a 4 Sl :

 [ear o,y - [ty a9 ~~j<f(7<t>)g(t>,z»>dp<t>

Done la fonction f(‘ﬂ'(t)) g(t) est faiblement essentiellement
y. intégrable, et on a ff(x)dv (x) -ff(ﬁ’(t))g(t)d’.{.(t)  On voit de
m%me que, si £ (t))g(t) est faiblément essentiellement p~-intégrable
" £(x) est faiblement essertiellement ¥ intégrable. La formule (4?) se

demontre de mamere analogue.

Corolla;rg.e Soit x —» f’ une fonctlon définie da.ng X B é valeurs dans
i’e espace «/Z: (Y) des mesurgg sur un space ocalement, cggnact ¥

Fﬂ'cc) g(t)

ement_ ess nt;ellanent Pb-lntégrab;_g. et g a alors
& - f P, 49 (x = fﬁﬂ_(t) gt ap(w) .
Su’onosons T et g contlnues, glt) >0 ‘pour teut tep . &L T propre -
: on - «  S0it vaggement V -,:_L_I_l_’g_égg‘w, il faut
a.: licatlon T —> F b) g(t) ,’sél’t vaguement
FL 1ntég_z;able et on a alors
(5’) jP d\?(x) ff glt )dp.(t)
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Dxerc1ce.

Soient g une fonctwon numérlque finie déflnie sur T, & une apollcatlon
de T dans 1l’espace localement compact X , S l’ensemble des teT tles que
(L)#0 . si 1’application t3 A, = gt) Eq- (L) est vaguement continue
resp. vaguement mesurable) les restrictions’ de g et T a S sont conti-
nues (resp. mesursables). (llontrer d’abord que, si l’applicetion t'ﬁ’J\t
est vaguement continue, 9 est continue en tout point t. de 1’ensemble
ouvert S ; pour cela, congidirer, pour tout voisinage V' de 9 (ty), une
fonetion positive £ de J(:(X) nulle hors de V et égale 41en a(ty).

: 3 5. reggreg deflnles par des densités nnmer;gg 5. :

1. Fonections localenent intégraebles.- Déflggtign 1.~ Qg dit gu une fonction
g, définie dang T, 3 véle rs dar ' ~s}ce‘de Banach F, ggt localemeng
intégrable pour $ » ou localenent 78 -1ntég;§ le si, pour tog& noint teT,

il existe un voisinage V de t tel _Que ia fogct;gn g‘e 80it _intégrable
bour #am :

La notion de fbnctlon localement 1ntégrable est de caractere local.

Plus préclsément, goit g une fonction telle que, pour tout 'té??, 8 ¢
existe un voisinage Vt de 't et une fonctlon localement intégrable 8 telle
que g(x) = g, (%) localement presque partout dans V; ; alors, g est loca-
lement integrable._ﬂn particulier, une fonction égale localement presque
partout & une fonction locﬂlenent integrable est 1OCalement intégrable.
Cela permet de dire qu’une fonction g deflnle localement presque partout
(resp. une fonetion numérique définie et flnle localement presque partout)
est localement mtégrable 8l elle est égale localement presque partout a
une fonction définie (resp définie et finle) partout et localement inté-
grable dans ce cas, on dit susei que la classe g de g modulo la relation
d?équivalence 'g et g’ sont égales 1ocalement presque nartout" est :

localement intégrable.
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Pro Proposition .- Pour gh’un'e fonetion g , définie"' dang' T s 4 valeurs dans F,
goit localement intégrable, il faut et il suffit g;g g soit mesgrable et
gque, pour tout ensemble compact K , f tg ‘f S dpl<+ oo .

‘Les conditions sont suffisantes, car gll.e._s entral_nent que g "ek' - est

intégrable (chap.TV, 35,th.5). Hontrons qu’elles sont nécess'aires. Bl gy
est localement intégreble, g est mesurable en vertu de la prop = du chap. IV
§ 5 (prlnmpe de localisation). D’autre part, sou. K uné partle ‘compacte
de T ; pour tout te?; , il existe un vozmnage_\lt de t tel que. g '€v.t
soit intégrable : soient tl,t ,...,'1; ; des points de K tels que
th,Vtg,...,th recouvrent K 3 on & ‘g ‘€ \< 2 ‘g QV& ‘ ,
doncj‘gte \d}zt(-voo e 2 |

En particuller, toute fonctlon mcsurable g bornée dans chaque ensemble
compact est localement irtégrable. De meme, pour. ‘tout nombre p tel que
l.(p <+ B . toute fonction g e of est localement integrable, ear,
pour tout ensemble ccmpact % 7 K apparment é ef (q etan.t le nombre |

a1 que. P Fa q‘ = 1), .done g ‘eK est intégrable (chap.1V,§ 6, th 2).

Corollalre ; Sozent g une fonctlon positive locdement integrable, et

g’ une fonctlon mesurable & valeurs dsng F . 51, pour t.ogte Q:artle compacte
KdeT, exis‘ce une_ coggtag& LIK telle_gue (g’(x)‘ < i g(x) mu’r tout
xe K ’ g est logg_lement 1nteggable, ; : g :

orollaire .~ Une fgnctlon localement ;ntégx_‘a]ble S suggogt comnact est
intégrable. . :
Cogg;lairg__,.- m_e_n; gr une "fo‘iic"tibn 19 cﬁe&nen& intéggablg, e't f une fonctic
mesurable bornée & gg' pport compact. Alors, fg egt 1ntéggabl .

C’est une conséquence :unmédlate des cor. 1 et 2 .
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gmmsguog 2.~ Pour qu’une ﬁoggtiog g4 définie d.g;;__ T, & veleurs dang
F , soit 1ocalggent in:gégg g, il faut et i1 suffit que, pou»jtoute_ fon
tlog numemgug fini e - 3 cont;mue et & port. ¢ m act, fg soit intégreble.

La condit.lon est nécessazre d’aprés le cor.3 de la prop. l ‘Réciproque-~

ment, supposons cette condition remplie. Si X est un ensemble: compact quel-

conque, il existe une application continue f de T dens [O l] s égale & 1

dans K et & support compact (chep.TT I,3" 2,lemme l) 3 on a alogs

g ‘e = (fg) .<€ s €t, comme fg est intégrable,, 11_ en est dé m’éine de g,‘ex .

2. Hesures déflnies par_des densités numémg;;gsl;_ﬂ%'scit g une fonction

numérique finie définie qans‘._ ‘]2‘_,‘.~ Posons, pour toﬁt’ ;!;G"T 5 ,l = g(t)&é .

Dire que 1l’application t -—5’»J\. est vaguement essentlellemeht 1ntégrap.ble,

c’est dire que, ‘pour toute fonection  f ¢ J( £T) o l’appllcation

t = £, &> f{t)g(t) est essentiellement 1ntégrable 3 de meme-', dire o

que t —» )\ est vaguement, integrable, c ‘est aire que, pour toute

£ € .K (T), t - d f(t)g(t) est intégrable $ alnsi, il rev1ent au méme -de .

dire que 1’apnllcatlon t --9 'A't est vaguement essentlellanent intégrable

ou de dire_que;cette application est vaguement 1-1;tégrable, et celai signifie

encore que g eét 1o'ca1emént ':’Lnié_:grable;' En' ou’c_x:e,' dsns ce cas, g .e‘ét mesus=

reble, de sorte que 1dapplication t —= J\t est vaguement mesurable

(§4, n°1). , o
oupposons done g 1oca1ement, f“‘ -mtégrable, et soit ¥ = j./\. dp((t) >

Par définitmn de cette mtégrale, on a, pour toute fe& J{ (1)

| jf(t)da(t) ~ff(t)g(t)d p(e)

Définition 2.- Si g gst localement :mtég;ab;e, on d;t gug la mgsgrg
£ --->j fg du sur T est lg Qro@git de la mesure ® par _la fonct.lon g s



ou_la m'eggl re de den§1té 5 par rapport 3 y. s et on la_ got & F' ..+ Toute

" mesure it_d’une mesure sitive p ar_un calemeut inté-

ggable est apnelée mesure de_ bg_§__ f"’

| Au lieu d’écrire Y= g. s on écrit aussi d Q(t)-g(t)d/.l.(t),
ou g(t) = 49(t)
. a p(4) :

Dans le cas ol g est continue, on retrouve la déf‘inltlon donnée

au chap. TI2 ,; 2,n°4 .

0. 1ntéggation par._ ranport 3 une mesure de base Y .- So:1t g une fonction
Qosn:lv localement ntégrable pour . Alors, J = g. K est une mesure
pos1tive. Les résultets du § donnent les énoncés suivante

Proposition 3.- _.ggg £ une fonction positive géfinie §ug . On a

T £ day = j (fg)dp— . 81 g est contlgu@ gt st.rlctement. positive, on a

ffd? f (fg)dp.

Propgsltlon 4w Pour g;;’une anglicatlon f de T dans un eggace togo;oglgue

G soit J-mesurable, 11 faut et i

semble des pomts od g(t) f 0 pgoit l,c-mesurahle.

Théorémg 1l.- 501t : 2 gne fonection defmig ggg T, 3 valeurs dans_un_espace
de Banach F ou dans R . Pour que f(t) 801’5 essentlellement ¥ -1nt.e able

e faut. et, il suffit que f(t)g(t) 8soit esgg_ntiellement 'u-ln‘teggabl y &t
l’on a slors j fdy= f(fg)d,,t

gm':aoson g continue et strictemen t positive. Alors, QQM.QB £{t)
soit ¥-intégrable, il faut et il suffit que £(t) g(t) §g_.1:c_, s .y_&ég_@;g
‘et 1’on a_alors f fdy= f(fg)dp

Coro;lalr .= Poug que la mesure g. | soit. bornée, il faut et il suffit que
:—g goit essentiellement i,L elnteggabl .
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En ef'fet, dire que Y= g. W est bornée 31gnlf1e que la fonction 1 est

y-intégrible, ou, ce qui revient au méme, (§l,'prop.l) essenjc;e}.lement
7-intégrable. '

Propogsition 5.- Soit £ une fonction définie dans T, & valeurs dans un espsce

loczlement convexe séparé F sur R . Pour gue f(t) soit faiblemeht essentiel-

lement ¢ -intégrsble, il faut et il suffit gue f(t)g(t) soit faiblement

essentiellement tb-lntégrable, et on a alors f?(t)dQ(t)— rf(t)g(t)d;x(t) '

>upnosons g continue et strictement positive. }J.ors, pour que f(t) seit
feiblement  -intégrable, il faut et il suffit que f(t)g(t) soit faiblement
fo-intégrable, st on-a slors [£(1)a 9 (v) = Jrwemapw.
4. Drogrlétég dgs mesures de ba's o= Progosiiio-n .= Si gl ét. 8, ‘sont. deux

fonctions numer:.@eg localement 1ntég;able§ pour ’,L ’ gl+g gg ;ggalgeni_;
1ntég;able pour i - et (gl+g9) P= 8 1+ g 1“‘ v

Cette propo_sltion résulte aussitdt des définiplons'.
Proposition 7. Lo localen. 1t
foome @pi=ghp, W =g-pw ,|ep| =fs]- k-

Posons g'*f;,.c = (1-1 ’ E;y.# fy, - Ona ey ;o I 7 0 ,,p= ,414-‘,% .

Pour prouver que M, = {4+ .

};(:.7 9 1l suffit de prouver que, si une
mesure pos1t.1ve v est telle que . ‘]u‘ e y% sona Y=0.0r,
soit A; (resp. 2) l’ensemble des points te T tels que g(t) » O (resp.
g(t)£0). On a ‘GA g* 0, donec Az est localement negllgeable pour K,
d’aprés la prop. 3, et a fortiori localement négligeable pour y . De méme,
Ao est localement négligeable pour v . Donc T = AlUA, est localement.
négligeable pour y ,' de sorte que Y =0 . Les formules }

(g ‘,()"' = g"'. oy (g yf)‘ =g o l’L sént. donc démontrées, et ia formule

\g ; fb,‘zig‘- g s’en déduit aussitdt .
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Corollg;rg .= Pour gge ls mesure g . %4 80113 nul;e, il faut et. 24 sufflt
que g so1t nulle localement resgue partout.

Supnmogons g nulle localement presque partout ; alors, 'pour_ toute

fe TK(T) y £g est négligesble, donc g.fozo.*}‘{éciproquement, supposons

g -4 =0, et prouvons que g est localement négligeable. Dﬂapréé la prop.7,
on péut se limiter au cas od g » O . Alors, comme 1 est né_gligeabl}e pour
g.p , gest localement négligeai)le pour p. en vertu de la prop.3 . ‘
Corollsire 2.- Soient g1 et g, Geux fonctlons numerlgues localement inté=-
g;gableg.f__g;__gg_g 8yt = g '.L y 13 % ter uffit_egl_e_’ggg
soient égsles localement_presque gg_‘l;gg_. '

Ceci résulte aussitdt du cor.l .

En vertu de ce corollaire, on peut définir la mesure g. ft s lors-

que g est une fonction localement intégrsble définie localement

presque partout (n® 1), comme la mesure g’-. f“' s o0 g* est une

fonction dé-finié sur tout T et égal'é'é-g localement presque partout.
Corollalre 3.~ Soit_g g;ne fonction numérlgue localement intégrable gogr I,L .
Pour que g . o B so;t une mesure positive, il faut et il suffit gque

g(t) ) O localement presque partout. - ‘
En effet; dire que 8« b > O Equivaut é dire que (g T2 =0 4 ¢’ est ASE

dire que g~ . «p =0, c’est-a-dire que g "=0 localement prea,que partout.
Proposition 8.- Soit g, une suite de fonctions numérigues localement inté-
grables pour (¢ , et _supposons la suite des mesures gp. L ' croiggant. .

Pour gue cette suite soit majorée dans l’esgac M (T deg mesures sur T,

il faut et i1 su f‘flt gue la fonction =.Mup g, 8 it log ement inté
ble ; ia borne supérieure dans v/{, (T) ges mesures gn f" est alors la

mesure g. gt .
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" Le cor.3 de 1a prop.6 montre qu’on a g (t) € gn,;(t) localement
presque partout ; on peut donc, en modlflant les g, sur un méme ensemble

localement négligeable, supposer que la suite gn est croissaﬂte. Suppo=-
sons. les mesures g . majorées dans %(T) H alors, pour toute fonction
fae K (T), on a sup jfg dfl.<+ © 3 il en résulte (chap,IV, 94,
prop.4) que la fonctlon fg = sup fg est intégrable et que
ffg dy.- sup ff‘g d}L ; cela montre que g est localement 1ntegrable
(nron.?) et que gopi est la borne supérieure des g e dans r/é (7).
'Hécinroquenent, il est clair que, si g est localement 1ntegrable, les
mesures g e e sont magorées par la mesure g, (). .
Proposition 9 (associstivité).- Soient g et'gp deux fonctions positives
finieg définies dang T. Supposons g, localement, Antégrable pour -
Pour que g, :0it_localement intégrsble pour gl . » il faut et i1 suffit
g__g g2g1 soit lgcalement integable pour g et on a alo rs
8x(2y- ) = (Bg) . o . ‘

Considérons 1’application % -ﬁfgz(t)it de T dans H(T). Pour que
g soit localement intégrable pour g -k , il feut et i1 suffit -que
l’application t —> g5(t) Et soit vaguement essentiellement intégreble
pour g e ; done (3 4, cor. de la prop.l) il faut et il suffit que
1l’application t —> gi(t)gz(t) . soit vaguement essentiellement iﬁté-
grable pour “,c est-é dire que gggl soit localement intégrable pour y.
Bt on a alors (loc cit.) ;

8oelgys )= fga(t)i: d(g-, rb)(t) -fgl(t)gz(t)i d p(t) -(gagl) B
p_gsvbion 10.- Soient ,,t. et f"' deux deux mesures positives sur T ;3 pour
gu une fonction numerigue g soit localement mtégab;e pour la mesure
f B+ H« » i1 faut et il suffit gue g soit localement intégrable pour
® et t ' : on a alors gofb =gt +gop’
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Dire que g est localement mtégrable peur f (resp. ® ) pL’) revient é

dire, en vertu de 1a prop.u, que, pour toute fonction £e€ fC (T)
est intégrable pour £ (resp.u,p’) ; s’il en est ainsi, on a
ffd(g.p) ‘jfg de (resp. ffd(g K =ffg ap, ff d(g l"’) *ffg du’).
La proposltw on sera donc une conséquence du lemme suivant ¢
Lemme 1.~ Soient p,p. deux mesures positives sur Py et _soit = },L+{A»/
Pour qu’une azonlication de T dans un espace de Banach F soit p. ;ntégz_;ae
ble, il faut et il suffit_gue f soit 1ntégg. ble pour (v et l,,g $ on a
....Q.I.&ffdf ffd,uffdp, ‘ ' ‘

Si une application f de T dans F est - ’F»“-mesurable, £ est jt -mesurable

et pt -mesurable (chap W,§ 8 b eclproqueme*:t, supposons que f soit
}L—mesurable et. pt -mes*zrable, et montrorae Que s est f ~mesur a’*le. oit
K une partle compacte de T s il existe une partie P~ -nég1 igeable NdeK,
et une partition de K-N foﬁnée d’une suite (K ) de parties compactes,
tels que la Pestrlctioq de £ & chaque K soit con‘tmue ; puis il existe
une part1e ‘u snégllgeable N4 de N , et une nartltlon de NN’ formée
d’une suite (Kn) de parties comnactes, tele que la restrictlon de £ 3
chaque K’ soit contmue : on a M (“T’)< ‘A*(N)"'O , et (»'*(I\” =0 , donc
F*W') < #*(*\I’)+(L (N’)—o (ehap. 1V, § 1,prop.15), ce Qi établit. notre
assertion. e ; ;

Remarquons que 1J~ ({f() f’*(lf[) *()f!) 2 *(ff,) et pt'*((f{)
(f*(‘f‘) gy (}f‘) +f"*( Iff) Ory pour que f soit intégrable pour P
(resp.p, a1 il faut et il suf £rit que f soit maeurable pour {’ (resp.
P }&), et que f’*(}fi\<+oo (resp. y*’([ﬁs<+ oo ,*A ((f])<+oo).
Ainsi, pour aue f soit f~1ntégr&ble, il faut et il suffit que f soit

F. -intégrable et V¥ -zntegrable.



- cation

cas . = 52 - e : .
Suppoaons qu’il en ‘soit ainsi. T1 existe une euite (f ) de combmalsons

linéaires de fonctmns de 'K,(T) a coef‘flclents dans F telle que

e = £ )= £-£.1)=0. .
lim £ “lg-2,|> = 0 , donc telle que %1§m°o#’t‘f £ )= nl-a;n;op’t\ £,1)=0-

Dans ces condltlons, on a llm ]f d{’-— f df, lim If dy. ff dp ,
n >0

lim ]1’ dp“ 4 dg,t D'autre part, il est év1dent que

N> 20

ff d{’ jf dy jf dp ; de sorte que de. lemme est démontré

- allons procéder du général au partlculler (lode d’emploi, n°3)
Soient, E un espace topologique, ‘u 1’ensemble des partles ouvertes
de E . Supposons donnés @

1) peui' to{xt Ue ?,L , un ensemble F‘U et une relation;,’d’é'quivalenco

Ry dans Fy , Fyy &t Fy;, étant disjoints pour U

2) _pour tout couple (U,V) d"élém‘ent_s de_ 9 tels que Uc’v s une appli-

'UV de ‘F' dans F

avec les proprietés sulvantes t

1%

= : 3 o1 1 . : F °
v,V est 1 appllcation identique de U 3

UV ‘?V w- VW’ ; si nous convenons d’écrire,

pour deux éléments fle Fy. et f €F, , f, > £, lorsque U, 5 U, et

1
1 2
‘Cv.hvi (L, )-f‘2 y ON voit que la relation. f; }- f, est une relation
d’ordre

2) ei Ucvcy ,

3) el (UD()’(QA est une famille totalement ordonnée d’éléments de U y

8i U est la réunion des UO( s et 8i (:t“,L )o<eﬁ est une famille d’éléments
tels que fo( € Uy pour tout oL € A, ‘o ‘talement ordonnée pour la rela—
tion “£Sg" 4 12 existe un élément fe F; et un seul tel que f &£

pour tout o € A 3
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4) si (U I e n est une famille d’éléments de fé , 81 U est la réunion
des U s et si £ et g sont des éléments de F’U tels que @U‘ v (£) =

€,& V(g) (mcadR(J ) pour tout X € A , on a f g (mod. RU).

5) si U;€ U UgeZt ) 16 Fy » Fa€Fy et el €, 4 (f) =
= @UQGVQ. v, (fz) (mod. RUf\U ), il existe un élément f de Fu’u U,

tel que \eU,,V vy, (£) = £; (mod Rul), ‘€Vz'v1uvi' (£) = £, (mod. R.Uz) 3
6) si flﬁF'U y. T, €F Fy o e U, fl = f2 (mod.RU), on a

1,) 2 ¢ (£f) (mod. R.,) .

'U'l VI
Alors, on a le théoréme suivant
- Théoréme 2. Soit A /C 2 un recouvrement ouvert de E . Soit U’ — fU’

une fonction définie dans % ’, telle que £, € Fy;, pour tout U’€ al,
Supposons gue, pour tout U’e U’ et tout V’-E 2’ , on alt
L - -
oy, irt Fud & GuynySy,) 08 Bypy,) - Alazs, 1 sxiste W
élément fe FE tel gque, pour Azoug ve W' , on ait
‘CE,U,(f) = f , (mod. RU) §
Soit U € ZL . Désignons par (ﬁv 1’ensemble des £ € Fy tels que, pour
3 / S )

tout UWe U , on ait ‘€v VLU () = ‘ev,nv, U’(fU') (mod. RU(‘\I_I_') “
Bt soit @ la réunion des Q quand U parcourt U . L’ensemble ¢
n’est pas vide, car tous les f U pour U’€ 2{’ s lui appartiennent.
La relation "f }- g" 1ndu1t sur @ une relation d’ordre, et nous &llons voiz
' que @ est :lnductif. ‘Boient (£ )o(é , une partie totalement ordonnée de
<§, Ug€ U 1’ensemble ouvert correspondant & fe( s et U, 1’ensemble
ouvert réunion des U - I1 existe un feFU et un seul tel que f $ f“
pour tout of € A (hypothése 3). Montrons que f¢€ <E s ce qui prouvera

t rtion. Poi : it U’ ’ ient g = (£) et
notre assertion. Pour cels, soit U’e¢ Y § soient g (eVnU‘U'( ) e

h = 'C'UOV',V' (fU,) H Onba
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. = : = f
(mod. R‘U n‘U‘":)
3) = ' h) (mod.R

Cenv U(\‘U“(g) ?v UL v Airr fhis anv')
En vertu de 1’hypothése 4, on en déduit que g = h (mod. R’U‘ i

‘donc
), ce qui
prouve que - € é 5 :

7i‘n vertu du theoreme de Zorn, . il existe un élément m @1 g; £ de: Cﬁ
'nous allons montrer que fe FE s c€ qui démontrera le théor M o

Ra:tsonrons par l’absurde en supposant feFU avec un U ;é 'E . Soient U’

un élément de ?/( rencom,rant- E=U, et U1~U'UU’ : Soit f €r ‘, tel que

U' :
4
‘evv, (:__e ) = £ (mod. Rv), U'v, (2,) = fU, (mod.R,) . (hypot.hése 5).

Si nous prouvons que € @ . ¢ nous aboutirons a une contradict.lon,

1
et le théoréme sera démontré Ory sorb U"e. W .',Posons» 9€ 'OU (fl) f
: 1 '

%”nv U’lnu 2 ‘evh v -U:‘ ) “‘emn (%U; (f ))

doney en vertu de l’hypothese 6, on a: modulo R z

:U4

' v“nv
'ev"nvv"nv (£) = € "’ﬁ'U‘U' ) = U"nvv (fU.,) QV”nUU”nu'(?S)'
e G v’v"nv( = vt vang, E) lmod. R i3 - T
Done f, = fy (mod Rvﬂn U, )y ce qui achéve la démonstration. :
Coroil_;airga— Soient T un_ess ac localement com ac.t, fA une mesu: gsitive
sur T, ﬁ, (U ) un gecguvrgg t_ouvert de T, Pour to uto(, soit f (v)

une fonction numérique ﬁ-nasurable sur T . Supposons 'g'v_ue,' pour tout
,cougie d’indices (o( B ) £y (t) et f5 (t) soient égale‘_gﬂl-_"i 1gca;emeilt
presque partout dan_g Uo‘ ﬂ Us. . Alors, i‘l“ existe une f'onc't.i‘on fiesurable
£ sur T, telle que f£(3) = £ (t) locslement presque pertout sur U
go;;:{'.g,ggt o | ' ‘
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En effe’e, il suffit d’anpliquer le th.2 de la maniere sun.vante :
1) Pour tout Ue 7 -F est l’ensemble des- fonctmnsnum_ér;ques
mesurables dans U (pour la mesure induite par P ‘dans U).

U

2) si f,€F, ot £ e"U 5 1a relation fl = f8 (mod RU) slgnifie que
f et f sont égales localement. presque partout dans U . ;

3) 81 U c: Vet feF (f) est la restriction de f & U

X ‘evv
4) U’ est 16 recouvrement de T par les U,( -
5) fU,( est la restriction de f& a Uy o _ .
Alors, les hypothdses l 5 6 et les hypothéses du th.2 se vérifient
immédiatement, ce qui établit le corollalre.
8. g théordme de Lebesgue-ikodym.~ Rappelons (chap.-.TII, §2 th.3) que

l’ensanble A (T) des mesures sur T est complétement réticulé.
Thé gréme 3 (L begme-?ﬁkom) - Soient ‘u et ¥ deux mesures positives sur

l) )7 est_ __u_z_l_e mesure de. bag P
gout ensemble localement -néglige ble est_logc

ément*.;) -négligesbl

» | 3) pour toute fonetion numér;ggg g2 9 Qntigg et & s rt com
et _pour tout nombre > Qy i1 exletg un,_nombre 5) 0 tel g_ge gout, ‘toute
fonction continue positive h SatlafaiS&nt aux condlt;ogg h g Ag., é°
fhd{.c<8 ,onalt.fhdi’ "

4) y apo;rtlent 3 1a bande egg_endrée par @ dang l’gsgage completement
réticulé «/ﬁa (T)

si 9 est une mesure de bsase [.( 9 tout ensemble localement. H;-s‘n'égligea-

ble est localement Qanégllgeable, a2 aprés la prop.3 @ la condition 1 entr-

aine la condition 2



‘31 la cond1t10n 3 n’est pas remplle, il exlste une fonctlon continue
f 7 9 A support compact, et un nombre « > O B ayant la proprlét.é sui-

vente : pour tout entier n 2 0, il existe une fenction continue positlve

g, telle que g < f ,‘/-gdy. -1 \/gd??o( Posons h, = Z g
1‘1 o 2 .

On a fh'd‘u, % fgn+p dp %” A sult.e (h ) est decrolssante,
soit h son enveloppe mférieure. On & /h df(,-»“l?ugg hpdp =0 . D’ autre
part, f h dy = h1_;_1,1“1‘1‘, hn.d‘»? > A . Donc h est négligeable pour . , non
négligeable pour ¥ , et & support compact. Ainsi, la condition 2 n’est
pas remplie. Autrement dit, la condition 2 entralne la condition 3. .
Les conditions 3 et 4 sont équiv.alentes d'apres la prop.4 du chap.II,gz
Enfin, supposons remplie la tondition 4, et prouvons que Y est une '
mesure de base PL . Nous allons progéder én plusfieurs étapes. .
a) Supposons d’ abord y £ fc . Pour tout ensemble ouvert xéelatiiVement
 compact U , posons yy: *é ; ,.4, y %‘ = 'e- «¥ v Ona évidenment 9 ,’L‘U'
La mesure P'Ui est bornée. D’aprés 1’1négalité de HoOlder, on e, pour
~ toute fonction g e Kot ‘ :

(1) [ 7 {g)i € Yy W7 @IV, W p @) . ‘
Cela prouve d’abord que si g est P‘U‘ -négligesble, v, (g)"O s en outre,

~ la relation (1) montre que la forme linéaire \"U sur j{_ {T) est contlnue
~_pour 1la topologie de la converg’ence' en moyenne 'Quédrathue définie par F’U ¥
Par passage au quotient, elle définit une forme 1inéa1re continue

g — )’ (8) sur lesous-espace partout dense ,7( (T) de 1’espace hilber-
tien L2 (T, i) ¢ done, elle se prolonge par continuité & 1’espace

& o }lv,) tout entier. 1 existe alors (esp. vect. top.,chap 6" §P) un 818~
‘ment Y eeC €T, PU) tel que >’ (g) "}LU (ng) pour toute fonctlon

ge J{’, (T) Remarquons que fy est localement intégrable pour P"U' ’

N
de sorte qQu’on peut écrire W v U Hou -
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En vertu de 13, PI‘OD 9 (associativ1té), f ‘(U- gU est localernent inté--

grable pour w et VV gU p® - Pour tout ,ensemble ouvgy_t relativement
compact VC U, on a .9' = (Vn) = @ '4("‘2" V)=¢ (gU..p)=(f gy ey
et d’autre part 9 * By p . Done & = lev gy localement presque partout
4pour . (cor.2 de la prop.7). On déduit aussitdt de ce resultat que, si
Ul et U sont deux ensembles ouverts relatiirement compacts quelcongues,
gu et gU sont égales localement presque partout (pour p) dans U, N,
En vertu du th.2, il existe donc une fonction f > O, localement intégrable
pour p , telle que, pour tout ensemble ouvert relativement compact U ,
f et &y soient égales localement presque partout dahs U . Soit alors h
une fonction de ¥ (1) y et soit U un voisinasge ouvert relativement compact
du support de h ; on & fh avys= Ihte ay jh du?v, ]hgtd,,c fh fdap,
ce qui nrouve que V= £, p. .
b) Abordons le cas général. si )’ appartient 3 la banda engendrée par |«
dans v/’a—(T), ona V " Bl,tp (inf(n fo,v’ )).».q_ome‘ inr(nyr.‘,, y )\_ np ,
il existe une fonction localement 1ntégrabl‘_,e fn » 0 telle que
inf(np,v) = £ . . Comme la suite des mesures f,.jt est croissante et
- & pour borne supérieure ¥ dans %(-’1‘), la fonction £ = sup £, est loca=-
lement intégrable pour oo etona V=f. P .(prop.S);'ée qui achéve
la démonstration du th.3 . ’
Remarque .=  Pour qu’une mesure réelle 7Y appartienne & la bande B
engendrée par B i1 faut et il suffit que Jtepeot YesB.
D’ sutre part, pour que Y soit une mesure de base P s il faut et i1
suffit que 9+ et ¥~ soient des mesures de base 1 (prop.7) . Donc,
pour qu’uhe'mesure réelle ¥ soit une mesure de base o, il faut et

il suffit que Y appartienne & la bande engendrée par W
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Scholie.- Soit ’} (T, ) (ou simplementg;) l’ensemble_t;i.esf,__classes;_,f des
fonctions numérigues finies f localement intégrables pour f~ » suivant .
la relation d’équivalence "f et g sont égales ioc_alement presque partout
- pour @ ", IL’ensemble j est muni d’une sﬁmcture d’esgace de Riesz.
 Nous avons vu (cor.2 de la prop.7) que la mesure f.p. ne dépend que de
la classe é de f dans g . Le th.3, ,joint.‘ a la prop.7, montre que

“1’application f e = est un 1somogghlsme de l’esgace de Riesz }
r_ la bande endrée {,L dans l’esgac % (D). On voit en partlcu-= ,

lier que lz borne supérieure de deux mesu‘res d“e base fL s 1% {A et g. 1
dans 1l’espace %(T), est la mesure (sup(f,g)) 7 |
Comme on Sait que toute bande dans un espace complétement réticulé

ﬁ

est elle-meme un espace complétement réticulé, on voit que l’espace
Z J est compldtement réticulé ; mais il convient de rappeler que la

borne supérieure dans ? d’une familie non dénombrabi‘e'(f‘ ) de '

classes n’est pas nécessalrement iéenthue 3 la classe de 1l’enveloppe-

supérieure des fonctwons f"?( . Tourt,efqis, nous avons vu que, pour

une guite cr01sgay_§g de fonections localement intégrables : . ) dont

1’enveloppe supérieure f est localement intégrable, f-jibL est la

borne supérieure des mesures .+ dans \/76 (1) '(prop.e) -

Motons encore que gl peut &tre considéré comme module sur 1?annesu a

des fonctions mesurables bornées sur tout ensemble compact 3 il résulte

: de la’prop.9 que \ce module est isomorphe & la bande ergendrée par
dans J%(T), considérée comme module sur L pour la loi de compos:.mon
(£, ‘w) i o T ’,(, (& vider).
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mm §itio‘ﬁ ll g it v gne meggre positive de basg oo . So i& f une for g-

tion gositiye flgle Qu_non, - F-:mtég:ablg et )? nteggable a gp_q rt
relativement compagjc_, Alors, pour tout & > O, 41 ex1stg 2> 0 tel gue

les conditions OKf’< T ‘,‘f*f’dp, 4,3 ent,raln_ent f f’d~) < E
("eontinuité ébsolué" de v psr rspport 3 p ".

Soit ¥ :g.f.t i oli g est une foz;_ction positive localement intégrabLé
pour p . Soit gn=inf(g;n). On a ff‘fg d}}k = s&p jfgndp. < + oo .
Tl existe par suite un entier n tel que j flg-g)d p £ %_ . On a alors,
si Osf’ £f . ' i '

ff’d)’ ff’g dp <J f'(g—g )de j f’gndy,

€ f(g-g )d,a. + nj f’dy. -3- + nf £rap

done j £2dy < : dés que f f’d',c i :

W Qéi.i.w - T
'QMWW p ety m&.ém_éim_.g.gi_lmgr_@_
gggw w et ¥ dans ./I(, (T) sont identiques.

:Prongsition 12.- _S_Q_i_g_r_l_t_ f" 'zé_t P _eux mesures positives sur T . Lés' condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1) ¥ ‘est une mesure 'g'g} ,-bagg jp et ¢ une mesure de gaég} ) $

2) les engembles localement négligeables sont les mémes pour poet Yo

3) p et 7 gomt des mesures équivalentes ;
4 ona Y =g.p , ol g est localement intégrable pour: @ et
iy > 0 localemsny presque partout po;{_‘-f"v ; dans ce cas,
"(1/8) ) (l/g étant définie localement i

Les condltions : 3 2 3 sont évlaemment équivalentes en vertu du th. % .

si élles sont remplies, ona ‘¥ = g. PL et. p'=g’.y , ou g (resp. g’)
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est A'posit.i\vre et locélement inté-grable pour [ (};eSp; 9__)'.-.7‘ Donci"(pr,o-p.‘lo)
- g'g est locafl.em_ent intégrable"pcur K s et on ajf"l,/.'_:(g’g). p . Done
.,g:gzl_ localement ﬁresque ‘pa'rtout pour f , de s_}i.)jrte Que g(t)_‘;) Ov et
g’ (t) = :l‘/g(t_) localement presgue partout pour fl. 5 Réciproq;;éxnent, Suppo=-
s’ons y= g, p avee g(t) >:’ O localement presque partout pouf [L 3
comme (1/g).g est locellemetnt ®" -intégrable, l/g est localemen.t.

-y -intégrable, et (lkg);ﬂ = @ .
Remérgug."- si }L et ¥ son‘t deux mesures positiVes équivalentes, vl‘es fonc-
tions mesurables (A valeurs dans un espace topologlque) sont les mémes
pour | et Y o comme il résulte aussitdt de la prop.4 .

Proposition 13.- Seit l.A. mge mesure pgs;t;vg sgr ' . 81 T est dé Qggbrabl

onc sitiv h sur T

ellg 'ggg la mesure ‘-'9' = hy. (équivalent.e a f“') soit bornée. 4

Puisque T est dé;x_ombrabiﬁ_‘_e_ a l’infini, T est .r_éu;aion d’une suite

(U U'-’,...) d’ensembles‘ Ou\i‘e"r_tvs relat.ivenent,:c@mpacts tels que,_jt-l;c_ Uﬁ*i.
Posons An-Un Un i (on .edn'vien't que U =¢) Sd’it. (al;a ys»+) Une suite

de nombras » 0 décroissants. Soit, pour. n—-O 3! ,...,h (t) une appllcatlon

continue de T dans [%+1’an+2] égale & a .o dans C on+n 0. 8t &

i s T .o » : ( ¢ ‘-'-." i =
an.,r:clans“ U2n+l-’ soﬂ:.hn(t) ;a restriction de _hn(t) a U, is~ Vs, - Les
ensembles B, = Uy  .-U, forment, pour n=0,1;2,..., un recouvrement

ouvert de T,.et i} est immédiat que h; et h! coincident dans _Bph B .

T1 existe done une fonction numérié;ue continue h(t) défini‘e dans U , égal
3 h’(t) dsns chaque Bp , donc strictement positive. On a h(t) 8ol

pour tﬁAle (n=0, 1,;,...), et a a1 € h(t) < 8, pour tEA
(nzl;z,...). Ceci’ posé soit V= h. THE La mesure Y est une mesure posu-

-tive équlvalente & y. (prop.12), et on a :



e
9 W =p*m g Z o, ¢ (A, lUAgn) -~

Si donc on choigit 1es " de maniére que cette série sort convergente,

on voit que Y est bornée.

sure port & (. .= Définition .- Btent donndes
deux. mg’ gg; & et o sur un _espace localement comgch T, on dit_que ¢
est. sxgg;l;ere par ramgort 4 oo siona 1nf(le‘ |°~‘ )»O dans M (T).

La relat.ion . f est singuliére par ranport, & 0" est donc symetrlque

par rapport & ¢ et a . Les mesures smgulléres par rapport &4 une mesu-

re donnée forment une bande.

Définition 5. Bt t donnée une mesure p éi’t’ve p sur un espace localement
g__gg_a_g}_ Ty st une';gs‘rti'g Mde Ty on dit. 'gg y, est concegtrée sur i ,
: gge ‘M porte B si CI est localement négligeable pour ® -

Tl revient au meme de dire que la classe \e de ‘C (pour la relaé

tion "f et g sont égales localement presque partout pour }J- ") est egale
a la classe de 1 . Une condition équival ente est donc que {A ‘€M -

%agos;tion 14,.- Poun‘-.iii nemesure, osi V‘1‘ve y soit sigguhere par
et il

.u,'

suffit qu’il existe dans ‘Z?Z deux ensembles
M,N w, lg gu e I soit concentrée §_’___ e __L ¥y sur N .
Soit A une mesure telle que g X et VS A VA(\_par exemple,

tu-\?) On a = g_)t, Vo= h-.'.l\. . avec des fonctions g,h positives -

et.loca:'lanent 1ntégréb :_’:s_ pour A . *our que 1nf(p, ;7)=O, il faut et
il suffit. que 1nf(g,h)~0 localément presc}ue partout p@ur A, (n°6 Scholle)/
autrement dit qu’il existe deux ensembles disjoints M et N tels que

‘emg =g et cgN.h =h 1ocalanent presgue partout pour N Or, pour
que Mg g localement presque par‘c.out pour )\ ’ 11 faut et il suffik
:qu,e ”( ‘QM g) A =g. A 3y c’est-a-dire que .M' “ =R (p_rop.u-),



c’est-a-dire qug i porté K- De méme, pour que 4 N h = h localement
presque partout pour A, il faut et il suffit que N porte ¥ . Ceci
achéve la démonstration. ‘

Corollaire.- Pour toute mesure ¥ sur T, il existe ¢ eux ensembles disjoints
MyN portant respectivement ' ey . ‘ g ‘

O.n'aura soin de ne pas confondre la notion de support d’une mesure

pL et celle d’ersemble ou on peut concentrer K . Le support S
de p est le plus petit ensemble fermé nortant M (chap.IV , § 25
prop.5). .If.ais il existe en généi‘al des parties de S, distinctes -
de S , et ﬁortant }4 (cf.n® 2). Plus précisément, on peut avoir
. inf(p y ¥ )=0 pour. deux mesures posit‘ives p et Y de support T’
(cf. ﬂ" ¢, Remarque).

Théoréme 4.‘- Soit [t une mesure sur l’esgace localement com pact T ., Toute

mesure ¥ sur T peut s’écrire d’une seule maniérg sous la forme v+ ’

oL v’ est une mesure de base /u y &t " L une mesurg su;g:allere par
rapport & w . Si / est positive, ' et V“ sont positives.
Ceci n’est autre que le th. de F F.Riesz (chap.TI, §1 th.l) eppliqué &

1l’espace completement réticulé \//1;(’1‘) des mesures sur T4 8L é la
biénde erngendrée par 72 dans cet espace.

3 ;Tesures diffuses, mesures stomiques.- Def;nltlon .= On dit qu’ une
mesure positive p sur T est diffuse si, pour tout teT , on a

¢ (th=o .
Zxemple.- La mesure de Lebesgue sur R est diffuse (chap.IV, 31,

n° 3, Remarque).
Dire que ’.L est une mesure diffuse sur T revient & dire que tout ensem-

ble de complémentaire fini porte f+ s ou encore que W est singuliére
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par rapport & toute mesure p,onctuel-le.' Par con’sé_quen_‘c?};. les mesﬁrea [
telles que “,L] soit diffuse sur T forment une bande 'dar;s //(,(T);

Soit maintenant « une fonctlon posi’cive fln:te définie dans T, telle

que, pour toute partie compacte K de T , Z ol (1) soit f1n1. Soit N

teK
1’ensemble des points t€ T tels que o (t)F0 . Pour toute,par_t.le compacte
K de T sy ¥NK est dénombrable : nous dirons que N est ,localem‘ent. dénom-
bgag'ig. Si, pour toute fe %(T), on pose H(f) = Zte r o (B)F£(t),

on sait (chap.ITI, 3 ?,?Jxemi)le) qu’ori définit une mesure positive [ s

P est la mesure définie par les masses - o< (t) glacéés aux gioints tEN .

‘Déflnlt ion 7o

ositive su__: T est atomlgue s:L elle

ment dé r:ogbgagl g. .

Proposlt.:lon 15.- Soit f"' une mggy_g msﬂivg § . Les cogd;tigng
sglvantgs sont égglgalenteg K &

1) p eg_t. atomigue.
2w ést nortée '

3)

'4) y, apga rtient é, 1a *bande engendreg par 1e§ me ureg p_gnctuelle .

Soit (J- une mesure atomlque Dos:Lt:Lve, definle par les masses « (t)

placées aux n01nts d’vm ensemble localement dérmmbrable N . On esait
. (chap. TV,§4,n 1, Exemple) que, pour tout e nmb,.e compact K on &
l—L(Kﬁ C ?sI) = Zt e},ncio(h(t) = O 3 done CN est localement négl geable

pour i . Aingi, la cond’ition 1 entraine la condlt:[en 2.
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Suppésons la mesure positive portée par un ensemble localement dénom-

: I';rable N",".et soit ¥ une mesure positive diffﬁ';sé. Pour tout ens?emble
compact K y KNN est dénombrable, donc v -négl'igeable. Done Nest ‘loca-

.l'em'ent nfégligeable pour ¥ , de sorte que o est singuliére par rapport
4 ¥ (prop.l4). Ainsi, la condition 2 ,éntraine,_i;a éondition 3. 'v '

Comme les mesures diffuses ne sont autres 'que_ les mesures singuliéres
par rapport' aux mesures ponctuelles, les conditibns 3 et 4 sént_ équiva-
lentes d'"ap_rés le th. de F. Riesz (chap.TT, § 1,th;l);

- Enfin; soit  une mesure posiiive appax;tenant a4 la b'ande{-e_n\gendrée
par les mesures € t - L.e‘s mesures positives ﬁia,jc‘orées par une somme finie
de mesures E sont les combinalsons linéaires finies & coefficients
positifs de mesures EL’ y ¢’est-3«dire les mesures atomiques déf':mies par
des fonctions o (t) nulles sauf en un nombre fini de points. D’ aprés
la prop.5 du chap.TT, 31 , tL est borne supérieure d’une famille
() , g Ge telles mesures ; soit < la fonction définissant ’4‘ ;
on peut supposer la famille (X ) filtrante pour la relation € ¢
de sorte qu’on ay pour toute fonction posit.ive f' de VC (T) ¢

{L(f)f. aup [Z.tCT (%) f(t)]

Donc, si « (t) désigne 1’enveloppe supérieure de la famille < (t),
“i Zo
de sorte que X définit une mesure atomlque fL s et 1’on Bt

}L(f‘) =2 (L) £(1) = (-L(f).

X(t) £(t) < + c©  pour toute fonction positive fe " (T),

; : teT
done p = B’y ce qui achéve la démonstration.
goro;la;,rg.- Toute megure pggltiv ]J- §__2 T eu

pt’ * PZ' y OB fﬁ est une mesure gggi&ive dlffgsg, _&
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Ceci resulte aussﬂ;ot de la prop.l5 et du th. de F. Riesz. -
ggg.- Soit. }+ une mesure atomlque deflnie par les masses °< (t)
placées aux aoints d’un ensemble loc«lement dénombrable N . Peur
tout ensemble ouvert U , on sait (chgp~_.1v, §1,n® 1, ﬁx,emple), que
(A*:—_(,U) = Zte o K(t). On voit doné_q#e, U est négltge,able 8i et
}sgéule’ment 8i UNN = ;6 3 autrérxié’ht dlt, le support de[.L est N .
Soient alors o(?ei’ﬁ 0(2 deux fonctions ."pés itives ,fi_njes.suryt{‘ s telles
, e X ()< + 0o 5
o te K (t)<+oo . Soit ¥ (resp. N ) l‘ensemble des points
t €T tels que o( “)> 0 (resp. o( (t) > 0). C}omnt, H, et , les
. mesures définies par X et °<.% p Si 311 = —1\,';Z =T ,et N LN, = 6,
r1'et téz; ont pour ._support. T , et cependant inf( K, Hy )=0 .

q‘tig, pour toute partie compacte K de T 4 on ait Z

' ’g' niie’at;og : T, Duslité des 'eg_gaeeg i , Soient p et q des exposants
conjugués (chap. TV,§ ,n%), tels que 1< p<+ o6 y14qQqg*to0 .
Toute . fone'tion g € af 1 définit une forme linéaire eontinue 92 . sur
1P, décuite par passage au quotient de la forme lineaire £ -—9 f fg dp s
on a en outre N (g) ne I (cnap.zv, § scor.l de la prop.3). Autrement
ait, l’appllcation E‘.) Gg (resp. & —> 9.} si p-—,‘\_. y & _'.‘ + Qc ) est
une application linéaire isométrique ¢ de LY dans le dual (Lp)" de Lp.
Nous allons montrer que ¢ | applique LY sur '(’Lp)i (de sorte que nous

pourrons désomais identifier 1’espace de Bsnsch L9 3 1’ espace ée Banach

(LP).? par l’isomorphisme ¢). Zn 4’ autres termes i _

Thégréme Se= Soient. p &t g deu , '—'és, __g_g 1g p<+ y
l<q £+ oo , ; - oC (T, ,.c.) est de la
forme f —9] fg dy. ' gg g est une. fogct;gg de ,f%T,;L) dont 1s

'classe dang L9 est gien ge&erminég
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En e:f‘f‘et, soit 9 une forme linéaire continue sur ft’ i existe"

done un nombre & >0 tel que |6 (f)l $a N (£) pour teute TE GCP
Conmdérons la restrlctlon de @ 3 l’espace jf (T) des Ponctlons continues
& support compact 3 pour t,oute partie eom}:}acte I’ de T, -la topologie indui-
te sur' \7{ (T,K) (espace des fonctions continues a support dal’ls X) par
celle dé §£P est moins fine que la opolog* de la convergence unlforme;
done 1la restrictionp e 8 .é chaque oK (T,K) est continue pour cette -
dernidre tdpolc’)gie , autrement dit, la restriction de § & 'ur‘gf (T) est
une -gg_s__u__f_g ¥y 4 :

| Yontrons que “J {f(f)g < & Nb(f‘) pour toute f’onction f de gﬁ (7).
T1 suffit évidemment de prouver ;:ette formule lorsque f2 o. Or, pour
toute fonction f? de K (T) telle que 'f’l <f ,ona .

,J(f’)l aN (f:) < Qva(f) - e'g notrg‘,as_sertion resu;Lt,e ,alors de ‘la
formule (3) du chap.IT; § 2, n° 2 . : : e

Il en résulte que la mesure ]Ql est d __q__pg_g_g }L en effet, si £, est

une fonctlon positive de J’C (T), et si f est une fenct:lon de JC(T) telle
que O0X f g fo s On & lvl () £ a‘u.(fp)f’ _.§ ”f “ P-F R (D) ‘F 3
et 1& condition 3 du th.ﬂ est .donc satisfaite. Par sulte, il existe une
fonction positive localement intégrable h telle que ‘(f) -—ff hdp
ﬁour toute fonction fe X (7). Montrons que h est loealement presque
partout égale 3 une fonctlon de aci 8 Soit. f une fonction positive de
K () telle que N(£)§1.0na ffh dp = |7|(£) € a . Pour toute
ap*)llcation continue f de T dans [0 l] ‘4 support compact, on a donc
sup jf(f h)da VIS & quand f parcourt l’ensemble des fonctions positives
de JC(T) telles que N (£) € 1 . D’aprés la formle (11) du chap. IV, §_6,‘
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on en déduit que }?Iq(foh) € 2 . Done sup ( ‘f h) a quand K parcourt
1’ensemble des parties compactes de T . Cec1 prouva notre assertlon.

b it & existe done une fonction g de af . telle que, pour toute fonection
fe (TC {T), on alt 8 () = V() a/fg dp . Autranen‘t dit, les formes
linésires continues @ et 6, coincident sur X (T) et par suite sur OC'P

F

ce qui achéve la démonstration.

Z On notera par contre que le dusl de LY n’est pas Lt

en général.

Corollaire.- Pour tout nombre p tel gue 1 < pL + o0 y 1lespace de
Banach LP est geflexif. _ =
Par contre, les espaces Li et L ne éont pas rgflexifs
en général (cf. exerc. 3.
Le th.5 permet de compléter le th.2 du chap.IV, § 6 :
ropogltgog 3.~ Soient p et q deux exposants cor_;;]g@ 8. Si g est une

,fi ie telle que, p_gg_ toute fonctlon feceP
1ls fonction fg goi; :_h__:g gz_'able, ;;s g est, 1gca1gegt presque partout

égale 3 une fonctl de qu .

5i p &+ 00 , la propositlon est trlviale. Supmsons désomais p<L+oe

L’anpllcation £ -> ffg d,.c. est une forme linéalre 9 sur {’E 3

montrons que @ est continue. Soit (f ,f $uen) une suite dans o()f telle

que N (£ ) —» 0., I1 existe (chap v, §3,propa6) une suite partielle

(£,5 ,..;) telle que :
1 - oo .
N2 N )<+ g
e fag P Dy iy
2) 1la fonction 4% (t) = Z \fn (t)l est définie presque partout
: : ‘ : :

el
et appartlent a v() p :

3) f, (t) tend vers O presque partout quand i — 00 :
45 :
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Dans ces condltions, f (t)g(t)
' ]f (t)g(t)' lf (t)g(t)‘ f)resque partout, et la fonction f o8 est inté=

partout } on &

tendl J,ers o presq

grable. Donc 9(f )"“f" g d}‘t —> 0 quand i — +Oo (chap.lv,
83, th 6) . e o
Or, si @ n’était pas continue, il ex:tsteravt une sulte (fl,fg,...) |
' dans ec telle que W (1° ) —20 et lim ‘9 i )} > O . Ceei contredit :
le résultat precédent. Par conséquent (‘Eh 8)y 11 ex1ste une fonction
’6 {q telle que ffg d p ffg’c"rc ‘pour toute f C 06[ 11 en
r'ésulte que 'g. it = %«, s done que g=g localement presque partout.

. 10. Application : _]‘_i_[":‘?onctions de mesurés. Soient f“1’ f"z ser ey Fn

des mesures sur T, et u(xl,xg,...,xn) une fonction numerlque finie
définie sur Rn, positivement homogine, c¢’est-a-dire telle que ‘
u(o(xl,o( ,...,o(x ) -Ku(xl,xg,...,x ) pour tout scalaire ' 0(}0 :
Soient J\. et J\.’ deux mesures positives sur T telles que I y,‘.l < _)\_

et “A. l()d pour 1<i<n. (T1 en. existe 3 on'peut prendre par exemple
A= Z‘,d_.my}\). onadph =fed=23. A" , ob £, (resp. £ est
mesursable et essentiellemert bornée pour .1\_- (reSp..A. ) &ous allons

établir le résultat suivant : p ue la fonct: _'ri

u(fise ,...,fn) sur T 91.-- r A, il fsut et

i1 gufflt que ls fonc‘i;ig;; u(fi; fé’,.,.,_f;‘) soit locale ent intégrable
pour )\’ , et on & alors. S

' Wty e it Sk = u(f’,f Siat) A

Comme on a |, \ ﬁ inf(.)& A )5 on peut se borner au cas ol Ag
On a alors j.- g: A sy ol g est une fonction X -mesurable telle que
O<g <l : d’oﬁ po= 1ty . Cg. .)\)- (flg) A s £i8 étant donc égale & f’ -
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localement presque.partout-pgﬁr}JK’ ‘Par suite; : | |
Mﬂﬁ,an)~uf& ﬁvufgmu@,%puﬁ)glwﬂmmtm%-
‘ que partout pour A Pour qne u(f’ fé,...,i ) soit 1ocalanent inté-
grable pour Af, il faut et il suffit que u(f ,f ,.o.,f g 301n locale-~
, ment 1ntégrable pour Al ’ donc:que u('4,fé,.,,,fn) s01t 1003%9nep@ inté-
grable poUrf}{ ; et 1'on a o v,,“ : ‘  .
W] g Ll) N= utr ',fg,...,'f g, A = whe g i ok
La mesure u(f ,fg,...,f ). 4& ne dépend donc en réalité que des mesures
u;,u, ,...,u et de 1a fonction u . On la note ulg, ”L""’lun)’ Cette
mesure est done définie si u est une fonction positivement homogéne telle
que, f désignant la densité de Pt par rapport A une mesure positive A
majorant les Iﬂr‘ ’ u( , fé,,,.,fn) soit localement intégrable pour J\.
Cette derniére condltlon est ﬁoujours’remplie lchQue u eét éontinue.
. Soient ui,uhy....up des fbnctlons numériques positivement ‘homogénes
| définias dans RE et telles que les p fonctions uk(f ) fp,...,f ) g
soient 1oca;gment 1ntégrables pour }\ ;s et solt;v une fonction numérique
positivement homogéne définié dans 5P ét telle que v(gl,gg,..{,g?) éoit
1ocalement intég?able pour 4& . Posons‘ » -
w(xl,xo,..w,x ) = v(u (xl,xg,..,x )su (xl,x ,...,xn),..,u (xl,xg,..,x  § 57
Alors, 1& fonctlon w est p031t1vement homagene,~ w(fl,fo,...,f ) est
localement intégrable pour .A., et on a 1mmed1atement
“ﬂ’f&’”’# )“‘KR(HNPQ'”Fn)“'”u(%q’Hz’”ﬁﬁn
Dans le cas_part;culler des ®nctions u(x) = ,*f, ulx) = ¥~ , u(x)= lXI
les mesureéf}&+,,y~ 3 !“4 deflnles de cette Lagon coincident bien avec
‘celles qui ont été désignées par les mémes notations am chap.III,Q:?,

n® 4, en vertu de la prop.7 .
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Soit g une fonct.lon p031t.ive sur T, mesurable et essentiel.‘gement bornée

pourP Boit ¥ = g i - Montrer Que, si une fonctionf £ sur T oy &

valsurs dans un espace de Banach ou dans R 3 est ® -1nt.égrable, f est

y -intégrable et on a ff ay = j(fg)dlu. (Observer que \a P oy

ol a est une constante p031tlve et utiliser la prop.l15 du c'h"ap'*"Iv 3 l)v
Soient T et X deux espaces localement compacts, | une mesure positive
sur Tt ——91\ une anpllcation vaguement essentiellenent ,L_—integra—
ble de T dans «//t (X), 9= j A dp(t). 5i une fonction f définie sur
X, a valeurs dans un eSpace de Banach, est localanent Y - :intégrable,
et s8i X est dénombrable & l’infmi, f est localement .A, eintégrable
sauf pour un ensemble lecalement. négligeable de valeurs de t. .

Soit une mesure msitive sur 1’espace localement compact T

a. Montrer que 1’intersectien des ensembles pertant o est 1’ensemble N
des points teT tels que y.({t}) $0. liontrer que N est localement
dénombrable. » = P

b. Montrer que - ‘C . g est. atomique et ‘e C jV' - | diffuse.

¢. Yontrer que l’nrtersection des ensembles portant F, est, lui-méme un

ensanble portant l" si et ‘seulement si p, ‘est atomique.

. Pour qu’ une ‘mesure posrtlve “w sur T soit dlscréte, il faut et. il suffzt

qu’elle soit. portée par un ensemble discret.

Soit o, ‘une fonction numérique finie définie’--fdans T, telle que, ‘pour
toute part.ie compacte X de T , Zt i !o(, (t) } soit fini. oit Nl (resp.
N ) l’ensemble des pemts teT tels que o((t)}o (resp., a((t) <:0Y,
Soit p la mesure définie par & . Soit My (reap. P‘z) la mesure pesitive

définie par les masses K (t) (resp. - ®X(t)) placées asux paint.a teNl

‘

(reep. teN) Hontrer ‘que H,, y"‘ ’ P(L f-:’f/. e
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6 a) Soit. une mesure nosztive sur T ; si A est une partie non ;Lenégll-»-‘

geable de T, il ex1ste une mesure nositive portée par A telle que
97‘ O et y( K. (Prendre Y= ‘€K (25 K étant une partie compacte

de A non 2 -négllgeable)

b) oOl'L I%‘ une parme quelconque o T . Dour qu’une mesure pos:ﬁ:,ive A
sur T- 801t portée par m', il faut et 11 suff1t que ]\. Boit singullere'
par rapport 3 toute mesure positive portee par C M (Utiliser a))
¢) Déduire de b que 1es mesures f’ sur T telles que (fs‘ soit portee

par M forment une bande.

7. Boit une mesure posltive sur . Si T est réunion dénombrable dfen-

sembles Y -intégrables, il existe une fonctlon continue positive h
_sur T telle que Y = h ?"‘ soit. eoulvalente a p et bornée. (Adapter
la démanstratlon de la prop. .13) ., ‘ .

2, Soient l’1ntervalle [O l] s A un ensmnble non denombrable muni de la
topologie discréte, et T = TxA « 55 f(x,a) (x€ 1, aeA) est une fonc-
tlon continue a Supp@rt compact sur T T i1 existe une part.ie finie B de
A telle que f(x,a)m() pour a%B § on pose Q(f) Z f(x,a)dft(x), 7
}A dé51gnant la mesure de Lebesgue sur I . Soit g(x,a) 1a fonction

positive sur T défm:le par g(O,a)~l @,’g g(x,a)-fo, pour xf ' o Mont.r,er'
que g est localement V- intégrable. So:tt Flz g:x) .fﬁﬁontrer que
f l dv =0 et que f*g d‘y,‘z * 00 » .
: 9. Soit T l’esnace brés,llien. En plagant en chacun des points ( % )
la masse ‘3 s On déflnit une mesure y ., En plagant en chacun des

£

o 3 ) la masse

points ( “ s i sy -on définit une mesure y’.
0 :

lfontrer que y= g, Y, ol £ est une fonction continue définie sur T y
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nulle seulement sur la drorbe x=0 , mais que, si f est la fonct.ian posi~=
tive sur T égale 4 1l sur la dro:tte x=0 et & O ailleurs, on a

ffgd\? ffd>>

et §'6- I‘m "e d’un Haniirg. ,:;‘: . o
1. Mmzw- Soient :X un espace localement
compact, " une apnlication }.L_ -mesurable de T dans X . Poso_né’,‘ pour tout
t ‘-‘T ’ :Ak*-’% E‘!l'(t) L appllcatlon t — A_ ‘:25t une appligat'io,n vagueme
mesurable de T dans v/lé (X). Pour tout teT ’At est une meéure'positive
ponctuelle sur X . 81 l’appllcation t —->)¢ 'est vaguement essentielle-
ment (.t -int.égrable, c’est-aodlre si, pour toute fonction numérique :
fe x(X), 1a fonction t -7<f,.)t > = f(‘u‘(t)) = (T, of‘)(t) _est ‘essen-
tiellement fl. :lnt.égrable, nous pouvons apoliquer les résultats du §4
e .- Pour L S
lemegt intég:ggle, '
KC. X y *(K) soit gﬁgengge;;ement 1gtéaab;g

Si 1’annlication t ——9.3. est vaguenent essentiellemmt - integrabl'

la fonctlon t -—9<¢ek ,)x > ‘€ (W(v)) = f. 1 )(t) est essent.iellement

B -intégrable d’aprés le th.2 du § 4 o £
Récipmquement, supposons que ﬁ‘ (K) soit essentlellement y. intégrable

pour toute part.ie compaete K de X . Soient alors f une fonctlon de K CX)

et S son support. On a f }f(‘ﬂ‘(t))tdp(t) Kell j Ces(ﬁ'(t))dg.(t)

= | K ‘64_(5) t) a p(t) <+ %o ; comme foﬁ“, est F. -mesurable, on

voit que fo ﬁ“ est essentiellanent y. -intégrable.



Déginltign SQ;;QP .‘ .' 1, & DOS : r un esr local eme
T, et soit " une agplicatlog dg T dans un esgace logalement compgct. X
SiTe _g_ ',L-*meslgabl y ______g_, pour toute garpe compacte K, de X4
111 (K) est egsent;engmt F.-intéggab;e, en dit que __g__ y-ggg_m;_.
La meg f Tt) dp. (t) §g1: X g’avpelle algrg 1’image dg ,,«. par W, 2
et og la note ‘n‘(pt) =

81 9 ﬂ'(p,), on a donc _par déflnlt.lon, pour fe j{ (X}

Jrmav - ff( T)ap () o

m,- 1. 51 p est ________é.g, toute apnlicatlon ® -mesurab.le de T
dans X est tL-—propre. 5 - 3 _

2. Si, pour toute p#ft.ie compacte X de x y :]11 (K) est "rel,.ati‘van:ent
compact, N est | -propre 3 en particulier, toute appiicatipn eontinué
propre de T dans X .l_("Tb;p.;gén.,aééd..,chap}l,é 10, n® ©) _éat, p-pz'opre.-'

: Soit T une appli-
cation ',L-propre de T dans X 4 et soit 9 ﬁ‘(y.). ues émncés s‘ulvant,s ne

sont que des cas partleuliers des reayzltat.s du §4 ;

Proms.lta.og .~ Soit f_une f’on t
oo el ®

, (u) f(x)d J(x) = ff( T_F('t);)_nd'“.‘_(_t) ,

' Sifqr et.cntl et or gngdvep.;l‘gg'. :

’ (2’) e f* f(x)d?(x) -j £(w (t))dg(t) - :
Corouagrg .- Soit A g_g _partie de X . Ona PRV (Af'rr (A)) . 8i ¢
est cggtinue gt. p;g_pgg, on a de pl_gg 9*'(.4) = V*( T (A)).
gro;lairg -~ Soit A une partig dg X. Pour gue’ local

geable pour ¥y, il fsut et ufff B »it locale o
' ' b h —blegourg,
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Supposons ﬁ‘ continue et p_ropre. Alors, pour que A soit ¥ ~ne ligeable,

il faut et il suffit que 11" (a) gsoit p-snegligeable.

!’roposuaon ‘3 -~ Soit f une apnllcatlon de X dang un espace tonologiqpe G.

Pour que r son s?»mesurable, il faut et il sufflt que fo T acit

“ -mes: 1rab1e.

Corollalre.a Solt A un partie de X . Pour que A soit V) -mesurable, 4%

faut et il suffit Qe ‘T' (A) soit jo -mesurable.

Par contre, 1’image par .‘led’une partie p -mesurable d,é,T_ n’est
pas nécessairement + -mesursble.

Théoréme 1l.- Soit f une fonction définie dans X , & valeurs dans un_espace

de Banach F ou dans " Pour que f soit essentiellem lement - intéggable,

1l faut et il suffit que f o soit essentiellement p -intégrable, et

on a slors B :
(3) jf(x)d? () 'jf(r(t))dtb(t) :
Supposons T continue et prog e. Pour gue f goit 9 -intégrable, il faut et

41 suffit que foT son }L -intégrable, et on a alors
@) [ tave = [ Twapw

Corollaire.- Soit A une partie de X . Pour gue A soit essenti ellement

Y - intégrable, il faut et 1;L_§g__£1§ 1" (A) soit essentiellement p= ntea
ble, et on & alors J(A3 (1—( Tr (A)). Supposons T continue et propre. Pour

que A goit )7 -intégrable, 11 fau’c et il suffit gue 'ﬂ' (A) soit p-intégrs
ble, et on s alors V(A) = f( ‘ﬂ'(A))

Pro*oosnlon 4.- Soit f une fonctlon définie dans X , é valeur dans un,

espace localanent convexe séparé F sur R . Pour gue £ goit faiblement essen
tiellement §=-i intégrable, il faut et il suffit que fof soit faiblement
w p-— nté ey et on a alors :
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(@) ff(x)d?(x) -ff(qrm)a,,m) - .
m T continue et propre. Pour gge f soit Ramkk fglblement
Y ~intégrab le, il fau’c. et il suffit que fa'i"’ soit faiblgmgnt

fL intégrable, et on a alor : :
@ [rwar w —ff(‘l'(t))dft(t) : |
3. Propridtés de ?imgy e_d’une mesure.- Proposgition 5.- Soient TyX, ¥

trois espaces localemeng compscts, T une megure positive sur T , .
9 uné ap plication ,4, -prop_z;e de T dans X . Soient y,’ Tl‘(’;.c) ¥’ une
application de dans Yot fi'= 'l_'/ ‘i" Pour_ gue g7/ son}[ ~propre, __;

~ faut et il suffit que ¢ seit F-m, et og a_szlors r (y.) ?F'(‘A’)
~ En effet, dire que 7/ est une applic-atian p, ~propre de X dans Y

'rev:ient a4 dire que 1’application x ——-9 ﬁﬁ.&)de ‘( dans wﬂ(Y) est vague-
ment mesurable et vaguement. essentiellemeént 1ntégrable pour ,-t s done
(prop 3 et ) que 1’application t—3¢_ ¢ ﬁ,, S est vaguement

'!r'am:))
mesurable et vaguement essentiellemmt intégrable pour (- , done que T*

est {t-propre. &t on a alcrs ‘F"(',L') "fiﬂ.,<) dp (x) -f w_“cb)d‘u(t)zx
= (F ). " : , : e
orol_lairg. Soient X et X’ deux espace

_ mesgre ggsiﬁve sur X , ‘ﬂ’une ap

nt compacts, »y une

e de X gur X°,

! Ll nnllcatlon réc"a proque. Supposons m;g T soit Q-progre, et soit

- P"‘ﬂ'(\)) Alors, T est 9 -propre; et ¥ ()V
: "rggomtion 8o~ bo:ten’c T et X deux Ex
- mesure QQSltiVO sur T, ‘T“ une apgllcatlgn f"' ggonre dg T dans X , g une

fonctlon positive flme définie §g_§ et telle que g« r_' soit igcale-
ment intégrable pour Ko s,7=1i"(l4) et - f’_ =(geW)Ip . Mgg&;&

g locelemeut compacts, © une

L
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lotalemelt intégrable pour Y, il faut et i1 gﬁ ;: que T ?
propre, et on a alors Wwlp) =g.y . :

‘En effet, dire que g est localement intégrabfé pour ¥ 'revient’:é dire
que 1’annliceti on X ~> g(x)& de X dans %(X) est vaguement mesurable
et vaguemer;t essertlellemmt mtegrable pour ;7 y done (prop.3 et 4) que
1l’application t —» g( 9 (t)) %ﬂ‘(,t) est vaguement mesurszble et. Vagzement
essentlellement intégrable pour [+ 3 et on a alors g. y fg(‘i“ (t))‘& d}a(l')
- De méme, dire que T est P -propre revient & dire que 1’application . :

t ~> ETFCI:) est vagnement mesurable et vaguement essentiellement intégra-

ble zjour e s éon'c (g 5,prop 4 et 5) que 1l’apolication t —;g( ﬁ"(t))eﬂ.cb)

est vaguenent mesurable et vaguement essentiellement intégrable pour . ;

et on a alors i (p) "f;(‘u’(t)) E'ﬂ‘(t) dp(t) . i e
4. Mesures guotients.- Soient T et X deux espaces localement compacts, F‘
une mesure pesitive sur T, T une applicatmn ,4. ~mesurable de T dans X .
général ‘n‘f n’est pas | =propre, de sorte que ™ (l"') n’est pas defmle.
Définition 2.- M T et X dA acts, y. une mesure
positive sur T , 1;' une apglicatmn K -mesg;:able de T dang X . On On dit gus
gu une mes@e posityv Yy sur X est une mesure quotient de l“' relative L
g’il exlste une mesure sﬁ.’v‘ {1, sur T § ggivexlente 3 f“ et _une megure ;)’
sur X egu;valente A y » Ltelles gue § soit P’-grong et que ))/ f"(pt’).
Proposition 7.~ §i X est a i»_;om rsble 3 1’infini, il existe une mesure
uotient ef; pg;f" : St ‘

En effet, il existe (§ 8, props 13) une mesure positive r. equivalente

espace local”'e.t co

& (-b et bornee. Alors, 9 est § ,—nropre, et ?s'ﬂ'( ‘A ’) est une mesure

quotlert de 'A.
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tives. éggj,y alentes & 7 . Toute mesure gggg ive ég;;ivg entg 4 wu admet
les memes mesures gg;gtlents que p . -

T1 est clair que toute mesure posrtlve equivalente a p. admet les
mémes mesures quotients que p, y et que toute mesure positive équivalen~
te & ¥ est une mesure quotient de f& v Bolt malntenagt )?1 une mesure
quotient de fL . Sznent ’,L et P’ des ﬁesures positives équivalentes
A # y telles que ¥ soit }A -propre et y1 ~propre, ettelles que
Y (resp. 91 ) soit équivalente y pl= ?“_(pt t) (resp. V,: =9 ( }J»,, i
Pour qu’une partie A de X soit localement négligeable pour » , il faut
et. il suffit qu’elle 3011; localement négligeable pour v/ 4 donc que
Tr (A) soit localement négllgeable pour H- . @ est-é-dire pour g .

De méme, pour qQue A soit localement negligeable pour \7 ’ il,faut. et il
suffit que ‘lr' (A) soit localement négligeable pour p . Denc les ensem-
bles 1ocalenent négl:igeables ‘pour 7 et 9 sont les m&mee, ce qui
prouve (§ 5 prop.l9) que Y et \1 sont éauivalentes.

8i, dans une classe C de mesures nosit.ives eauivalentes sur T , 11

enst.e une mesure }L adnettant une mesure quot.lent )’ y on dira donc que

la classe C admet une classe guotient, 3 savoir la clawse des mesures
nnsltlves sur X éouivalentes é, o | :

Remg;‘ ggg.- 8 est une mesure quotient de 2 relative a ‘T‘ , ¥ est porté »
par" lf’emsenble ‘f'(T) « En effet, soient pt‘.- et 9 des mesures positives
éouivalentes respectivement a ‘A et Yy y telles que T soit !,L =propre
et que 9 TFCp?). L’ensemble u (tT(T))*ﬂ) est ,L ‘-négligesble, done
CT(T) est localement _négligeable pour ' et par suite pour ¥
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§ 7. Mesures induites.
1. éfinitmn de_ls mesure mggiiz_g.- Soient T un eapace localement compact,
j une mesure positnre sur T, X un sous-espace localement compact de T ..
Rapne.lons (Top. gén.,?ééd., chap. T, 5 10,prop. ) que X est l’intersectlon
d’un ensemble ouvert et d’un ensemble fermé dans T y done est Hamesurable.

Pour toute epplication £ de T dans un ensemble F , nous aemgnerons par

ﬁf la restrlctmn de £ & X . Si F est un espace vectoriel sur R dy - si

=R y 6t 81 g est une application de X dans ¥ ",~ nous désignerons_ par gx
1’application de T dans F égale 4 g deans X et & O dans C X 3 on a donec
&, =g, (f)x"‘e £ .

Définissons une appl:lcati on ‘ﬂ" de T dans X en posant T (t)=t pour
teX , et M(t)=t, pour teﬁx » t, étant un point fixe arbitraire de X .
Posons, pour tout teT , .A_ ‘Ex_(t) EWQ) ’ 01‘1 E‘F'C.b) est considéré comme
une mesure m X . On défimt ainsi une application de T dans «-46 %),
évidemment. indépendante du choix de t_  dans X . L’application t —> J\.

est yt-mesurable. Pour tout.e fonct.ion numerique f continue a support com-

pact sur X , 1l’application t —-7< f,,)\_ > est ].4. —mesurable, bornée, a

- support compact, donc K =1ntégrab1e 3 donc l’a*)plicatv on ¢ ——> )\.
est W integr-able, et nous pouvons appliquer 1es résultats du § %, Si -

est une fonctlon numérique con’cinue & support compact. sur X , et si on pose

lkx-jl\ dy,(t), on a o

jf(x)dpx(x) j(f At‘>dH(t) —ff (t)d‘u(t) :
Définition 1.~ Etant ‘ a¢t X d’un esgace
localenent cogl_gact T ¢ on agpglle mesure 1nd3;ite ggg X par_une mesurg posis
tive p sur T , et on note My » la mesure ggsrt_,i ve_sur X de_f'_;nia par ‘
la fomgle,, A :
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% ot g
(1) ff(x)dl,(x(x) --_/f (t)dpc(t)
pour tqutg fonction fe .K(X) .

si g est une application de T dans un Zii,ej;_space vectoriel -iqcalement
c;o:nvexe,ﬂséparé sur R ',_l‘e_s intégraies jg_i(x)dpx(x) ,f g};(x)‘d y.x(x)
se notent aussi fxg:(jt)d#(.t) 2 /xg(t)q#(t) s par abgs de‘ notations.
Lorsoue X est un sous-espace ouvert de T , la déf.1l coincide avec la
définition de la mesufe induite sur X par B (Aou de la restriction de H
a X) donnée au chap.fII,j'§ 3,n° 1, car, pour toute fonection f e K (X),
la fonction X est zlors continue dana T . '
Proposition 1.- Soit 'f.:"I_l‘,'f".li’ap'olic'ation identique de }.(_bdans T3 ' est
I.LX -m 3 soit ))3 'tT'( Fy)s qui ggt,fgf-:g' e meguge,pgg_itig_e sur T portée
par X . On a : ’7=@5C'** A '

En effet, pour t;o'u_’t;'e fonetion f ¢ ‘7{(’1‘) y fé"l_r"é fx :_es't. essentiel-
lement. {.(x dntégra‘b]ée ppisqué (f.x)x =fcex est efsse%:}ti‘éllanent

[t -intégrable =

Jrway w

et on a ¢

& 1]

| f(??(x))d px0) = [ odp (0 = / (e Wap(w =
| | £8) €y (Wap® . |
Remarque.- Si g(t))f est une fonction miinériqhe finie sur T , locale-

L}

ment intégrable pozir $ 4, et telle que g(t)=1 pour t€X , la for-
‘mule (1) et le th.2 du § 5 montrent aussitdét que (éo_y.f_)f‘x = KBy
En:particulier, JX = f"‘ux . La mesure y est donc la seule mesure

'porftéefpar X qui :iindutiSe_ sur X la mesure $ -

2. Intégration par rapport & une mesure induite.- Soient X un sous-espace

- localement compact de T , [t une mesure positive sur T , T . P & applicat.ion

identique de X dans Ti;;-posons encore V = ‘ex Cp= T'( HJCL)' Les énon-

cés suivants ne sont que des cas particuliers des résultats du § &
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Progr 6siti¢n 2.- Soit f une fonetion positive finie
S o
(2) ]f(x)d}L (x) ‘f f’((t)d'u.(t) ffx(t)dQ(t)
_Soit T e _fonction sitive finie ou non gefl_;__r d_g T On a

(3) ff’(t)d?(t) ~»/ £1(t) € (t)d,}.(t) -j f’(x)dpx(x) i
Corollaire 1.- Soit A une partie d X. Onasa PX (a) = }A *a) = *’('A).
Soit A’ une pertie de T . On a Y (A’)- [-l (A’n X) HK(A’(\ %) .

Coro;lair-é 2.~ Soit A une partie de X . Pour que A soit localeme:ot nég 14~

geable vour HX s il _faut et il suffit que A soat. localement negllgeabl
pour p ou pour v . Joit A’ ung partie de T Poiir que A’ soit localement
négligeable pour y , il faut et il suffit que A’f) X soit localement
négligeable gour ¢ eu pour P'X. P '
Corollaire 2.~ S0it M une partie de T . Si fi gst goncgntrée sur ﬂﬁ 3 {lx
est congentrée sur MNX . 7

' Remzrqu .= Si S est le support de By SNX »i:(qui est fermé dans X

contient le support de '{4 x -d*aprés ie cor.3, mais peut en gtre distincf;
Par exemple, si V est la mesure de Lebesgué”'sur R et X 1e sbpu‘séeSpac,ef
de R réduit & un point,i la mesure induite HJC est nulle done son
supnort est, vide. = :
Corollalre 4.=- Pour gug HJ( =0, il faut et 11 sufflt que X ssit;l'ocalement
____g-_1_geable pour @ e ' : '
Proposition S.e Soit f une appllc:ah on de X dans 18 un espace topologlque G .
Pour gue f soit F‘X =@§_g1:_hl_@5 il | e f , considérée
comme appllcatlon d’une partie meguvap;g de T dans soit I.t _mgslm_gblg,
ou Y -mesurasble. Soit f’ une application de T mg_ G . Pour que f°? 8oit

v -mesurable, 11 faut 2% il suffit que f\’{ goit 8 -mesurable ou—#x‘-mesurable.
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QQ:QM_@_, Soit A une partie de X . Pour que A g9 ;§ HX -mesurable,

il faut et il suff;t gug A goit B -mesurable ou ¥ -mesurable. Soit A’
une par‘tie de T oug que A? gg;__;p-meg_uragle, il faut et il su,_:f_‘ijg._
que A'NX soit p.emesurable ou p. -mesureble. }
'T‘héoréme 1.- Soit £ une application defig_,g dang X y 2 veleurs dang
un_espzce de Banach F ou dans R . Pour que f soit essentlellemen
[ix -intégrable, il faut et i1 suffit q;i‘e'fx soit essen‘ciéllement
ft -intégrable ou essentiellement 7 —;n;éggable, et on a alors

(4). Tf(x)dﬁx (x) = j fx(t)dy(t) "ff‘(t)d)) (t)

Soit f’ une apnlication définie dans T, & valeurs dans F gg_?f . Pour

qgé £’ soit essentiellément ¥ -intégrable, il faut é.t‘ il suffit gue

,f,-’e  soit essentiellement ¢ - zitéggable',- ou_que f;(. soit essentielle-
e . :

ment FJC -intégrable, et on a alors i

(5)]"1”(1:.)&9 (v ~ff’(t) € (t)dp(t) =ff'(x)dpx(x)

Corollaire.- Soit A ‘une part.ie de X . Pour que A soit essentiellement

y.x-intéggablg, il faut et il suffit que A soit essxentlellement

T n&éggab;g ou_essen tiellement -ﬁir}&éggab;e, et _on _a alors
y—x(A) «-{»"(A) =»’(A) . Boit A’ une partie de T . Pour ";- que A’ goit essen-

tiellement Vomtégabl e, il faut etil sgfflt que A’r\X soit essen-
tiellement ® -intﬁgrable ou essentiellement. Ky -ingégxgble, et on a
g_l_o_g_g V(A’) ==}*(A’ﬂ %) = HX(A nx . f :
Proposz-tlon 4,- Sgi”'b f une fonction. définle dens X , & valeurs dans

un es space 1« loealement convexe séparé P sur R . Pour cme f soit faible—-

ment essenti ellement PJC -intégrable, 11 faut. et il auffit. que X s0it

faiblement essentiell_e_ment P-lntegrap_lej»ou faiblement essentiellement :

Y -intégrable, et on a alors



(6) jf(x)dy.x(x) ’]fx(t)dp(t) =f f':(t)d)?(t) .
: ion défir ie dens T, & y;alegrg dang F . Po g‘g £
i-jj._ feut et il suffit e

soit faig],emenfg essent;ellement Y- nteg_r_'able,
f,’ex soit faiblement essentiellement M -intéggable, ou_gue f}’( ' Qi-

faiblemn g_r;t. essent;ellement IU'X.“ nteg;able, et on a_alors =
o [emerw - If'(t)«e (Wapw = [ £oodp 6 .

Voici maintenant une seme de propriétés qui sont des conséquences

un peu moms immédistes des résultats géneraux.,-_ ;-

uemme.- Si une partie A de X est Fx -négllgeable ‘A ast VY -négllgeabl .»
: En effet, pour tout nombre ¢ > O , il existe une partie ouverte U de
X telle que___ AcU et PLX(U) ¢ . Soit U’ une partie ouverte de T telle
que WNX=U.Ona: Q(U’) J(u) = }LX(U) p (0 £ €. Donc A
est ¥ ;négligeablé. | : ' e
pggitiog 5.~ Soit fune"_g -2 :
On a f*f(x)dy,x (x) = f fx(t)di (t) i o
D’aprés la fornule (3’) du §‘3, on aj £ (t)dQ(t); f f(x)d‘;x(x) :
La propos:ttion est donc mnédlate si j f(x)dH (x) = + 00 '-f‘v“Si "

; j f(x)dl,cx(x)< + o0 , il existe une suite (K )de part.ies compactes de X
et une partw hx -negllgeable N de X telle que f soit nulle en dehors
— de ( U K )u‘x.T ‘ L’ensemble ‘est Y -negligeable. On a donc '
]*‘ f(x)d,;x(ao -J f(ﬁ)dp (%) =f*fx(t)d)’(t) —f fx(t)d))(t) e
si f! est une foncti on posntlve définie dans T ‘, on n’ a pas ‘en
_général' / (t}d;) (t) “f f’(x)d}.cx (x) , méme si X est ouvert (ex.1)
Toutef01s, si X est f‘erme,_ LX. s qu1 est localanent Q-negllgeable,

est alors aonégllgeable, de sorte quej f’(t)d )?(t) f’(t) ce (t)

avy (t) ”_{ f’(x)d FX-(X) en vertu de la prop.5 .



Ce resultat neut aussi s obtemr en remarquant que, quand X -
est fermé, l'aDDllcat‘ on ! est propre.

Progom‘uog 8.~ Soit gng fonction deflnlg deng X 4 & valegggs dans un
espace de Banach ou dans R . }’ogr gue T ‘?Olt {4. -mtégrable, il faut
et i1 suffit que f* soit »-intégrable, et _on a alors '

@), [eaap o ~ff~‘<t)d,,a(t) o ,

En effet, pour que T 301t HJC -=1m,egrable, il faut e't. il suffit que £
soit FX -mesurable e‘? que f ‘f(x)‘ d‘ux(x)<+ oo, donc que % soit
Y -mesurable et que j} "‘(t)i ay (t)<+ o0 , donec que ffx _soit
) ~intégrable. &t la formule (4) se réduit alors & la formule (2).

Lorsque X est femé; on peut, comme plus haut,. compléter
la proposition : soit f¢ une application dé T dans un espace
de E'zairiaxche‘*in:t dens ¥ pour que f! soit ¥ - -intégrable, il
faut et il suffit que f’ soit Plx-intégrable, et on a

=} ¢
ff»(t)aow =[ 1 (x)d‘ux(x) 7

Progggu;ion 7= .3011: f une fonet;og deﬁnie dansg X 4 & galg;rs dans un
-log ONV F sur R Pour que f goi f_aiblement

t,c -in _t_ég:ab;e, il faut et il suffit que fX Qit fzng;ement P intégrable,
et on a alors ff(x)d}& (x) *}’fxc(t)du? (t)

Sunnosons £ falblement 1nteo'rable pour !.l. X - Alors, Dour tout olement

z’ du dual F’ de F g la fonctlon <f‘,z’> est ‘ux -integrabla, done 1z
.fonct.lon <f ,z’> est. Y- intégrable, et on a " :
X
< f(x)dp.x(x), z> f<f(x),z >dtxx(x) = f<f (t),z > d)? (t)
done £X est falblemmt. Y -intégrable, 6t on a f f(x)a Fx (x) =
_-ff}*(t)d? (t). La réciproque se démontre de la méme fagon.
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Lorsque X est fefx"né, on peut compléte’f cetie propogitfiqn comme-
les preeédentes. . :

Enfin, si X est ouvert, on peut completer 1es proposmw ons ,-6;,‘-'7_‘ dans
une sutre d1rect10n, grace’ au résultat suivant :°

Progoglt;on 8.=< Supnosons X ouvert. hlors, 8i £ est une fonctlon QQSltlve

finie ou ng_r_;__d__é_f__i_gig_g_g_gg X,ona / f(x)df"'x (x) -'f fx(t)dy (8) .
D!aprés la prop.5, il sﬁffi‘t de prouver que f eX(t)ay (1) = _
= ]*fx(t)dpt(t) or, comme ? < P, 0na d"abord"]*fx(t)dx? (Vg
<f fx(t)dp.(t). Puis, ei g est une fonction positive semi-continue infé-
rieurement sur T magorant X ’ on a: : .
f gwa) ) = fgmdv (t) =f ()¢, (ap (t) -/g(we (B dp (v
;f £X(1) @ (DA () = f fX(vap(t)
et par suite, vu 1’arbitralre de g , f fx(t)d\? (t) f fx(t)dy.(t) ‘
P;_-gpggltign ©.- Supposons X ouvert. Soit f une fggctlon definie sur X &
vgleg;s dans un egnace de Banach ou dang R . Pour que f soit {,Lx -integgg_
ble, il faut gt il suffit que e £X soit Iz -intéggable et on & alors
froap, @ = [ Fwapw
?ropogitirogvl’o - m X g];\_r._gg_ ,‘_S_Q_t_, f une fonctlon définie sgr X 4, 3
valeurs dans un espace localement convexe réel séparé. Pour gue f soit
faiblement f“' -intégrable, 5.1 faut et 11 §uffitig’ ue X soit z_:"._a_iblément
73 -mteg; ble, et on o alor : | lan
ff(x)d,ux (x) = ] Xwape) .
Ces deux propositions se démontrent A pertir de la prop.8 exacteme nt

comme les prop.6 et 7 ont été déduiteé de la prop.5 .
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- 3. Proor 'v'.i_:ét;ég des mesures induites.- _Prgn;‘olgition 1l.- (trensitivité)
Soient X et Y deux g.og. sfg_ﬁspaeeg lgcalgg' ent compacts de vT ’ tg;g gue
YC;‘X '.'__.,La. mesure indu -‘it_g par -}.{x _m,'}’v;_est idgntiggavg }.L'y :

En effet, on a fly=fAth. (), 9‘3; J\‘_t“.-':-,"-_ €, pour te Y, et 'A'h =0
pour teT-Y . Done (prop.4) fy =jj\,'x d,.cx(x) s ob Al €, . pour
XeY , et J\"x =0 pour xeX=Y . Autrement dit, "‘y est la mesure

induite par ,Lx sur Y .

Proposition 12.- Soit g une fonctiog_positive finie dgéfinie dans T et
localement intégrable pour p . Alors, la";fonction gy est localement
intégrable pour ELX' = et _on s ¢ gg.‘g},gx:(g.l,c‘)x .

Bn effet, posons V= g.p. Ona: (gp)y=[A av(v), o0 )\ =€

_ t
pour teéX et 'A't =0 pour t¢x + Done (§ 5,prop.5) 1’application

t = Ak g(t) de T dans %_(_X) est vaguement essentiell_emvm_t ].i.-‘-intégré— :
ble, et on a ¢ (g.y.)«x = f.;l‘ég(ti)dp(t)‘. - Done (pfop.fl:ﬁ) lﬁppliéation
B &1_ gx(»x) de X _gian‘_is vﬂ (X) est ir»'aguanent essentiellement

I -intégrable (autrement git ’ gx est 12izaiement 'intégrable. pour ,4 . ),
ot on & gy.fy =‘fg¥ g (0dp (%) '-ﬁfltt_ glyap(ti=(g.p) .

Une mesure sur X n’est pas nécessairement induite par une mesure sur T .

De fagon précise :

Proposition 13. Sont. A une mesure positive sur X . Pog"r qu’il e xiste

- une mesure sur T indg?is‘ant sur X _lammesu{;t:ﬁe‘ A o i1 rsut et 41 suffit que,
‘pour toute partie .\conina'ct‘e KdeT, KNX soit A -intégrebls.
La condition est é‘vi'd'e'mment nécessaire,’ifen vertu de "l,a prop.9 .

Tnversement, supposo__nfé la remplie. Alors, 1’injection &T' de X dans T
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est A ~propre ;_soith =fi'{A). Pour toute foz_ﬁction fe X .(X), on a
ff(x)di\(x) = ] £X(t)a 9 () 3 e’i-‘,'th-.v.‘!.)‘,i ce 'qu.:i prouvé:'que'. A . 9)(
Corollaire.~ Si X est fermé, toute mesure 'ggx_' X est induite par une
mesure sur T . ‘ ’ o <3
En effet, pour toute partie compacte Kde T, XNX est fermé dans T,

donc compact, et par suite 4 ~intégrable.

Stieltjés.- ous allons étudier dans ce n° les mesures

sur un intervslle de R , mesures qu’on appelle mesures de Stieltjés.

4. llesure de

Soit I un intervalle de R. Pour toute fonction numérique f définie
dans T, continue et & su-bport compact S , 1l’intégrsle ]”f(x)dx prend
la méme valeur quel que soit l’interxial_],e 4._'comp‘act [a,b]:a tel que
s c: [a,b] e 1 8 5 eét immédiat qu’ond éfinit ainsi une mesure posi=-
tive A sur T . (Lorsque I est compact, cf. chap.TII, §J.,"n°2, exemple
TIT ; lorsque T = R , cf. chap. TT1, 3 2,\[:’;@2, exemphe TI). ‘:-D’autre}p&rt,_
soit £R(x) 1a fonction défihie dans R, égale a f(x) aans Ietao
dans tI s PR(x) est une fonction ré%lée dans R et & s;;-lpp'orfb compact 3
son intégrale dans R est égale 2 f £(x)dx (cf; r'chapi;ylvi," § 4,n°4,
exemple) ; ainsi, la mesure A n’ eéz autre que la mesui?e_ FI induite
sur I p_ér la mesure de _Lebesgﬁe M sur R s, et on l’appelle ':l.a mesgure de
Lebéggg_ e §ui' I. Si g est une fonction définie dans I, & valeurs dans un
espace- de Banéch, et J\.éintégré.e, 15intégr'ale fg(k)d_)g'(_x)' se note

donc =mimsx aussi ‘l.t

: e :
g(x)dx, ou encore j g(x)dx 8i ¢ est 1l’origine et
d ’extrémité de T .

Yous allons voir que toute mesure de Stieltjés positive peut se cons-

truire simplement 3 partir dlune mesure de Liebesgue sur un intervalle.
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Provos nglfi.gg_u‘egggﬁgg don numérigue ; ggﬁ; ggg gnmter-
valle IQ_Q R , croigsante e g continyge é Qg;&e. 1'1 eg;ete une mesure de -

~ Stieltite positive Vo sur T st une senle telle que VlJu,v])= €(v)- €y
' quels oue soient ueI 3 VET (u<v) Récipro rog_..__e__uem nt, si v §.§.§.l1_11§

. mesure de St Jé sitive sur T , ilexiste 11__1;e fonction numérigue finie

!e définie dans T , gr_oigscm’c.g et_continue 3 droit.g, telle gg Y= %e :

et € est déterminée & une constante additive pg 8.

Soit @ une fonctlon numé.-r_ique finie définie dans I, croissante et con-
tinue & ..droi't.e. Soit J l’ensemble des nombres réels y pour lesquels il
existe déux nombres x]'_', x, de T tels que ¢ (xl)‘<y e (xz). L’ensemble ¢
est évidemment un intervalle de R . Pour tout yedJ , 1’ensemble des x€1I
tels que Yy $ € (x) est non vide, et se borne inférieure 7Y (y) appartient
8 T.8 x€letyed , les relations y € ?(x‘)’ ‘et x> Y (y). sont
équivalentes ; en effet, dire que x 2 Y(y) signifie Qu’il existé des
nombres x’ 8upérieurs & x et aussi voisine qu’on veut de x dans I tele que

Yy & 'e(x’), et notae aesertion en résulte 4 cause de la continuité &ddroite
: :  de ¢

Ceci ertraine d’abord aussitot que ’Y est une application croissante =

de J dana b i En out.re, ’image réciproque par Y d’un 1nt.ervalle ]u,v[ =

ol uél et veI ug v est 1’interva11e ]‘e(u), 'e(v)] ’ puisque la

condition u‘< Y(y} v équivaut a ‘C(u)<y < ev) . i:‘lontrons qQue

: l’apnlicatlon '\r est l" —Drom'e ; d’abord, Y ¥ étant réglée, eat

,'LI -mesurable H ensulte, pour tout intervalle compact [u,v] contenu dans.
S Y (ﬁx,v]) est FI -integrable 3 cec1 résulte aussltot de ce qui precede
si u n’est pas l’extrémité inférieure de T ; et, 8i u est l'extrémité

inférieure de I, il suffit d’observer que ‘Y ({u}) se réduit 3 SL‘E (u)}

a cause ds‘la contimuité & droite de e .



Ains:L, 1’image ? de ‘4 par’ Y ex1st§ s et, d’aprés ce qui précede
> (ju,vp = 'Y(]u,v])) =pr (] e w, ew] =0 eu) .

Réclproquement, so:rt, 9 une mesure de. St.leltges positive sur I . Seit
a€ I , et posons ‘C(u) =)’([a,u]) pour u}a, ue T ‘e(a)-— 9({3})
et ‘{(u) = -f(]u,a[) pour u< a, ue¢ o Il est cla:u:' que @ est
uhe fonctnon numérlque finie définie dans 1’, cromsante-, et que
7(]’q;v]) = @(v)- ‘f(u) quels quefsoient u€ETI et ve I (wg v) ;
cette égalité prouve de plus que ¢ est, contlnue a droite, puisque
1’1ntersection des ensembles ]u, u -+ -J, pour n =31 8,..’., est vide,
T311:6‘11‘1, pour qu’une fonctlon numérlque finie ¢’ définie dans T soit telle
que € (v)~ €’'(u) = 9(]u,v]) Quels que soient. GET et veT ; 41
faut et il suf'flt eviéemment que ©’- ‘e soit une cons‘bante.

Deflnlgign 2.~ Si fe est

ite, on dit ue la mesure ‘C est associée

ff(x)d (x) glécrit. aussi

f f(x)de(x) .
En démontrant la prop 14, rous avons établi en m‘éme\'temps-la propo-—
sﬂ;mn suivante :'. :

pos. Sem § St,lelmés Dosu,ive sur un inter-
Pro osition 15. oi‘t. )? une mesure de 4
ygl_lg o de Ry Il ex1ste un intervalle J de R Mg_m;ggtion croissante

Y__g J dqns T A HJ- agmgre, telle que Y( f"’;’ y &y .
’I‘héorém 2 (changemenf; de varlable dans l'intégrale de uebesgue) o= Soient
......‘._...Q_._...

Tetd des mt.ervalleg de R, te une angllcation continue strictement crois-

’il existe une fonction _:_"_sitive 0 sur 1,
ﬁ” pp > telle que €(v)- €(w= fu 6 (x)ax

s te__Q_I sur
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quels gue soient u€ T , veI (ugv) . mr’s;mm:_ggzm_&;..g_mff;y), .
géfinie dang J\, 4 veleurs dans un espsce de Banach ou dans R, soit
Py -intégreble, il faut et il suffit que ls fonction £( ¢ (x)) @(x),

aéfinie dans T, soit . -intégrable, et on s
f f(y)dy = _ff( € (x)) .9,(x)hdx‘.
Soit ¥ 1a .m'gsure de dgniité @ par rapport 3 PI sur T 3§ on a
Y (]uav]) w f:ﬂ (x)dx =€ (v)- €(u) = ”@(]u',,v]) quels que soient ug¢ I ,
veT (ug v), de sorte que vV = )@ . Ceci posé, pour que f(y) soit
g %-'intégrable, il Paut et il siffit que £(€(x)) soit V\’Q_‘,-’intégrable,
- done que 'f(_iei (x)) 0 (x) soit Hr"—int.égrable', et on a
L_ tay = [ £CeIaem = [ 2(em) owax .
; . Exercice. ‘
Soient T 1’espace brésilien, X le sous-espace ouvert des poimts de T

d’abscisse 20 . Soit ’-cune mesure _positivé définie par des masses pla-

cées aux points de X et telles que la droi_-té EX 80it localement négli=
geéble et non négligeable-. “Beoit £ s fohction_ égale a 1 sur CX ’
: ¥ 7 '
4 O sur X . Montrer que f 4 (x)dy (x)=0 et que
¥ . " it . : X A i
f emap® = [ r0a) w=0 (s1 V - ¢ Py

§Q Produits de mesures.

1. Intégration par rag‘gg- ort_su m'oduit ci«;_é deux mesures.- Soient T, 'T;‘_ deux
espaces localement cbmpadté,' pt' une mesure positive sur T , p! une DO BUrE
positive sur T’ ,f V= F @';{l, la mesure prodiit suf X=1rT ’x‘-TA’
'(chap.’III, ?5). e v i . .

Pour tout 'te_‘l‘ sy 1’application t! — Qt,t’)r de T’ dans X est une
application continue propre. Soit f"’t l’im‘age de f"‘, par cette application e




esure positive sur X 3 si fe :K(X), et si f, démgne l’ap-

F’t est une m
pllcatlon partlelle ! — flt, t’), on a, par deflnltion de ""&'

s -ff (v ap’ (1) .

L’application t —> tub (f) est continue 3 supv)ort compact (chap IL, 25,
de T dans Mo (X) est: vaguement

lemme 2), donc 1’anp11cat10n 1 ~=> ptt
continue et vaguement intégrable. En outre, l’1ntegrale de T par rapport

f"Lt dy.(t) est par déflnl‘cion /<f, f‘l‘t d/.l (t) -fdy (t)ff (£?)

(ef. chap.TIT, g 5,n°1, Ren;_arque 2)

.d’i(t’) . On a done j’it dy.(t)
 De méme, pour tout é1ément t’e T?, soit Pt’ 1’image de ft par 1’appli-

cation t —> (t,t’) de T dans X , L’appbication 1 —> Py est une

anplication vaguanent continue et vaguement int.égrable de T? dans -/% (%),

et on a f',c (L(t’)“)’.f'

Nous nous nropomns d’utlllser, dans le cas des appllcatlons X "Lb
y les résultats du §3 . Pour cela, nous aurons besom des

et t’ _— "Ltl
remarques suivantes, qui son‘t conséquences des résult.ats Gu §ﬁ &

1) Soit .£ une fonction posfuve finie ou non sur X .. 0n b

%
| f £, (070 pl (o) =ff(t thapl (6,80 .
I ’égallte de ces deux nombresvpemet de les noter, sans risques de confu-

sions, f*f(t t’)dy' o1y & i
o Soit : 75 une fonction définie sur X s A valeurs dane un espace topolo-
gique o pour que f soit I‘Lt’ -mesurable, 11 faut et il suff'it que f soit
P'-mesurable. _ e | Lo
3) Soit £ une fonction définie sur X , 3 valeﬁrs dans un egpace de
Banach ou dans R . Pour que f soit [.Lt-intégrable, il faut e't, il suffit

que f soit f& -intégrable, et on a alors
/ft(t’)dft (t?) -ff(t,t')dy_’t'(t,t*) ;
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L’égallté de ces deux 1ntégrales permet de 1es noter, sans risques de
confusions, ff(t t’)dpt (t?). ' o
aturellement, ona des résultats analogues pour les: mesures 'Lt .
Nous utlllserons, & la place des notatlans 3 (s, t’)d\?(t 1t%)
jf(t t’)d? (tyt?), les notations //f(t t’)dy.(t)dp. L)
jyﬂf(t t’)d;L(t)d}L (t’), en accord avec 1es notations aaoptées au -
chap.II?,s 5,n® 1 . Alors, les résultats du §:3 se tradulsent de la
m@we manidre suivante :
Proposition 1.~ Soit f:une_fonction osiﬁ'ﬁe inie o non,‘ggg;;gggggggg
 inférieurement dans X . Alors, la fonction t —1>J( £(t, t’)d,;’(t’) est
semi- =continue inférlegrement dang T, et og a
/ dp.(t)/ £t a p! (87 ~jf 2t dp (8) ap (17) |
Proposition 2.- S0it f une. fonctlon positlve finie ou non dens X . On On a ¢
jf £(t,47)a p (1) du(t’)>] dp(t)/ £(t,t)ap (1) |
grol;alrg .= Soit ¥ un ensemble -negligeable dans T;cT" Pour greg-*
que tout teT ; la COUQe dg N suivant t e est fL «neg;lgeablg.
‘Qorollalre 2.~ Soit £ une une fonction definie dans %=+ 8 Valeurs dans un
espace togglog;g ue G ,et ¥ -mggurabl 73
A de X , réunion dénombrable d'engembleg : integ;ables, telle gge_;g
regtmctlon de f & EA so1t P -mesurame pour preggge tout té’l‘ -
Alors, Qour gregggg tgut 51T l’anglzcap;og t! — f(t t’) est
| y -megurablg.v ;: - :
Théorsme_1 (Lebesgge-wubinl). Soit fvgﬁé;fbngtiOndéginié deng Tx T’ ,
'acewge Banach ou dan€ §:,,ét intégrabie Qogr la meéuf
re produit - ’A @4&’ . Alors, pour gresg‘_g‘e tout te-T(réa'p.' t2eT?) s

Supposons u?il‘afote _partie

é valeur 4dans
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la fozgcgign t’-—'—ﬁa‘f(t t?) (resp. t—yf(t t’)) _§_§ H,'-integ_z;ab; (resp.

M- ntéer ab;l, ) + la fonction t i jf(t t’)ctP,‘(t’ “(resp. |
52 -—-,,ff(t t’)d‘u(t)),déflme presque partout _ﬁg “ -intégrable
(resp. -mte@:able), et on & ; ; : '
[f £ e )dfc(t)dy« (1)) =[ap! (t’)ff(t t)aplt) =
Idp(t) ff(t t’)d}; (t?) .
Coro’llaire'l'.'- Si_un ensemble AC X est P -inté abl ey alors, pour

presque tout teT , ;g..ggm At) de A suivant t est W “&E’E.éﬂ&bﬂ&:

la fonction t — u "a(e)) est K -integrable, et on a

2 (8) —j,‘ (ACt))ap (8) . = _
(‘orollairg 2.~_S0it f une fonction positive finle -ou_non def1n1e cﬁ__g X 3
7 -mesursble, et nulle en_dehors d’ung régg;on dénombrable a’en§ambl'e :

,) - ntégzab;e . Alors, les fonctians t --avf it t’)dH. Bl
,.t: -—9-[ £t t’)dtl. (t) sont mesurebles respectivemant pour P et [-'-
et_on . :

fj £t t’)dp(t)d‘& (0 ~f (t)f. £(t t')d,.c, (e*) ==:

#:
e /dl.c (t’j £t t')d‘u(t) A
g@argue.- Une fonctlon f définie dans x'l' ! peut %tre telle que,

vour tou‘t, teT , la fonction t.’-7 i, t’) soit P -négllgeab}.e, et

que; pour tout. t’e T’ : la fonetion t ——-,->f('t. t?) soit }.L -négligsable
| & ) o .

sans que f sow Y ~mesurab1e

Proposit ion 3 = Soit T uhe fonct:ion défmle dans X sAVv eurs éans un

gsnace ocalenent convexe sAé."" aré F sur B . Sup QQ§6H$ : 4 falblement

) o'?nteggabl y et falblement l_.z b-intégrable agf pgur des valeurg de t

-

& ,diwp&uﬁé,,.. " o




AT

f‘ormggt un ensemble }T ; ur [A . Alors ls fonct;l,gn
5 —9ff(t t’)dt» (t’) y défigie pour t¢N y €8t faiblament, intégrable,

et on a @ ff(t t’)dy(t)dp (t?) .-fd‘u(t)jf(t. t’)dy. (t.’) .

25 ("r1teres de mesurdbﬂlté pour le produit de deux mesures. - Canvenons

tougours que - O.(+ o= )=0. Cette conventlon a en p& rtlculier la consé-
quence suivante : si f est une fonctlon posnive f‘1n1e ou non sur un
espace localemert compdct muni d’une mesur'e pomtlve /X. » on a

*(af) = g *(f) pourt toute constante a telle que 05.4 < +08
# 2

C’est évident si &=0 ;3 81 a = # oo s OD a P*(af)aap.*(f) =0 ou

F*.(‘af)' = ay*(f): =+ o6  gaivant que f est /‘ -négligeasble ou non
§ ‘-négligéable 1 81 0<La <+ oo , ON & p-*(af) = aft*(f) Gapres
la- prop.ls du chap v, §-1 e '
PPOT)O§11':1§ZI 4.- Po ut ¢

_  f,£° findes oy
non définie res ec' .ivement, sur - T gj, ‘I" y On g

f f(t)f’(t’)du(t)d}t @y = (f f(t)dy(t))(j £4 (¢ )a,w'(t'n

sauf lorsgu’un des f facteurs du_second membre est nul et 3’ autre GMO@ e

D’aprés la remarque qui précéde 1’ énoncé, la prop.z entraine que
f f(t)f’(t’)d,u(t)df;(t’) -5 d,ut)f FO2 ()0 Pl <
[Trw [f*'f'(t')d,,t w]ap (e = (f f’(t’)dftl(t’))(f P(E)ap (1))

11 suffit donc de p1 ou;rer’ que

& ff LV (1) RN € c[ f(t)dp-(t))(f Prna plen).
Ceci est évident lorsque le second membre vaut + oo 'I1 reste donc
seulement -] exam:mer le cas ol j f(t)df.(t) et j f’(t")dy'(t’) sont

f':inis. Dans ce cas, le seonnd membre de (1) peut etre apnroche arbitralo

rement psr des expressions de la forme ' (/ 5 (t)dft(t))(] f’(t’)d}& (t’))
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ot f, (t) et f’(t. ) sont des fonctions sernl—contlnues 1nfer1eurement
deng T et T’ respectivement telles que f(t) £ f (t), f’(t’) < f’(t’).
or f,(%) f’(t’) est semi-cont.inue inférleurement dsns TxT’ j clest
évident en un point (t,t’) tg; que fl(t)co ,gu__ £1(¢?)=0 (g_,gr alors
_fl(t)f]’_(t.’)=0) 3 pour les autres points (t,t’), c’est une propriété
immédiste des fonctions semi-continues inférieur'é;nent. On a donc, en vertu
de la prop.l

(f £ (t)dft(t))(ff’(t’)drt(t ) -[/ 2 (t)f’(t’)d,,«,(t)dy.(t'
iy f/ f(t)f*(t*)dy(t)dp‘(t’)
ce qui achéve la démonstration ;

orollaire ;.— Soient A une partie F -négligea ;g de T , A’ une partie g,g-

"T? telle gge ,J.'*(A’)(-!- oo Alorg AxA? egt nég;;;ggagj_.e pg;g: fl. ® P—
Corollsire 2.- Pour tout. coggle de_fonctions 99511;1_\{ g f,f’ fin__ies ou_non
'déflnieg resgectigﬂ ent sur T et T’, on 8 o

_[f PO ()P (Waple) = (f f(t.)dfl-(t))(f £t ap’ (1) |
En. effet, soient K et X des partles compactes de T et T respectlvemen'

On a ¢ : : :

(2) ff £(£) @, (1) £7()¢ :(t’)d;,c(t)dp'(t’) -j £(t) € (t)dy.(t))

(ff’(t’)‘e () ap(s1))

sauf si l’un des facteurs du secona membre est nul et 1’autre égal & + oo,

L’als, si par exemple j £(t) ‘€K (t)dy.(t)ao s f(t)‘e (t)f’ t’)‘eK, t?)

est nulle en dehors d’un ensemble. négligeable pour F. ] '.4, s en vertu du

cor. 1 . L2égalité (2) est donc valable sans excentlon Ceei pose, on a

ff AOLISL )dy,(t)dy.‘(t’)" sup ff f(t)f’(t’)‘e K,(t t’)dy.(t)dp (v) :

sup (f £ (t)dft(t))(f f’(t’)‘e (_t yap' (+2))

1}
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lorsque K (resp. K!) parcourt 1l’ensemble des parties compzctes de T
(resp. T'), ce qui éteblit le corollaire.

Corollsire 3.- Soit f une application ,_,,-megurable de T dans un espwce
tonolo;cique & . Alors, l’anplication (t,t’) —f(t) de T T’ dans G
est mesursble pour u @ ¢ ! .

n effet, soient X et X’ des parties compactes de T et T’ respecti=-
vement. Soient M une partie P. -négligeable de K , et (Kn) une _suite
de psrties compactes de X telles que : 1) K = ¥ U ( Q Kn) s 2) la
restriction de f & chaque Kn est continue. Alors, la restriction de
1’apnlication (t,t’) —>f(t) & chaque ensemble K XK’ est continue,
et NxK’ est négligeable pour K & [L’ d’aprés le cor.l, ce qui

prouve le cor.3 .

Corollsire 4.- Soit g une applicstion de Tx T? dans un espsce topologi-

que & . On supvose que les anplications pertielles t — g(t,t’) sont
continues, et que les spplications partielles t? — g(t,t’) sont

’L'

g est _mesurable pour H S }L’ .

-mesurables. Alors, si toute partie compacte de T est métrisable,

Soient K une partie compacte de T et d une distance sur X compaztitle
avec la topologie de K . Pour tout entier n 21 ; soit (U;_1 i U; ,..,U;t )
un recouvrement fini ouvert de X tel que tous les lel azient un diamétren
inférieur 3a il-l . On en déduit aussitdt un recouvrement fini plus fin
(Vil, V:;,,. ..,V;’ ) dont les ensembles sont p -mesurables et deux & deux
disjoints. tho?sissons un point tf].l dans chaque V,Ijl’, et posons
g,(tyt?) = g(tg, t?) pour tevfj‘ et t’€T’ . La restriction de g &
Vng’ est mesurable pour ( @{4' en vertu du cor.3, donc &n est mesura-
ble pour g ® p! . =nfin, si te v; , on a d(t,t; ) S % , done,

St |



e

pour tout conple (t,t?)e KxT?, gn(t t?) .-,g(t. 't.’) quand n —‘9 o

Par conséquent la restriction de g A KxT? est mesurable pour /.4 8 [.c ’

~de sorte que g . est mesurable pour [T p,

Corollaire 5.~ Soient F¥,F’ e __§ G itrois espaces L’g‘l pologigues, gjc,._gg_;_‘(,
(x)5) —> u(x,y) une spolication contimue de Fx 7’ dans G . Soient £(t)
(resp. £?(t’)) une fonction définie dans T'(reSp.“fT:)‘, 3 valeurs dang F -
(resp. ™) W' }A.(resp. f“’) Alors, la fbg'ctiogi

(tyt?) —> u(f(t),£’(t?)) est mesursble pour = K e [JL' .

En effet, les apnlications (t,t;) — f(t) et."(_t,t’) —» £2(t?) sont
mesurables pour ® 9"4' en véxftu du cor.3 . Le corollaire est ai_ors
conséquence du th.l du chap. TV, §5 . | ,
Qorbllaigg o~ Si Ac:,T 0w AMe D sont mesurs ables (m ’,‘, __;t, };,
respectivement), «AxA' est -mesursble.

Ceci résulte ausaitot ducor. 5 .

Corollaire 7.- .391.2213 &t G trois esgaegg de_ gangch, et ggL
(%,y) = [*x‘y'] imue de FxF’ dans G .
Soient f(t) (resp. f'(t’)) onction définie dang T (reep.l T')y &

une application:bilinéaire ¢

valeurs dang F (resp. 1"’) et inté@able pour ’,4, (resp § i g 24 g, 1a

fonction  (t,t!) —s> [ 2. f’(t’)] est 1gtéggable pour 9 = fc @l g
et on s

& U [f“’ f’“”] d#twdp'(t' lff(t)dp.(t)) (ff’(t')dp )]
La fonction [f(t) i"(t’)] est ¥ -mesurable ‘d’aprés le cor.5. D’eutre
part, si b désigne la norme de 1’application bilinéaire (x,y) -9 [x.y],on a;

fr‘ [f(t)-f’(t’)]’ dlv‘— (t’dl‘(,’(t’ ]f ’f(t)‘ ’f’(ta)‘ df‘-(t)d’k (t’) =
o ‘f 'f(“]dwt))(f If’(t’)ldy'(t’))
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en vertu de la prop.4. Cela prouve que [f(t) f’(t’)] est -1ntegrable.
La formule (3) résulte alors du théorime de Lebesgue~Fubini et de la
lindarité de l’1ntegrale (ehap IV, § 4, th.l). : ;
Corollaire 8.- 5i AT et A’cC T’ gont 1nteggable§ (pour p et ’p’

resgectivemgnt), AXA’ est intégrable pour =& }L’ » et on a
Y (Axa?) = pa) uitary . '

Ceci résul_te aussitdt du gor.7 .
- Corollaire 9.~ Soient ?;“’ &t G trois espaces de Banach, et soit

(x,y) —» [x y] une amglwatlon bilinéaire cont.lgue de FxF’ dang G .

Soient f(t) (resp. £?(t?)) une fonction défznle dan_s_ T (resp.T?), aleur

4'dagg' F (resp. '), et essentiellement 1ntégable pour H. (resp. lu.’ ).
Alors, la fonction (t,t’) —> [f(t) 2 f’(t’)] est esgentiellement intégrsabl.

ggr? #@[4 y et on a

ff [rewr.er 0] apwrapien- [(jf(t.)d,u(t)) (ff’ tap! (61) ]
Eri effet, la fonction (L, t') -—> {f(t.) S g ! t.’)] est 9~mesurable d’apreés

le cor 5 . D’sutre part, ff | [e) .27 t’)]dp(t)d p'(t’)<b (f EOTEPIOY
(f tf’(t’)‘dpt (t?)) en désignant par b la norme de l’apnlication bilinéaire

(xy,3) —?[x y] s en vertu du cor.2 . Donc {f(t) f’(t’)} est essentiellement
Y -intégrable. Alors : B
jf HORLL )] d,,g(t)d (t’) = 1m”[f(t) f’(t’)J‘eK K,(t _t,’()ﬁﬁ(g,g
lim[(ff(t)‘e Wap®).([ £ €, (t)ap’ (w} |
= [ (Lim jf(t)ce (t)d p(t)). (limff’_(,tf)‘EK,(t?)de ]
lorsque K (resp. K*) parcourt l?ens_emble des‘partiles compactes de T (resp.T?)

Ceci établit le corollaire.
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m@ﬁﬁﬁ]@-,& ACT et A’ T’ sont esgentiellement intégrables
(g our p ___‘g w' zggnecgivemen )y AxA g 8 _intég

ft@fc yetona  V(axa) “FW)H“A”

Ce01 resulte aussitot du cor.B .

Progrlétés du grodult de deux mesures.- ?roposition 5.= Soit g

{resp. g’) une fonction positive finie defwnle sur T (resp. T?), locale-

ment integ le pour ’A. (resp. /,L o hlors, la fonction (%,t’) —g(t)g’(t?)
est localement intégrable pour H» & H ; et _on 8

()@ (@ ) = (ge").(p @ ).
' in effet, 8i K et K’ sont des parties compsctes de T et T’ respective=-
ment, la fonction ‘eK K', (t t*)g(t)g’(t’) = (‘QK(t)g(t))v(Q ,(t*)g;(t?)
est ¥ -intégrable en vertu du cor.7 de la prop.4. D’autre part, si
fe fK‘, (T) et £'e «'K(T’), on a, en posant }4-1 =g ph y., = g’ ® o
171 = (gg’)')) s : :
jj P (48 (4,07) -fff(t)f’(t')g(ﬂg’(t’)d»’(t ey
= (J f(t)gma,u(t))(ff»(t’)g'w)dpc(t')) (ff(t)d‘u, (t))(ff’(t’
dpy ) -]jf(t)f’(t’)d(h ® pf )t,t7)
done —_ = e ® p! 4 o+ ¢e qui achéve la démonstraticn.

Propg_agﬂgn 6.- Soit 'i" (resp. ') une i_p;ication |+ —-propre (resp.
p p____p___) de T (resp. T’) dans un espaee ;ocalement compact Tl
(resp. ":’P") Alors, Wx ‘F" est ¥~ 12_.__13__.., et on g :
(Mxw)(poe p')=T(p)e T (p). |

En En effet, 74' st est Qamesurdble en vertu du cor. 5 de la prop.4

D’autre part, si ¥ (reSp. x(’) est une partie compacte de T (reSp. Ti) ’

1" (P’) et -1r (K’) sont essentiellement intégrables pour y. et pt respec-
tlvemmt., donc 17‘(1{) X xT’(F") est essentiellement 1ntegrable pour %

L
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; une mesure positive sur ,T

. el = 05 o el
(cor. 10 de la prop.4). Ceci nrouvg que fr"x 7! est m?npro’pre, En outre,

"8 PE 3{, (T) et f’e J{(T’), on a, en posant [11=T'(Hv)

e = TR, Y “H’I@H" '
NIE )2 (e ag,(Bap, (v) = (Jf(tl)dp(tl))(ff’(t’)drtf(t’)) -

- =( f("ﬁ"(t))d (eNC] ermiceryap'v? )=} f(‘ﬂ'(t))f’(ﬂ‘(t))d (t)api(t?)
o IS ¥ V

ce qui prouve que [, GF,‘ w (FaX’! )(p@p) :
Pronos;tlgg 7.~ So0it A (resp. A’) un_sous-espace localement comgact. de T
(resp T'). Alor y AR A’ est un sous- , A ac!
TxT’,etona (P@M—)AxA,‘f*A‘g I"A1~f '_;
B eff‘et, si fe K(A) et fle K'(A’), on a
fjf(a)f’(a’)dpﬁ(a)d p,A,(a’) (]f(a)d‘u,ﬁ(a))(f f’(a’)d'LA:(a’)) =
*(ffT(t)dp(t))(]f’ wnaplien)= fffT(t)f’T (t)a ’A(t)dy. (+)
ce qui prouve que ‘AA®[.&A. =(H®p~’)[ S :
gtega‘cion gar rapgort 4 un produit fini de mesures.- Les resultats

Drécédents s’étendent sans peine & un prodult d’un nombre finl de mesures.

Par exemple, so:Lent Tl,T ,’1’ trois espaces localement compacts,

'y (i=1,2,3), et eoit V= ”"1@ Fz ® H&

la mesure produit sur }\ Tlx T x T3 ‘

ble & valeurs dans un p space de Banach ou _‘dan‘s R ; une premiére ‘applice-

Soit f une fonetion ¥ -intégra-

“tion ‘éiu théoréme de Léﬁe'égues%biri mont‘i‘ef quey sauf en des point,s

(tl,tg) & T xT formant un ensemble négligeable (pour *, ® y )y la

3
(tl,t ) eff(tl,tg,t )df{g (ta), définie presque part.out dans Tlx'l‘ s

fanction 5 3 ?f(tl,tg,t ) est [;,3 -»intégrable, que la fonction

est intégrable pour [.L @ fl— s et qu’on a

ffff(tl,tg,ta)di(tl,tz,t.;,) ffdftf(tl)d‘a (tg)ff(tl,tg,t ) d/l»s ()



s 6. »
Une seconde application du meéme theoréme montre que, pour: presque tout
At&T , la fonction t, -——-?ff(tl,t s5_ )d;,t.3 (1: ) est’ def:mle presque
partout dans T, et est Py alntpgrable ! en outre, la fonctlon :
ty "'5’fdf”g(t'z)ff(tl’t‘”r’s)d#;(t") y définie presque partout dans Ty 9
est I.g,—mtagrable, et on a
ff £(ty,tta)dY (ty,t,,t5)= fd,; (t )fdy,z(to)ff(tl,tz,t Ja g (ts) .
On prouve de méme que, pour presque tout tlé Tl s la fonction '
(tg,t ) wjf(tl,t?,t ) est intégrable pour @F ® {45 » que la fonctlon
: t i fff’(tl,tg,t )dlzz (t )dl,Ls(tﬁ), deflnle presque partout, est
(AiA-lntégrable, et qu’on a
f[ £t ytyt,)d) (tl,ta,t )= fdp1 (t )fff(tl,t L )dy, (t_ )dh (t) .
Nous lsissons au lecteur le soin de généra.li_,ser de la méme maniére |

les autres résultats démontré_s' ci-dessus pour 1é produit de deux mesures,

'7’§ Intégration par rapport 3

oduit infini ge mesures.- So:Lt (T )

(A £ T
une famille quelconque d’espaces comogctg, et soit T = ;G; '1_’_‘»'. . On pose
T, = ll T pour toute partle J de T . Pour toute partie f;‘nig’"i J de I,

tel *
soit [#J- une mesure pos1t.1ve sur T . On suppose que si J et K sont deux

parties fimes de T telles que Jio K , on a2 pr; ([AK) P’,r s en
désignant par pr la pro,jection de TK sur T . Soit P 1& mesure

positive sur T llmite projectlve des Fr (Chap.f,TI, g6, n° 6)
p_qg;t;;gn 2.~ Soient X une partie compacte dg T g_o_ 1( -'pr (K)

(pr §1gg§gt la pro,;ect.mn dg T sur T, ;). Alors, ,.L (K) est a limite

de [A\T(K ) suivant 1’ens§qb1‘g_ , filtrant pour < ,'dgg pa;ft' 'gg finies

Jas T *
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Pour toute partle f:mie J de T, posans K’ : K x T, . Les ensembles

6T
% sont compacts, conu ennent K s et foment une famllle flltrante pour
L %]

la relation > . Liontrons que ﬂ K2 = ¢ .. Soient k un -._élement de
n K' , et V un voisinage-'de k danse T . Il' existe une partie finie vy

de I telle que ip k}xT .G V . Comme kez{ s R ADr. REXK
Jo Jo Yo e
done il existe un 1 ment k’€ K tel que. prJ k = pr, k! . ‘Alors,
| : a3 “o. :
k’€ V , de sorte que V rencontre X . Eo_nmne’ V}est un vo;sina_ge quelcongue

de k dans T , on er déduit que keX , ce quﬁ prouve notre assertion;
D’a’utre part, F.J. (K ) »#(K’), psrce que FJ' pr. (;A) et

-1
K& » pr (K 3. 1A propos:ttmn est alors conséquence du cor. de la

Drop.ll du chap. 1V, _§4-4}.
‘Corollaire.- Pour tout 7€ I, soient ’.4. une mesure positive sur T,
de masse totale égale 3 1 , et K, une partie compacte de T, . Soient

(= @ ¥ st x=TLK . plore, p® =T p(x).
tel v 18X :
En effet, si [ ‘dégigne la mesur’e' o l,l' pour toute partie finie
¢ téy ¥ '
T de I, on sait que f«t est la llmite prc.)ecuve des P'\T . Bt d’autre

part pI(pr K) = plj( Y H ¥, (K,) en vertu du th. de
1eJ 1.6.1'
Lebesgue-"‘ublni :

;ggglt,lon 2.~ Soit. (T ) ‘une Lte d’espsces compacts. Soit, pour

chaque ;Lndlce n ‘un une mesure pos tive de magse t t,ale 1 sur T .

s

<O
Soit Fv- @i P,. 12 mesure grod;;gﬂz gur- 7= 1T T
; = - : = n=4

n , A, est une partie .Pné-.intégable da-_"f?n s A B % A est
{t -intégrable, et on a W (A) = . o (Ay) . | '
' / azl - -

. 51, pour ..QI.@QSLQ

™
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En effet, A est l’intersection de la suite décroissante des ensembles
: )

B = ]T Ak)x (-1 =) or, d’apres le cor.® de la prop.4, chaque
- Red fg=nsr K _ﬁ_
ensemble B est u -intégrable, et on a (B )~y Hg (Ak) Par sulte

_('chap.!‘.v, §4, rop.7 et corollaire), Aest MU -1ntégrable, et ona

p () = 1lim fl-(B ), ce qui démontre la proposnion.

: n > oo .
Per contre, si (T ) zer est une famille non dénombrable d’espaces
compacts, si - o est une mesure positive de masse totale 1 sur T
et sl A, < T, est #, -intégrable, A = TrA n’est pas néces-
‘sairement ',L-mesurable ‘(exerc.) . '

Plﬂt& que ces demi-trlvialités, ne pourrait-on pas f‘aire les théorémes

de Jessen (Btat 2, exerc. 11 ¢t 12D , p. 116-117)‘
‘Exercice. '

._) Soient T un espace localmnt compact, ‘u. une mesure positive sur T,

T un intervalle de R , Y une mesure positive su_r T .S0oit A une partie du
produit Tbe y telle gue : 1) pdur tout x€71 4, la coupe A(x)< T de A

~est g -mesurable ;3 2) A(x) < Aly) st xgy .gi%n"trer que A est mesurable

pour £ = P‘v‘@ Y . (Se ramsﬁér su cas ol T et I sont compacts;iﬁet ol Yy est
diffuse $ eonsiderer une subdiv1810n (XO’Xl’v'-’.v‘*"!‘xn)' C.ie I telle ,qu;wef

v ([xi, x1+1])$ € pour O<.1< n-1 j et former deux ensanbles B et C de
T%T , f-mesura bles, tels que BCACC. et f'(idéé) <€ & F'(T))

B) Déduire de «a) qﬁe-, si £{t,x) est une ;oncmon numerique sur Txl

fL -mesurable en t pour chaque xel , et eromsante en X pour chague teT ,
alors f est f -mesurable. 3

c) Deduire de b) que, si g(t,x) est une ;onétisn mumérique sur T

f(.-mesurable en t pour chague xel ’ et monotone en x pour chaque terl ’
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alors f est f‘qmeswrable. - } e » ,

.c) Déduire de b) que, si g(t,x) est .une - fonctlon numérlque sur T)cI ’

F, —mesurable en t pour chaque X-€. I ’ e't, monot,one en'x pour chaque te T,‘
: alors f est f’nmesurable. ( iontrer que 1’ensemble T c: T des points
té.T tels que . f(t, xﬂ -soit . cr01ssante en x est fL-mesurable 3 pour cela,
désignant par D}f ‘i s pour deux nombres rationnels rl,r ae.r , :
1’ensemble des points te€T tels que f(t,r 3D f'(t,r ), exprimer

- )

‘Tl comme intersection d’ engsembles D
. 2

77,

QHA”I‘I’RE Dégintégga&iog deg mesures.
§1. , Legureg vgcmmelles. .

rie le.- 1,.es mesures etudiees dsng - les

'chénit’res précéden’ts— peﬁnett.ent d’asso'cier 4 certaines fcnct.lqns numéri-
'ques une intégrale qui est un nombre gee Nous noué 'propo“sons de géﬁé-
r&liser la not:lon de mesure de t.elle sorte que 1’1ntegrale d’une fonction

numérique puisse prendre des valeurs vectorielles.

'%f-initidn*l.-'- Soit F un eg‘_'gag' e loéalemerzt. coh\‘iexe séparé sur R. on
agnell—e mesure ygctgrig,_llg sg; T s B valegrg dang F , oute appllcatlon
Vlin‘_.__i__g f ->m(f) de. 1’espace jC(T) dang 1’g§pace P tellg gge

our. to ~tie co it acte K de T, la restrlct;on de m &4 _1’espace o
% (T ‘() des fonctiogg cont;nues & sugport dans K , son. cogtlnge p_o_

: _L_ togglogie de la cez*vergence uniforme.

Déri nlt;gn 2.~ Soit F un esgace localement gonvexe §égare sgr R . M

' g une application d g T deng F , et une mesure positive sgg T. Si, pour
toute fonct.lon fe JC(T), 1a fonction fg (3 valeurs dan _g ) est
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--M M- mteg;ap;,g -g_‘_c, si ;’ap_n;lcat.igg 2 —-}ffg G‘u Qg x(T)
__mgg F est gge meggge vectorie;; emgsur T b .g__c_i;t_,_m m _ﬂ_;_m
gedensitégk'> Jejel f"’ ,etonlame iy . _

' Lorsque | F =R 4 cette définition coincide avec la déf.2 du chap. V, §5 .
pgg; g l.- gqigg_ g st gl deux fogctlogs déflgles sur T, ale rs
d___g P ’ tg; €s que 1es meg;;res vectorielles m = g j(,l. y m ==gl P' __gi_g&

Supnosons g et gl égales localement presque partout pour p, i Alers,

pour toute fonction - Pe JC (T), les fonctione fg et fgl gont égales presque
gartout pour P‘ ’ done. m(f)sml(f), de sorte que m=mlA. Réciproquenent,
supposons  m=m, . Alors, pour ‘toute fonction e (T) et tout élément 2z deA
F!y on & jf(t)(g(t),z’) dp(t) ==<f:€g dft,z > <ffgldf{.,z;> = |
f f(t)<g1(t},z’> df.z,(t) Donc (chap.V, §5,cer. -de la. propﬁ), pour tout
Cz%e F'y 23 existe un eneemblﬂ N ,C_ T lecalement negligeable peur [L ’
t,el que <g(t) z’) <gl(t) a’> pour t%N e l‘-.lors, N.“--‘- €A¥ § gst
» localement négllgeable pour H 3 et, pour ¢t %N‘ y on a <g(t) z'} = .
"<g1(t.),z’> pour tout z’€ A, et par suite . g(t)«gl(t)
S’ll n’existe 'oas dana P! d’ensemble df—inombrable partout denﬂe,

on peut avoir m-ml sans Que g et gl soient egales loealement.

presque partout. .
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Exemn;eg de mesures vectoriel;eg (é. alléger).- 1. Soit F un espaca locale-

‘ment convexe sépars dans leguel l'enveloppe convexe i’ermée de tout
ensemble compaet est compacte (condition (EG) du chap.III §4) Pour
toute fonction econtinue g définie dans T & valeurs dans F, ll'applice-

tion £ affg dp de j{: (T) dans F est une mesure 'vectox’ielle sur
T . En effet, soient q une semi-norme continue sur F , et K une partie
compacte de T . Soit By la borne supérieure dans K de la fonetion

numérique continue q(g) ; pour toute fonection £ € :k‘ (T,K), on a
alfg) =|£] ale) g aK)fl , et par suite q(ffg dp) < fq(fs)dP
< o p(E) | £ n , ce qui établit notre assertion.

Par exemple, si F est l'espace % (T) des mesures sur T, muni
de la to’bblogie Vague, gt.si g est l'application 1 -->'et' » la mesure
vectorielle précédente est Qeile qui associe, & toute fonetion ’
£ € ‘% (T); le mesure f'p

2. Soient F un espace de Bana.ch, et g une fonction 1oca1ement inté- .

; grable définie dans T et & valeurs dans P (chap.V,§ 5,déf.1). In'appli-s
cation f -9/ fg dp. de K(T) dans F est une mesure vectorielle sur '.L‘ ‘

‘ Gar, pour toute partie compacte K dé T et toute fonotion fe & (T K), i
A°'1'1‘9, i )fgdp'zlff(ngdp' lfﬂj\gtpK\dp -

5.- Soit F un espace localement convexe séperé. Solent F' gon dual
'fa.ible E‘} son dual xort. Soit g une applicah on de T dans F!'. Suppo—- i
sons. que, pour toute fonctwn fe ,7( (T), la fonetion fg soit faible-
ment p.-intégrable (considérée comme applicatvcn de T dans Fr). Il est
immédiat que l'applicatlon 5 —-9/ fg dp de ,}( () dans F est une
.mesure vectorz.elle sur T . Mais on va montrer gue si F est li.mite iné

duetive d'espacea de Fréchet cette application est encore une mesure

: vectorielle quand on la considdre comme une application de .7f (T)

dane F' . Soit K une partie compacte de T . D'aprés ce qu'on a vu
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dans la démonctration du th.l du chap.V »32, 1'application de F dans
cc (T) qui, 4 tout Sldnent gz ¢F , fait correspondre 1la Ionction

£z, goxg> » ¢et continue. Donc, si B cot unc partie bornde de T , ON 2

:uepr,(z,q:Kg)' dpL+00 . Or, pour toute fonetion fe JE (T K), on a

I{z,ffg dp}'aU( Sy fq;xn>dp ‘ < |f'j}<a,gqu 'dp
ce qui prouve gque, guand nfl —2 0 ,{z ,ffg dp.> ~—>0 uniformément

quand 2 parcourt B ; autrement dit, / fzg dp -0 dans F{ sy C8 qui éta-
blit notre ascertion.

~

* 4. Joient 1 un esnoce hilbertien, A un opérateur hermitien défini
dans H . L'anplication £ —» f£(A) de ..‘K(R) dans l'espoce de Banach
..[' (H) des opérateurs continus de H est une mesure vectorielle, telle que
he)f < e
Le théordme de Dunford-Pettis.- Toute mesure vectorielle ne peut pas 8tre

définie par une densité (exerc.). liais on a le résultat suivant

Théordme 1 (Bunford—Pettis).- Soient F_un espace localement convexe dans

leqguel existe enceamble dénombrable portout dense A , 8t I éog dual
foible. Soient p une mesure positive sur T » 8t £ —> n(f) t.urxei,'é,.a.p;glicea,~

tion lindai-e de K (T) dans F! possédant 1a propriété suivante s

Quand p(|£]) reste borns, m(f) dberit une portie Squicontinue de F'.

(Cette condition entratne évidenmment gue m est une nmesure vectorielle 2

valeurs dons F' et mlme & valeurs dans lec dunl fort de F). Alors, il existe
une fonction g , d6finie dans T v.& Vvaleurs dans F', telle que m soif la

mesure de densitd & paxr ranpo:ct & % . Si &4 est une seconde fonction possé.-
dant ces pr opridtés, & et g4 sont énales localcment prosque partout pour p
La dernidre a.f'riraatw on du th- résulte aussit®t de la prop.l. Lontrons

l'existence de g .
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L'hypothdse entratne que nm est une applicat}.on continue de ,7((1'),
muni de lo topolo~ic induite par celle de .[ (T,p), doans F'. Done

(ehap.7,§‘5. th.5), pour tout s€P , il existe une classe &,€L™(T,p),

bien déterninde, et telle que, pour toute fonction g, de 12 classe éz o

on ait
< 2, ni)>= [206)g,(t)an(t)
quelle que poit £ € x (T). IEn outre, on a

Tolag) = sup| [ £(t)e,()ap(t) | = sup|<z,n(2)>]

quznd £ varie de fagon que H1(f) £ 1 . Par hypothdse, n(f) déerit alors

une partie équicontinue de F'. Done, quand z -0 , U (gz) — 0.
Ainsi, l'anplication = ""éz est une application linéaire continue de F
- sur un sous-espace H de L o (T,p). Comme A est partout dense dans F :
son image est portout dense dans H , qui est donc de type dénombrable.
Cela étant, Bnppoébna qu'on ait défini une application lindaire
é --93* de E dans J; “.(T,p), gsatisfaisant aux conditions suivantes 3
1%~ pour toute classe Z€H , g* appartient & 1a classe & ;

2°- ona lg*(t)' < Hm(é) pour tout te€T .

Alors, pour toat teT , l'application 2z —> g, (t) est une forme liné-
aire continu¢ sur F 3 cutrement dit, c¢'est un é1lément g(t) de F'. Ainsi,
on a par définition <L z,8(8) > = g:(t) quels que soient t€T et z €F .
Pour toute fonction £ € K (T), on a

< 2,(28) (+)> = £(t)g, (+)
done < 2,(2g)(t) > est une fonction numérique intégrable ; en outre
<z, m(£)> = ff(t)g;(t)dp(t) = f( z,(£g) (t) > dp(t)
ce qui prouve gque l'application t —>£(t)g(t) est faiblement intégrable,

et que

ne) = [ g ap
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conc que m est lo mesure de densité g par rapport & p . Done tout revient
& prouver le lcome suivant :

Lemme 1.- Soit I un soue-espace de type dénombrable de L % (T,p) .
I1 existe une application & —» g de H dens o *(T,p) possédant les
rropristés 10 et 2° ci-dessus.
doit (én) unc suite partout dense d'él3ments de H ; pour chague indice
$ déaignons par 3, une fonction de 1o clagse é « Pour tout systime fini

(r,, ThyesesTy ) de nonbres rationnels, on a ]Z rigi(t) " i (Z rigi
dens le compldnentaire d'un encenble localcment nésligeable P," Yoo By
Soit P la réunion, locclemcnt nézlizeabl-, de la famille dénombrable des
ensenbles P", Seiil Dépisnons par g* la fonetion égale & &, dans
CP s 80 Gans P ; 11 est clair que gne gn et que

(1) ‘2 Ty 81“5)‘ € I o (Z ry 81)

[ 3
pour tout tE€T et tout systime (1,'1) de nombres rationnels. Soient D le

sour-ensemble de H formS des combinaisons dindaires des gﬁ & coefficients
rationnels, et B cc-oo le souc-espace de J“ formé des fonctions
bornées, muni de la norme | £|| -‘sup |f(t)l La relotion (1) montre en
premier lieu que si on a 2 r;& =0 dons 3™ .o e sanet |

2 ry gi =0dans (B . On d6finit donc une opplication Q-lindaire

z -)g de D dans (P.)‘ (et mon pas débandé) cn associant & 1a combinaison
lindaire ;‘, Ty éi 1la fonction ; rig:(t), et_la x-élation (1) montre
que cette applicatj.on est continue. Ille se prolonge done en une applica-
tion continue (gque nous noterons cncore g -93*) de D=H dans @ .
En vertu du prolonzenent des identités, l'application prolongée est
R-linéaire, et on a n g*" < Hw(é). infin, si dln) est une suite arélé-
nents de D qui converge vers un 4léncnt n dé H, h:(t)A tend vers h*(t)

. . ,
pour tout t ; conmnme llne}:n y On en déduit que h*e h . L'applieation

. 1
0 A Ananna +andtan TAra mmAawn 3 LA LA conn™ao o o



Lhe .
Bemarque.~ Le thdorime de Lebesgue-Nikodym vient d'étre m'énérz»:z.].isé aux

. mesures vcctomelles sous une forme affaiblie ; il est impossible d'ab-

tenir une néneralisatlon compldte (ef. exerc.) .

oro;lairgm So:_.ep_t F un espaee de Banach de type dénombrable, F' son

dual fai.g;g Sgient' j une mesure positive sur T , ef £ m(f) une appli-

- cotion lindaire de ff(i) g_qgs R, te;le gue - lm(f)[< p.(,f‘) pour

g o 46£1 s T, a valeurs

fe .K(T) ;oz-s, 1
'ai ) g.‘ <1 et telle gque m goit

dans F' _
la o esure de densité g m rangowt ap e
Pour ﬁouf. zel et toute £ ¢ ﬁ (T), 1la fonction (fg,z) est inté-

srable ; dohe la fonetwn <g,z> est mesurable, de sorte que
(Chay.? §2,prop 5) 1 est Paiblement mesurable.

Le seul point qui reste a4 ddmontrer est qu'on peut choisir g de fago‘n ;
qué ,gl Zi 0:::, en reprenant les notations de la démonstration
précédente, on & ¢

{gz) = sup }(z m(f))‘ s [a‘ . Bup ’m(f)l
quand 4 varie de faqon que m, (2)s 1. Ia'hypothese sur m entratne dbhe
que I (35 |2 - Done ,<z,g(t)>l ’g (t)l \z[ pour tout te€T ,
de sorte que ]g(t)|<1 pour tout ter A ' :

Eplioatmn 3 dual d'un espace I'F (F de tvpe dénog able)... ,

Prapositieg 2 - uoieg*l_; F un
son_dual ;a;g;e, g une agglieatlon faiblement mesurable de T dans b

' el_]_.e ggg lg' goit bgrgée en mesg;g lgrc): pour toute ggc;igg

fe uCF. (T,p.) lg fonction numérigue’ <f,£,> est intéprable, et

: 1tapplication £ s / <f,g> dp est une forme 11néa1re contigue sur

e[' P (T,;L) 3 1a forme lindaire sur I-;. déduite ge 9 3.2) _z; passage au
quotient A pour norme U . (|g]) -
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&ciproguemeg‘ » Soit © une forme lindaire continue sur ,,C; '(qr,p)..

Il exicte u nlicotion faiblement mesurable = T dons F', telle gue
]g, goit bornde en mosure, gt telle gue 9(f) = < f,5>dp pour toute
feecf (T,p). B4 g, est une outre applicotion de T dans T' possédant les
m8mes nronﬂé:és, on 2 g=g, locnlement presque partout pour p . :
Si i?GOCF (T,p), £ est 11m1tc presque partout d'une cuite de combi-
noisons linaires & coefficients dans F de fonctions nunériques intégra-
bles ; donc, si g, &4 valeurs dans F', est faiblemont mesurable, f,g>
est mesurable. Si en outre 'gl est bornée en mesure, on a
'(f,g>|< ‘fl T oo (lg’) presque p:irtout ; done <f,g> est intégrable,
et 1'on 2 ,j( f,g) dp' < 31 (£) IIoo(‘gl), ce qui prouve que l'appli-
cation £ -—> Gg(f) =f<f,g>dp. eat une forme linéaiz_re_ continue sur

J: (Z,p) 5 cn outre » la forme lindaire sur I-%. déduite de ?g par passage
aun quotient a2 une norme in_férieure‘ a n oo()g')- (Cette partie du raison-
nement ne suppose pac F de type dénombrable).

Réeciprogquement, so_it 9® une forme lindaire continue sur .f;, {2.8) . ot
soit a la norme de lo forme linéaire sur L;. déduite de 0 par passage aun
quotient. Soient z un 616ment de T , et h un-e fonctio‘n'ggg-’ rigue continue
& support compact sur T ; ona hz € '{’}_‘ , ot '-‘J(hz)‘,g a|z| H, (n).
L'annlication 2z —>» 0(hz) est done -une forme lindaire continue sur F 5
c'est-i-dire un 4ldment de F' que nous ddsi-nerons por m{h). Par défini-
t-‘or’x,. on 2 done 3 O(hz) = <z,m(h)> , done | m(n) <2 M, (k). On peut
‘alors anpliquer le cor. du th.1 s il existe une fonction Fid a valeurs dans
F', faiblepment nesurable, telle que lg\ £ 2 , et telle que m(h)thg dp
pour toute hefC(T)s Ainsi, pour toute ne X (T) et tout zeF , on g ;

8(hz) =<z,fhg dp>=f<z,hg> dp =f<hz, .g> tzp. = eg(hz) . '
Ainsi, les formes linfaires continues 9 et Og sur .‘fF ' coincident sur un
sous-ensenble total de :,fqr_. . Jone 6:9g .'E'apr(\,s la premidre portie de

la démonstration. on 2 en antre a -~ W [ P Mawe . 2 T S
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- Enfin, soient g et & deu.x applications faiblement mesurables de s

dans F*, telles gue }g\ e’c]g,\ soient bornées en mesure, et telles que

98 0g1’. Pour tout gz €F et toute he YC (), on a

<.® fhg ap > = f(hZ.g}du = 0,(hz)= 0 (hz) z<z jhg1dp.>

done jhg ap jhg1dp , a8 sorte que g=g1 d'aprés 1la prop.t .

_5_‘ Valeur absglug dtune mesure vectorielle (& vider).- Solent F un espacg
Banach, m une mesure veetorielle sux T , & valeurs dans F . Supposons

quvil existe des mesures positives 7 sur T telles que ]m(f)l< 9(]:‘.[)
pour toute fonction £ de x {T). Comme -/6 (T) est une espace compldtement
réticulé, l'ensemble de ces mesures admet un Elas petit 61ément, qu'on
note m, et quton appelle la yvaleur absolue de 1la mesure vectorielle m .

Lorsqae m est une mesure réelle, on retrouve la notion de valeur absolue

aéja définie, comme i3 résulte sussitdt des formules (4) et (5) i

chap.ITI, §2 ; ’ ‘ _ o 5 :

ition 3.~ Supposons gue la ‘ﬁesaréwvectpri'elle m admette ugeggleur '

ahsolug ]m‘ . Alors, p psitive £ de 5{ (T), on g s

» . |mj(2) = sup Z m(f,_)\ ' ,
tous e _s stdmes £, ,fg,...,fn’ de fonctions de ‘,7{ () telles g.ue;

s:i IfiI : '
Pour toute fonction positive £ de 7(_'(5{‘), posone 9 (f)=sup Z \m(fi)\

‘toute fonctien

£

pour tous les systcmea P PYIRRR de fonctions de X (T) telles qu,e :

23 |fi\ <f.0na i

"(2) b LRS- A LIEND 'M‘Z )fip |m) (8)
done 9(f) < *0b . Soient maintenant £ ,f' deux fonetions pes:ltivea
de j{ (T), et montrons que )?(£+f') =) (£)+ Ni") Soient

(£ 485000 02p), (f;,f;,...,fV) deux systdmes de fonotions de  K(T)
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telles que Z ]filgf . )_:.F \211l< 27, Zf1}m(fi)l Q(f) £,
ZP )m(f')l;g(f*)-— ; on a Z }fi]-rz ‘f{ ]gf-f-f', et
Zn ‘m(fi)!+ Z }m(f{)] Q(f)-:')(f')—ae . done D(£+£') 5 Y (£)+ D (£1)=2
et pa:r' suite 9(f+£‘) P{E)+ V{(£'). Soit maintenant (g, ,gz,...,g ) '
an systeme de fonctions de J(T) telles que Z }gﬂ( £+£'. On a

£+ = Z )gilﬁm avec une fonction positive h de j{ (2). E'aprés .
le lemme de déeomposv tion (chap.II, §1,n°1), il existe des fonctions

i L h de J{(T) telles que

noswtﬂres gi, (1\. £4¢j, b
1 1 , f'-—z gi+h2. Défmissena

' 1
EARR A h~h +h2 , 28 5 &)+
=2 L

des fonetions gi » 8 de 1z maniére suwante ; 'gi(t) gi(t) et
(t) = g,_(t) i gt)>20; E ct.) -gl(t) et ;(t)a.;gi(t) st

gi(t)< 0 s Gn vérifie aussitﬁt que g}_ et é? appaa:tiennent a <7C(T) "

q“e 51"5;. + 51 4 ZQ, lé’i\d Z IEZ‘ 2 'f‘m
l‘“‘gi)l Z m(g )+m(gi)}< ' lm'( Ol Z }m(gi \<x’(f)+ »’(f')
Par suite,_ J(f+£')< J(f)+ V(£') et f‘iualement y (f+f')== 9(1’)4- )’(f')

Alors, v peut 8tre prolongé d'une maniére unique eh une mesure posi-

on

tive sur T ’ que nous noterons encore Yy . Pour teute fe: J{ (2), on &
| m(f)) )m(f )-mie~ )§< ]m(f )]+ mte” }]< Je* )+ P(£7) = qul)

done 9 5 |
Done —imj_

iﬁ}.,_;l*autre part la relatlon (2) montrer gue Vv < ,m‘

6. Hesures compl xes.-— On appelle mesure complexe une mesnre vectarielle

prenant ges v ears dans 1e corps ¢ des nombres complexes. Il est elair :
. quat une telle :ﬁésuve peut s'écrire d'une seule maniére seus la forme :
f - iy (f)+ip2(.f), oh p, et Pz sont deux mesures réelles sur T §

qu'on anpelle respectzvement rtie réelle et pa: tiavfﬂ‘ ‘




“188 .
On & évidemment )p(f)‘<:]p1‘()f])+1p2]()fl) pour toute fonction
?2e X (2), done i possdde une valeur absolue lrig) p1\+);z2\ D'autre part,
comme |p, (f)'(lp(f)l pour toute 2€ K (1), on a|p1‘<\p\ , et de mBme

ol o] o , .
Soit ¥ un espace de Banach sur le corps C j on dit qu'une fonction £

& valeurs dans I est intégrable (resp. négliseable) pour la mesure

complexe p e£i elle est intégrable (resp. négligeable) pour la mesure posi-

tive lpl , ou, ce qul revient au méme, pour les mesures |p1\ et \pa‘

ou, ce qui revient au mfme, pour les mesures 2 p1 » B p2 « On

définit alors l'integrale £ dp par la formule

Jf ap —jf dp1 jf ayy +i]f apt - i]f &,
1&5. Soient F un espace de Banach, g une application de T dans F localeme!
p.-intégrable. Soﬁ: m la mesure vectorielle g. p. y & valeurs dens F. Nontrer
que m admet une valear absolue, égale & ‘g' p oo (Soit V=|g.p| ; il est
1mmédiat que ) < }gl 3. posant ? = by, on a h< } & loealement pres-
que partout $ montrer que , pour tout élément zt du dusl F! de F, on a .
\(g,z')‘(h]z" 1ocalement presque partout { en raisonnant par l'a'bsurde’\;
en déduire que ]g‘ h loealement presque partout) Déduire de 1& que, si
g' est tme ‘antre applmatmn de T dans F localement pr-intégrable, l’égalite
Epp = g'.p entratne g= g' loealemez_t presque partout. '

b Smt &; une apnlieatlon de T dans F!, faiblement mesurable (F* étant
rmmi de la topolosfie falble), et telle que ]g” soit 1ocalement p--mtégra.—
ble. t;‘iontrer que la mesare veetomelle gf.y. admet une valeur absolue et
gue ‘g1 p‘ -lg” ¢« (Baisonner comme dans a).

Soﬂ: p, = p.1+1gz2 une mesure complexe. On & : ‘p‘ﬁ’ﬂ?w‘g
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2. Désintésration des mesures. _
1. Désintélgration‘d'une mesure bornée.- Théoréme e Soient X et B deux

espaces polonais localement compacts, p une mesure positive bornde sur X,
p une applicotion p-mesurable (donc p-propre) de X dans B , ¥ = plp)

l1'imoze de p par p . Il existe olors une application vaguement intéezra-

e % < A’t" de B dane 1'espace J%+(X) des mesures positives sur X,
ayant les propridtés suivantes :

1) A, =0 pour t ¢ p(X) ;

2) JA, =1 pour tep(X) ; 5

3) 4\ est concertrée sur l'ensemble p(t) ;

4) _p_g po= f)\ av (t) .

n outre, si t _’At gs} une seconde application vasuement intég;ah;e
de B dans M (X) ayant les proggiétés 3,4 précédentes, ona )_ .A.
presque partout (pour la gesg_g y )

Prouvons d'abord la propriétéy d'unicité. Soient + --,J\ ot t X
deux applications vaguement mtégrables de B dans J/Z (X) telles que
p o= fA a» (t) =f./\., da»(t), les mesures J\. et A étant concentrdées
sur p(t) pour tout t€B . Pour toute fonctlon f € HC(B) et toute
fonction ge K (X), la fonction g(x)f(p(x)) est p-intégrable

t

(chap.V, § 6,th.1), done A, -mtéarab‘le pour presque tout +e3B
(chapV § 3,th.1), et on a (loc.cit.)
[ e=epenap=) = ar ) [at=)e (p(x))ad () -
lais, pui»sque 'At est concentrée sur p(t), on a £(p)x))=£(t) presque
partout pour A, donc l'expresssion précédente est égale a
]f(t)d»’ (t)/g(x)d)t (x) =<jl f(t)d))(t),g> , €t de méme &
<fA’ 2(6)a) (8),6> - Done [A, 2(t)av(t) = [N 2()a? (v), et

H par Suite (31 nron-1) .A. = XI TINNT TTmAaAcAana daed 4
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Reste & prouver 1'exlstence de 1'app11cation t ﬁ'J\- . Suppésdns ge
point établil lorsque B et X sont compacts métrisables. On peut passer de
12 au cas général. In effet, il existe dans tous les cas des espaces
compacts métrisables B! et X' et des points we X!, @, € B! tels qu'on
puigse identifier B et X & B!~ {‘*’o} et X'*{w} respechivement ;s on peut
de plus définie une mesure positive p'! sur X' qui induit sur X la mesure p
et telle que p.({w})zo : (parce que p est bornée) ; soit de mBme »’ une
mesure positive sur B! telle que 9]'3 = ¥, )"(in})zO 3 si on prolonge
p & X en posant p(w)aw , on vérifie immédiat’ement que plp!)= v/ . soit

[ -—»llt_ ltapplication de B' dans «/’5 (X1), possédant les propriétés
du théortcme, qui existe par hypothése 3 on voit aussitdt que la resiriction
de cette applieatlon -9 B posaéde les propridtés requises.

Ilous supposons donc désormais X et B compacts métricables. Soit
fe ‘e (B) une fonction numérique continue dans B . La fonetion fop est
p.«-intégrable. Associone & f 1a mesure (réelle) mf sur X définie par i
. . R attapep s ’ ,
L'a!pplicatién .f — mf est une apbiicatién lindaire de ‘8(3) dans le
dual %(X) de l'espace de Banach €(x) ; en outre, on &

@) Nagh = |ng|t1) = f\fapldp. yilz]) - |
Comme ‘C(X) est de type dénombrable, 1e th. de Dunford-—Pettzs montre
qu'ii exwte ane applic"tmn % --91\. de B dans J& (X), va.gaement
intégra’ble, et telle que pOur toute i‘onction s ‘6 (B), on ait

5 jf(t)J\ av(t)
T particulier si £=1 , ona i
@ e[ ar)

‘tlontrons que la mesure J\. est positive pour presque tout %eD .
Seit g une fonetion positive de ‘6 (X), et posons h(t)z fg(x)d,/\.t (x).
Lo fonction h(t) est + -intégrable, et on a mplg)= f(t) n{t)a Y (t) .
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5120, my»0 ; done [2(t) h(t) @7 (£)> O pour toute fonction
£20 de € (B), ce qui signifie que la mesure h.}’ ‘est positive.
Par suite (chap.V,$5, cor.3 de la prop.7) il existe un ensemble
Y -négligeable W(g) ﬁe‘l que h(t)> 0 pour % ¢ H(g?.. Cela 4tant,
eomme. ‘@(X) est de type dénombrable, il existe une sﬁite partout dense
(gn) dans 1'ensém’ole ‘€+ (X) des fonctions eoﬁtinues positives dans X 3
1'ensemble I‘I = U N(g ) eat . 9-—nég11geab1e 3 pour 1;'¢ N,ona
fgn(x)é.A (x) pou; tout n , et comme A est une forme lindaire conti—-
nue dans ’@ (X), cela entratne que fv(x)d.k (x)2 0 pour toute fonc«‘
tion ge (6 (X) ; autrement ait, A 5P 0 pour tf.lff Tous pouvons
deue, en. madifiant )\. st U , supposer désormnais JL > O pour teut teB
ﬁaatmns que, pour presque tout teB 5 ‘A‘t et eogcentrée sur» :
{t‘ et deé masse totale 1 . Soit £ une fonction de € (B). L'applicatimi
% F—)f(t)e est vaguement continue, done 1'applz.eatmn e

X —.;p (£-p)(x)e_ ) est vaguement [-intégrable ; par suite, l'applieatienj

p(x
X ~» ep(x) est vaguement mf-mtégrable et en particulier p—-intégrable 3
en vertu de la prop 5 du S ,3 1'application X —-:> ep{v) est vaguement

& - —intégrable pmzr presque tout t , 1'applieatlon 1: --—9 al (x)
b

p(x)
est vaguemexzt* 9~intégrable et ona

) j(fe?)(x)sp(x)dp(x) f p(x)dmgg{x) &
jfu.)av +) € (x) 34, () -
¥ 'est de type aénembrable, 1a prep‘;l du 51 entratne alars

'_;d)\. (x) = p(.A.t) sanf. pcur £ apparteaant 2 an ensemble
P—négligeabi”‘flﬂ ; Dou::- tfﬁf , on a done /I.X I fd)\ fdeta1 ;s de plus,
cémme tit} est € —névligeable, ‘: P (t) est At-négligeable, ee qui

24 ouve notre assertlon. :
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En modifiant au besoin A sur N1 s On peut supposer gue, pour tout
tep(X), A, est une mesure positive de masse totele 1 concentrée sur
; p(t).._ Conme cy(x) st Y -négligeable, une nouvelle modificéti-cn de A“t
sur un ensemble Yy -néglizeable permet de supposer de plue A tz:O pour

_ t¢P(X).'é'f' Tes mesures ‘A‘t satisfont alors & toutes les conditions du
Rt e

2. Désintéeration d'une e _queloonque.- Ilidordme 2.- Soient XetB deux

gspaces polonals localement sompacts, P g megure positive suw X s P_une
nnpllcation p»-mesurable de X dons B ;) uge megure guotient de p relaa-

1vemeg§ $. 1 existe une avplication vaguement Y -1gtegrable
% --;»_/\_ g_g B daas l'egg@g vﬂ.* (X) des mesuresvpoﬁitlves sur X ,

1) A’ ,= 0 Dour t¢pm
z) A fe pour tEp(X) ; i
3) A_ ea% eoaeentrée sur 1’ensem’ole 5 -;(t);
b op=[lowm. o o
En ouﬁ;;g, 8l Ve 2.9 est une autre @ g g,g_otient de p mlativemen

y 8t el t-—> )\, sot une application vgguem_gn 9’;1ntég_a_b;g de
Bda_xgg‘//é.,_ (X) w6z i;fi,a__t les propriéi ; 4 s (a3 e ¥
remplacée par y! ), on on 8, pour p;esgue togt teB , Ak'a f(t’)_}\.'k .

En eff’et, soit g!

telle que la mesuore p. ap! W soit bornde (chap.¥, §5,prep.13) Soit
4

une fonction contmue strictement positive sur X

9 = p(p ), qui est équivalente a , et posons . g Y 3 on peut

suppeser 51 strictement peoltive en tout point de B . D'aprés le th.1,

il existe une application ¢ --9.)\. de B darm ./” (I), vaguement
¥ -intégrable, telle que 1)A sO pour 1;4;@) s 2) j, H =1
pour te p_(X) 3) J{ est coneentrée sur p(t) 4) 1) aij d} (t)
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Pour tout teB , définissons une mesure positive A sur X par la

formule ¢ d A (x) = —-57—-)-“5 d)\. (x) L'application 4 e A possdde
- £ (z) 2

évw'demment 1es propriédtés 1,2,3 du théordme. D'autre rpe,rt. l'application
¥ g (t).)\. .est vagueme‘nt intégrable .pour la mesure (1/8 Yo % 5
stonas p=(1/e)plati/e"). [o) 09002, [ 0] a0 (4)
L'application z —» (1/f1 (x))e est vaguement inté&rable pour les
mesures g'llt).k et /g (t)')“kd \?(t) 3 la prop.4 du § 3 entratne done que
| p=fal /e A] e (e = [A,89 (0)
 Soient maintenant ¥ '=f. .Y une autre mesure quotient de p rel’ative:;" '

a p s 68 t — .l\ une application Vaguement 9 -intégrable de B dan.s

«/’(n (X), telle que p = f).' av '(t), et telle qwe J\‘t soit eoneentrée
'»sur p(t) paur teut teT ¢ Pcsons ¢ j\_’: = g (t) f(t) (f A'l: ) Pour
i-tont teB A ect une mesure positive portée par p(t). L'appliea~
tion. k" -*f(t.)). est vaguement ) -mtégrable, donc 1*application g2
.._ t'—-av'g"'(f)”i’(t)../\;'- est vaguemeﬁt 94‘-1ntégrab1e 3 comme plt'zsr haat,
':'o; en déduit que 1'avplication t --—9 .A. " est vaguemienf 9-‘ ~-intégra-
S ble et que 3 | = | ;‘:-' |
jJL” ao (t) ¢ fg (t)""f(t)J\ ay' (®) = gl fA «w’(t) .
"-f’p;:gf e
Be th 1 entratne alo'fs, pour presgue tout teT = .A.':a./\‘ , done

: k

"A't = f (t)i’

Définltlon 1.- :.tg,gt données une mesure jpositive B sur b e une agplieation
p-pesurable pg_e_ X da gg B gg_l mesure guotient » de p rg;ativg Py

application veguement 7 -intéprable t. ..,~.A de B dans M, (X)

possédant les g;;_pz’iétés 1,2,3, 4 du_th.2 _sere apgelée une désintéggatigg
de p corre@ggg ant & Y . o

toute‘
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v résulte du th.z que deux désinté@rations de oorrespOndant é. Y-
sont égales presque partout (pour 9 ).

Relations d'équivalenee mesurables.* Etant donné un espace tobelogique x

et une relation d'éguivalence R dans X , nous dirons gue R est sép ée
si 1'espace quotient %/ﬁ est séparé.

Définition 2.- 801ent X un espace localement comgact, p une mesure posi»

tive sur X . On di% gu'une relation d'éguivalence R sur X esgt mesurable

pour p (ou p-mesursble) si, pour toute partie cogpacte K ae X ; il existe
‘un_ensemble ;L-ncmli“eablo W& K et une partition de K- formde d'une
suite (flnle ou 1nf1q~_l (V 3 d'ensembles coJE_ots, tels gie, pour tout
lndlﬁa_n y la_zelation By induite par R sur K solt séparde. ‘
Si R cst sépafée, R est mesufeble 3 car, si ® désigne 1’applicath3n
canonﬁque de X sur &/R ’ ia relatlon d'équlvalence induite par R
 dans une partie cbmpaete K de X est 1a relation @(x) = oly) ,

et il suffit d'appliquer le cor.1 de 1la prop.8 du §10 du chap.I
de 1a aé éd. de Top. gén. De mﬁme, si le saturé pour R de tout ,
enbenble compsct dais X est fermé (en particulier si R est germéa)ff
ﬁ‘éét;heSurable;'éar; noui toute partié cempaete'K‘dé X ;”1a”relée ‘
~ tion RK est fermée, donc séparée (Top. gén., Zé éd.,chap.I %;25.

Pr020§ t;og _ '
psmesggagge, gg'faut et il suffit gque, pour touté partie coggacﬁe‘K:dé_X
et tgut-gggbge € >0 , il exxste une partie cogggggg K,c: K , telle
que plE-K,) § €, gt _que RK s0it sé;garée. :

Ta démonstration suit exactement celle de la prop.1 du chap.IV‘ §5 .

.« Pour gu'nne relation

d'éguivalence R dans X soit

Il sufflt d*observer que, si les relaelons induites par R sur des parties

2

ccmyaetes K ,K“,f..,Kn_ de X sont separées, alors la relatipn induite

par R sur K’u Kgu ...L;Kn est séparée, en vertu de la prop. de Top.gén..Q
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Prqpﬂgitlon 2.~ Soit R une relation d'éguivalence dans an egpace locale-

bent compact X muni muni d'une mesuve positive p .

a) 8i, pour toute partie compacte K gde X , il existe un espace 1ocale4

ment compaect B e g age application p~mesurable p de K dans B % telle que RK
Boit équivalente & plx) = ply), R est p-WGSLrable-

b) Pécip?oquement, si R est p- mtsurablc, 12 6315te pour toute partie

& de X réunion dénombrqblm d'ensenbles compacts, un cspsce lecalement

xom.ﬂact B et_ﬁ‘e aﬂpllcﬁ'ﬁlon ‘L—-'ﬁ@sgiﬁ“ﬂble o) de A dans B tellc que RA Soit
dquivalente & plx) = ply) . v :

Soient K une paftie ompacte de X B un espace lecalement compact,
P une application pumesaxable de X dans B telle que RK soit équivalente
& p(x)zp(y) Il existe une partie compacte Z de X telle que
‘p(K-K ).< e et qae la restri ction de pa K soit eontinue- Ia restrietion
a K de la relation p(x)~p(y) est donc séparée, ce qui pmouve 1e a
de la propesition.' . : .
Supposons maintenant R mesurable, et soit A la réunion d'une suite
(H, Hypees) de parties compactes de X . Bn vertu dé la déf 2, 11 éxiste
une suité croissante (K19K2"") de parties compactes de A telles que
= A- [) K soit négligeable et telle que ehaque RK gsolt séparée‘
L'espaee quotient B = K /RK est compast Scit B' l*espace compact
comme topologlqne de B et d'un point xn .'uoit qn 1'apnlicatlon canonigue
de K sur B . On pvolonoe qn en une appllcatzon pn de A dans B' de la
maniére suivante z sixel est congru modulo R & un élément yeK .
on pose p (x)*qn(y) 3 danq le cas‘:ontraire, on pose Py (x)sx . Cgei
posé, soient B l'espace produit 'J?' B',; qui estAcampaet, et T 1'anpli-

- cation de A dans B vroru1t des p, . lontrons que D est g~mesurable.

I1 suffit {chap. ,§;p,t“‘1) de montrar que chaque P, est p»mesurﬂhle 3
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nous allons montrer, ce qui Stablira 1le résulfat annoncé, que la restric-
tion de p, & chaque K, est p-mesurable 3 c'est dvident si m g SUppoO-
sons ddsormais m>n § soit K, le saturd de X, dens K_ , qui est une
pa:tie compacte de K ; comme ‘pn(x) est eon.stant dans Kn“Knm y 11 suffit
de prouver que la restriction de p, & Knm est continue, ce qui est évi-
dent & cause de l'isomorphisme canonique de Knm/RK sur K /RKn .
Ainsi, 1'anplication p de & dans B est bien pp-mesurable. Sixety sont

deux éléments de A tels que R %x,y§ , On o pn(x) = pn(y) quel que
soit n , done p(x) p(y) Ltudions 1a réoipmque. Soient A'cC A 1@

saturé de U Kn pour RA , ot N'-A-A'c:_ N .' Si xety sonﬁ deux
éléments de A' non coﬂgrus modu.lo R, 11 existe ah indice n ,I un 18ment
x'e K congru é, x modulo R , un &lément y'e K, congru & y modulo R ,
tels que x! ng soit pas con-ru a y'! module BKn , on a done D, (x)fpn(y)
et par suite “"(x)fp(y) 54 xeK* et ye A' ,ona p (y)e B pour n
aesez gran@., et P, (x)=x =X, pmz.r tout n, done p(x)fp(y) Si xell et
yeu , on a pn(z) =p (y)sxn pour tout n , done “'(x)a*ly) Bret, 1a

' relatmn p(x)ap(y) est équivalente, pour deux eléments X,y de A,

4 1a relatien “Rgx,y§ s o0 XEN' et yelr m, Gonsidérons'enfm 1'en-
Senble quotient B «N'/ RN' 3 supposons 1l'ensemble B, plongé dans un
espace loealement compact B' (on peut prenrlre par exemple pour B' l'eu—
semble E mni de 1le topalof'ie dmeréte) Soit q, l'applicaticn canonique
de f&‘ sur B 0! et prolongerons-la en une application N de A sur B cons~
tante su!: A' Soit D 1'application produit de p et D, qui est une appli-
cation de A dans BxB = B . L'application p est évidemment mesurable,

et la relation Egl ,y? est Squivalente &' p(x)=p(y) pour xeh et yei :
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Proposition 3.- Soit R une relation d'éguivalcnce dan s un espace polgné.is
localement compact X puni d*une mesure positive p . Si R ggt p-mesurable,
il existe un espace polonais localement compact B gt une application
p-mesurable p gg X dans B telle gue R %x,y; soit équivelente &
p(x) = ply) . o

En ei’fet, reprenons les notaﬁmns de la démonstration précédente. On
. peut supposer 101 A =X . Les espaces B sonta métrisables puisque les
1{ sont . métrisables 3+ 11 en est donc de méme des B' et par suite de B .
Ln outre, X a une puissance inférieure 1la puissanee du continu 3 il

en est donc de mfme de T et par suite de Bo 3 on peut donc prendre pour

B' l'intervalle [O 1] muni de 1a topolomie usuelle- L'espace B est alors
polonaia. : : :

Pro_gq,si,tiog% 4.~ o;eg t X ug es@ce pclonais locglemegt ggmct p une :
mesure positive sur X , R une relation d'éguivalenee ga@ X . Pour gue R

'soit p-gegurgble, 11 fout et 13 suffit gqu'il existe hne suite (A, ) d'en—

sembles p—-meaurables saturés pour R tels ue, pour tout xeX , 1g class
de x suivant R goit 1'in*‘cersection des A eontegan % .

Suppoeons la condition vérifide. Soient I 1'intervalle [0 1] y et : 5

le cube IE, qui est un espace compact métrisable. Pour xeX . posons '
p(x) = (q;A (x))neiﬂf . Lt anplieation p de X dans B est p.-mesurable

(chap Iv, §5 th.1), et 1a rélation R gx,y§ est dquivalente & p(x)—p(y)
La relatlon R est denc p~mesur'=.b1e d’apves la prop. .2 (cette partie de la
démonstration ne suppose pas X polonais) Réc:.proquement, supposons que R
soit p—mesurable. SO:.t B un espace polonals localement eompact et p une
_apnllcatmn p,-mesu:cable de X dans B tels gue les relations p(x)*—p(y) et
R% ,yg soient équivalentes (prop-a) 18011: (B ) une base déqombrable de la
topologie de B les ensenbles A p(Bn) sont p-mesurables (chap‘IV,
§5,pr0p.8) : vﬂs gont saturés pour R ; ét, si x et y sont des Sléments,



—»12§ e

de X tels que p(x)fply), il exmte un’ indice n tel que p(x)éBn et
p(y)f?Bn ) C€ qui signific que xeA et y#A i

Remgue.- 81 X est nn espace polonais localenent compagt mani

d'une mesure p , et R une relation d'équivalence p-mesurable sur X >
le sa’buré d'une partie compacte de X n'est pos ndcessairement
p-mesurable (exerc.) .

4. Désintégration 4!
Soient X un esz;éce polonais localement compact, B une mesure positive’
sur X , R une relation d'éqaivalence p-mesurable sur X . Il existe alors
(prop. 3) un espace polonais localement compa.ct B et une aspplication
p-mesurable p de X dans B tels que la relation R?x,y? soit équivalente
a p(x)-p(y) Poute mesu.re quotient ’ de p relative & p sera dite une

uré guo: tiont da p. par 1a relatiog R ; sk * —-91\. est une désinté-
gration c}e p> eerrespondant la mesure 9 K on aira que t -9.& est

une mesure par une relation d'éanivalence mesurable.-

-2 1 e o @x 13. relgt;og R . En vertu des propriétés de

J\t ét de p % ehaque mesure A eet coneentrée sur une classe d'équiva-
1enoe et deu:z mesures J\ distmstes sont coneentrées sur des ¢lasses
aistigctes. e . o ' _
Ii’ééi)é,ee B 1'appliea'ti‘.on ? , ¢t la mesure )> sur B peuvent én pénéral
8tre choiuis d'une infinité de fagons. Toutez’:‘ois, les diverses dés:.nté-—
grat:.ons de p pe.r R pemrent toutes oe déauire de l'une d'entre elles,
comne 11 résulte du thcoréme suivant ' ; '
' ggéoréme 3.- _c_z_i_e_gg X un es'ace 510)
gositivg sg X R une relation d'égui legee wmesurable dans X .
oiengBﬁﬁ"" . polonaig local ‘_ poets, p et p' deux
a: glicatlggg ;I-gggurﬁbles de X gons B gj__B' respectivement, tels que 1a
relat;or_: R%x,y% soit éggivalegte & p(;):p(y) ainsi qu'é p'(x)ap'(y).

localcme t‘co _aet, § une mesure
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Se:.egt Y et 9’dee mesu:ceg ggotlenj:s de i sur B et B! res gctivement,

relotives sux applications p et p' ; soient t -—#J\t st B! - A p des
désintégrations de I gorrespondant é ¥ Y o«

Alors, il existe dans B et B! des ensemb;._es et N' ggg;igeables gour
Vet Vv respectivement, et une agpl cation biunivoqg_ £ de CI\T sur

{:N’ y tels gu'on ait les propriétés sulvantes

a) 1'application £ (déﬁnie presque partout dans B) est Y -mesurable,
gt _so lication réeiprogue & est ' -mesu:cable toute megure quotient

-4de Yy (resp- 9’ ) relative & l'ggplication £ (resp. g) est éguivalegte
v’ (resp- Y i3 - '
b) 29 toug 1: ¢ c N " a m .l -~ (sur X) es'gl pro gg:'rtiqgnghé' ,

2 1e ggu_r_e. xftt)

1*‘ﬂ vertu du th.2, on peut se l.tm:lter au cas o# )7 et v’ sont des .
mesuree bo ggg g. Soit (reep. II') le complémentaire de p(X) (reSp. |
p'(x)) dans B (reap. B') 3 on sait que m, (reap- N') est négiigeable pour
y (resp. )? ). 11 existe une anplication biunivoque £ ae CN sur £§'

aéfinie par la, eondition f(p(x)) = p'(x) pour tout ;ex soi‘b g _
l'anplieatien réciproque dé £ Pev.r toute part.te U de B, 1la relation .
" est ¥ —mesnra’ble" équivaut a n p(M») est p—mesurable" 1épt-i~dire
é " g'(r(m) est p—-mesux-able" done enfin & ng (1) eat 9'—mesura.ble"

On voit done qne £ (resp. g) transforme tout ensemble ) -mesurable 4
‘ (resp._ \)'-mesurable) en un eciigesible v’ -mesu:rable (resp- )\-meeurable) 3
comme B et :B' sont métrisables et de type déncmbrable, on en déduit ’
(chap 1v, §5 th.4) que £ of 2 sont mesurables (pour > et ! respective-—
ment) En ou'!:re, si M = B est *).—négligeahle, (tﬁ) p’(f(M)) est
’ps—-négligeable done i’(m) est v/ ~néglirreable ; de mfme, g transforme tout

ensemble v -néglitreable en un ensemble 9 -négligeable. :Par'snfite,
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l'image de P pa:e £ (qai est déﬁnie puisque 9 eat bomée) est équiva-

. lente a Y, et 1'image de Y/ par g est Squivalente & V

»

: o
Reste & montrer gque, pour presque tout t€eB , A et 'I\'f(t) sont

K
proport:.onnelles. En vertu du th.2, on peut se limiter au cas ok V' est
l'image de ¢ pa:e £ . Alars, ona p= f./\. ay(s) =f4\_ ay’ (t') =
!
j.)t f(t)di(t) Comme, pour tout te [ ¥, » _)\,t

portées par p(t), le th.2 entratne que 'A'f(t)z .)\t pour presgue

et .1\ 2(4) sont

tout té c ﬁo et par suite pour presque,taiit ted .

Exercices.

1. Pages 154,.156 de 1'Etat 3

Soient X ah espace polonais 1oea1ement compact, B une mesure positive

3% 0
L]

sur X, R tme relation d'équivalenee p—-mesurable sur X , 9 .une mesure
qaotient de B par 1la relation R sur an espaee pelonais 1oca1emen1:
eompaet B , t —9l tne désintévratmn de ;z par R . Soit Cy 1
classe d'équivalenee suivant R qui porte J\. 5 bien déf‘inie si
)t % O . * liontrer que ch p, est p;oportionnelle é, J\.




