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'7 nité assoeids & une partie fermée de Rp 3 Les théorémes de prolangemen-
~ 4.Prolongement de chapps de tenseurs . = T
Le t?'\éOr’“me d° i mersion _1‘ 1.Le théorime d imme-smn 2. Applieatzoms 'I E-
xisteace a4 ép*asrmes .3 .Applications : 1I.Unthéordme de prolomgement
Iﬁtéaratlon des formes différentielles 5 1.Variétés orientées .2 Mesures
n-dimensionnellies sur une variété de dlmenSLOn a .3, Intégrale ar une forml
iidifféreutzelie ds degré u sur une variété orientée de dimemsion n .4 .Borc
d'un ensemble ouvert dans une variété .5.La formule de Stokes 5 Eroprlé,
§{téa des ensemhles différant1&llemaﬁt neglzgeables .

- - 4 Commentazves a :

Le rédac+eur ne s'e3% que pen deartd du plan tracé par la rribu . Sur les in
tences de Schwartz (qui a fourni 1s démonsiration) on a inséré les théerémes
de prolongement de Whitnev , dont 1a.&émcnstra+ion est finglement assez simple'

en outre sles propridiés des partltlons particulzéres servant -8 les démoutrer

;,peuvant étre utiles ailleurs {p.ex. pour les eﬂsembles dlfférentiellement nég
geables) La méthcae progosée pour le tho g 1mmerslon a trés blen ‘marché s €

permia de rédulﬁe la dénonstration de 10 & 5 pages . Te rédacteur n'a pas par

eSpaces ae ’On ctions différentiables sur une variété , jupeant ¢ |
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Sy
tiens sont wieux & leur place au début du chap. sur les distributions et cou-
rents , ob il faut de toutes facons IFEITEE définir et étudier plus générale-
ment les espaces de formes différentielles de classe Ck s par gilleurs , O; ne

se sert pas de ces espaces avant les digtributions . Au § 3 , om m'a pas parlé

des applinations du th. d’'immersion aux propriétés de’ finitude des divers an~
neaux et modules ‘de fonctions et IEREE champs de ienseurs sur une variété ;
juéqu?é,preuve_du contraire , ces guestions semblent aa’rédacteur avoir tout
juste la valeur d'exercices . :

Finmglement , lé rédacteurs signale qu'%li donné au terme "sous-varidté” le

sens de "variftd résulirement plongée” de la rédaetloa Chevalley . oéoao

gu'au vo%51naqe de chague point de la sous-variété g il y 2 ume carte 4'un

veiginaS® de ce point {dans la variétd ambisnte V) , qui transforme UNW en un
ensewble ouvert par rapport ¥ unme scus-variété affisme de R® . Ie rédacteur est
d'avis (aprds ﬂXpérieﬁce} gque ciest 13 1a notion fondagmentale : le fait que la
sous-varidté sst ¢evméé ou non est en gdnéral sencndalre pour la plupart des
anplxcatzona 2 =




LIVRE VIII ‘
VARIETES DIFFERENTIABLES
CHAPITRE IV (Btat. 2) -
ETUDE GLOBALE
DES VARIATES DIFFERENTIABLES

§ 1 . Faisceaux de germes de fonctions.

1. Germes de fonctions . ; .

.Soient E et T deux ensembles , et g0it @ un filtre sur E . Désignons par

2 (&, ?) 1'ensemble des fonctions 3 valeurs dans P , et dont chacune a péu_r»'»eﬂ»
emble de définition une 'partie appartenant é_@ - Si £ et g sont deux fomctionm
appa: rtenant 3 e @ y d8 relation "il éxiste un ensemble Xé{g tel que f et g |

% < a < < a2 s ¥ & s ¢ 3 - C"ﬁ
soient définies et égales dans X" est unme relation d‘'éguivalence dans f‘g{@gl?};

les classes EE §'équivalence suivant cette relation R(i..,,; ) sont appelées les

-

germes de fonctions & valeurs dans ¥ , corre ﬁoa&auf au filtre @ . S@ient@

@2 5éax_fi.ltres sur E 3 pour qufu’n gerne de fonction Igég\vlsf’?/ﬁ(@ ) SGl‘i;’
 égal » un germe de fanction%"@ %(.@?ZQF},/R(@ , 11 faut et i1 suffit que @EF :

= c)e” et cm 'il existe une fonction E h déFfinie dans un ensemble_'de {%’i et a?par,

N 2 A - . 5 Pt ek
tenant & la “ois & F et 2 g s en effet , ceg conditions sont évidemment suffisg

tes 3 A'autre par , si @1,4 @ » ilexiste [par exemgsle? un ensemble Xlﬁ é?’l qui

n'anpartient pas'd @2 : comme ¥ ctmtlen‘c es f‘onc tions dont l'ensemble de défi

nition est X, , une telle fonctlen ne pay ap*‘xaryenlr 2 e}?(wgg‘ﬁ‘ ) , ni a fortio-

S

iz g, dotla nécessi&éd des conditions . é’ﬂ'evlf_aie >)
2 . Paiscesux de germes de fongtions . >

-

- Soient E un espaf:é topologigue séparé , F un ensemble ., @ un ensemble de fonc-

ot

ions & valeurs dans F , dont chacune a pour ensemble de définition une partie

e B . Scit f une fonction de P , A son ensemble de définition ; pour tout xGA.

e

P

Ty le germe de fonction gqui est la classe ¢'équivalence de f par rapport

et

o1

w
o
C)
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gu filtre avant pour base 1l'emsenble des voisinages de x par rappert au sousmesa

pace A de B . Soit F(p) 1! ensemble de tous les germes de fonctions COrrespon-
dant aux fonctions de 4§; nous allons définir sur (¢ Y une togologle &, de

) facon suivante . Pour tout ensemble suvert UCE et toute fonetion fed ,s0it

> S 5 X = .
7(U,£) 1'ensemble des germes f correspondant & f et aux poinis xeU 5 la topo-
logie & es+t par définition la %opolegie eﬁgCﬁﬁfée par les ensembles T(U,f) ;

on notera que T(U,f) ést vide si U ne rencontre. pas l'ensemble de définition de

3 e 5 ; ? v 5 3
£ . Pour tout germe I les ensenbles T{U,z) conténant T f@rmeaﬁ un systéme
' b =\ V6 X SAAEROS S

-?amdamem*ai de volsinages de £ : en effet , il suffit de montrer que si ECEITE.

, .leur in%arse@tiani@cnti@a% un ensemble

méme fonction h dans uvn *OTﬁlDQQE ouvert W de x par rapport & l'ensemble ge aéz:
Finition Aa%e h., W étant aussi un voisinggse de x par rsa ppemf aux ensembles de

A et d'un ensemble ou-

]
gque 1l'imgee de T{U,?f) par p est contenue dans U 5 la pro

s ° © fﬁ”" = ! L 73 =< g
application continue de ¥ (P ) dans E . En outre , pour tout x€E , l’ensemble

”ﬁ(x; est un =ous-espace discret de (D ) . Bu effet

$ _ X :
‘—~ i o L3 D e ,'_f ° ¢ o = A
cet enﬁ@mbke oarresp ndant & une fonection Te&P , le voisinage T(U,f) de fx

©

(U r@‘ sinage cuvert dé x dans E) ne contient aucum point de Tix) distinet de

R 2 1

o ' : Fea
£ . par d4finition . En eutre , si A.e?+~l°emsemble de aé@1ﬁlt23ﬁ jde ﬁé‘?

1”abali@é%iaﬁ Vo@¥v'ie A dans @{(ﬁ‘, est unm JGméOmovmhiéme ;'ﬂ?esf en effet
une application biunivogue , et son plication réc ipr@que et la restriction
de p 3 T{E,f) quil es* continue ; d'autre part , tout voisingge de %; dans
j?i ») contient un snsewble de la forme T{(V,f) , comme on 1l'a wvu ci-dessus ,
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S0 : » ’
et l'image par p de cet ensemble est VAA 5 voisinége de x par rapport &4 A .

Nous dirons que, 1'espace tOpolégique EF(® ) ainsi défini est le faigscean .de

germes de fonctions norrespondd 1t aux Icnctlons de <3> o 1 importé, dée noter que .

=

&me lorsgque les ensembles de définition des fonetions def_?_ sont ouverts dans

E , 1l'espace §(¢) 'est pas v

Bxe@bles'ou.l} Prenouns

2

numériques continues

Fle ) n'est pas sépar
vart o uns fonetion ¢o
chaque intervalle [L/2:
intervalle £1/(2n+1)s1/2n
our tout voisinage Ov

e} et
de TQUi@m les fonction

voit comme dans lfexempl
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A Zoni
une‘par‘.ti.e ouverte de B . Désignoms par 9 l'’application de Tr{V ) dans
» ér»zpquue de la restriction de T & \'y , et soit @D 1'ensemble de tou-

tes les applications £V

pour y€F . YMontrens que 1° ‘application y«w}(f‘y} ’y)"
est un homdomorphisme de F ggg-ﬁgYﬁ?} oIl suffit de remarquer gqu'en verm'
tu des définitions oonratent e Voo 08 a8 (%r‘ﬁ( )~(r '(g) s tout elea
men+ de-ﬁ??ﬁﬁ) est donc dé la formsﬂ(xyjﬂ%v) : i
est une apnplication de F sur Ef’i’ . 2t elle es%t eviaemmemt bluﬂlvooue ~

Cﬂmm@ elle transforue V

cela mortre que yw@ffy}

c'est un homeomorpnisme o

s de définition des fonctions de P
sont ouverts dans E , il vésulte de ce qui a été vu plus haut que f?7ﬁ3}
est étalé sur B . Ainsi Bcu“n KLS@ mord la queue {avec discrétion !)

Isversement , lorsque Te: euscmb'

l'f)
;—»-\
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3 . Le théorme de P incard-Volierra . ' = g cde hn«hzax¢“ N”w‘“?“&U

finir une structure de varidiéd iifféjkﬁtza%le o Afin ou'en puisse définir sur
,— ; : 42 o .."“"‘{"" /é"’.'w s : i % 3 ‘ Ly z R s W -"
une composante comn nexe de G (P ) une structure de varidtd différe ﬁxgabw@ Al

faudra slors gue cetts compozante connexe soit ddnoubrable %”;?infimi - Pour é-

o z 2 g2 S 3 <7Sr T = % AL SF e s 3 - Y =
fermces de X, telli sus chopue point de X coit intérieur 2 1l'uns dlelles au
g—\{ g st N1 S0 Sos = Ao £I1IYF  NVOYYTES -ﬁ;"i‘“ & SV T 38 7= =
mein s T QUL J0uiS8eny §esS CeuX Dyr0priecves sSuivagnies @ L° mOour sout Ve s
-
i 3 =5 ¢ e 2 = < z e z
1 "imaose par p de ute parivie fermée de V est un ensemble fernd dans Y : 2%kous

a 15 = k7 2 z D, (1 o -39 = 7 = = = ’A:Lp
1'espace X est réunion d'nme fomille dénombrable 'erzembles de ¢/

AR L e o) MO B AT s o) = o i
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- de un voiginage Termé V tel que la restrlctzon de p 2 V soit un hamﬁomorphisme

(- coggact métrieable de dvpe dénombrable A

 méomorphismef de V sur une partle (compaete) de Y. chacun de ces ensembles V es
 en e?fe+ métrlsable de tvpe dénembrable‘. On en conclut que X est réunian d?une
. famille aenombrab1= d’ensembles as 2, 4 o le corcllsire .

e

pe
- f w=

‘1ble . -Socit X un espace conmexe et localement connexe , et @it p une ’gplicgtien

o cont:nue 6e X dana Y 10ulseanﬁ de la propridté suivante : chaqueﬁpoint de X poss

de V sur un soas-sapace fermé de Y . Alors X est XEKEIEI un. espane localement

- L'hypothése entraine d'abord que X est séparé L g.gén.,chap 1,2 éd.,§ 6,prop.
- 3) . puis ane X est localement nompact tout sousweSpace ferné de Y étant locar
lement ccmpact « On peut en r*uttre .appliguer le th.l en nrﬂn&nt pcux-l?'l ensem-'

ble des parties sompactes v de X telles gue la restrictlcn de p &2V SOlt un he~

ZOOROLLAIRF 2 i~ Soit Y un espace localement conne;e et localement compact métri»

. aable et de tvpe dénombrable s mOut espace I séparé % eonnexe et étalé sur Z est'

', localemcut nonﬂexe % Localement ~o;pact = métr¢sable et de tyge néaomarabla A

- En effet % chaque p01nt x de X posséae un voisinase ocuvert U tel que la restric
txon 2 U de L&é proiectzun T de X dans Y 861t un homéomOrphisme 5 "imabe réei—
- praque par 1y ri'u.n voisinage eompact métrlsable V de v(x; ccntenu de.as *rr'U) '

~__est alors un voqunage compact Gé x dans U = qu1 est fsfhe dans X *uisque b 4 ast ‘

aéparé On est alors ramens su cor.l , car il est évident que X egt 1uca1gment‘
‘connexe . o ' ' : e

 COROLLAIRE 3 .. SQLt X un es;aee g4 paré . sonhexe st looelstant *onnexe : ccnt

'chaque pointposeda un voisinage compsot métrisable . _Scit Yun e g & ségg;é

“vdont 1z topologie admet une base dénembrable , et 60it p uie agglication cOntl-:l
uue de X dans Y , talle qu léimaze rﬁclﬁrog_g de tout gﬁint de Y g0it un éhsem~
;f‘ble &iecret . hlors X es métrisqbie et de type aéuombggbLe .




e

En effét s 801t ZV l'ensemble des parties compactes et métrisables de X : comme

'Y est séparé , IS vérifie les cOndifions 1% et 2¢ du th.l. D'ol le corollaire .
On remarquera que , dans ce dernier corollaire , i1 peut se faife que la res-
triction de p & un vois1naae arbitrairement petit V d'un point de X ne soxt pas

un homéamerphlsme de V sur p(V)

4 . Applications : I . Variétés plongdes .

Revenons aux notations du n°2 . Dans %outes les applications qui vont suivre ,

E sers toujours une variété indéfiniment différentiable {resp. gnalytique sur

le corps R ou le corps C) , de aamen51on n, et les ensenbles de déflnltlon des

fonctions de 4? des sous~var1 $tes &ébm@mﬁﬂdiéeq§i$ﬁ1%ﬁ:n . Supposons alers que

1l'ensemble q> scit tel que le faisceaun jFTi?) 801t un espace topologique séparé.

'Cemmg toute sous-variété de E est un espace 1ocalemeat compact , F(d) est lui-
mBme un espace localement eombacﬁ et locglement connexe , d'aprds la définition

de ses voisinases . Le enrol du th.l- mONtre alors que toute gomposante conunexe

X de,5?1é3 est un espace Toca“ement compact 2 metrzsable 5 de type dénambrablev

et localement conueXe . En cutre , nous a‘lops v01r qu?on peuﬁ déflnir sur X une

structure de vaflé & 1ndé?1n1ment dlfferemtlable (resp aﬂaly+lgue) de dlmenalon‘
m . Bn effet , soit feb , A 1'ensemble de aefznltlon de £ , x un point de 4,
V un voisinage ouvert de x dans A (g une carte de V sur.uﬁ ensemblé ouvert de
r® (resp. ™y <feﬁ est alors un homéomorphi sme de T(V) sur @(V) EEEXXARY ,

définit donc une structure de variété sur p(V) par transport de structure . Si
2 est une seconde fonetion de P eyant pour ensetble de définition B , et telle
ique £ -gx s AnB est un voisimsge Ouvert de x dans A et dans B s done contient
‘une sous-varidtd C de d:mension m , contensetyd x : e% dans 1aquelle fetg ~013«
c1&eat s et 1eq structures de variété définies sur 5%0} & partir de T et de g

sont av1demmegt les mémes , ¢z gui etablzt notre assertlon - La projection p est




Al

oo
alors une application indéfinim&nt‘différentiable (resp. analytique)

Comme premisre aﬁplication de ce qui précdde , considérons un ensemble @;’de
scﬁs»vari tés de B , de méme dimension w <n , et pour toute variété Me© ,s0it
fM la Ponction numérique dont Y és+ l'ensemble de &éfinition ; et qul est égale
& 0 dans M , Le falsﬂeau.j7747) sera séparé si lg cOadlthﬁ uulvante est vérif é

(8) Pour tout point x commun & deux sous-variéiés Y,N de 65'9 il existe un veisi

noge U de x dans B tel que Uﬁ Mz U’ﬂH ou gue UnMAN me contienne aucun ensem-.

ple ouvert var ravpor%_é M.

o

) 3 M’ ’ - o o o - ‘
En offet , si f_ et %v sont alors deux points Clstl E?Yd7 s il est
7 : - ,g

X4V , ces points sont séparéds par voisinages T{U ) et T(V,g)

flo

elair que s

° o

o U et ¥V gont des voisinages de x .2t y sans point commun ; si au contraire x=y.

o
%

appliguant ig condition (8) aux sous-var éé W et N o} sont définies f et P
il résulte de 1thvpoth™se %;%g% que l'on me peut gveir UNn¥=UnN pour auenn vei-
singze U de x dans E 5 en prénan% U,tei gue UnVMnN ne contienne aucun ensemble
euvert per rabpovo &8 M, on voit que T(U,£) et g(ﬁ,g) u*cﬂt auedn point commun .
~Dans ﬁavs les cas ol lg condition (8) est vérifiée , On voit donc que la réuni-
on*aF% ensembles de & peut Etre naws1&éreﬁ comme réuniond de "variétés ploﬂgee@
images des ﬂomposaqtem connexes de F (P ) par p , qui est localement un isomor-
phisme de strucinre de variété inddfiniment différentiable (resp;ranalytique}o

Exemples .- 1) Varidtés intéprales maximg d'un systdme compldtevent intéerable.

- Lo condition (S) est e~ particulier réalisée lorsgue deux SO&vaafiéﬁéS M,N de

\Z n'ont de point communm X que si leur intersection est un vnisinage de x dans

=
[t}
ok
[ )
]
3
o
2
0
2
[(+]
(@]
frto,
H
R
ot
o

n particulier le cas lorsque & est l'ensemble des sous-
varidtés de B qui sont intégrales 4'un systime compldier ment intégrable {(chap.II
§ ) dans E . L'application p est alavq une appllﬁatlga bLua¢vrgue de §ZY<?)dan=
E ., mais non un somerphlsme si m<u 7 par abus de langsse , On dit gque les com-

2

posantes connexes de S?{é>} sont les variétés intégrales maxima du systime com-

“ =







_ - 10 =
pletement. intégrable considéré - En général , leurs images par p ne sont pas
des saus¢var1étés de B (gécdésiqaes du tore) .

23 Prel@nqement analytique 4'vne sous-varidté . Si E est uﬂe-variété\indéfinia

.

ment différentiable , 1l'ensemble {& de toutes les sous-variétds de B de dimen-

sion m<n ne vérifie pas la condition (S) (veir n®2 , exemple 2). Mais zette

condition =st véri%iée'larsqum B est une varidté analytigue et & 1'ensemble

de ﬁgu%es Les qousavawte%es de B, de dimension m>»0 . En effé% , 8i x apparti-
ent & deux telles sous-varidtds ¥, N , il sxiste un voisinagse U de x dans B et
un systﬁme'de soordonnées lécales‘(zlgeg;z'} dans U tels que UNM soit connexe
et aéfinie par les n-m équations 2, =0 (lgkgn-m}) et UnN paf A-m éauatvcns &e la
~ ‘sont apalyi gueq daﬁq U et de rar

V ouvert par fapparﬁ & M 3
on aurait £ (00,9

nimalt o3P m)iC dans V pour l€kgn-m ; en vertu du prinei p@ :

de prolengement analy%iqu@ ‘chap.I1,§8 } , on aurait les mémes relations dans
UMM tout é'%ier et par suite UnM=UAN .

o

Etant donnéde unte s6us-variétd analytique M de E , de dimension m»

O
denc une composante oo mexe &t une senle X de F(4P) telle que p(X)=M 5 on 4it

gue X est le ov@l@ngéﬂéu% gnaiytigue meximum de la sous-—variétd M : on notera

lytique {sur le wdme corps.que E) , =0i%t un sspace localement conveze sépars
{sur le mB+e corps gue E) €@f {ou simplement ¢ ) désiznera 1l'ensemble des .
?5ac%i04u 3 valeurs dans P, dont 1'ensemble de 2é%in ition est une partie ou-

verte f‘O

\ 3
M
1]
[
mn
w
(3]
ot

£2

)
Ha
1]
[w}
1
oo
o
i
0
]

o]

rticues dans leur eﬁsemble de définition

(on rappellie que lﬂrsqua F est un espace localeuwent convexe zéparé , dire qu'u-




e

10 bis -

-~ du dual P de P , x-3{f(x ﬁib est une fonction sealaire anslytique dans A).

%
/
Dans ces conditions , le faisceaun j??{?) {(dit fai sceau des germes de fonc 4ions

} & : . L ne : e
analytiques & valeurs dans F) est =2éparéd.Fu effet,si t, et gy sont deux points

4 * < & 7
dietineats de j?ﬁé?) ;01 voi{ comme au u% gue si x;y .ce8 deux points sent sépa-
£)

rés par les voisinagees ° (U et P(V,eg) . ou'O c+ V sont des voisinages respec-

g Adfinies dans 1'imase réciprogue U 4d'une boule par une carte locale .3 -si

partie cuverte W de U dans laguelle f et g colncident 5 mais ern vertu du prin-
5 74 . ”
o = .: =5 x < 2 7 g ol L4
cipe du prolongement analytigue on aurait alors f=g dans U,et par suite £ =
X o
s ) ~% = "i‘g? S
contrairement & 1'hypoth>se . Chague composante connexe X de GF(P ) est donc

S ERGe D B le ) i DRI W oY T o e Py gtz Y
assez petls V de g sur piV) . FOur toute foneoition £& , gyant pour easemble

£ s P\J

s - ' b3 - - - e = 3 N " » e, N N <=
de déFfinition un domaine ACTE , tous les germes £, correspondaat aux peints
= e yies T S ) A AR B oo Arhen - 3 ST e . s 7
Xg A appactienasnt 2 une méme composante comnexe L. de S7G2) o, puisque PEAT)
v S ': -L ~d g . Z 4
P S W Sy Gy o= P 3 A e o e Szl £ 8 5 3 ven iy, KK e
est homeomerphse 2 A , donc connsxd ; On dit que la varidtéd analytique Aﬂ est

T
le domains d'sxistence maximun de ¥, ou la varidtd de Riemann de f {(surface de

2

Yiemann lorsque E est une varidtd analyti qve complexe de dimensicn (complexe)

1} . Pour tout point z€ X, , il existe une fonction g analytique dans un voisines




e

B b Lo
e de y=p(2) et telle que z=F ; on pose Flz)=g(y) , et il est clair que la ¥4
=4 e Y

. o 1«

fonctlon T ainei définie est anslytigue dans Xp 3 Oon dit (par abus de langage)

gue c’'est le prolongement analytiogue maximum de € (¥ n'est évidemment pas un

prolongement de £ ;, mai= on a T(z)=f(p{z)) pour tout point z de- A, T)) . On

dit gqu'une fonetion & 47 est uniforme si p est um is0 oncrohisme de xf tout en-

h
b
o
H
]

'ur-p’X?) {autrenent dit si p ast biunivogus dans X.) 3 on peut alors iden

e application analytique de P (supposés varidtd analytiqus) dans |
une variétéd analytique G . Si , & tout serme ?; ou failt cOorrespondre le
gaTrne {ﬁ?§)x s on définit une application eaﬁtgﬁae de 5?7%%} éaﬁs§?2$é) 5
gui transforme tout enssuble Ouvert en un eunsenble Ouver: : comme il rdé-
sulte guesitdt de la définition des sinages 3 cette &pplication trans-
forme Xf en un domaine comfenu dans Xa 7 » mais qui peut &itre distinct de
Ku@f 3 en outre , elle n'est pas biunivoque en général (exemple : flg)=
=vE , ul{z)=2%) .

Considérons la projection p(X.) ZE sur E de la varidid ge Riemann 4 'une fone- ﬁ

0]
=
f. >
Y
et
n
(0]
i

ﬁi@ﬂ_f§€§ $ c'est un ensemble ouvert D dan géndral X, n'est pas

un revétement de D (nombwez exemples ., pris parmi les fomctions &?uﬁe-Variaf-'
ble complexe ayant en un point une singularité pour une "deé&rméaailcﬁ mgis
‘nQEIQO&T d'autres , telles 10g{1+ﬁ§:§} ou la fonetion fé@ipfqgﬁé,ﬁ&‘&?une fone-
tion entidre telle que sin x/x). Comme Z?Vest étaie sur D ; om sait'que.g pour :
gue Xf'séit 1n revé%em@é% s 11 fapt et il Saffifrgﬁe tout chemin dans D se rg-
l&ve dans X, (Top.géom.,char., J }c Scﬁs al;@ns dans ce qui suit ﬁaﬁaer deux
importante exsmples dans lesquels on peut a““lLae« gue Xf est un revétement de
D . :
€ . Bxeuples : I . Fonctions implicites .

Nous désignerons par ¥ le corps R ou le corps € : E sers une variédté analyti-

N b i o S
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Considérons 4'abdrd les équations homogines (b=0) , et '80it x o Un point quelcor

que de B (suppogée connexe) pour tout 1acet teo(t) (046t 41D d’brigine et

dfextrémitéd x/ , et toute 1ntégrale u de 1“équatlam lindsire considédrée , 4éfi=

nie dans un 01°1na£e de ¥

o

O

: et prenant la valeur ﬁ% y- au point x. , nous dé-

avee les

Q
Q
=4
+
4]
U
3
O
hm
&
®
*
g
<
Bl
(.;A
Bt
M

/

gi gpnerons paAr G:y la valaur de 1'intégrale

notations récédentes . On wvoit auss1t6t qu on a2 O (wgs ‘f =y )+p{r.2) ., e%

[que'ﬁoyavfsy si les lacets g et o' sont homotopea - 8i on désignme par s la clas-
J s

se du lacet'sﬂ&aﬂs le groupe fondamental G de E., On posera s.y=¢.y , et on
v01t que y-ss.y est un andomovphlsne de C o s 8016 P_ 5 il est clair en outre

que s-pTS est une représentatioa de G dans le groupe des automorphismes de o

L'imaze par cette représentation du groupe G est appeiég le groupe de monodromie

de l?éﬁuatiop,homoé%ne y'=A(%).y . On voit facllement gue ce groupe (qui dépéﬁd

du point xo)’est détefmiaé,é'aa'éutcmorphlsme intérieur prés du groupe GLn{G} o
ilorsguion change &e*ﬁoiﬁﬁ iai%ial ﬁo_e |
‘Four étudier l'ac%ibn 5& _groupe fouéamen%al'snr les intégrales dfune. dgquation
lznéa-re non homoa ne y'=A(x). v+b(x) , On peut ', én vertu de ce qui précdde et
de la forme des intéorales 4'une telle éguation , se ramener &
{en passéht de E & Wé surfaée-&e Riemann éQﬁﬂa intégrale d@‘

2-dire au cas Ou u est une primitive locale d'une fonction ar

ce cas rentre lui-méme dans la trdisidme applicetion dornde .ci-apy

8 . Applications : III . Priwitive d'une forme fernde .

Soit B une varidté

et s0it ¥ un espace

difftérentielle par abus de langage) de depré 1
i

de classe ¢ dans E . Nﬁas sSupposerons Q_c « est fermée , clest-b-dire gque Gu=0




&

r‘j;\g 6 G

L
L &

16
v 7
(chap.III,§ ) ;5 on sait alors (loc.cit.) gque dans ces conditions , pour tout
x€P , 1l existe un voiecinage V de x dans lequel admet une primitive u 2 va-

leurs dans P , dé+erminde & une constante additive prés 3 en outre , si deux de

deé primitives localesl, définies daﬁs V et W respectivement , sont égales en un
_ point de VAW , elles sofincident dans la cwmmosantﬁ connexe éé ce point pér 18D=

port 3 VAW . On moﬁfre alors exactemant comnme fu'ioﬁ'quelg si Gésigne 1'en-

semble de ces primitives locales , le faisceaun f??@y} ast.gé;ggé‘c Pour toute

',przmwtzve locale u . nous désignerons encore nar X 1la compcssnte connexe de

A ~ :
‘;\4?) eontenant le germe z Telati

c’est une varidid difPérentiable

résultat =uivant

wded

N > - : - ‘ » o P s : 2 2
THROREVE 4 .= Pour touts primitive locale u de ls forme fernde b ; la varidté

Xu est un vevitement de E .

La démonstration se Tait
chemin continfiment
la démonstration du th.3 |

1ocale correbpaadant 4 vx

le ﬁQ*Le long de g‘g‘ei 8e note

chap Qes-éourants , d'idtégrale &’
sur une chains) .

Pour towt lacét o d'origine et 4'extrémits
immédiat qﬁe 8, =a sie etgf' sont hocmot
du lacet ¢ 3dans le groupe fondsmental

valeur cowmune des & pour les laceis

tres termes , 1l'application saa_ ect

by

groupead—-




L

“ 2] - g2 < i 2 3 Y &~ a = 2
ditif P . Comme P est abdlien , 1'image | de G par ceitte représentation est i-

~somorphe & un groupe quot1ent du EFEWE quotien t de G par son groupe des commu-

tateurs , c'est-d-dire & un groupe guotient du grou'e d ‘homologie de ® de dimen-
pe g 5 QEa

3

sion 1 sur les réels . On dit wxe}? est le groupe des périodes de la forme w g

si It’admet un nombre fini de géndrzteurs , il%édmet Gonc aussi une base sur 73

une telle basa est appelée sysxome fowda gl de périodes ﬂe ED

4

Comme oas particuller,&e ce qu précede , on z le

de
COROLLAIRE ("thdor>me de Cauchv“) ~ L'intésrale d'une forme fermée le lonz d'un
4 ; =48 5 L = : B =)

lacet homolegie 3 G_egt nulle .

En général , la prinmitive de la forme w est définie sur lg varidtd X (il est.

X
»elazr d'ailleurs que toutes les varidiéds iu'peuvent Etre c@?oe guenent identifi-
das dgax primitives ne différant que var une constanse).
Il faudrait ﬂatnféﬁléﬁéﬁT donr : Le>
- rédacteur présume que son col id char e la Topologie géométrique aura
donué des exemples nombreux de r véte bte 5§ iel , i1l faudrait r turelle-
'mén% donner des exemplés ds snetions qui’ conduisgernt pi scment 2 ces re-
vEtements (et poser le problime inverse de trouver des :.»f;‘~1:‘gga1yﬁia
gques ayant une surface de Ri o0it (2) oh
o traitera ce probldme , tout au woins dans cerisigs eae particuliers).

?Ou‘f TQQ e@ua%‘ioﬂg 4““ﬂéh" res
place iei .
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 yePdans ¥ , i- 0 dans cﬁi . est donc de classa o s et son support 9(5) eet

un voisinese de % sentenu dans ¥ , ce qui nrouva notre assertion .

11 v a dena un vecouvrement d2 fype fini (W - 1 formé d ensembles de 93~et pius :
fin que (U ) gy « Soit-w use fonction 20 de clasee C° et dont le support es -
'Wn, s la faf;mille xw ) étem‘: ocalement finie la eomme f-gw est définie en -

il sl
tout p@int de V et est ‘une fonctioz! de classa G qui est 70 pour toui xev .

" Les fonctzons &, ~w /f sont. @enc de’ classe g et forment une partltion de.l‘u,—

- nité subordonnée au mcouvrew % (W 1

Soit maintena** (o \‘éi un recouvrement ouvert localement f:Lni ayant méme en=-
- sem‘ble 4‘1nd1r~ea que (U } et tel que U" U, pour tout 1.-& I 3 11 existe d’aprét.
ce qu:. srécﬁde g m recouvrenent dé type :f:‘mi (W') plus f£in que (U'), 5
‘ ,et upe partition-de 1’umté (gn) a';e c1a=se o _ eubcrdonnée S (W’) Définisson‘L
"Apar réourrezwe uue parti?ion {H ) de 8. et une suite d'in&ices distincts e |
de I de la facon suivante "i est 1'uu dee indices LeI tels que WICU' et
Bl est 1*eneembla de tous Lgs entiers n tels que W CU“I 3 si Km est le c:omplé-?;
! imeatalre dans N de 1a réuni on dEs H &'izzélce <m , et r, le plus petit entier
&e Ka v & eﬁ% : 5 un dee indices A tels que W mcU* = et I-Im est l‘ensem‘ble &e
tous las entiers B tels qua nexm et VI CU’ Oa posera alo:fs h = 3n si -
f,uLh » et D : =0 81 ¢+ n'est pas liaun &es "m °. -1 est eclair que’| ‘le suppog"ﬁ de ht. o
_ est contenu dans ‘5‘ » donc dans U, , et que les b, forment une _part:..ti_on de 1'u

: nité de clases G ' - : '

COROLLAIRE .. Si Ae+ B s::zst 6eux enzenmbiles fermés sana pomt commun dans V

7_11 exist& uge apglwatmn * de ¥ dans (0 1) E de classe c“’ y telle gue f(x)"c ;
‘Q_a.g__.&ei*f(x)zldans'a e , : -

Bn effet , il existe une part:tion ds 1° unité (f,g) de classe g subordcnnée
> aun reccavremnt fini (CA;,C’B) de V g 13 fonection £ répond alors é la question
Le cc:w-ollaire preuédent généralise aux foncticns de clasae C &w’i”“’hw‘ﬁﬁ“
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=00
. un des ﬂ'x&or’»mes d’U*vsohn' aur le prolongement des fOnc.tions con%izmee dans un
-espace normal ("‘Ogu?éna,ch&p IXg§ 4, thxl) - Le resie de ce paragraphe sera con-
‘ sacré 3 1'extension aux fonetions de classe Ty du théordme <général ‘d'Urys‘bhn
(loc.cit.,th.2) . = '

2 Reﬂouvrements et partzi ions del*umté associés & une part:.e g rmée de R” .

Hc'us étahlirons dans ce n° deux résultata prélinmazres aux théorames de pro-

: ,ﬂlenezemen’c v

PROPOSITION 2 .. Soient F une partie ferméé de R® , U som comglémentalre B
aombrabie

tant doanés trois nowbres h k”l de 30 l[ » i1 existe unf reoouvremnt} (B:.' de

U forma de boules f\uvertes 5 tel que , si ai est le ceﬁtre et ry la ravon de

Bl s n azt les proprlétea- suivantes ¢

o A ﬁ._

i° B B‘ est ig bOuJ.e de cengre by et de r’avozz xr. - {Bi}‘es’c SNnesyre un re-

; couwement de 0

20 Pcmr tout z,ndlce : G Oa a r .hc’.(ai,F) ;’ o

3011 exlsfe un entxer ¥(n, k,Q) tel que , pour: tout er . la boule f@*mﬁe g de

© centre x e# d2 ravon ngx P zeac ontre mu plus J bou.uea -&msée.: i) B, .

Soit & un nemb;-e >0 . Pour tout nowmbre a{}O s désignons par P l'ansembs.eg{
des’poin’cs x de U tels gue d(x,F)=o¢f . Soit T“, uae partie maxmaln (nﬁeoazazre-}
ment dénombrable) de Qr fo:mée de points dont ia distance mutuell e'soit 2&0{ -
{1vexia tence d'un tel ensemble s'établit par le th. de ZCrn) - elors tout poimg
: de ? est contenu dans gu moins une boule ouverte de centre un point de T et

‘_ de rayon ea{ Noue allons douner a2 ® les velears (l?e)m (- entler *‘ationael ar..
bxtraire) sci_t (ai‘ la suis e des points de la réunion des T“ 5 rangé.-. da.ns '

un Ordre quelconque : nlus allons montrer que 1as bcules B, de centre ai 2t de
~ rayosn iy hd(ai,ﬁ‘} répcndent 2 la question si o & pris £ ni/2 . :
Montrons 4'abord que (Bi) est un mccuvrement e T . Boit X ut peipt gz U ’ et"__'f
| scit 5-d(x.F) 11 existe un entiez}';n tel que (1+g} sSs(1+e)m+l ; seis o= -

: = iwl -




“ DY .

(1+2)® 4 aiors d(x,F‘ ‘é‘&agsgg (car il existe y &F tel Qe d(x,y)=% par compa.—
cité , et le point z du se:fmeni: d'extrémités x,y ’cel que d(x,y)=0-¢ appartient
Y ?a(’ On a par suite 4(x, m )@ 26 3§ s8i a; est un point de Ty tel que d(x, a; )
L2% ., la boule B' contient b'q musgue son rayon esi; hk&(>2§a{ o

Etabhssons raintenant lg propviété %0 de 1‘duouncé « Avec les Botations précéu
dentes , scit } un mdice tel qus ﬁ‘k rencontre la boule ferméa de centre x et
‘de rayon ?d(r Pl= ?S On a doue d(x, ak)<?g+hd(avr) = et Qomme =3 (x,P)=
£4(x, ak)-}-d(ax’ﬁ')ﬁﬁr)&fl-}h)d’aé,m . o0 alg :*&« d{ay.F) . D’'autre part , onm :
a §=d(x,®)yp a(agg'ﬁ‘)—d(ﬁ,a‘h)"?("~h‘d(a39F3 95 , d'oh 5;»;:;‘: (a,,F) . On en
- conclut gue d(xua},o: QP,%% Vo=c& . Soit jo un autre indice tel que Bg&rw““
.‘ congre la boula fermde de :’:;ntre % et de rayon g§ 8 d(a;, )-5(3@» F), oma;
_ par aéfm;ﬂ on des T. @{a}s,a )gﬂq(a;‘gF)g&’i‘ & =cH : si o g par exemple
-. .d(a Ty é(ang) s OB g d(ak,a }}d(ag_‘i,F,»é‘(aA,F)‘)gd(a}‘,F}} c& . Le nombre dec
,uzd‘ces% tels que Qﬁs ezzcon’c;re 1g boule f’ermée cze centre x et de wayﬁm E‘g eat
. done an- plus dgal au plus grano nowmbre de points I\? d "une boula fermée de Tayc}n :
Ke: y dont les. dlsﬁ@ces mutuslles sont ze . '

' ‘ | GQFD _
Hampelozss que pour tout élément p-»{o-up? Mggﬁf de K2 s On p@ﬁe mepl pz 0 ! '
p§ Epk P -Dl 222“1) a (oh Iy, est 1'opérateur de dérivation E/éx s '8i
qﬂql,e,bqﬁ) est un second &lément de Nn s la relation P <g szgalfae P . £ dy

pour ixi€n , et 8i pgq , On pese (q) ={ 1) Ln) 2 em_,n s pour z=(x ,‘ogx eR?
Py By 1 P : %

on pose xp=~xl X, (tout ceLa dolt e%re naturelnemdnt '.mprlmé en g 8) .

: DRC‘POST'?‘IOW 3 .~ S0it P une partle ferfmée de R? 5 et §01t (Bc,x un recOuveement

ds e’? par des boules cuvertes satisfaic sant aux éondmlons cie ig RTOp. 2 . Ik

existe alors une partition de 1 unitd (ui) de classe O s Subordounde 3 _(Bi} -

et ., pour chague pgl” s Une eo.&stante Cp s telles gque l'om ait
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(1) | (2P, (o)l g o, /(atx, ) 1P
pour tout xe R® ,. ottt imdice i et tout pg¥N” .

/

S0it v une fon ction 20 , de classe Cw dans R® , et de support égal & la boulé
unité (par exe'nple v{x)=exp(-1/(1- l{x{ 12)2) pour xl<l (ﬁxsg étant la norme euclid.
enne). Posons k'=(1+k)/2 et v.{x)zv((xwai)/k%i) s fonection de elasse ¢ qont

e

le support est la boule fermée BY de centre a, et de rayom k'r; . Comme le recou

peto2

yrement (Bi') est loaalement Pini , la fonction w=§; vy est part tout définie et
de classe c® : en Ontre . cc‘smme(?%i) et 8 i_‘ortior:;(fsg) est un recouvrement de U
on a w(x)>0 p@ﬁr tout x€U § les fengtions ui:vi/w sout done défimies et de
clasge C* dans U , et forment évidemment une partition de 1'unité subordannée

3 (Bi) . Résfé é\éémen%rér les inégalités (1) . : : :

Scit x un point queT congue de U e posons 5:&(3{:9?) . Pour iont iﬁéieé i tel

s % C
que va-)}O on & gg(wn;';i ; 8i c. est le maximum ds gﬁpv(g}g , On a

‘ 5
0 o ;C h! ; - iz T s = el en e < .
| D%y, (X;ga_ cp/(h l’iigp"g"; a.,?/i! °} , Comme w{g) , dans un voisinage de x , est
S it A Y - Fan e JECeRaTE SN 4 : ,"‘f»c ( ,L)p 5"% 3 e 24
somme ¢'au plus N fomctfoms v, non nulles , On g mx}isc: el /‘§ t o D'autre
part . il existe un indice } 't;el que x@%% ¢ 81 om pose E"‘,“VL{E k’ ;v(..-}gpﬁ .oon
éZi : B 9 5

a donc v (x)}g et a fortiori w(x)2Y - Remarquons maintenant que I?pu_= est quo-
tlent var une pulssar@e wg {olt & ne dépend que de p) d'un p‘olynome (5 coefficid@w
ents ne a.epenéam que de p) par rapport 2 v.,w et leurs dérivées , le poids 1o

tal de chague mowbme (somme des Ordres des ,dérivées gui ¥ fig@ren‘t ; -mul‘bipliés

: parhliexposaﬂt de ces dérivées dans le mbnbme) édtant §p§ s b'inégalité (1) résul

te gussitdt de ces remargues .

.3 . Les théordmes 4z prolongsment .
- Ia notion de “onction m fois différentiable Géfinie guy chap.l et III suppose

la fonction définie gsurrune varidtéd . Wous 21lcns dl'abord modifisr cette définio

tion de facom quf elle &f igppliqua 3 une foncticn_déﬁaia seulement sur une partie
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fermée guelcongue d'une varidtéd .

7 4 . %
DETINITION 1 .- Soit F une partie fermée de R® . On dit qu'une application f de

P dans un espace localement convexe séparé X est indéfiniment (resp. m fois con

tinfiment) différentiable s'il existe une famille {f_p) d*applications de F dans

X , od p varie dans W* (resp. iplgm) telle que £ =f et satisfaisant aux con-

U3

ditions suivantes : si , pour tout emtier s (resp. tout entier sgm) , on pose

pour x£€¥ et z&F , et p@ﬁr tout » tel que 3p}< 87,

-~

13

: ' , 5 3 A/
(2) £.(x)= {p:?'{qs p+q(2) - (x-2)Y/q! (x42) e

'alors ._pour tout x, e B, tont vo:v,sz.ﬁage U de O dans X et tout couple (p,s) el

gue .gpggs 41 exlstef}» 0 tel gue les conditions xePfP , z€ P efgx»xcgggfg‘g}zuxcgf
<o entrainment '

(3) - !

&
e

(x,2) cxz*a‘;;gxe;zgls‘“%f

o

p 8 : 2
11 es+ ‘smmédla“t quee een conditions impliguent gue les f_ sout continues
m—»—w

dans.F . Lorsque P=R" , elles sont évidemment véri .Lleéc par une fonction
indéfiniment {resp. m fois continfiment)

Y

fférentigble au sens éanne 2

£

ze *’cerué au chap.1l d'ailleurs lg réc

‘ ip
8t de la formmle (2

di
s progue est vraie ca:r* daus ce -
cas il résulte aussit )

, appliquée & s=|p!+l , que

<
&
L
b}
fer
®
]
[
i e
{Jo
[0
g
D
e
&
o
(B
4y
[
e
ke
g
(&
i3
[
[ 1)
fadis
()
-y
()Y
H
M
£
ot
fedn
(3’
&
S
by
4]
L&}
et
et
]
ot
[N
‘(.. o
jos
b.ﬂf\
RS
®
i3
pars

ble dans F en méme tenmps que £ . On peut donc é-
prend ses valeurs daws uné variédsé W : f est dlors
is continfiment) différentiable dans P si

= = T a3 s g A A o £ 3 Yaaz SEA G ey e 3 F ey S 7 3 5 » / o . ,
. €F et toute carte J» d'un voisinage de ,fazc} dans W , Wef est indéfiniment
3 } ) % g
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Ve
DEFINTImMION

g

o

s P une partie fermée de' V

o~ Scient V une varidt® de dimension u

On dit gqu'une application ¥ de P dan

5 un espace localemen

t convexe séparé X ,

ou dans une variété W , est indéfiniment (resp. m f

ois continliment) différenti.

rie f FYPTETERTLERTE 4'un

able dans ® si , pour tout x. & ® , il existe une ca
V P 6
voiginaze ouverts W gg,xo sur R telle gue fof soit

nt (resp. m foi

1 7 0 D
contingment) a1frerehbvao e dans &(0ATF) .
- ‘ S = < 3 EEOES Ly
THHOREWME 1 (Whitney) .- Scient V une varieté de dimension n , F une partie fer-
mée de V , £ une goplication m fois continfiment différentiable de P dans un es.
pace localement nonvexe sdéparé X . Il existe alors un prolongement F de £ 5 V
gui st m fols continfinent §ifrére Ltiablé dans V , 2t indé¥iniment, différentisa-
ble dans WagF -
1° Nous démontrerons d°abord le thés wmme pour V=R" ., Nous n'utilisercns ici
les forwmules (2) gue pour s=m , et p@sgréﬁs R, =R, . Pour zgP et xeR?, po-
sous ;
-.5«!‘ Fe g ﬁl X
(4} glx,z)= & 7 (2)(x-2)%q!
? _ - : - dalgw : _
(”po‘vzc me de Taylor® de f ; dans tout ce qui sult , g est considérde comme
a : ; , : Bos 5o g '
fonetion de x) . On a s pour tout peN et pour z's P
a=-p)1)%
f & e.;ig j ‘;'\}‘.
; v : : : D :
E efinissons glors ie prolo de la faeon suivante : svec les ﬁiﬁaguéag
E P B e e LB R S 4 i~ P -
| €S DroT.c e+ ) , 01 poserg
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i J Flx)=t(x) pour xg F
5 : ;
— Y 2253 i “ .a ﬂ
{ 1’(x):."f_{;.= uiix)g(xgbi; pour xeU=| 7

en désignant par b, un point de P tel que &{aiybi}zd{ai,ﬁﬁ ; Ol a; est le cen-

tre de B. . Comme lg famille {ué) est localemerit finie , 1a somme de 1a secon-

Pl

de formule (6) a toujours un sens , et F(x) est de classe C dams U ; en outre
a

R . el A : < s = 2 o
la premitre formule (6) modtrs que dans l'intérisur P de P , T est de laasc

m , P : : . i .
C" et gz l'on g DPF-¢ pour pj<® . Bous nous proposcus mainmtenant & e montre:
ng

que si 2 est un point frontitre de P , DPF(x) tend vers £ (a) lorsque x te

vers s en restant dans U , pour pl€mn . Remarquons pour cels Qaé~ng{XSXG}

tend. vers D g(a,a)=f (2} lorsque x&U tend vers a et aue %X,2 F tend vers a
~— c = - S - £
nous sonmes donc ramends ¥ prouver que DYF(x)-DP s } tend vers O lorsque x

€U tend vers a et que x est une"projection” de x sur ¥ (point tel que ﬁ{xgxc
éd{X;F)}'o-Gr . dfaprés e :
D) DPg(x,x5)=E B (D)0, (x) . (DP~Ylx, b, YD e (x,x, ) )
‘ dice i tel que ui(ﬁ)%ﬁ‘g % aﬁ?értiént ) B
(1-b}d(a;,F)=(1-n)d(a;,b;) de F ; on &
‘h§7{iﬁh} et finalement a\b % ﬁ;?é%%ﬂ%}

i
mpte de (3) et de (5) , om volt que pour tout voisinage comvexe cerolic

* 3 ]
N ¥t
-0 . = L5 M= {05 « it
PP (%, b, )-DP g (x,x ) g W.o5™ Pl I
~ Aiznd indénendont As W g =+ 1 {vno 171 i< ) YOomme A Y +vs o= s
¢ SLabY ilngepencgnt de W, & Do Pouy ipiem o WOUINE O 8UL¥e parv . Cn g

25 o 33 y S gy S g senn Y o i £ Lo % :
apres (L) 5 O - voit G'li &Xiste une constante C dndédnpen—
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_ - 28 « : :
dien 1. v de poubre u, comme Gmt s plu m dee mg v m: qm lit 8

'(ou mt +wzm supposer que la saite q-.) tend vers 0). -
Montrons uxntm% . comme dans e th.l , ‘gue Lyzf__m_ pgl" D”!(:) "end
ven 1 ia} lmm tead vers & o regtant dans U.,a émt un potnt tramtié'
da ? . ?aemw 2253?{ 458 dhs qms ‘Saﬂ{x.?) sst assas p&tit , 31 réeulte des déf
x_;i_t;i_.m's' mgé&aata_a;qne g»;‘:ﬁ&;‘, tout indies;*;gl;fqne 3635_‘ (miong_Q,Qu’_il' y,. r
. aa p:laa #) v &a 2 g}i I}é&iment par :t | - une prcjdct;an de, x sur P 3= _cn pe
;’5:&2‘21’& ( s : p : ; 5 ot . = :

np”fxmﬁ

) ,.z p (DP=2 = ; ‘

5(: :[:}.1_ : gﬁia)zﬁa x} (!3 gm {x b.t) Dp gg(x bin -

L Or on a ﬁ{g‘, %;i},g%?&i . :! @& jx-h,j« f& pm tons las indiees i tels que
;{.’xgﬁi 5 “:.!. qu.. ent%aiﬁs . en verty dﬁ ce qszi pm?'de i "

e e T e “

f{;fi' peur ces mﬂiﬁes 1 om t‘%‘t«ﬁm # aiixenrs qu'ef a gz*b‘_k ?4%6 « D* aum ‘P&"“%

' ,-;,ﬁ mgﬁ Fi8 nw ém’iﬁ h m i que E: p(fﬂr tont i‘zC‘ « i1 exie#e ua nomh*e f"
asses. ﬁétit mr que 1z relation §<g entraine -

_ , ﬁﬁy"gt{x.bi)-b”"qgt(m )]«5& S"g ?i"'w o
';,z’Acﬁ e aat in&épen&éﬁf de g et de &, Venant coupte de (1) et du fait que x appa
- tien‘t an f:l:.w & N 'bm&es Bi v m th fmalamnt nu 11 cxiate une cmstante C
: indépenéante ae a . tel}e qm pour 5 asaz pﬂrtit v on ai’c

. - : ﬁn’i(x)% 2 {x,x }Egc T ' : -

Vce qui pmve netre ageartio:z ’ &z mm:tre alcrs 5 cem csna h th 1 : qae
,%;Bpf(a) existe en tﬁm p@inz di ¥ et esz égal 2 £ {a) '

‘ 2° Pmr démontrar 1: ﬂrgéoriu pgur une variété v quelconqru ’ 11 sufﬁ.t ae ré
.,;.}’rp’éter ie raisommt tnit dms 1e dcuxi&xa parti.a de la déaenctmtion dn ’A,h,l’
on remmem en aﬂtt qn on n’x ntilise que le pralnngemnt 2 R“ d'm f‘ i
én 'ndétinment ﬁift&rentiabla &ms une partia gga_g &n R“ |




aqu’ﬁ & az*t de fomctione prang-t Imrs velenrs dane un tsmo tawlcgiqm .
qxzalewnq&& . at nhas ﬁam un® ‘nné?é que:iaanqus (par cxmgig ﬁma m syhbm’
-8 } . Ona toutateis le géaa;tat a&ﬂwi azxi*wﬂt o o
""‘WG%I’NN 4 .- Soit W me seasﬂvarxé% femée de dimmaim n 4 une ‘g'gg?.été :

.'dé"’ini éana ¥ . I1 existe alez*s ur ahsasp de tenseurs d eggbga fp,q't gt de ~}.as :
88 c“ défini eia.ns ? &% qui pmlsﬁ_ge X . ' : : ‘

: Emz- f:mzt x&? 4 suit 2} 1’enm§zle des vai&ia&ges Guvaris &e x ds@s 8 4 zﬁn

: peﬁs%aem Tes ;mgrﬁétﬁs mim%es : 8 ox i‘ﬁ les vu.sina,gga ae T, ne meé“
mnt was § i ai xgﬁ pour tout mxsmm Ug 'E ” i}. axistg t;m car%-e ?Qe
0 sur B telle que 7{8;\‘%}‘ 801t une varféiéd coer&mée de B® , de ém&mx
- 11 est clazr gue la réunicn ?3 d2 tous lw 'K est une base de s tﬁ?ﬁlﬁg&& 4
¥ ;3 il existe donc mﬁlwawe) deux recouvrements localemsnt fixzis fﬁ 3; {5 }”'
¥ fmés d'ensenblw apmt&mt & ’ﬁ > ayax:t néme ‘ensenble d‘mdmas et tel
' que 3 soit co!npae,* ai; 316 pour taut_ A ecxt (ui,um yartzt:.on de 1’unité

~ de claaee c subordonnés ‘au recouvrement (S,) . Soit j un indies tel que U,
: reucontta w3 .’al aziate done mr &éfinit:eu tme carte ‘ﬁ) de 'EI sur Rn tel
que ?fflnﬂj) soit éz&l > une variété coc:rdcnnée de dumnaicn B, q&a nous i

- ' tifiarans avec i i3 espace T"{a") das tenseurs 4' eapéee (p,q} sur B2 eont
1'espace 'rp(R“’} des mmrs &e ﬂéma espdoe sur R“’ > L'exmion 'fj de la
95 ? ls varzét‘ des t&nsmrs é‘esp!ca {p,q) sur Uj appliqzzs cetm miéﬁé
L r”(x")xﬁ? , et 1'image par yj de 12 variété des tenseurs d*aapées {p,q) sur
b U,‘gw eet T"(E“)xa‘ Considérons elors sur B le champ de tenseurs 4 esyé‘
_‘(’o,q) et de clasae c® ¥ 7¢91(1(¢(y))) » et désign@us par g; Ay} 1a project;
. ] (X(ﬁ(v))) sur T”{x“) g1 est donc une a,pplieatwn de classe c“ de
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suplaciogod assgae ay easb sineligy arpel t*mg mwm’: sb 3‘u*s 1i* UDE

: nééqa euy sosb dqwax& m} wpnacfssp %ﬂsi‘zﬂ' eny susb ssde fe wpacmiwp

Smiﬁa Iskiteq éssiﬁeé'x sl ezmsg;m s o0 . {aa‘

V %éxgy 2us'h @ fmﬁeamib sh sdyret %&*Bx’f&v—-ﬁﬂo& suy ¥ .ﬂ:m‘; - & mwm, o

iG szasls sb s fp,q} saéqa’ﬁ gxussusd b guady s X #ioe $6 , ] a&zsrvg#iﬁ sﬁ
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eIs& ta szaslﬁm:‘i: sléaseas wém :?rssgs = ﬁ" - #w&m asidksans B séma& ‘?-_

ad‘mﬁ‘}: sb nez:tfs-zsq anm n} 3.:@3 - uod -moq {.s.'ztg ia *5&@@9 J:oa {;E snpul

tﬁ syy {s3 soibul :w t uca . £ e) manzsfwmaw ue sé:zmhwss . saa&l« sb
ilsy . ﬁﬁ e ] ﬁ‘ b ﬁ; sT989 euw ﬁaznrzﬁéb 18q oach. stafxs it : ® sx:moaua-xi
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dane.T’)(Rm) « Déslgnone 4'antre part. par,'rr la projection de R® sur R® $ l'ap-
plication z-)(.sz.’ (mz}) z) est dvidemment un champ de tenseurs X;, dfeapkdce (p,q)‘
et de classe CF sur Rn s qui prolonge le champ. KK N e ‘f"i(x{’h(y ))=(g1(v) y)
. défini sur R'n . So:.t Y le champ de tenseurs cfjox a% défini dans 01 dé31-
guons par Z1 le champ de tenseurs déini dans V tout entier , égal ¥ u1(x)Y (x)
pour tout xgUs -, 20 pou.r tout xd.U ; il est immédiat que Z; est un champ de
~ tenseurs de classe ,"’k sur V . Si au contraire l'indice j est tel que U ne ren-
‘contre pas W , nous prendrona pour Z (x) le tenseur wul pour tout xev . g SOm;
| me 2_2 E est alors définie pour tout eV s €% est un champ’ de tenseurs d'es-

- noce ﬁp q) e+ de classe et pxolcugaant X

: , 8 3., Le +héoz-éme &‘immewsma °{aewuw"“° 2 Jfg :
1. Tﬁ théordme 4° immersion . : e gl :-/1 m_ e .
'PT*IEORT"MF 1 .~ Pour %outs. variétd V dp dimen§1en n , il existe une apnlication

Ren+1

propre 9 de v dam , $elle gue B s0if.un womorphxsme de V sur nne sons-

variétd fermée (V) de geoil

i

- Nons nommamemns per Stavlir d 1emme relatlf aux sousmvarz_éi;és d‘un aspac#Rm

‘Le-nme .=~ 80it W uns sous-svamﬁ'cé de R s e dimension n . et soit A une par’c:.e

n’:

sets d2 W . S1 wz2n+l , l‘ensemble 52 des applz.catlons lméalz-es g de R

: R2n+1 ; telleq__gue 1s restriction de g é W soit de reng m en tout point de

- :)2

A et que la restrlc,ts.on de z & A soig biunivOQtle : est un_ ensemble ouvert par..
~ tout dense dans 1'espace af(Rm RZn-;-l) -

Montrons ri abord qgue le complémmtazre CP de Q dans af(Rm Rgn"'l) est fermé

" Dire que 1a restriction de g & W oo est pas de Tang ¢ §n un poz.nt xeA azgnifle ,
qn. 2 »woint x il existe un vecteur taugent L;!O aw E:mm ( vecteur qu'on peut
identifier 5 un vecteur de Rm) , tel q,ue g(L)~0 . Soit alors (g,) une suite de
’}.,prmts de ¢ tendant vers une applioat: on 1inéaire €5 de Rm dans R2n+1 -eizm
gow pour chaque k , i1 existe - so:t un point xkeA tel que la restrz.ctL

Bt e A e g R
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B2 I

on de Ry & W@e 801t pas de rang n au point Ly s 801t deux points xkgfk de A tels
que &%Kﬁ%ﬁ% x&#ﬁﬂ ot gk(xé)zgk(xﬁ) . Supposons d'abord qu'il existe une infinifé
de points X, ayant la premidre propriété ; alors , en extrayant une suite partiel
le , on peut supposer que la suite (Xk) tend vers une limite aeh . Soit U un
vo1a1nape de'a dans W tel qu ‘il existe une carte ?7ae U sur R 5 Qézu est alors
une anp‘lca% on &e classge C 65 Rﬂ dans R gui est de rang n en chaqué pOiat‘
de BR® ; om peut en oufre supposer gue u(o) =g- s 18 suiﬁe des ykzg%xk) tend glors
vers 0 . Par hypoth%se s pour chague indice k et o ezisﬁe un veef@ur zk%O dans

R® tel que l'on ait g {(u’(y }o2,.)=0 ¢ comme g, est lindaire , om peut évidemment
] B iy e &y L _ ]

“\

supposer qaefgzkgzl s et {par extraction de suite) que la 301%5 \Zk) tende vers
un vecteur z_#£0 de B” : par passage & lg limite , on & done go(u“\O}ozﬁ;:o , ce
gui prouve gue la restriction de 3 4 W est de rang < n au point a , autrement

8it que g@€‘$

©

Si gu contrairve il egisté une iafiﬁité_ée couples (ﬁé;zé} de p@ints'distinets t
de A tela gque gk{xé}ﬁgk(xg}Ag on peut euncore supposar-g par extraction de suites,
: et la suite () vers be i . Si a%%'gAQm‘thientA

pafinésSagé,é lz limite ; g@{azsg b) , et par suite goé??.; Si au contraire b=a

on @ , avec les notatlons introduites ci-dessus |, et en pcsaﬁt “cm?(xk, yi=a{x

9 k f

gk‘u(‘k}“u(vﬁ)’“ 3 Or ou peut dorire , en vertu du th. des a@@rclssemeﬂts flﬂls
= y Yo .55 : :
w{yg)-ulyp)ens (0). (v~ wrelyp-vg) -

Tenant compte de ce que g, egt liﬁeaire sy et divisant par ﬁyéavgg

posaﬂt Zk“(ﬁ“ )/’Vk“yﬁi . 11m07(u (O} zk} =0 . Or ,. Om peut supposer , par extrac

|+ il vient ; en

tion de suite , que {z ) ten&é vers une llm1te z,#0 ; et on a donc endore & la
limite g (u'(0).2,)=0 . On a donc prouvé gue dans tous les cas s onaged,
clest-3-dire que P est fermé .

 Montrons maintenant gque P est un ensémble maigre , ce gqui achdvers ls démonstrs




'

. ‘ |

s
ticn & Temme (un ensemble fermé maigre étant rare dans un Rk) . Couvrons A par
un nombre fini d'ensembles ouverts U, (122 sr) tels que , pour tout o , 1l exis-

. pif 4 . -
te une carte\%& de U% sur E® 5 nous poserons %;=uw , b, étant donc une applica-

[ A

tion de classe C”Q de R? dans R" , qui est de rang n en chaque point de R, T

e : < . 5 m: - a ) (lei
dentifions une application linéaire g de R dans R2n+l & sa matrice (s 3 {lzig
£2n+l , lgigm) par rapport aux bases canoniques , et soit uwt‘le)1<ifm ; ol

2 £ s " e L o

xgA est el gue x& U, , dire que la restriction de gz(sij) & W est de rang < n

gu point x sigmifie , en posant ij&(x} , que lfon a
C

(1) ; P@i<z’YQZ}25?%sin (y) z)=0 (lziz2u+1)}
f

pour un vecteur z£0 de R~ . Woa%r@as gue 1 emsemble_?% des g vérifiant le systd-

= ~ (5 e Al S 3 1‘1 3 3 < = = T

me (L) pour un ve@xeur y&R et un vacheur z#0 de R° au moins , est maligre dans
W .

»%ﬁ("} 7—12?’.1’ }

B suffit pour cslia de nrouver qgus le rang de la matr ice jacobi-

Ej

enne 5@9 oviel Pomctions P £140; =m{2n+1}+2n varisbles &. .sV.:2:. (¥
wi : ; : L £ e k

- A = e 3 e :
21l 3 comme on g gﬁ%@ifhskﬁzﬁ si k4L &% =by .81 k=i, Om voit aue le mineur de
ila matrice jucobienne des Egi formé des 2n+l QGZCQL%S zespﬁﬂaanﬁ aux déri-
vées par rapport aux S. (lgi<g 20+1) n'ast pas ml , d'od notre assertion .
$ ot = i

biunivoque signifi.

eU,, x"elUp (oot & distincts ou non) , on
4 - g ok ;

¥
15 ¢ o
g o{z'-x")=0 ¢ pesant yv'=b (x') . y'=00 (x") . o 2 done
Ty
= £ o 7 /= = EY
(2) Q :legv .y )a2s, (u (y ), (y*))=0 (Lgig2nsl) .
”?{;331 P Lo dd ot 23 i :
% e H
T {7 ¢ -y Va 3 3 = s
Yortrons cue llenssemble 2, de0 & vérifiant le syestdme (2) pour deux vecteurs
S =
Fus®
. a v S ey s S | ) 55
v ,y" de B 4els gue uﬁ(y'};uﬁéxﬁg est paigre dans L (RV,RT) ; l'ensemble

des couples {y',y"). précédents étant ouvert dans R H

o

1
“4tryer gue lz matrice jacobienne des: 2n+l £ nziions ngq {1gig2a+1) est de rang
. EE s

i
cn+l pour chacln de cen ﬂﬁu,1 ﬁﬁi.{gﬁgy”)‘g 0r , un gu moids des nombres




&9

3% e
€=Uy s Ly1) upT(v" est alors #0 , et on en conclut comme ci-dessus que le mineu
formé des colounes correspondant aux ddrivées par rapport aux By (Iﬁk%dﬂ+L) es
alors £0 ,

Comme 1'ensemble Qa est évidemment comtenu dans la réunion des eusembles’$; éi
'@Q? » 11 est maigre , ce qui ach%ve/de démontrer le lemme .
Sbiﬁ maintenant (?k} un recouvrement ouvert localement fini de V formé dlensen
bles relativement coupacts et tels que , pour tout entier K30 .41 exis%e une
(

1 : 2% P < n o me - & - 3
carte f,=(fyp,..,, ) de Uy sur le cube de R® §éfini par iz uL%éf% pour 1gicn

Wkiiﬁk et que les W. forment encore un recouvrement ouver

de classe C  définie dans V, et qui est une ap@li@étion @r@ﬁré de V dans R .
: . (2 et

Nous désignevrons d'autre part par {ui}iigi 1s famille des fOQM%HOﬁgkgkfék (kégl<

> : : i S o5

i€ <n) de classe 0&3 dans V , rangdes dans un Ordre quelecomque 3 & tout point

xeV . nous ferons alors @Orréscﬁﬁﬁfe le'point ui{x) de aco wdonnées u;(x? (120

dans L”@gpaée vectOriel E=R N somme directe Opologique-{ﬂ p V&@taﬁ@poééha?cz:

d'une suite de facteurs identiques & R (les u, (%) sont en effet presque tous

_ i .
nuls pour tout x eV , puisque les U, forment un recouvrenent. ouvert locslement
£

- L'application u zs8% biunivogue ; er

M
(]
m
ot
0
b—fa
O}E
m
b

fw?(x}ggk(?:?-}f« (x'

pour tout couple d'indices (k) , DHXICIEXE Lamgsu@w@ CEFY AL IR LEEXEXTEY

2 g -@ ~ 4 i S gD e = 2 £ = x 5 2 o
BEE ginsi gue gk(x}:gnfz ) pour tout indice k , On vOlt gue pour tout indice k
tel gue Hk{x}g@ . on g gussi gk{xﬂ}ﬁﬂ s dong X et x' somt dans ¥kf9 et les rels.
tions € a(x):wa{x9) pour Igign entrainent alors par hypothdse gue Xx=x' . En ou



~ 34 -
tre , si on désigne par by (resp. Bk) la réunion des U, (resp. Wh) pour hgk ,
liimgee u(Ak):pu(Bk) est contenue dans un sous-espace Rm(k) de dimension finie
de E , que nous désignerons par'Ek 3 on peut évidemment supposer m{k)2§2n+l poul
tout k& 5 il est immiédiat que la resiriction de u & Ak as%.uma applicatgon de
c.agse C de A, dans Ek s partout de rang n , et qﬁe u(Ak).QSﬁ.uﬂe sous-vari fé
h

de E, isomorphe & A, . Considerons maintenant l'espace vetctorisl topologique F

: YR p ; : ; 4 Yi S i
des applications lindaires continues de B Gans REETE s muni de la ropologie de
12 convergence simple § il est isomorphe & l'éspace produit F £ﬁ+l .. on EX est

2

le dual faible aé B , puisque toute spplication lindsire veaF s?écrit v:(?igoog

V2n+l) g»ca les v: sont des formes lindaires continues dans E a'Pour ﬁout indi-

e k& , T peut Btre identifid canoniquement au proguit _k)£*§ de l'espace f des
e

applications lindaires continues de E &ans'Rgnﬁl'ﬂ EWYYES et de 1'espace e

l—ik
deas arnl i i i Crs 1 56~ £e i?"‘t",") Bl Aansse S B & 2 Y12 ?2}9’-}’}: #9957 lac “-s»" w ™ 1
Ces abDL1CEaylons Liegires Ccoibilinnes de & dans o s BULles Gans .E;k s 1o ro= .

jection de ¥ sur B, falt correspondre & toute spplicaticn vel sa restriction

&
m ..

ﬁﬁﬁah

v, & B, . Soit d'autre part ¥ 1la partie de F f@z mée des v;(xqgae, ) tells

conme produit d'une

- : =
&2 des §§k es%
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A BB
fet , pour tout x€V , 6 est , 8ans un vOisingge Uh contenant x , une applica-
+

gen+l . 44 rang n au point x 3 d4'autre part , deux

ion de classe C° de Wydans
points distinete x,y de V anpartiennent 2 un méme ensemble Ek , done B(x)#£8(y):
pour voir que &(V) est une sous-variétd fermée de el oo 11 suffit de prouver
que & est propre . Or , pour tout x€B, ,,0na uo{x&égk?g et comme u{V) esst
contenu dans le cbne C &esvpoiatSVQFCGOrdonnées 20 de B , il résulte du chobx

LA A b ) s : ) », -"’ . :
de w gue wl(u{x});:wl(uo{x;};ﬁ‘k , & étant une constente » O indépendante de k 3

o 2 4 I 4 ! 4 - p R .
a fortzerzﬁé(x}éﬁ vk, ce-gui prouve gue £ est propre , et achdve la démonstra-

] O TMmT O = >¢-<,‘: Ly o e g L 3 2 S L ; el .
PROPOSITION 1 .- 350it W ure sous-varié+té de dimewsion n dans un espasce R .Pour

tout peint a€W , il existe un nombre g 0 gyant la propriété suivante : pour

tout point b de l'intersection BAW de W et d'une boule ouverte B de centre g

0

et de rayon <% , la projeciion orthogonale de BAW sur l'espace tangent Lb en b

2 W est une asplicotivrmiuwriveswe de BAW sur une pariie ouverte et sonvexe-
I\a?ug [EER \\SG*‘L"‘iQ_;sg-P {d“@ : “&‘C } ;

Par un déplacement , on peut toujours supposer que a est 1l'origine de R gue

~, 5
5 ANz 3 o Sk -k s 4 I
G 5 gre- U agvel B 5. 51 Vs of
Vs 173
¥ % aRe
~ = i LR e gl
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\nA o
viacj-o- Xne.’ . oh les Aia sont dee fonctions de clasa- do by, ..,b , tene
dant vera 0 avec las by - Pour tout point xeA , BOit x—bagyi vy 1 pour lsiSn e

5 Ls‘
on a

(3) Vi*—xi‘“bi“'g A (x: b )"" 4 xi'n_’k(fk(xl;..gxn)vfk(bi,.-,bn)) ’
et pour 1$1sm~u 5 : ;

(4) ; n+itfi (11to --,x )«fi bl, ..‘b ).;.z h

; n+i | :
”z an\i n+k(fk(xl""x )"' k(bls ..,b )) 6

" Le th. des Pon\.tzana implicites ( chap 1:5:3) montre qu' il existe un nombre Q)O
t@l que pour. fh (Pg et 12;‘.17:,5 &2 . les équatlons (3) admettent une seule solu.
‘, tion x, -.gi(vl,..,v ,bl,..,h }' {18isn) de classe C y. B@ z-éduisant é 0 pour
: (vi) (bi) =0 ; en cutre , peur ﬁba-‘y ly nombre fize convenable) - l'applzcat
on (v )"'(gi('l“""u’b ,..,,b 'i) eat un homéomorphwme de la boule’ Eyi</3

sur un -voisinage de 0 dane B ecuten-:n* une boule de centre 0 et de rayon :

(zé ')+Y

' '~’indép°ndant de t . Ramplaqant les x a’ 1ndice su par les 51(719'°'Yn’b19‘°’b );f
dans 4) , o vc.t*' done qu’on a 1e régultat suzvant le voiainage X de O dans -

, > A, fomé des nciate TEeh tels qua ,‘Z%«é" a pour image s par projectn.on or-» '?
i:hozonale suz- I‘h s un ense'a‘ale euvert L contenant b e+ cmtenu dans la boule
2: y,{ p de centra b 3 ea eutre ViR est :Ldenfique & l" ensemble des (,,i,
(5) & . Yyi=F iivq.n.v b}_vv-vb i (lm-n) Siane -
7. les fonati ons F< étanf &é?imes et de classe c"“" pour %yi_(?z' et ﬁb%;pe ',.‘,f‘"

- t=d i34,
nulles pour vl-vgr.-..av =0 ains$ que leurs dérivées do premier ordre BF. /byJ c

s;igm ﬁ

'__Waue désf tmerons var ¥ le mlm%n des. valaurs absolues des dérivées partielles-
| o8 Second ordre %%, /v'%vk lorsque ﬁ:xﬁ et E:bf-: 82 - |
ela é+ant i 11 eau* _prouver gue , ai E< z 'est .p;:-is assgz pe‘tigt - 1’?“89311’6155
les ﬂoin"-e de RY aéfini . par ia. relation = =

A

ek
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b s e
est coiwexe A 1orsque a=(a,) est tel que 6(0)< £? . Pour cela Al euffit de
prouver que ., ’pour € asdez petilt , G(y) est une fonetion convexe pour Zyi< 4.:

Cela szrm:.ﬂe que , dansg cette boule , la forme qua,dratique Z‘ jzﬁ' tit est

“3
'qulvae S 0T, ez”‘)n 8 éc‘mt : | J Da&
et
5+ 2 Z ZUr vl b))l’_ﬁ. 7‘%3@)1311;3 ;

Dés que g eet assez petit , lef E;!d(sr,b)«}? (a,b} sont arbitrairement petits ,
et il en est de méme des dérivées bFf' (et cels uniformément par repport aux b,

; ¥
pour 2,, blgg ; comme les ’baFk/by ?y, som' uniformément borndes par M, onen

tive au=51t5t la concelusion .

TH‘éOREME 2 .= Soit V unez- variéré e dimension o e Il existe un reeouv:*e*nent

1ocalemenﬁ f’im (Al‘ de V. tel gue toute intersection non vide d 'un nombre fml

ense*wbles A eo.uh bomaomorphe 2 R jw

En ef*’et . on ver%'u du th.l , on peut Supposer que V es‘i; une sous-varidté I8
- ferméf-' de R® ., ®n vertu de la prop.l i1 existe un recouvrement 1o¢alement foni

de V par dées bouless ouvertes {Bi) dans B2 tellés que pour tout point x de Biﬂ v,

la projedtion orthogonale sur l'espace tangemt'bx & V auEE point x de 1'intersec

tion AizBin v soit un enéernble con%rexe ouvert homéQmOrphe S Ai o AlOrs , - pour
tout x €V eppartenant & l’iﬁterse:é'ioﬁ‘ d'un nombre fizii df"ensembles Aik: (1gkgr)
la pm"ieé*iea sur L de lf_ntersectmn des A:u{ est homéomm»phe & cette 1ntersec»

'tmn et est mtersea*:.wn d‘ense::bles ouverts convexes , donc est elleumeme un
‘ensemble ouverf convexe de dimension n , ce oul démontre le théorime .

3 . Appliegtions : "”I o Un théorime de prolongement .

"PROPOSITION 2 a Soit W une sous~vari£té ﬁemée de Rm s de d:i.mensmm a_ . Il exis

te glors un voisinage U de W dans R™ et une appllcation T de classe C de U

sur W gui possdde la propriété suivante : pour tout er : tr'(x) est le seul

, pom+ de W 3el que la. dlstance de z 3 ce point soit drale X d(x W)




N
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= 38 -

Pour tout point x@R™ , il existe au moine un point vyeW tel Que dlx,y)=d(x,W)
("projection" de x sur W) : en effet , 1l'intersection de W et de la boule fermée
B de centre x et de ragon d{x,W)+1l est un ensemble compact now vide , et par sui-
te contient un point y dont la distance & x est égale & 4(x,BOW) , et a‘fOrtiOri
5 d(x.W) .Bn outre , en chacun de ces points |, l'espace tangéut Ly a W est ortho;
gggg} & y-x ; en effet , la fonction u(y):ﬁx~yﬁ2=.§§(yiwxgjz est de clas e 0%
sur W et admet au point ¥y un minimum , 4’0ol du=0 en ce point , c'est-d-dire
ég(z ~Vs )dv . op : paur tout vecteur 3angemt L au pQint y & W, les nombres
{L ay. § som% les composantes du vecteur L sur Ta base caﬁoniqu@ de R® , et 1la re-
lation 2& tzgcv )<?9avm>“0 nont e done que L est orthogonal & y-x .

iz4 ; s
uoi mgintenant a un poiant queleongue de W ; par déplacement , nous suppOserons

<

1'espace tangent & ¥ au point g est id ue 3 la variété coor-

p.-l
D)
s
ok
I;-Ee

que a=0 , et qgue

éennée Rﬁ s 11 exfste un voisinase compact & de 3 dans W ini par les relationcs
;iwﬁ @f% Xy 37E5 <X19°°9Xr} {(lgigm-n} , oh les f. sont des fonctions de cla
3 A7 i . o

ST S , 2 i : ¥ 7 2
G&’ definies dans une boule de centre O et de rayon »o Qe R’ , nulles ainsi que

1eur§vdéfivéee premidres au point O ¢ Pour tout point zz{xﬁgasgxngfliziiaegxﬂ}g

3

;@cgf (zzg«ag vy de A , 1l'espace %amgenﬁ % W& W au point x est défini par les

m-n dquations Lzﬂeavwes 1on %@mogmﬂea

b s % (z-%;) (1&ien-n)
+-1 Z’i-é-“! i Fxe o

: H :
et var suite ., les Men ve@ﬁeuro . (Z)“én+j 2§ :@gei {(l=ism-n) formernt une base
; L .-:\s( z Yo s
‘Gu sous-espace vectoriel totalement orthogonal & L, . Wous ellons définir ge 1la
o . : o Sae W=l 4 o i e s g s f;~ 27
facbursvivante une application %% de BxR -~ (o% B est 1la boule c<@€ , Pro-

ﬁeé%i@ﬁ de A sur.®R®) dans R® pour tout za(xv)lgi{m de B et toat point ta(ﬁ )

i oy L ¥ wF,

{lgign-n) de R | nous posercus {fﬁ(zgdﬁmx+,g;t aa{xy ou % est 1@ po;nﬁ de
' =

ccordonnées Xl,ﬂ,,x oy (g RS 3 }ggcgi (xlgao,x ) . 11 est clair que %ﬁe est

Cfa;’-‘

de classsa ; sa matrice jacchienne au point a=0 se réduit & lg matrice unlte,

fnomma on le voit a0331?0t . Bn vertu du th. des fcnctlens implicites (chap.I),il




; =39
eéxiste donc une‘boule ouverte By de centre O contenue dans ¥Z B et une boule 'M
de cehtre 9 dans Vg , telles gue %b soit un homéomorphisme de BlyiM sur . un
voisinage N de O dans R™ . ‘

6 s Vhe
Pour tout yygN » le point x& 4 tel que z+é&Jr A1 (a)f?gest tel , par coastruc-

tion , que y-x soit orthogonsl & I

3 mous dengnerons ce point par T (y) , et

nous. allons montrer qu'il existe une boule P de centre O g con%enuevdans N et
telle gque , pour tout ywar 2 ﬂb(y) soit le seul point de W 4el que d(ygﬁ;(y})
sdit dgal 3 d({v,W) . Raiscnuons par iﬁabsur&é » et supposons qu'il existe une
) de poiﬁ%s de ¥ tendant vers 5 . et une suite (x,) def points de W

tels que &(y?gxy}:d(yygwj et x, A \Jg) ¢ comme é(yygxg}é-d 7. (yyj} = d(yygx?'

' o o . 2
vecteur vy,-x%, est Ofthagonal 8 L $ on peutl done éorire y,=X .+ S-t. 0. {x° ) ;e
i o ; Xig < @ : < ¥ L gz4 J ¥ A ¥
comne ¥ ﬁ‘ ygi ; le point {u?y 9, googtﬁ;) v'appartient pas & la boule M . Si
s 2 S e j 7 ~ W ov
z : s ® =%y s : i adeey S
on pose a2 *ﬂ iy la suite des nowbres {a_”) est domc bornée . Onk @d(a?ltiu)
& E e ; : ¥ e s
2 5; 3 i ; . oy 1 ’g = .
=L § extrayvant au besoin de {y_) une sulte partielle , om peut domc supposer
= ]
el i e TS
gue chacune des suites {a?'%ﬂp} a2 une limite t! : om a 2.%!%=1 . D'autre part.
ol o ,r‘;‘:.é 3] §is i,
g =1 A & 2 {4 e
om g 1 m.eﬁ?{y?axy)cO s ce gui & la limite domme 1l relimtic 2i't§3n+§5¢'0@
V-39 paf2 27

gui est absurde puisques les n} ne sont pas itous nuls .

<

‘Nous avyons done démontré le vdsultat suivant : pour tout point aeW ,. il exig-

te un voisinase auve#%’U( ) de a dan ‘Rm ?§ZTQX§ et une appllz,ti@ﬁfﬁé de clas-
se_G&ﬁ de Ufla) dads W %els que . peér tout z¥,B(a} ; ﬁ;{x} sbiﬁ'levseul-po;nﬁ
de W dont la distance & x soit é€gele & d(x,W) . Il résulte aussitdt de cette 4d
finitiom que si Ufa) et U{b} se rencontrent . Ty et T sont égales dans ;
U(a)AU(b) . Par suite , il existe ume fonetion et uﬁeigeulé 7 définie dans

la réunion U de tous les ensembles U{a) et prolongeant toutes les fomctions LA

i1l est clair que cette fonction vépond aux conditions de 1'4énoned |
i e




9
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A
1

riété fermée est un rétracief de voisinnge (Top.géom.,chap. ,& }o Ce
résultat va nous permettre de 3démontrer un théoréme de prolongement pour
des fonctions prenant leurs valeurs daus une varidté quelongues , et non
vlus seulement dans un espace vectoriel .

;
THEOREME, B e S01% %?une apnlicatioa continve d'une variédté BE¥E V dans une va-

ridté W , et soit ¥ un ensemvle fermé ' dans V tel qus la restriction de apé B

goit k fois ﬂantivﬁmen+ différentiable (k entier ;>O ﬁu +0p 3 ef.§ 2,J§3} o
Soit S ua voisingge quelcongue du graphe de frdaﬁ@ lg variété VW . 11 existe

alors une gpplication %;9,k‘foig continfment différentisble , de V dans W ,gui
coineide svec !59 sur P et est tzlle gque (X")»‘?(Z})%S pour tout xgV .

D'une fagon imagée , si on connait déjd une aoplieatiom continue de V

ag ¢
e classe C &

‘f : § :
classe CF de V dans W, qui o

ans ¥ , On peut trouver une zpplication de
Oincide avec 1 nplicatwﬂ donnée dans F et
en cst arbitrairemsnt voisine. anx autres points de ¥V . Les 41 zfm.,_izes

iy

<
ement des fouctions & valeurs dans une
s

0]

sentiellement ralatives au prale cngementy

1° Considérons d'abord le cas ob :Wz‘ﬁe’h" : en vertu du thl s On peut supposer
gue V est une ssué‘&ariété fermée de 22n+l , et le th. 4'Uryschu permet alors
de prolonger ,,39 ) Rzﬁf*}’ tout . entier . On peut par suite se bozvner glors au cas
ot V=R™ « Pour tout point xg-i.ﬂ o 11 exist &eﬂ voisinages ou; rEs rela*‘tivemeﬁ
compacts grbitrairement petits T de x tels que %‘iaws un voisinage relg.--
-mreré nt compact U de .f,'?é(?:) dans RmA'? 11 existe done une famille J@aalenz ant fi-
nig ’L‘ de ces woisinages formant un ‘f“enoavyfem,nt de RY (§ >,n%l lemme ) .-

= < 7 Y 2 2 - o5
cun Ges nonbres a,izhf TAX) et =0 o Soit (h:) me paﬁ”t% tioa de L'unité 4de
s o B i
. v a1 .
=
Alosns 70 Sunordanade S s DUV T ent {mpo Y s s A5
LESss W ¢ SUGiradrnnee 0 rECOuvIe A1 5 \Lg/ 3 LOUY cnggue iadice i s XL BYXiIS-
5 2 & o e ¥1 = = - &5 2
ve une fTonetion g, définie dars R , & valaurs dgwus o2 s de eclasse T et telle
5 o ~ 5 .
L e ' \-if =Lz 3 < LA : R iy A ) ;
ous ;;igf.%a_}fjagi\?i}ﬁﬁ? 2, dans T (chap.I,$ 2,8750.2) - 51 on posa £{x)-
22 i i 2 F -
=t Ty {3 e i e L2 - 2] 30 = : e -
:Z%,@,-E‘ii(.a}{'gfitx;_ o L 285 gne sunlization de § dans B s G2 classs ( s 2% BOUT
5 Ar..— ‘
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b ik

Pl

.-:,Z;:}"L,_(X)in(x) o, T est une application de classe c¥ ge R® dans R% , et pour
o ' P
7 - . . .
tout xeR" , on 2 [e(x)-@lx)i=ll & n. () (@lx)-g, (x))< ', Sl
; 5 i v -

t=4
hy ()40 , on a v(x)pa; , d'ob |{£(x)-g(x)f € r(x)/s pour tout x gB® . Cousidérone

‘alors la fonction -fm(f; sa restriction & P est par hypothise de classe ka s donc

4 ; : m
(§ 2,th.1l et 2) , elle peut se prolonger en une application u de R® dans BT ,

5

de classe 'C” . BEn outre , on vient de voir que llon a,géu(x}gi,‘ir{x}/& pour tout

Ty
e - o g A B " e %7 T (P = iz \ kg
x@P 5 la fonction r{x) étant continue.l'ensemble ¥ des xe R tels que fulx)i<

xiste par suite une fomection vix) ,

une varidté guel-ongue de dimension m . En vertu du th.1 , on peut supposer que

S 5 iy -/nil ik o > = :
W ezt une sous—varidté fermie de RCTL | Seit alors U un voisinage de W dans

3, %.*. . & ] o . 5 52 : 3 o H z : = . ;
R‘t‘ﬂ'*‘ ; dane lequel existe une application ¥ de U dans W ayant les propridtds
éucucées dans la prop.2 ; soit 3' l'ezmsemble des points (x,y) e VsaU tels que
(x,%v))e S 3 comme W est continuve et coinecide avee lpap;clma sion Adeathaé

dans W , 5' est un voisinage du gravhe de 12 dan s VR . En vertu de la pre=







A

-

.

u nuls ont méme orientation si

on dit que deux m-covecteurs 2.2 no on g zZ'=pz
avee A >0 3 la welgtion g et B' ont méme orientation" est une. relation 4°équis
valence dans 1'espace /%Eﬁ des n-covecteurs {espace de dimension 1) privé de g
O, et i’ existe deux classes d'éguivalence pour cette relation , quton appelie
orientations de B 5 au lieu de dire que z‘ a méme orientation que z , ou dit
aussi que z' est un n-covectenr > 0 (ou direct) par rappors 3 g 1% (ovw & 17p-
_rientation de z) 5 i z' 3 une orientation différente de celle de z , on 4it
gue z! <0 {ou rétrograde) par rapport Sz fon 5 17 Or@e tztion de 2) .Dans

°

1'espace R® 9_190r1entdn10n & laguelle appartleﬂt le nwcoveecﬂar e

({eV) base duale de la base canonigue) est dite orlentatzom i rect

tion expresse du contraire , c'est de cetie Orientation qu'il

: n : : o St
nous parierons de R comme 4'un espace vectoriel oz;@até

K

2

7 té

Scit a

o o=

mv“ A roax

¥ une varid

6L

/

1‘&&2{300 ige“

e . Sauf men-

3 o L sk T

{/?l (S‘,.g,;, A 1Y
t"‘ie.“" EE
it

22 Jp s

2% 4'une

1e

var




63

B w&

a - 43 -
et si , pour tout xev, , Oé(x) est l'orientation de L, distincte de o(x) , il
est clair que x=0'(x) est encore une oridntation sur Vo s dite opposde de
x-p0(x) 5 s8i V ddsigws lg varidtd Orientéé Obtenue en munisssnt V, de 1l'orien-

2

tation x-po{x) , on d°31gﬁe rar -V la variété orientée obtenus en munissant v,

de x-»0' (%) 5 on dit encore que V est la variétd Opposée & -V .

7

PROPOSIMION 1 .- Pour gu'une variété V de dimension n @oit Orienmtable , il faut

(e

et il suf®it gu'i xiste sur V _une frrma différent tielle esa

@L‘ie que {x)£0 pour tout x &V

La condition est suffisante . Er effet , pour tout % eV s0if o(x) l'orients-

5

tionm d= L, pour laguelle aw(x)>0 ; montrons que X 0{x) est ude orientatior sur

V . EBITXEALETTEE En effet , pour tout xeV , ZEXFXE EvE SRy e ST TaTEnTLETY
la forme g vérifie le critre de la déf.1 , et nous avons remarquéd que cels
Fad 2 2 ‘.';. N o = 5,
entraine que toute forms &, de degré’ n , continue dans V et *elle gue a&{z}}@
- - =

pour of{x} satisfait su ménme erithre‘o

:’

La conditionm est we@émsavre Scﬁt en effet g«ao(x, ‘une orientation de V $ par

Q

de degré u

définition , pour tout xgV , il ex;ste une forme élfLéT@n tielle
continue dans V , et un voisinagse U(x) de x tel qﬁe s pour tout ye&U(x) , ou

ait a&(v}f>0 pour o(y) . Soit ’U ) un reﬁcuvwement Ouvert localement fini plus

fin gue le recouvrenent formé ées U(x) et soiﬁ (hj} une partition de';?uﬂiﬁé
de classe O subordonnée su rﬁcouvwemen (ﬁj}fo Pour tout indice 5 , soit xiA
tel gue UﬁQZE(Xj) s et posons %% A S ﬁf%@ g%{y}}»ﬁ pour o{y] pour %@u%
vngﬁ‘a Si on ﬁOSeéﬁ:;gzﬁj%% ) il,egt clair gue W{x)>0 pour olx) pour %out
féf{h&mm%ﬂ@OW£ﬁmwS}0éﬁMﬁ}b}o kSﬂuaAk
COROLLAIR® 1 .- Sur une.variétd orientde V de dimension A , il existe une Fforme
i e ] X . e £
gifferenticlle b de desrd v et de olasse G 4elle que a{(x} s0it >0 pour tout
eV . : :
I1 2u*?it de revarquer gue ,dans la SecoOnde partis de la démonstration de la .




(7{_,;!“ .. t}zN\«
v ocs \ b M
3 Vu‘f" 4 ,x‘_}:‘;" /

Wl B
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prop.l , on peut‘suppaser que 1esc¢x soient de classe Cmo

OROLLAIRE 2 .~ Sur une variété orientable conmexe , il n'existe que deux Ori-

entations distinctes . ' e e ung pestion KL ‘?M’ e
. ( Lexmb/l.e/\é Lb‘\ls CiA 2¢ I{AALL{ el 3/&3/

Ba ep?et , soient w et &ﬁ deux formes %lffiyéﬁtlalles continues de degré n ,

partout £0 dans V . Il est clair alors N 4] ex13te une fonc

S

dans V et telle que wh=u® ; comme V est c&gnexe et gue u{x)#0 en tout point
\

(-.l

ion u eontinue

de V , 11 résulte du th. de Bolzano gque u gé&gf un signe constant dans V ; dtot

ils corollsire .

i

Etant donnée une variétéd V orientée par une orientation x=0{%) | l’espace

vectoriel orienté obtenu en munissant l'espace tangent LX au point x de 1l'oriex

tation o(x) sst anpelé 1l'espace tangent orienté & V en ce poing .

rang n au point x ¢ 4 %’est glcrs un isomorphisme de l'espace tangent en x & V

sur 1l'espace tangent en y=i(x) & V' . Nous direns gue ¥ préssrve 1'orient

2
au point % si d_¢ est un isomorpnisme de 1l'espace tangent orientd au point x

¥y
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. \
b e e
L‘/Va )
-1

/”""

- 45 L /  -

/
/

?’de V sur V' est un isomorphisme de V, sur Vé Qui ﬁrééérve l'orientation en
tout point de V . On unotera que si V est counexe 9;ii suffit pour cela gue ?
préserve L'orientation en un point de V 3 en gffe§/9 il existe évidemment uue
variété Orientée V" admettant V) comme varidté spus-jacente et telle que Y soit
un isomorphisme de V sur V¥ (il _suf*’i% de trans})or‘cer par @ Ltorientation de V):
notre assertion résulte alors dqu fait qu'il n'y g qﬁe deux Orientgtions sur Vé
(cor.2 de la pron.l) .

Il est clair que la donnée 4'une orientation sur une variété (orientable) V aé-

finit unre ovientation {dite Orientation inmduite) sur #oute sous-varidsd ouverse

% B L £ 199 wrea vy <= g e L T Lo
priete sulvante : pour tout x££V et

DEFINITION 2 .- Sur une variété V de dimension n , on appelle mesure n-dimension
pT0

nelle toute mesure pasitive w ayant lg

N : i ) i " ]

toute @aftéff d'un voisinace ouvert U de x sur R, l'image par v de la mesure
; :

S B 9 T SR 3 s S % o s 4~ — 4

induite sur U par p ast cguivalents 2 la mesure de Iebesgue sur R° .

< 5 . .2 5 o 3.2 S & ¥ 2 e E, - S 2 = =
Sur toute varidtéd V de dimension n |, 1L e¥Xlste unsg mesure u-dimensionnelle .

AN . r L . 5 o
} un vecouvrement Ouvert losslement 3%
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tion numénque contivue y & Support compact contenu dans Ulﬂ U, , et montrons

que pey (2)=f42) . Par définition , on a .

. (z)=2 f L (0,10, )g(th(z))fl(z)dv

. t"e“z)‘aef (U.AU )a(fz(z))fg(z)dv

8i @ °rl(z) f’l\z)d"m,.,\dzn . td o 2(2) _2(z)azlﬁ «cshd2, . Or , il existe par
hypoth®se un isomorphisme & de nla,sse ™ ge 5’1(U'“U2) sur tfz(Ulr\U ) tel que,
dans @, (0;NU,) , on ait lﬁ-ffzaa ; en outre , @ préserve 1° orlentatlon ou non
suivant que &,=86, ou B= -8, . 51 f= (91,...,9n) , 0n a done

£,(2)=1,(8(2))D(F;....0,)/D(2{. . ,2,) |
pour tout ze (h{ U, '\U,,) ; d'autre part . la formule du changement de variables
dans les intégrales mltiples (chap.I.§ 4) wontre que

J‘P (U3 Uz,g(?z\"“”fz(”—")“"’jf (0,A T }g{fg(ﬁ(z}))f2(3(z))‘m((:::" ;))

Comme D(@l.“,& ) /D( Zysoes2,) >0 si ‘51=£“ " et <0 dans le ces contraira Y on
a bien h(z)—h(g; . | ’

La mesure ‘; ainsi aéfinie est évidemment une mesure n-dimensionnalle positive;
.en outre , si “'1 es* une seccmde forme différentielle >0 de degré n et de classc
¢ sur V , on a W, =h.W, . od h est une fcnction >0 en tout point de V et de
classe C® ; on en déduit aussitdt que r. l-h.'.lu o

ﬁ?INITION 3 .- Sclent V une varidté orientée de: dimension n ., w une forme d’lfe.

féren+1elle de degré n et de classe ™ sur V , telle que W (x))O pour tout x

de V . On dit qu'une forme dlf’féreutielle w=f.a de degré n sur V est intégrable

si_f est intéerable pour la mesurs l’ aasociée & w, ; on appelle intégrale de
W sur V et on note Jw ou fvw le nompre ff.d'c . . ' |
Si fdl est une seccinde forme différentielle >0 de degré n sur V IX&H et de

clasee ¢%° sur V., oo a®=hay - ol h(x) >0 pour out x&V , h &tant de classe
¢ ;5 alors w=fn" "'l ¢ EBEE pour que f s0it, mtégrable pour h, s 11 faut et

; =1 ~1%

i1 euffit que {fh™")EB 801t intégzrable pour et on a f (™" )d fd

_ , e, ° o f f,

% ﬁ i -
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 (Intéer .chap V) , 70 qui mcatre gque ls définiticn @ fu ot mgmg_g_
forme w» 0 choigie . Il est cleir que lee formes wde degré n mtégrablea
gur V Porment un SEEEX espace vactoriel sur R et que w-ofw est une forme linég
aire sur cet espace vectoriel , positive pour les formes W tellee que @(x)3 0.
pour tout xiV . ' |
On dira que W=f.wW, est mesurable (reap. localement wtégrable],négligeable} si
£ est mesurable ( regp losalement :.ntémbl‘e . négligeable) pour Hoo 3 ¢ces no-
tions ne dépendent pas non plus de la forme @, >0 . Si w est localement intégra-
ble , g.W est intégrable pour toute foﬁction mesurable bornée et & support com-

pact . Etant donnée une partie mesurable A de V. , on dit que west intégré.blé

gar A si 9y @ ¢st intdéerahle : le nombre f ?A.a s'appelle intégrale de wisur A
et se unohe A“" -pour toute forme mesurahle w et tout aneexn zble négl geabln N,

u) est intégrable sur et ons fa @ =0 . siweau IOcalamxﬁ mtégrable s elle

- est intégrable =ur toute partie mesurable et relativement compacte ds V .
Soit () une forma localement intdarable , (Ui) un' .recébsrrement ouvert localement |
fini ée v per des ensembles velstivement compacts , _(hi) uue partition contiﬁuer ,‘
de 1'unité subordonnée (U;) s+ pour que wsoit intégrable , il fatit et il 'suf-' ;
fis que la sérze de terne 2‘541'&1 f h; W s0it abzolument convergente , et sa i
some est slors f&a Si les U.; sont tels qu'il existe une carte - f’i de U sur
une partie ouverte de R® , oa sura per défimtion fh. = Jo, (U )f (z)dv ,' 83
(.o (2)=2;(2)dzyp. . pd2, + 470k 1e caleul de [o . | |
Seoit V une -ariété orienta le , V une variétéi mée. obtenue en mn:xssant 7 ?
V d'une orientati on -V ls variéié TEEO Orientée Opposée & ¥ . Il résulte aus-
aitbt des dé*imti ons sue sl s est une forte différentielle dé degré n intégra- ;
ble sur V , elle est iut‘mble sur -V ; et on 2 f vl =- Jv
4 . BOréd i'un ensemble ouvers sur une variété . 7
;"'VDéFIHITIOﬂ 4 .- Soient V une variété ovientde de dimensionn , et U un ensemble
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ouvert dans V . On dit gu'un point fronti*ve x de U est régulier (par rapport &

4 U) 8'il existe une carte f:(fl,,o,fn) d/un voiginage ouvert M- de x dans V sur

une partie ouverte de R? s conservant L/grientation et telle gue UMM soit l'en

R vniuai et

frontitre de U est appelée 1la partle lisse de la frontiére de U . Un point non

régulier de la frontidre de U est dit singulier .

Il résulte aussitbt de cette définition que la partie lisse W de la frontidre

de U est une sous-varidté de V (en général noun conmexe) de dimension n-l ; en

outre , W est ouvert par rapport & la frontidre de U . Nous allons dé7inir sur

W une orientation . Pour cela , si a est un point de W s £ une carte d’'um voisi
nage M de g dans V ayant la propriété dnoncée dans la @éf.4 , la formé

W =f3adTHp00-A0f, 1 sur TAN est alors #0 au point a ; on définit une orienta-
tion ofa) de l'espace tangent & W au point a par lz condition que le covecteur

w(a) ait le sisne de (=1)2 . I1 faut évidenment momtrer que o{a) ne dépend pas

\de la carte f satisfaismnt gux conditions de lag déf.4 . Soit em effet au(clseog

.gﬁ} uge seconde carte satisfaisant & ces conditiomns , et définie dans un veisi-
nage onvert ¥ de a dans V . Soit P un voisinage ouvert de a contenu dans MaAN,
et dont 1l'image €(P) soit uﬁ.cube ouvert dans BY , voisin age &’un p@lLﬁ b=F (a):
g(Blgao,bﬁ) . I1 existe des fonctions F,(zlgsbgz } de classe O sur R° (lgign}
telles que , dans P , om ait =9 {x)=F, (Ll(A;,;ag (x)) s posons D(z)= 322£§;;m423

£ 3 @ i‘g’ ‘2‘4 ;g&\i
Sar P , cu a dgiadgon - - -Adg, =D(£(x )}ﬁfiﬁ@fzﬁzeqtdf 3 on

.,...

B-« (Z} e@(ﬁ;*z; }5;305\;

D=, B2, 400 20 4}
a done D(f(a;ﬁ;»O prisque par hypothdse £ et g p éserveﬁ% l'orientation 3;4'au-

.«

tre part ;, la restfieti@n de dglﬁagéﬁza;&dg .1 & WAP coincide avec celle de
D, (£(x))af Tyadfsa--.pdf, 4y . Tout revient done & prouver Qae D1(¢(a));»0 «Or &
les fonctiouns fﬁ et,gﬁ sont coustantes dans WAAP , d'on EF;@ﬁ (x O pour

Lz‘é 32}.{,
tout xgWNP , et nomme les formes diffdrentielles 4f,; (lsign-l) sont lindaire-

ment indépendantes , on g nécessairement “? (bjgosgin):e pour lgign-1 . Digu-
/ 5 n .

&
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tre part , pour t réel assez voisin de bn y .801% u, le point de P tel que
fi(ut)zhi p.our lsi$n«l’, fn(ut)=’c- 5 1'hypothese ertraine que si t-b, >0 -, on
a uy&@U , et par suite g (u.)>g (a) , c'est-2-dire

r Fn<hlqooybn lyﬁ)}F (blyoogb 19b ) °
On en conclut que BF;&a(blv, 9 D )%O . Des remarques précédentes , il suit qu'or
a alors D(b19.,wbn)-Dl(blg“.,bmmzaf_g(blgMgbn)x’o g d'olr on déduit que
Dy (byseesby )20 . w
Avec les mémes notations , il est clair que la forme (al)n@(x} appartient &

e(x) pour tout xa‘\ﬂnw ,» et par suite x-wo(x) est bien une orientation sur W .

La varléﬁa W ainsi orientée est appelde le bov"d\/é U, et se désigne par U .
5 . La formle de Stokes 5 1 g5k W Zovand
PROPOSITION 2 .- Soit § une Fo; j/lff4reﬁﬁ1 lfe’de/desrz n-l &% ds olasse O

gy une varidtd orientde V és/_lmeaslen 5o, 31_%, & un support compact . on g

j-ﬁ-;:o_o |

Sois (‘U ) un recouvre’nen*’c ouvert loca.lement fini de V , ‘ﬁel qutil exlste pour

chagque nsd:tce i une ¢a.r1;e @ de Ui sur un_ensemble ouvert rela‘ﬁlvement compact |
de B® , 2% soit (h;} une parti tion de l'unité de classe ¢ subordcnnée au re-
couﬁfrement /(Ui}i . Comnme ‘h S‘ ast nulle sau?f p@ur un nombre Tini d’indices , om
a,‘&j?’z
1

se 07 et de desré n-1 & support compsct dans RD ; et on a Ko _(&(n 3% g

-i(%: hi;g):%i(hic‘;; - 81 on pose §i=\hi§}a§ai s 5, est une forme de clas

4 mzj- n855= vd(l’z 3‘) « Ik suffit_"par suite de démomirer la prop.2 lorsque.
7=K" . , .
On peut slors écrire §= %(«1)1 ”1 gs A%y Ao (\dxl 15‘*521-4-1’\ ,\d , les fonec4i-
ons g; &tant de classe clk dans B” , et on a alors dS= (;2.; ;@; ,dxlhd,sz A QX .
En cutre , chacune &eb fonctions g; & ypar hypothise un suppor";: eompact ; et il
existe donc un cube -agz;€a (1€ign) tel que les g; soient toutes nulles &

liextérieur d*un cube concentrigue de coté a2 . On a par définition fds:
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“ ‘& : 3 1 Y e
:} ii“)dv . Mais d’aprrg le th. de Lebesgue-~Fubini , on peut écrire

e..J. s
Dﬂf ) j e PO
j d?‘ {) ‘; YI lO—Zl o ad&u 1(121+1 o OQZ@ -.KZ—.‘L dz

Y.l i 5
R 2y _@3’32’:‘: -
et comme j{ ,_3 adz. fa?}&, a2 ( ) (7 v
2 4 =2V %4 .00 8y9%2.: © 0 .:.z " Z 0094 ~8 4%,
a 1. > & 1 1 } 9 L 9 9 g L 9 9 9 -
«wWZ 52, $- L 1+ L=l f+l
o 0 0O &\Zﬁ;:o

en vertu de 1l'hypoth*se , on a ZEEE J[dﬁrO

La conclusion de la prop.2 n'est plus exacte si le support de § n'est pas
compact ¢ si f egﬁwune tonction continue et intégrable dans R , on n'a pas
nécessairement j ?(X dx=0 .

2. N
THEOREME 1 .- Soient V an variétd orientée de dimension n , U us ensemble ou-

vert dans ¥ § une forme di?féremtielle_ae degré n-l et!@@ﬁg;asse C1 dans V ;

Si-lﬁinterse@ﬁiom de U =% &u support de § est_CQQpa@te et me contient gucun

point sinpgulier de. la fromtid de On

(1) | ‘ § p3= jw

(formule de Stokes) .

9?

o

nage compact T de l'intersection de

s

Par hypothdse , on peut recouvrir un vois
0 et du suppers ae S par un wumbwe fini d'ensembles ouvertis relativenment ccmpac-
M. nt lés propridtds suivantes : ouv bien ﬁj est contenu dans U , ou bien M.

) d

. et il y- 2 une carte £.=
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fi(a):O pour 1&€ign . Ov peut Adcrire
. o ‘ ‘
3 ;Cf[__‘c‘,c\ Gi OO:,XJ”ﬁ“': ° oA dx -xﬁax -).A o o u!‘ dx

vat

ou les g; sont des fonctions de classe O dans R® , dont le support est contenu

dans C ¢ on a dounce

- 4, "‘5’ "‘3.%'-?‘? 1-‘1"",‘ :
d(Zet)=( 2, (=1)** %% )4y AAXpA" . . AdX
t=d 7} L 2" o
d'ow , puisque * préserve l'orientation

ti
(2) [ a5 Soayi-1f P, -
j ) 4 gbe= #2a(~1) Jpi= Ay,

(&vﬁ mesure de Lebesgue sur R

-
o
e
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e
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“Bane = 03y ks K s : - R & 3
espace xn,/O) - Diautre part , la restriction F de - 3 (bU)A M est une scarte
1'hyperplan x,=0 {one nous iden-

£ e i Yi= i s XN o s = e 5 RS g . ; o ¥
tifierons & R™ ") 5 en vertn de la définition de 1'orientation de bU (no4) ,1vi-

C3ISES Yiem o+ F o v P S = i N e s 3 - ‘ =
wage par 1 a‘une Torme O fe degrd B-L sur WU a 1= signe de. {-1)2 gu»r B £
©r & est la resirictionr e A W0, on s

od
;2?3‘2 I - % 5 3
£e” gj‘x$goo;xﬁa120}6xlﬁcazgu:.ﬁdxful-

= RS S e

denc de ddmontrer leeg formules

- mi
{(4) I_ 23 gv =0 s :
7 Sy ameiis = Sur i il
jg;%x%df' G pour ifi<a.l

v g,sa% 1 'ﬂ==l
Or ;. en veﬂxv du th. de Lebesgue-Fubini , pour lgienl
' [ = & : = ,
JP i% mfxgéﬁfgfszé‘x S Gt T L
5‘3, noa SO A \ 9 g eioy ﬁalyé} V“:i:l
e

o
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Le th. de Lebesmeer‘ublnl montre d'autre part gque
‘[P,fg'd” -jc«d’ »1,f ;;z<‘1~°“9Xnu1vyldY:“,!cvgn(xlv°°9“ua1903dvnw1
puisque g (x~ s oy Xy 191 =0 par hypoth*se . La formule (5) est donc démontrée ,
et par suite auesi le th.l . |
Nous allons maintvenant nontrer qu'on peut e%;endre le iho; é des cas plus géné-

raux o

w &6\;‘[’(_" -(),"‘r}’f

Soit &‘3 une ?cz"me différentielle >» O de flezré 1 et de classe C . sur V 5 pour

z 4. intégrable sur V, nous désigne-

i
Q
i3
0]
e
an
‘$

wgg la norme de la mesure g, 5 OB voit sussitét gue cette définitior
+

e de la forme o > O choisie . Cela étant , nous diroms qu'une

.1

partie compacte B de V est différentielliement négligeabla s'il existe une suits

(u&} de fonciions de classe Cl sur V , possédant les p'z"’Opf*léT}eS suivantes ¢

aj chague fonétion uy, prend ses valeurs dans Eogl} . et est égale & O dans un

voiginase de £ 3 en outre , pour tout voisinage M de E , il existe k L gue

: &3
i %) " e 7 : 8 - < g3 0
pour kz'k, . u soit égpale 2 1 dans ng\fZ 2
b) pour toute forme diff érentielle continue ¥ de degré n-1 sur V , on g

(daly)ix:g%é =0 (relation qui g um sens , car (&u.kmj a un support compact

d'aprés a) dds que k est assez grand)

1 enss%m’ole différentiellement négligeable

THEOREVE 2 .= Soient V une varidt{éd orientée de dimension m . U un ensemble ou-

a) l'intersection du support de § et de U est compacte ., et l'intersection du

support ﬂe‘gﬁ* et de la partie non lisse de la frontiére de U est différentielle-

ment néeligeahle s Py e %\m

b) la _restriction de &Vau bord\pU de U est intégrable .
: éﬁ\

Girepo
\\\;;,)
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On a alors la formule (1) .

Soit en effet (\ik) uhe suite d'approche @our E 35 pour chaque indice k , 1l'in-
tersection ded U et du support de u,kgne contient par hypothéee aucun point sin-
guli er de 1a frontibre de U , et par suite om a , en vertu du th.l

St 5=fg w5

Or d(u, %)= (duk)AS +uy, .45 . Comme lim "(duk Jasll= O par hypothdse . on a
' k-

Uu(auk)aﬁ'l U’fn ((duk)/\g)“‘ I (duk),\kﬂ , et par suite lim fU(duk)AS =0
D'antre part d§ est intégrabvle sur U et les fonctions “k sont bornées dans leur
enseuwble ; cowne Uy, tend vers 1 en tout p01n+ ge U , 11 résuli;e du th de Ie-
besgue que 1:un fU W, ‘.dS' fU - Bafin , u,(x) tend aussi vers l en tout peint
de bU comme la restriction de § 3 bU est intégrable par hypothdse , om 2 en-
core en vertu du thc de Iebesgus ', lim . .. o § - ce v.i démc:atre le

o k”-{ba”‘x fow'§ s e
 théorme . ‘

6 . Propriétds Jes gnsemblas gifférentiellerent ﬁégligegrbl‘es "

Te th.2 n'est ublle que =i or poss2de des critbres d'spplication commode per-
mettant de reconnaitre qu'un enserble sgt différentiellement ndgligeable § nous
allons &tablir de tels critdrss .

PROPOSITION 3 .- bi E et B' gont deux amem’olas compacts dlfféremlellemant né-

gllgeables 5 Eu?’ est différenticllemsnt uégligeabls .

Shi ezt k) =1 (uﬁ) d=zz suzites d'approcke pour B et B' i‘; éuffit de prouver ;
gue les uk;ul’:uﬁ fdvment une suite d'approche pour BEWE' . Il est clzir gue tou-
te fonation ﬁ§ U est nulle dans un veisinage de BEWE' § d'autre part S SEa s |
poear un voisiages W de EUE'. s On 8 "‘1’:’1 dans CM zour k?,k:,; et uﬁ-" dans CM
pour kzk, , on aura w,=1 dans CM pour X >max{k,.k,} . Bafin , i ¥ est une
forme 4i fPdrantielle cCutirue d# jegré n-l sur V ; on a | ‘

' (au, JAF =af. (autIAS +up/ dug AS _ | -
et é;&szmaﬁ{ukig.l et ’u-k‘sl , Cn' 8 h(duk)/ggﬁéﬂ(ddé)Akya-a(duié)Ak“ , d’oh




%o

i e
gg;lﬂdukmé =0 .

Par transpert de structure , il est clair que si (t’ est un isomorphisme de V su
une varié+té orientée V' , pour que E soit différen%iablemeut négligeable dans V
11 faut et il suf?it que ?(E) g0it différentiellement négiigea’ble dens V' , En
vertu de cette remarque et de la prop.3 , il suffit (en reccuvran’c E par un nonm
bre fini .4'ensembles euverts admaﬁtam; une carte sur une partie relatlvement
compacte ée R® ) d'obtenir des conditions pour qufuue partie compacte de R” soit
différentiellement néeligeable . Une telle condition est donnde par la proposi-

tion suivante :

PROPOSITION 4 .- Soit E unes par’slez{ compacte de R et , pour “cou p;,o goit

B?(H} ‘epnsemble des points de RY dont 13 distance & B.=oit < - Si on a

lim mv(Bgs(E)ﬁO (v mesurs de Lebesgue dans R®) , E est dsz’éwentlellem 0t pé—
@»@O Sy
gligeable . _ } ‘ | [ ‘ool G Aonase, b Hes &Jf/

Jis] e?%t LB Tk (u. ) une partition c‘ie ltynité satisfaisant gux ccmdl’cv ons de
12 prop.3 du § 2 . Pour tout nowbre Q;O s0it f? la somme des u; dont les sup
ports ume vrencontrent pas B ( y s avec les notations de. 1a prop.2.du § 2 ., 1le
support de uv; ne psut. wcncoaﬁrer B (E) que si d(aigB)ég/(luh} « et pour um %el
15&1@9 i, on g done us (x,*O pour a(x, E)>4‘5"€a€ 3 cette dernidre condition en-
traine donc f’ {x)=1 . D'autre part (tomcuis avec les mémes notations) , ocn a
;;ﬁiégﬁc /@ eﬁ vertu de 1ls prop. 3{@6‘{- 1«:15& s et en tout poimt de B _(E)

!;

ou‘%re s ces dérivées partlol‘tes scot nulles hors ge B {B): . S@it alors

§ gg, 4% A o ag‘\czx 1ﬁdx l;'tu“;\dx une forme dlfféreﬁﬁlelle continue de degré
ﬁ»-.l czans R? pour toute fonction contmue h 2 suppor*" compact et ‘E;elle que
fhfg:a , on a éjh (a‘?a )fz§’ &%(»l)i“lfg h dv! ﬁnaﬂcl( V(Bi?( E)) s 512 est

une borne supédrieure des igjg &ans Bl(E) . La condition ée 1'énoncé de lg prop,

4 entraine donc que {fl/k) est une suite 4'approche pour E

COROLLAIRE .- Dane une variétéd V de dimension n s tOoute pariie compacte E 4'une
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gous-varidté W gg'v de dimension &€ n-2 est différeﬁtiellement négligeable .

Au moyen de la prop.? et d'un recouvrement de E par un nombre fini 4'ensembles
ouverts U, pour lesquels il existe des carteé sur Rn‘transtwmant WAU; en va-
ridtés linéaires affines de dimension &£ n-2 , on peut se ﬁormer au cas ol V%Rng
W:Rn“z . Avec les notations de la prop.4 , si B est contenu'dans un cube de
-2 de coté a , B?(E)_est'coﬁtenu dans le pfoduit;d"uu disgue ferﬁé dé rayen
e dans RZ et du cube ds méme centre et de coté 22 d&s que p<a denc en s
v(%?{E))sgbogg (b constante in&épendante de §;) dés que ¢ est agsez petit , et
le critire de la prdpo4 s'ap?lique : ‘

On notera que la sécqmds condition de lvénoacé‘du.ﬁho2 n'est pas ﬁne'conséquen
ce de 1g prenidre .

an un demaine § liwm &s
gsymptote ¢t de longusur iafln%e . Le saul
a5

b.’

Exerpls : presnjre §
spirale ayant O coumme poin
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7ee le'sappvrschég'est X relztivement compact dans W. , et comm@‘§ ex% de

*1la. est intégrabls dans cet enseable , donc dans WU , qui est par

@;;ﬁ {bU) . Oa voit dons que les c¢ofgitions dfappiication

©

S,

du th.2 seront rewnplies sb les deux aypothises szulvantes sont satisfaires

= G 0 E A ] . b d " i ~ b & S N T 2
19 l'intersaction de U 2% du  upport de § est compacte ; et la frontidre de U
A e - 5 Zo 3 3 s ® o , £ 2 =7 S == <
23t 2ontenus dgas ia réunion d'un nokbrs Ffinli de sous-varidtés V. de V de gi-
: 3 - A

2° 1a partie unon lisse da la frontidre de U est contenue dans la réunion d'un
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nombre fini de sous-variétés de dimension < n-2

P

Par exemple , ces hvpoth>ses sont vérifides lorsque , dans R“ s la frontigre

de U est contenue dans la rdunion 4'un nombre fini d'hyperplans Hi(c“estmémdirz

(Top.gdom.,char. ,§ ) quand U es+ un polyﬂdre)o En effet , il est facile de

voir alors qgue tout point de U qui appartient & un seul des H, est régulier g

done la partie non lisse de la frontidre de U est conﬁemua dans la réunion des

intersections ijtHj (i43) , qui somt de dimensicn n-2.7
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