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Les fonetions étudides dans ce chapitre sont définies dans une partie
diun egpace de Zanach r8el (resp. complexze) et prenncnt lenrs valeurs dang
c

un espace de Banoer rdel (resy. complexe) ; lorsgue nous ne priciserons

g

as le corps des scalaires des espoces conciddérds, il sexn sous-entendu gue
les résultats Cnoneds pont vala 5i bien pour lces cspaces de Banach

b s
réels quc pour les cspaces de Banacl conmplezes. In norae dlun vecteur X

dancs un espace de Banach sera %oujours déésigmbe par f[x|| -

fas

. Fonctions tansentes.

DEFINITION 1.- Soient T et
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Banach, £ et ¢ deux appli-

cations diune partie ounverte & de E éaés'ﬁ .. &n va point ;&05 A on dit
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% ) %(ﬁ J=alx ~ %0) au volginarse de X,
On sait que cetbe @8finition no fait intervenir gque los topolosies

de £ et de T , et non les normes qui sexvent & les ddfinir (Fonect.var.

&

d'éguivalence donc llencemble des applications de & 4

£ e i ) aonsg ¥ g en raisgn

b7

de 1'inggnlins | f (%)- £, (x)] < [ 8,1~ ;w%m;%‘g +§é.§
au

Dans vne mBme clpsse éé Ffonetions

plus une fonction

G 1o e A Fcih ] . Ty e 2 ARFRSE TE Bl G ok Do Ve P58
1indaire affine s cn eff c4§ g8i deux fonctions lindoires affines sont
e oy 2 b | ~ A3 L3 Zom - s Ry C g v & . MR B e T~
tangzentes, leur diifcrence est une Tonetion lindaire hormogdne (X - ﬁa}
S - e i ~ b A A s BATE s
négliseable devant %;&—Aﬁa % « Ur, cels n'es ossible gue g1 W =0
oS - CHpR . o * = Vo b i Preti, W o Ko,k A T et ot -
cor si, pour ol €>0 , il existe =¥ . G tel que la zelotion § Z | « T
m e o 2 a%% o 4 e
ensraine HQLZ )N EHZE encore walable
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(par homozénéité) pour tout z € £ , et par suite, comme € est arbitrnire,
w(Z )=0 pour tout Z €

2. Fonections diffdérentiables.

ek == : -
DEFINIRION 2.- Soient B et P deux espoces de Bonach, A une partie ouverie

-

de B une application continue de A dons P . On.dit que e8t diffs-

rentinble au noint L A Jlorsap'il cxiste une ahplication linGoire
affine de I dons F taongente an veoint &&O 2 1o fonction £ .

Si f est diffbrentioble on jso"}.nj: %G : ltapplicotion linc¢aire affine
de £ dans F tancente & f en ce point est gg&mg diaprds ce qulon a vu
ci-dessus ; elle 5'Gerit dlune senle monidre. B —» gf{% )M&{h)g oh W
est une application linaire homosdne de B dans F tangente su point x|

2 12 fonc%ien.x ——:af{x)wégixa’) i

DEFINITION 3.- ci 4? est différentiable en un point X €4 , 1'application

lindnire homog(,na de -u dans F , %ansente & | (% )= {{xo)'au gqint Xy s
s’appelle dérivée (ou dérivée totals ou diffdrenbielle, ou différentielle
totale) de { par rapport & X gu point X_ cf se mote Frir,) su

d'f: (& o) ; 1o valeur pour um vecteur he€X de cette application lindaive
se note {"(xo).-h (ou §1( X, h ~si cette notation ne crée res de
confusion). : '

‘Lofsqae F est le corps des gealaires, on deril clf{xg) an lieun de

"c&.{-‘(xo)a

% i 4] = Y £ z
(1) ﬁf(ﬁehﬁf@)w}i*ﬂ}vf-a’aﬁg‘i*-é,“—z s{) -
PROPOSITION 1.~ L'application lindnire homostme h—s £'{x ).h ge E




La dérivée {3'(;& } est doﬁc un ¢1lément de 1'espace Q.C(JJ L) des appli-

-

eations lindoives continpes de E dans P 3 on soit UOP%”CHH chap.X, § 2)

que cet espace est nunl dlune structure d'espace de Bonach, la porme fful

d'une application lindaire continue U de 5 . dans F &tont ddfinie par la
5 i ] 5 = :
relation }au,uz sup ﬁ ua(h){% ; quend nous parlerons de 1o nornme

, i hilg
i g,”{xc)z de la dbrivée de % al point X

XN

; ¢lest btoujours de la norme

o

définic par la relation nr récidente qu'il G’zﬁiwa;

e
£ s .

Bien sntendn, si on remploce laz norumes dons £ et T par des ao.mes
équivalentes, 1s norme dans o (E,P} est remplacée pa r une norme

& R

Supposons gus ~§ soit différentiable au point X _ 3§ pour quiune fonc-

o
tion %_ définiec ot continue dauns un voisinage de ‘%‘c et telle que
%{' ,gﬁ}:-. ffixs} soit ta-ngente B -53 AL point )&6 g -3k Fant ot 31 sutltit
: év:.ce&etﬂ aa‘ellc voit différentiable au point X _ et gu'on ait

%stxa)s{:',(xo)'

En particnlier, si deux faac%ez}s coincident dans un voisinage dfun

- point xO ; 6t sl l'une dlelles =5t différentiable en ce poing,
il en est de mBme de ltantre et las ddrivdes sonk égales s avntrenment

dit, 12 notion de ddrivde a un caracidre loeal.

Exemples.- 1) Prevons pour E le corps des sealoires (*R,"ctz C ) 3 toute
application linéaiz*e continue de E dans un espace norpé P est slors de 1a
forme X —» dx , o & est un vecteur appartenant & F ; en outre, si

(?& X!ﬁ = {ga% s L’ép’ﬁli“
, cgiﬁicn & —> g#& i est done c?ﬂﬁ ce eas i i combt ic lseﬁwme de

désigne cettec application,

—~

ntifier ce dernier

= 5 ;o o e s S DO A EEEATE S £ £ 7 P =
2 F por cette isomdtrie ; pour tout sealsire ¢ prodnit d..h est
algrs ginvlicrnat s weednid 3m < A% damm Y i1p 1o
2i0TZ Bippl 820 A€ PYrOoGuiy ¢u 242178 A3 pour ia
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" la relation (1) wmontre gue, pour gqu'une fonetion {' ; G6finie et continue

dans un voiuinage d'un point z, du corps des

s

sealaires, solt différentia-

ble en ce point, il faut$ et il uu.ﬁic qu'elle soit dérivable en ce poiht .
au sens &éfini dans Fomet.var.rdcile, chap.I, $1 3 en outre, la dérivée
‘F" (xo) (an sens de 1o d8P.3 ci-dessus) est identifide au veeteur de F
aui a2 8t3 ddsigzné par la mBme notaiion 1ocaci‘¥;a_u Ceeci just iiie la nota-
tion et la terminologlie génédrales introduites dans la 4&f.3.

2) Une application consitanie dunc poriic ouverts A de & dans F est
iiffdrentinble cn tout point R €h , eF 53 d6rivée est pulle en tous

- ¢es peints.

3) BSoit W une appliecation lindaire offine éezf::izza': de & .daﬁs .o+ on
peut Gerirve (R ):.:EM- v{ % }» o ¥ est une application iinaé.ii*e homogine
de E dona ¥ et b= w0} ; on en adauis gue, quels gue soient x; ‘2% }&
dans & , on a &(ﬁ{}'&‘-ﬁ}-%(&%ﬁiéz vih)} , done W ept diffdrentisble en
tout point X,e€Ll , et ow a )t (xo}a}'z,z vikh} -

on par*cieuii_-, goit € l'application identiguec de I sur lui-mBme.
ona e'lx ).,ﬁz_h pour tout ;&é@ 2 5 en dtautres ternes, e}(x 0} est
lianplication iden tigue de B sur lui-nSme. . .

Comme outre cag poarticulier, conpidérons 1?‘2”)?3.}.qu4.’3¥3 linéaire contiﬁae
{ Rys X é) > X+ Ry, de llespace produit EXE dongs B ; so ddrivée est

‘i'applieation (h,,h,y)—h s

4} Ss;ieﬁ’i: E‘i 53233 $rois cspaces de Eanach, et considdrons une
application bilinfaire continue de %, X E, dans F s dont nous dési;aeraﬁs
ia "3’;5‘,3.(,2}.3? an point -{ Koy % 2} paz zﬂ 4 s ;f e On &

E( A 34—‘&(@ 3*"{ 7‘ 2'%312}‘4"’%‘\2 e ﬁgg“éh - s ’%;;“zgf@ ﬂg’izg wa«gin s §7 w} §  conme
(&%,xz} —> é;x g %éj est eéix‘f;i?.c.:g, il exicte un nombre g > 29 tel que




5
H{xqexo]ll € 2hrg e fxoll s done Ul hol g e (sup(ilh, || sl]hzﬂ))gm
=0 (r-up(f} § “1 k)) ;s on volt done que liapplication bilind aiz'e continue

o 4 st différentinble en % L & 1
{ X 4 2)"-“'%’{"{1 Az} est différen ivbl(' en tout poiant iaq,&,g) et

admet comme dérivée en ce point llapplicatior lindaire
: £ f y 1
% £} R | B 1% '*“g - o5 t &
{sﬂaljﬂok 2/ /i»-ﬁ&-av ;:f' % { @ 2 i

tieuliexr, si E est un sspace de Banach, (A, x) ~» A % &5t une

t
application bilindaire continue de RXE dans B , et elle a comme
5 i : : :

E est une gleodbre normée complite sur R , l'application

iz egt continue, donce & pour

5 = 2 T e e - wrongue A%
53 Soit © wvme 2lclbre normbe compidic sur R avant un &iduent unitd

neté 1 ; on sait alevs {Zop.gén. , chap.IX, éj‘ﬁ-«ya{j’(} gue llengenble deg

XeE qui sont inversibvles est uz*‘““w}, {et non videj, et gue liapplieation

2 o

. -1 , - e Z
A =2 X de A dons T eot conbinue. lontrons que cethe opplication est

&

ifférentiable en tout polnt A € & . En offet, on o

-1 Y S i
%e-t-i%} «»%Og w;@j(iwhxc J -1}, et on sait {log.eit.}) que pour

tout jéE asses getig? ou o
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en o donc

T -'l ? i i -4 13 i3 a‘é, ;é o ‘rjil’;, 'E Aé -4 iy
§ iy - 3 £ fEs EL A oé )a
&{ﬁ _shy“*ﬂ"} e &{ +}( fa z é’é‘&f’;;. %Z 5?; % & jﬁ& z% '[ga‘g' Es'&!’% ;"Q%Q ﬂ mi(ﬁhib
ce gqul montre gue 1o différentielie de x —>x" an pgi-j; ?&Q est
4 -1 = ’
iE S e : éi SR
h — X5 hx?
Ce rais gfanpligue en 2= ;ﬂ: {F) est
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8i £ et F sont deux espaces de Dansch ieomoz'plzesr," et A llensemble des
lsonmorpkipnes de # sur F , A est une partic ouverte de x>£(.u 2, et
1'application u—su (ot w =1

est une application continue de 4 dans GC(E,F).» En effet, oi w, est

désigne 1l'isomorphisne réciproque de w)

un isomorphigne de E sur F , tout isomorphisme de T sur F pent stéerire
LoV ol v est un automorphisme de E , of liapplieation V> e v
est un isomorphisme éé:@{:’(E’}- sur _egﬁ(ﬁa.?)” (pour ics ¢*t1uc’cu1~es d'espace
_vec+o riel bcpoln*‘*ique), car cette “egliéati@z_ est coutinue, et 53 réeipro-

ue W )LL"“?«?W’ 1’e°*‘s sussi ; notre asseriion résulie donc du fait que
g

W

b&’ (E) est une alzdbre normde ccm@’? dte. Cela étant, le raisonnement fait ‘
ci--de_ssus nontre encore gue :i.? :;mafsim u;-‘-; w -1 est éyf,—"régtiamg '
efz i:\ou“t, point U, € A , et a pour différentielle l'swlleﬂtlon lindsire
t— ~u,“'1tu.4~° | '

6} Soit F (‘g.';,“a,,f ) une application d'une p’mt‘*e ouverte A de E
-dans un esyace de Banach I m'odu.a:t; dsr espaces de Danach P} (?\ksm)
ur F 1@2101‘:% gﬁy)[ =ﬁ§ gyﬁﬂ

pour y ;= (y, J» Alors, pour gue f solt différentiable eniun point

x €Ad 4, 11 ¥ z,d; et 11 mllfliu gue chacuns :ies m-f.cmt_ions ‘Fi»' 'le soit,

=

'et on a .,gf(xsj—-(ﬁ { % )9=H§$'€za J) €e.s:z identifiant <L (2,F) avec
ile produit des esmceu vf (.u,.s:k)) 12 aé menstrotion résulte. aunssitdt
des définitions. ‘ -

@

sapposons- p{»w.exemple gu'on ait prig ¢

Remorgues .- ‘é) Toutes leﬂ définitions précdédentes stappliquent encore

lorsc_zae Z et F cont des espaces normés copplets sur un corps valud

LY

complet ecmmu’ta‘cif quelcongue K . I3 en est de pfre dtun certoin
nemere deg propositions de cs "}'1;’3’,:‘5‘;;’:":(: ; aocue le sisnslerons an

2ssase.s



25 ( =3
2) Ia notion de ddrivée est essentiellement relative an corps des
alnires des cspnces normée qul interviemnent. ©Si I et F sont deux
especes de Banach sur le corps C , ils sont oussi munis d'une structure
dlespace de Banach sur le corps R (Zsp.veet.top. ,chap.Il, 2 ) ; une

application -fl de E dens F qui est différentiable qumzd on considére
B et T comme des espaces de Banach complexes, llest 2 fortiori (et a

m2me dérivde) quand on considire E et F comme des egpaces de Banoch

(O

réels ; nais 1o rleiprogue est inexacte, ecar -g peut ﬂéne’stre une

_ 2 dérivée h ——-,>u,(h.) pour 1o 1cture réelle, telle que W ne soit
pas linéeire pour 1a struocture complexe (autrement dit, on peut avoir

w(d h) =Auth) poaz: sout tel, mais uﬁ(ih)‘#i wih)). Pay

exemgﬂ.e, l'application 2 —> 2  du corps C sur lui-mBne est aiffé~

rentiable pour la structure veehoriclle réelle de C , ot oo dériv
est l'application h —>h ; pais cette application nlest pas 1inéa,:.re

D

r ;;,.,:
i:

pour la structure vectorielle 'complexee fTous reviendrons plus tard
sur cetite guesition.
3) Dans 1la définition 1, on peut supposer gque & est un espace normé

{sur un eorps valué vcorﬂmuta% if K) et F un es pace io6a lement convexe

sur K ; deux applications )C » G dtane partis onverte A de E dans F
sont alors tangentes en un point X € 4 si la fonction

; : o

(£ (%)~ %{3{ ))/Q%-»'%o}g tend vers O dans P lorsque X ‘tend vers X

en restant ;’4 X_ . Hous laoisserons s lecteur le soin d'étendre & ce

8

cas lez d8finitions et propositions concernant les fonctions différen-
tiables

Lorsgutune fonetion <§ ic dans nne portiec ouverte A de I et

gn
i'aaplication X — ?"(x

< i
) (notde oussi K —> d,§ {% }} est appelée
lignplication dérivée de g , ou simplenent {por abus do langage)
1z dérivée {ou 1o différenticlle) de { dans & , et notde fiou df .



=Bz
Clest donc une anplicotion de A dans of (E,F). .
De fogon générale , unc application de & dans of( ,F) eat appelde
application diffdrentielle & valecurs dans o (E,F) {ou forme
différenticlle lorsque F est 1lc corps des scalaires). Une applieca-
Z tion diffdrentielle de A dans cﬁ(zm) n'est pas nécessairenment
la différentielle d'unc application de 4 dons F  (ef. §2).

(222

3. Différenticz lle dlune fonetion eom 086e .
¥

%

muo'*"“az (th \Sautns dos fonctions compos ée‘?)w Soient I,¥,G frois
espaces de Banseh, w zne application continus dfum voisinase A dfun

point .xoe E gans F , v une appli cation continpe dlun voisinage B .

du point Y, =W(X,) de F dans & . 5i w est diffdren $iable au point X,

39

f cents able

et v dif

Yo » 1o fonction éompouée W:-. Vo

‘{qui est définie et continuc dans un voisinage de %bj est diffdrentis ’ole

gu point X, , st ons
(2)  ‘wi(x )»v*(u(xa;)c Wt { x et

Zn dta utras termes, la dérivée de la fonetion eomposée W= Vo '
an point X, est la composée des dlrivdes de Vv et de W aux
‘p_eints )’oz &L(Xo} et X _ respechivenent.
On 2 en effet par hypothése : '
wix Fhy=uw(x )+ wix, ) h+ g th)
viyork)=viy )+ vty - k+e,tk)
dlof _ , - ' -
© WX gth)=viwixrh))sviwix)rutlx )htgth)) =
=W(X )+v 1y Jeliet(x ;%ﬁ}ﬂﬂf;y )e0q (h Mo, W (x )hte,Ch)
Lnis comne v'{y ). f{==02(k; ot %%{x{);w =0, {(h) {en raison de\la :
continuité des applications lindaires wilix )} e3 'wty.e)), on a

‘0 }
finalenment




M

- E:) e
WX Fh)=w(x V(Y Joul(X,))-htasth )
ce qui démontre lc thébordnme. :

Remargue.- Au licu de noter VoU . 1ltapplication conposée d'une applica-
tieon V¢ cC (P,G) et d'une application Ue L (£,F), on 1'écrira le

plus souvent YU (ce gui est déja

l._,

12 notation adoptde pour les produits
de mpatrices, lorsque E,F et G sont de dinension finle). La formule (2)
stéerit alors

S

W R )=V X))utiX,)

Avec cette notation, on a le corollaire suivant ¢

FOROL‘LAL;_ .~ B8i w est une application différentisble dlune partie

ouverte A I dans F , v une apnlication différentinbls dfune partie

ouverte B D wl{l) de F dans G , W = ¥Yoit  est une application diffé-

3y dilvow o ldts iy dn

{le second membre est naoturellement 1 iication x — v/ ( wix))duwi(x),

o
x3
5

e
4]
o
2
]
s
ol
v
[}
'-Jh
e

1'imnge de X par cette applicatio saification indigude
ci-dessus). : ( '
Remaoroueg.—- 1) On éerit souvent aussi la mrmule {3} =cus la forme
:L(V(u.)) =vifw)du -
2) Liéeriture ﬂ au lieu de VoU pour le composé d'un Slément :
de o[ (F,8) et dlun 618ment de <L (E,F) permet 4'éviter des confusions

dans des cas ok (comme dans la formule (3)) on o & considdrer deux

applications X —> V(X)) et K —> U{x ) d'un espace E dans
& o 3 s » : - : <
o (F,&) e% £ (Z,F) respectivement, et llapplication

X —> V(XK JU(R) de K dans xéfge,{-"‘-}, gui nfest naturellenment pos

> - = = £ g ~ - 2 e V.4
12 compogde des aonlicotions nrdcédentes {ee aui en th’f"'*al nig
z 3 1 2 &
S B FFESE Ay B g s . o~ sy o e A e 5 S J-w L 2 I 3
digillieurs pas de sens, puisgue H ntsst pos identigue & {E.B)).
> = & # 4 ¢
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3) On oura soin de noter gue 1z notation Y¢{w { % )) ou d.v(u,(u ))
dégigne lo dérivée (on diﬁféren’meue) de 17 appllcu.tioa v au point
wlX,), et non la dérivée au point %, de llapplication composée
Vo W ; cebte dernilre doit siéerire (vouw)'(®_) , ou d.(v«au,)(xo)
81 on ue vea’c pas désizgner l‘ epplication comasﬂa ¥ o Wb par une ‘
‘nouvelle 1ettre s mais 11 est préfdérable. zour Sviter soute confusion,
as mtrom:«.re une nauvel‘le lettre pour dési

sner la fonctlon Ve W |
h.1

imn
aonme nous lfavcns fait dans 1'éronecé du %

CORCILAIRE 2.- Soient E et ¥ deux cspaces de Banseh, u

gt
cations continues diun ensemble ouvert A E dans F . 81 w et v sont
d

différentinbles dang 4 s 11 en est de mlre de W +V et

{quel que soit le scalaire A ) et on g

(4) S diwtv)s dus dv
{5 : diiu) = Aduw .

Ia formule (5) est conséquence immédiste ds-(3) appliqude
est ltapplication Y — .}x}j /'.:"s_e B dens lul-m8me.  Pour démontrer {4},
ii suffit de considdrer W +v conme composde de ifapplieation
(#4,%,) > X +X, do FPxF dans P , et de 1'opplication
4 —> {({x ), v{K)) de B dans FxF , cor ceiste dernidre a pplica biGﬂ g

%) hgv*(x )ohu)

pour dérivée cn un point K, ll'spplication h — (W!
COROLLAIRE 3.— Soient E,F,G,5 guaire ecspoees de Donceh, et soit

L )

(X sy) — Ex‘ﬁyag une opplication bilindoire sontinue de F xG daons H .
|

5

‘Soierﬁ' -t ¥V deux oyplications continues et diff8rentichbles dlun

ensenble guvert ACE dans F 2% G zespeciiverncnt ; nlors 1l'application

{u, vl ée 4 d’:ﬁs H est différentiable ¢t oy




—n § 4 -

Pour démontrer 1o formule (6), il suffit dlappliquer le th.1 en considé-
rant [u..v} comme composée de l'application (X g0 %2) — [;@ 7° b3 2] de

FxG dans I et de 1'onplicotion % —>(wl{n), ¥(n)) de T dans Pre

PROPOSIDION 2.- Soient Z et F deux espoces de Danoek, A une portie ouverie

de E , B unec partic ouverte de A ; soit ¢y oo

n _hondomorphisme de A gur B ,
8t scit v l'homSomorphisne réciprogue. Si u est diffdéreniisble au point

X €K , et 51 u.,?(xo} est un isomerphispme de B gur ¥ , glors au point
jg:u,{zzo) » ¥ 28% diffcrentisble, ef v'ly } est l'isomorphisme de F

sur E réciprogue de wil{xX,_) .

de G dans E sur ua vai mage de O dans F ; et K- wi{y +k)- wiya} 881

ithoméomorphisme »éeiproque. On g por hypothdse K =ui{ xc}a}g-i-g? f}g)

e

W liapplication lmc’io e de F sur T réciprogue de 4! { ?’.e) s
on a done W (K )= k.-é-w(gi {h)y ; comme W (K}=0,{k), on peut supposer
= 4 M :g Eoa 0 :
pour que Jwig,(h)) S = gﬁj}ggg ; et on a alers
: B ’ia".‘*rﬂ‘é i o ity &r o -
‘EW (k) p 2 = ﬁ%@, » €t par sulte n =0,(Kk } lorsg ue tend vers .
{k), c gegt»&«-aiz‘e_
V(y -+ k) v(ya)uw( kﬂ-ﬁgfﬁg,g ce qul démontre 1o proposition.
' Remorque.- Ies propositions de ce n" sont volables lorpgue lss espoces
* ~ de Banoch (xbels on complexes ? qui y fizurent sont remplocds par des
J Z
espaces normés complets sur un corye commtsiif valud éomplo% guelcon-
E et T sont des espaces de Bonach rdels, nous préeiserons

e
plus lsgin {% 3) 1a prop.2, cn montrant Aue noyennant une eondition

=3 4 T g B =y 3
supplimentaire sur W', is
=7 s  ») B 5 %
i gur F eunbra%ne gue W ezt

5 :

- - < = 3 ']

Sur un veisinage de ¥ _ .
%4
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4. Fonctions continument différentiables.

THEQRENE 2 (théordme des -accroissements finis).- Soicnt B et F deux espaces
de Banach,f une opplication continue dans F d'un voisinoze du segment

joiznont deux points X, X ,+h de B . 8i f egb différentioble en tout

fmte

voint de ce sepment, on &

(7) fgex +h)- fix e bl | sup, forix #th) |
‘ Considérons en effet la fonection g (%)= £{r +th) de 1o variable

)
réelle t , d6finie dans l’mte'ﬁv‘_gll iOzgf s elle cot composde de F

)
et de llapplication t ~;>x +'E;h de EOQ?} sar 1é segnent fermé dlex-
trémités xe et Xo+‘h 241 ﬁfsza,s iec %thel, % esct dérivablec en fcu:t ‘oom‘t_
de [0,?], et on a %'_("i:')z -g’( A +%ﬁ'a,};h . Avpliquons & 9 le théordme
des é.f.ero saements finis pou:v: les fonctions dlune variable réel‘e

{Penct.var.réelle, chap.I, §2) il vient

lem)-g@) € Ogap gt}

t &1

ece gui entm.ine ‘1z formule (7).
COROLLAIRE ?.-— Soit {" bne ap pli.eaftwn continue dfun domaine A de E daus

2.5l f » une dérivée nulle en tout psm; de & , {3 est_constante
dens A . , '

En effet, soit X, un pein"s de & et soit B 1
% € A tels que f(x)é f(ﬂo) 11 est eclair que

(]
=
¥ ]
(53]
B
T3
*.—J

e &eé points
B t ferﬁé par |

apport & 4 . Diautre part, le th.2 montre que si XK € B , tout point

d'une boule ouverte de centre A contenuc dont 4 appartien

donec B est oaver% et fermé paxr. rﬁupsv% & A s 2% par suite identique & A

puisque A est connexe par hypothése

COROLLAIRE 2.- Soit ‘§: une fonction & vaoleurs dans s Gifférentiable
gn tout peint éfun cngemble ouvert & contenont le serment 8 joimant deux
de ges poinits X %, 5 2lors, pour tout poing ;éﬁ% 4 -, on o

“._ e =




NEK 06l

1
I1 suffit en effet dtappliquer le th.2 & 1a fonction
X —=>(£)-L1x
gui est différentinble dans 4 .

(8) .,“"‘2”?“?3‘“‘?'“‘0)“‘*2""1N}Q%“‘z“*‘ % o eupﬂf*(;&)%”(z&o}
: : RES

COROLLAIEE 3.- Soit {"gn} une suite d'spplieations différentiables dlun
domoine AL doms F . On SUppose Gue @ 1° pour un poini )&Gé 4 12
suite {f n(xa)) est converzente 20'1-@ suita (%é} converge uniformé-
ment dons toute boule contenue dans & , vers unc avplico ation 9. de A dans
QE (£,F). Dons eegy eanéi%iemgrlé guite (.,?ﬁ} CONTSTIe Lm&er_mmeat dans

:

toute bonlc eemtemp dans A vers une fonction différw niiable “? dont

®
¥
>

la dérivée totalec est dsale & %, :

En effet, 501t & un point de & , B une boule de centve & et de rayon

r contenue dans A - podr tout 'x €3 , on g3

En vartv de 1'hypothdase, cela prouve gue si 1o suite {?E(% }) est

convergente sn un point de 2 , 21le ast aniforpdmeat convergense dams B .
L'ensembic des points de A om is sulte éf

fois cuve:ét et fermé, et comme il n'est pas vide, il est identique & A .
Regte & mon'?r er que %p est la dérivée 4otale de 1a Limite {3 de la suite
{§ n}; Faisent tendre m’verg + oo &23& lz formule {€1), on voit gue,

- pour tout a:;;» 0, i1 ezzmtﬂ n tel que 1 ‘on ait 2%@

=
our tout tel gue, po ~dflg >
5 tel gue, pour | A-djiidr! , on
- ix &~ 7 ] E ;. g’ 2 2 -
aii g% FalX | 5 Fpldl-& € Ux-ép; on en ddduit que,
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[ (x)-f(a)gla):(x- d,>§ g sefjx-al

ce qui ochiéve la démonstration.

ation continue

NE

DEF I"ITL‘IQ“ L.~ Soit §“ gne 2pplics

~

&'L.z;_ espace ‘de Bonach T dons un espace de Banach

£2 ®.
continlment différentiable dans A si £ est diffdroniioble

de A , et gi Mmml lcation ¥ - ;{mﬁ ] e A dans ii.?e::;;eaae de Danath
wL 55 ef‘"’; continue. '

Geln sirnifie ¢ tout € » 0 , i1 existe
r70 tel gue 1a RoE 1} entratne
frem)-frix Erin )ehll € elhi
pour tout ‘%’g,g B .

_x.;e th.1 montre gue si ~f; oot continfiment é—iff;ﬁre'ﬁ%ia‘a
-d*tme partie s werte A de I dans T sy 2% % ane appiiecntion continldment
51:5633% inble dtanc portie ouverie 3= «? é: de F éians & , olors 1a
fonction feam’)asée %ég est contindment u:_ic_ﬁ,a‘;e dans 4 .
PaOPOSIRIOE 3.- ‘Soit 3@ une asplication éifférentinble am;ze p-:wtie

ouverte A de B QQ.ZL% F . Zour gue £ goit continfiment 4L%2 zrmntiwble
dang A o 11 fout ot il suffit guc . pour tout poini X, € A , on gt

Lo copndition est ndcessaire di-prds 1a formule (8) et
Montrons qulelle sst sufficaonte. Supposons en offsd gue .
§y-rollcz s fz-% llgr s ensitffey)-frz)- FriX

oMl T s [Z-XojlgT , onalthily)-flz)-§

(Y +2) tend

pour chague :;,e tel cue %y - xm% ST 3 1l cexigtc disutrée port un nonmbre
& . 3 ey Ay £ % i A i s -~ 2 VIE 64 e o
:é:k} > 0 %el gue pour §§ Z-yi é.{’; ; on ait %g (yi-slz})- %?ij } (y
«
iz - = z £ =
< € éjuggg ; on er déduit cuc pour tout K 42l cue
2 ¢ z 5‘_ 2




Lhilgintze), one ffreng)h-frey)h fgzeffal | oo qu
entratne fﬁ”(y )—-%’Nﬁ )gﬁ € 2¢ ; sette relation ayant lien pour tout
Y tel gue !)’ ~&, “ € r , la propogition ect dbmontrde, o

Lersqne ‘E est une fongtion d'une vm*iwle gealcire, la prop.3
est un cas porticulier de lz prop.6 de Eomr.vzreréelle, chap.I,22.

2« Différentiellos pariiclles.

Soient LJ‘G trois espaces e Boanzeh 3 s0it & une vartie ouverte du
B

rroduit ExT , et goit £ une a 133_ ation confinpe de A dans €. En an
point (X o2 Yo JE A » On dit gu .gﬁ est différentiable par rangar*&: & la

vgz‘emiére {resp. 1a seeonée) variable si liappliens tlon pxtielle

A—»f (% 950) (resp. y — -? { )&'i}?}})} est différentia iole au point XG
(resp- yé) 3 1a éifﬁéﬁ:@r’;tiell,e ds cette applisation ;{53‘*’-‘":::?.3_3.‘1«5, qul est
un Sldmens de @E.(E‘,{i} {~ebpe @&; {F C—;‘-}} sitanpclle renidre {r‘esp‘* séccnde)
diffdrentieli= particlile (ou ddrivde pzrbicile) de £ et 5¢ note

a
df?axg,y,}} (resp. by £ Xgo ¥o))-

.~ Soig ? ane applieation cwtlnae ﬁ.mne vortie caver‘?e A de

G . Pour gue £ soit cansinﬁmm diffdrentioble dans 4 , 41

faut et il sal.sit aue § soit diffdrentinble cn tout voint de A par
’ rqnport & c,_a,can" des deux variables, et ot

u
(2,y) = —d, @Uﬁ Yy} et (x,y)->d §(x;y) sofont continues
J

[z} lee Aoy 2veald ac
el Pl et et i afe- 05 27

dans A . On g aloxs, £h _tout point {,;g;= le A

(9) dfix, Y)eth, k)=d £ (X, y)h+d, fix,y) k .

Hontrons dtaberd que 1a condition est néeessaire. Tour tout point

{xegjo)‘ééf,, lfapplic tion pf;z%’@rl&e % £{x y ) est eozzpasrie de
%’, et de 1'appii “‘tisn linéair e' ffine K m?*’z;s, }é@; de E.dangs EXF :

 J

donc l'application X m.%z«g‘:' i Yo! o8t différentioble au poink X, €t 2




NBR 064 Ad”

e

pour diffdérentiellc cn ce pointh——-}dﬁ(xo,jo) th. ,0) en vertu du th.l ; ‘

en d'autres termes, cfest lo compesde de l‘*s,pplm@clon d«;(% 0? jo) €
€ ae(b)(F G), et de liaoppliecation (indépendante de ( x’o”jo))h - ,O)
de E dans ExF ; cette dernidre amueatldm est un Glément constant I,
de c:C(E,E;gF), et avec les conventions du w@_,;g on peut Gerire
.F(;c s¥ )= dfix, Y)I; - Comme 1'a ppl*c tion bilindairve (V,U) —-rVU
b[(dxx‘ G);quf:{ﬁ ZxPF) dans g{“;,d es c cozri;z.auo,,' on voit que
{ x ,y) *?di % { % gj) est continue. Ovz roigonne de mlme pour 19anpli-
cation y v>f{x°,;), dont la @ifférenticlle est -~;>d,-g-(x, o Ys)e 105 k)3
on a done 'd,,&, £{x s Y )= d,g(x o ¥ 115 eéz désiznant par i, l’a‘pplicgf-

tion k — (0, k), 616ment constant de o (F,ExP). Infin, comme

Ab

~

{h ,,k)zs(k 0)+{0, k), on = blew 1o formule (9) en tout p@in‘be

Hontrons mzintenant que la condition est guifs
assez petits (dons E et F rcwpeetivezacnt) Seriveons
i

Flrgrh, york)- fng, Yo)=(f (xg+h, Fo+ k)- ‘”(xghsyo))%
+Hf(x +h, Yy, )- @u@ (YD
Comme 1z fonection partielle ;g --g,gffg : .}’o est L*Fférentic.ble, on g,
pour (h ,k) tendant vers (0 0);
gtx +h,y )~ fix s y)-4, 1 ﬁo,j@} ﬁgz@{h)-'@»,(h. k)
E'aucre part {cor.2 du th.2)
B e grhaygr k)= Fixgrhoy)-d5 £(xg+h, y) k|

< k. sa' d -fwi +h, y ?Z)««%@%éx +h, yg)l‘

zf <
Conme 1o “;;pucﬁriorq x,_y)-—» 4 32{% _}) de ExF dans {(E,G)

<2

est: p:zr hvgo‘hcse cont% nuc, on g

§(§g5+h y0+k) flx, 4»}@ ¥ }“d, -gggz +h, };e) k“gz{h gg)




Aq”

S N e

nfin, pour lz mfme roison, on o
0

zg{x ot s Yol-dsf ln,, y,)=ell)
d'oﬁ d’zgixo'i‘h, yo)‘k“d'z'g(}%aﬁ ya)ckz;{l'achfz k)
ze gui donne finsalcoment

Pt grh,y ot k)= F g yo)-dy qgmg.,y@; h-daf(x,0Y,) k=g, th, k)
et achive 'ainsj: 1a démonstration du théoréne, puisguton peut derire
' d.-gmgj)'zd,i-? (%, 3L+, § (%x,9)L,
et gue le second membre es “é; continuy por hypothése dans & .
Soient m s_:zin'i&emnt 't’i {1 i:;é
ouverte de T ”Tl:?i et §£ une =

point (&, géggueg&a} dz A , on dira encore QU différentiable

&
o
@
4]
s
o

par rapport a lo k-Gme voriable si 1'application partielle

6‘ £ < 2 L E » -
‘&k =2yl ey B 9% é»ke}?? sese gé‘@n} ezt diffdrenticble au point
&, o et nous noterons i.:?eg‘fféé@,i seecpd, ) oo différenticlle (dite
clifférenti-ll@ {ou &é ivée) particlie de g par rosport & 1o k-Dme

o e R e e R e = - =%
Par ToCuryeniCe BUP A ., 18 COr0.L-

laire suivont s

COROLLAIRE 1.- Pour gue
1

% . 1 £
o m R A e A s
- BOLENT CDRCLiALES
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OOROI.L’:IW 2. uaitl,‘ une fonetion continfiment dif?drentiable dans une

®
partic ouverte A de = T‘E i » 8t golt, pour chogug indice k , %, une
appliention continfiment diffdrentiable diunc portic ouverte B d'un espoce

de Banseh I dang E, , de sorte gue (u,1(z; TV (z))eh pour tout
z<€ B . Alors 1o fonction composde {(U’,, govsgihy, } eot con‘amﬁment diffé-

rentiable dans A s 2t on 2

“%

{1 7) dva(%?a%s“’&wn; z; dk?“‘e’ﬂuzf’”’ u'ﬁ)d'%k
¢S ks :

(avee 1a notation du r®3). :
Ie corcliaire résulte en effet auus*i:ﬁt du th; des fcnctians composéea
de la formunle {10).

et
6. Dérivées partielles. Hogrice jacobienne.

Gaasv démm le cas poarticulier importent oa l*espaee ae Banaech B est

de dimension _._a._gr_;j;_g 3 on peut alers l'identifier nvee un espace RE
{resp. cn). Soit A une partie ouverie de I ‘, f une»applieation'continﬁ_/
ment diffdrentin-ble de A dans un espnce de Bancch T réel (resp. complexe):
19_1:;}3.3 pontre que nour tout point &z{ai) de 4 esz:cuﬁé des fonctions
particlles =x @{‘(af sees 38y 4%, ai%@ s e e 9Oy ) ect @ifférentiable au point
a; e R (respa Wig C) ; lo différenticlle porticlle eo:*respondan‘be egt
‘alors icdentifife & 1o dSrivde de cetie fonetion de variable réelle (n°"
t

ism

s

exempl ?

")

e F que 1'on note eﬁco:ee 31€ (a“a”,un) ; en outrs,
les n fen tions i§ sam ées opplications continues de A dans F | et

-

3
8;51:‘.

fat

l'h

Srenticlle de £ au point & est ltappliontion lindaire
: n

R N ,a.ssuzn > 2. D i§'(aﬂue,aﬂ}ni de BR® (resp- €2) gans 7 .

L:.s

g;’

kJ

@éciprogucrent, gi les n dérivées paftielles Eif (1€ 1gn) existent @'i:}

L8

sont continues dons A -g est continument diffSrentisble dans 4 .
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Si B est une partic ouverte d'un espace de Banach II , iy, (1€kgn)
n fonctions seolaires continfment diffdrentisbles dons B , telles que

(u,,(z.)‘,.a,am(z))ez\ pour tout Z€ 3B , on a
"

(12) ci.%’(u? ,ug,agu,un)m_g D;:f(% 9”‘29““’{121)&‘11: .

Sunposonﬂ m*aten n“a aue F soit aunssi de dimension finie, F &%ant identi-
t

£i6 & liespace B (resp. @®). Alors 1'opplication £ pveut stderire
§ f,‘ > 2,6”.3.‘ }, o ..*?.-.:prjo% est une fonetion scalaire définie dans

il fant et il

]
le soit. In veritu du th.3,

A 3 pour que {; soit conitinfiment diffdrentinshle dons A
suffit que chacune des fonec { )
14

pour gu'il en soit ains mn dérivées

o
et
(=)
)]
=X
[
“.1
{he)
(uw]
&3
w
W

i
.Dkfj (1gigm, ?skén) existent et goicnt continues dans 8 . In d'autres

termes, la matrice de liapplication lindaire @,{(a? gzzgguagan) par ranporst
aux basss canonigues de E et de F , est la matrice (szj(a,g 3o 0 9By ))

& m lignes et n colonnes ; on dit gue cette zzu: ice est la matrice

jacobienne de la fonetion %z{f ).au point {a, g,,waﬁ)a Lorsque m=n
le déterminant cmi;(ﬁl j) de la matrice jacobicune de €11 ,“.,,.f )

£

o

sfappelle le ;;acchmn ou éuser zinant fonctionnel de (f1 ghieny m)a

Le théorime des fonctions composdes se traduit en termes de matrices

3

jacobiennes, Ge 12

9]
)

‘acon su ivante ¢ goient .; {1€ i€ n) n applications
dans R (resp. € } diun engerble ouvert A C:.'R’?1 (resp® C %), continfiment
différcnticbles dong & ; solent gy (1€1<p) p applications dans R
(resv,;:. C) d?u'ﬁ voicinoge B dons BE (respe CP) de 1'imne par

(1”1 s ,f ) de ltcnsepble 4 , les gi étant continliment dlffdrentiables

(34

dans B 3 disignons por l,e,.; p fornctions composdées

KX —>E, {f,i(gg }gue;fﬁtﬁﬁ )} qui sont continlment diffdronticbles dans A

on & alers la relgtion entre matrices Jacobiennes
(? } {E.a%%ﬁi‘b‘rn"ﬁ’l&
13) (Bylts) = (D.g,)(D,2,)
& g 2 R e =




on désignera par. d(x%) ln différentie

17!

w o\

d'oh en porticulicr, lorsque m=n=p , lo relation entre joacobiens

(14) det{Dyu,) = det(ngi)«det(Dkfj)

7. Hotations et zbus de langage.

Soient L et F deux connces de Banach, et A un ensenble ouvert dans B .

TLorsqu'on conziddre une fonction explicitée définie dans A et & valeurs

dans F , qui n'est pos elle-mBpme désignbe por un symbole spbeial, meis
dont 1o yoleur pour un é1lément génériguc % €4 est notée par un symbole

3

tielle 3 meis la valeur au point générigune K€ A de cette différentieclle

explicité, on ne note pas non plus par un gynbole spéeial sa diffdéren—

est ddsisnbe on mettant entre paventhdses le symbole qul désigne la valeur

de 1o fonetion, et en 1c £a aisant prledder de 1o lcitre o (ou-d 53 1a

fonetion est gealaire) 5 on pnm; dtaillicurs supprimer 1es parenthéses si

. aucune ccmas*cn n'en résulte. Par execmple, si E e”% une algtbre normée

fonetion % —> aa” an

(¢
Pt
e
»
3]
m
ot
£

point géndriguc X . Lorsque, dans eetie Scriture, on subsiitue a R
1a valeur en un point générique £ dtfune application {explicitée ou non)

jfférentinble 4 diune partie ouverte B d'un egpace de Banach G dans E

la mfnme convention d?écritur@ entratne que ce guion obtient est la diffé-

H
()
,;S
[ d
o

ellic de 1o fonction GO{&}’}‘OSG% an point E , et non la valeur de la

lc de 1z premidre fonetion aun point w{E) ; par exemple

I\Q

t la différentielle de © —2> (wl £))° , et noz la

{d (% )}%g%(,g )" Cebté conven t%fw difflre néeogssoirvenment de celle qui

S
i
fxa,
M
§ o5 1
8
=g
o}
fm
4]
A
{0
‘:'
wfo
<:=
i)
..'S
(o
H
[
CQ
Q@
Lo
»w
s
&
ol
o
@
ks
S’
K




cazme nous l'avons fait plus haut. Par exenple, dans une 2lgtbre normde

'tf7

In pﬂrticuliﬂ;r, guand on voudrn substituer, dans une di*’férentielw
portant sur une fonction ex,olic::.tée, une valcur explicitée & la
variable géndrigue X , il faudra utiliser le dernier type dtéori-
ture indigné ci-dessus, et Gerire por cxenple (d(sin i”xa? et

1), ear en vertu de l'abus rle no"i:ation gul consiste &

non disin

confondre une fonetion constante svee s5 va 1cn'r-= {unique), le derniex
symbole pourrait aussi signifier 1a diff renticlle (nulle) de 1a
fonction constante xu-gszn 1

En particulier, avec cette convention, pour un élément générique R
d'un espace de Banach T , 1z notation dx il

I—n

‘ie la valeur zu point
% de différen ialle de l'application identigue ¥ —= 3¢ ; cette diffé.
rentielle ntest autre (en tout point XK€ E) gque llapplicetion -:derz‘t;iqub

ffk«-ﬁ»h de T Gllu-«t"‘%‘_@ . dx est donc un 6lément de @éﬁ(i&‘) indépendant de X,

ielle dfune *onetion en

un point géndri

a8

L
fe{différe%-’aielle ni est un 618mens de {E,F), done
4 5
150

une application linfaire) sans 8tre forced d'introduire la varisble he€ E

compldte £ , on }gcﬁr tout ®EE

(15) - d{%?)={dx) %+ x(dx)
et i
(15) dix "N xHdw)x !

en tout point inversible x ; dans ces formules, & (dwx)}ls est bien

entendu 1l'applicetion lindairve J —> @b b . Pour une application

différentiable rez,tclc naue, ou liecu d'éerire d(x )ggf{;&}@ on peut

crire )= %‘ {x)dx , le proanit YU signifiant el VoU pour
i - 7 —Y & - =

Ve o (E,F) et UE€ @f;iu; (n"3,Remarqgue sulvant le th.1). Cette




£ a0 =
d'une fonetion compbsée, et inversenment, eette éerniére formule s'en
déduit en substituont & X une application diffdrentiable L & valeurs
dans E .
Lo convention introduite au début de ce n° condunit de mBme & noter
é.z.t lz valenr an 'point (K1 ,xz) de la différenticllc de la projection
{x 1 ;(2)~:~> X, du produit E1;<E2 de deux espaces de Banach sur le
premier facteur ; de mBme aizﬁz dégigners 1s différenticlle de la seconde
projection (X, X,) — ¥ ,. Ce sont encore des &1léments fizes de
QE(E ;;EQ?EQ} et de @g(E?;iEggEg) respectivement, savoir les projections

2

'pri et PTr, @ ellec-mBmes. Cela permet par exemple aiSerive

(17) d (Ky+ sy )=dx, +dx,
3 - 3 j=h g s 7

pour la giffbrentielle dtune m}pl ication bilindaire c@ﬁ‘tinue», et en
éartiédlier' V ‘ | |
(19)  dhx)=(ad) x +A(dx)
dans tout espnce de Banseh E .
Six et q}ﬁ sﬁﬁ‘t 6%&:{ variabie@ génériques appar tenant & un m8me
20

espaee B et intervenant dons un rais nnenent, les différenticlles

dx et &j} sont done regpectivement la prenidre et 1a eeéﬁée Pro-—
jection d2 EXE  sur E , et ger su dte sont dfntinetes: i on 2 par
exenple, dans une algdbre nermée complite B

{20) dixy J=ldx}y + £{dy)

ce gui concerne

par uac ;.1'"2 variable

(e8]
3
‘;
b
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Bl

e |

e
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e
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o
&
04
?..a..

L]
®

(1)
poc




|
E
.F
4

dégignent toutes

le raisonnenent
a falt analogue
d¥indétermindesn

{2

Y

S
7]
f—!n

tout rcison

emplacer partount X por ¥ , et dons les deux

i’(?) et

2(Y) ddsisment le n8me polyndme ; mais

~— LG -

deux lfapplication identique de E gur lui-m@me dans
considéré. La situation qui se prémente ici est tout
& celle qui résulte, en Algdbre, de l'introduction

pour noter les polynSmes {Ale., chep.IV, 31) 4
menent ok ne figure gqulune indéterminde X , on peut
sions du reisonnement,

il firure deux

dang le rmlme raigconncment

indéterninfes X,Y by

nullement le m@me polynBme (& deux inddtermindes

s
elles ne désiznent

g/
’%% of per abus de langaze ; la

ou simplement dfix ,y)= ~§ dx+f d;y

Soi t 5 une foaeti on différentiadb
du produit

H
W
fda
x
bl
ln-te
i
[l i‘-lo
(a7}
o9
e
D
s
5
)

partie ou.ve:e%e
3

E, x E2 de deux espaces ée Banaeh. Au licu de

|
di'gfx_;,y) et d2€ (% ,Y) les aif Cfeaﬁlelle pariticlles de §

ésigner par

un point géﬁez*iqae (#,Y), on les éerit souvent nussi {% (%,Y) et

2 .
{x, ¥ , OU 5«;%(%9;;) et é.,gg » ¥) 5 on simplement %‘ %‘5 0

ornule {9) s'berira donc. avee les
2

g aﬁ
couvern tlons faites ci-dessus concernant dx et é.,j

(21) &%(xgy)ﬂ. (ﬁgﬁ)éx*'%?;e (x 953@5.

s €% mBne parfois

@?x 755% A + @; dy . Hais il fm*t alors prendre garde de pe jomais

substituer & X oun & Y

gji (%/:;) et §j

s Gans les parenthises des expressions

g})s des symboles contenant encore X ou Y. s
faute de quoi on serait enens & derire des gymboles de gens tout & fait
,J..biru § par czemple (=i ZizEQ}g 11 est impossiblc de sovoir si

articlle o8 en substitue

yax , oula gseconde diffirenticlle poriiclle of On substituc Y8 x 3
z 2 « f & - : ‘= . . : -
de m‘éme‘, 1! exa ression g‘i' {3z,7}) peut aussi bien reprdsenter la premidre

(z,7) —=2{32,7), ou 1o premidre

AL o0 227 e d AT % 3 | 5 ol s 3 = ¥ e
difrerenticlle partielle de 1la fonetion £ s Ol on ¢ 8 X




-
i
-
|
-
;
E

- génériques appartenont & 31 ou E, »

/4

- (_'t‘. -

Lorsqu'on utilise les nototions préeddentco, on doit done con"id( rer A
et. ¥ comme servont essenticllenment a désipgner 1o premildre et 1o seconde

-

variavle dons et ne jannis les utilicer & diontres in., meis avoir
9 ]
r dlantres varicbles

FoRTY

goin dtintroduire dtontres lebtres pour dégliner

o

Lm .

2

ixercicege.~ 1) Soit £ 1o fonection 1’&“““63{?‘1 que G6finiec dans RS par les

; 2 Senict 202
~eonditions f(z,y)=v siﬁ(ff/r, pouxr zgy);if{OéO)g avee r=\yx 4y~ , et
£(0,0)=0 ; monmtrer que £ est différentisble en tout poimt de ®2 , mis

§ 2 & S
n'est pos continfiment 4iffdéy cm,lwie au point {0
- 2) Solent E”a s55,F trois espoces de Bonach, £ une application con-
tinue dune portie ouverte 4 de E,é,:»ﬁ.';?‘:}r dang F

(&,b)es 1a fonection £ soit aifeére

*ﬁ
wa
fta
142
[
Pt
4}
o

ot
ot
H:x
d‘
futo
[t
C"}
“t.
et
e

Que 3 '30 lcs @iffdrentielles paza'i:iell@é }ai.*fi& g@} et d§§ (&9

existent ; 2° oﬁ ait e =
fla+h,bek)-fla+h,b)-f(a,b+k)+fle, b)=elih i+ kD).

s 228rentioble an point (%;Es’) si dﬁv(,& 2B )

‘existe et si, dans ur vois iaa, e V de (@%9@}9 d,:e%‘ (&,Y ) existe

o
fite
H:b

In ddduire que g’ g5t |

et est fonetion continue ds (% 93}) (& valcurs daﬁs a& (u,,,I‘))

A 3} Soit £ la fonetion numérique définic dans ‘R por les conditions
'f(x,y}eizy/r)cin(fjr) po}ar (zﬁy}ffcge)g ovee = x’?wg » et ‘_
f(0,0)zG. Tontrer que fé{:i?ya) et :;f;?(zgy_) sont &éfiniéa pour tout
point '(xgy)e"ﬁz » @t que les guztre applicotions - fé(x,;@y)
'y—'-gfé(z,y) : .x-—-.-af;(x,g}), ,y—ﬁﬁf%(xﬁ) sont continues d_ans__"’R‘ ’
mais que £ n'est pas alfférentia able aun poink {0 +0) [{considdrer Iz
fonetion composde . £{x,ax) peur ua o fixe).

- . a e - s Foe > = ‘?f >
4) Seit £ 1n fonction d8finie dons B par les cﬁmé‘{:ims suivantes s

>

e

Plz,y)=0 pour yg =& ou y3 32" ; 2£(x,2x")=x ; enfin, pour chague
t




i de E dons 7 y 2700t la propridsd suivante

- une suite (&ﬁ} de vecteurs de E , de norme 1 et une suite dberois-

NEE 06 e

2 2 ” A) "y 2 ' - *
(x“,?x’“ et {2.:2 IZ ) « dontrer gue, pour toute valeur des poramdired

2
54
a,b (a“+b #03, £lat,bt) 2 une ddrivde nulle an point t=0, mais que
? n'lest pas G1fférontiable an point . (0,0}.

5) a) Soit {»"' ane anplication continupe d'un voisinape & dtun point
—— - v

X o dlun espaes normé T .dans un etpoce normé F . On dit gue £ est

quasi-difiérentiable an point R _ 5%1]1 existe ane applicotion lindsirel

C-\N

¢ pour

continue < de EO ?J dens T , telle gue G (0)=x
eristn ”sz..,n;;lzc:ztgm c —7*»§

soute application

et que 97(0)
(g,{%)) adnet une Adrivée ay point +4=0,

dgale & &M%?(G))e Ltapplication 1indnirs . est alors appelée une

quasi-diffdrentiolle de @ an point %0 < Lonirer gue si t quasi-
diffdrentiabic an point x@, s @lle admet une senle duasi-différen..

b) lontrer gue oi «§l’ est quasi-différentishie an point %é ga

dans F . (Baisonnor par liabgsurde, en SBupposant pour simplifier gue

%6570 » 81 h n¥6tait pas bornde dans 1o houle kX éﬁ € 1, il existernit

4
ante (% ./ de nombres 20 tendnnt vers 0 , tels que
gén{g{tﬁ @,ﬁ}%& %, tende vers + 0 : montrer qu'on peut surposer 1s
guite (ozﬂ} telle gue {\ﬁ?&t&} sm‘i% déeroissante ot tende vers O 3
former alors une fonetion %, 2 valeurs dang I y ¢Cntinue et dérivable

= o oL =, oy b R S in 3 g 2n 2o
c'un point Xs€E dans P 25t diffsr entinble au point Ry s €lle est
quesi-diffdrentiable en ece point et oo Quasi-diffdrenticiic egt tgale




79

: : - 26 <
b) 5i T est de dimension finie, et si,f est quasi-difiérentiable en
un point R, E 3, est différentinblc en ce point (raisonner par
1'absurde ¢ si (X n) est une suite de pointc fendont vers -xo', telle
que ' '

%?(%n)‘“-‘giﬁ’ izl % “XG)E?@ éé%n’“ gcé

{ L cuasi-aiifu nti 61.1.6 de T , @ Pize et > 0), extraive de lz suite

(X ,) une suite perticile telle que: Z =(X % )/sﬁi& = Az i tende
vers une limite, e'_és &ﬂ .~ %) solt dderol sgonte 3 définir alors
une applieaiion {Q s} aans E telle 32E g_(ﬁ)a: Xq ., que

%3(0) existe, ma *& gue 1l'application 'E:-—?g (%H’s)} n'zit pas une

dérivés Ggole 2 @L(%,‘*(Q)) an point $=0).
7) Soit K un espdce compact, L—ﬁ(?} lﬁew,@wce des i‘epctions numdri-
ques continnes dans K la noroe d?ane fonction =x€ Ll é&tant .

;gxﬁa sup §x€t§§ .
tE€K : : : e
a) Ionbtrer gue, peur qne 1l'opplication numdrique = -—9@ xié aoit

guagi-différentiable en un point x 11 fout et il suffit gue 1la

S %
fonetion fzeg atteigne uor naximum en ua &ef*l oint %, €K : 1z guasi-

-

différentielle de T —» §§x§§ au point x_ est olors la fonetion lindaire

@ telle que wiz)=s(t ). =1 =z, (t,) >0 , wlz)=alt,) si x,(£,)<0.

(Pour voir gue la condition erﬁ: nécessq re, en s&*_pasarzt que ixog

atteipne son moximap en deux 9@1&%& digtinets % ,ﬁi:@; snsi Srer uns

8?1’
2

_Ponction continue yeE , & valeurs comprises eﬁﬁsr@ Cet t, égale a

a

en v, , & O en %,, et examiner ce que devieni lfexpression

- géz )/ A lorsgue A tend vers O por veleurs positives,
g G : ;

f
L = 1
0 L ¢ =
2 e = o B b FE e £ <
on par volcurs ndgatives. Peur voir gue 1o condition est suffisante,
' .1
= 23 3 v 4 A o
soid }% —= 7, une appliecation continue de ;Q} dans B |, gyant une
P i & S
3 :‘ A é\ By o T e - 28, DT e e, R - o £ k7l
dérivée o pour A =U ; nonirer 4 shord, & licide de 1o compocitc de X
3 = £ iads - S f i TL N Z 3 &
gue 81 %; est on point of lo fonetion ngjz‘fg;m . {£}1 atteint
1 4
% 3 < £

| BRI e i




‘de A . llontrer gue siil existe tune apr 1eut4 on lindnire 4 de E dang

» %(f'(;{ﬁ-&t)’- @(-;&é)} - s0it égale & U{& ) lorsgie t+ %end vers O .

9

S
son meximum, t, tend vers t, lorsque A tend vers 0).
b) llontrer gue, pour que ll'application x —» i xg zsoit différentiable
en un point z, , 11 £aut et il suffit que ézgg' atteisne son maximum
en un seul point ‘boe £, ot 'que ce point soit igolé dens K .

8) Soit -%’ tne application continue d'un voisinoge A dtun point %
dtun ésyaee norné E dons un espace normd F . Q Suppose que %’ ast
lipschitzienne dans s clest-u~dire qutil existe unc consiante k
telle'qaa M(x = f(%z)g l’giii = Ay 5% pour %@m‘s couple de points

P telle gue, pour tout vecteur & 40 ds T , 1o limite de
: ) FORL ; T

{F ‘est quagi-différentiable au point X g. -

) Soit E un-eépaee m_rmé réel. '

a) Pour qu'une fczzé"aioz’z nunéri que cc}fﬂ?éxé pl{ R ) d46Pinie dans E seit
qu%z-éiffér@nnable en un p@iut X , montrer antdil faut et 11
suffit qu’il existe vne forme 11;3@&:‘;?@ 4 {iéfiﬁie dans B f;e'?.la gue,.
pour tout veehenr .&ﬁﬁ dang B , 1o limite de %{5{%@%‘&9%%9(%&)}
soit égale & uld ) lorsque % tend vers 0 . ‘

b) 3"%%»% de u} 9' peur gue la norme E;;agé e E soit quasi-différen-
tiable en un point X _#0 , il faut et 11 suffit gutaw peint X, il
existe un geul hyperplan dtappul de ?: houle de eentre O et s:’iér;a:;r@ﬁ

Eé% 5] Eng ? ?’QSSCAY}E par % :

o
(20) SEadie T 4 [<R 5 125) %3 ¢ "3"'5,’1‘-'}/‘\! oMo sy i3 1THIS TifaCi9am ;‘i fr e sy &
S0L% L Uyl o8paee localepent CORmPpaCT, L une mesuve positive gur E .
.3 = 2} 7, - = 72 A 2 o ) & 3 7
Dans 1° espace normé L ({E,n} (p>1}, dont les Glémenis sont identifiés
aux fonctions de puissonce p-dme intd rabl ans L , montrer que la
r :
fonction fiz)= | fzgpé;& est diffbrentiable en tout point, et qulon a
‘!ﬂ; iy
3 13 i Zﬁ'“g D2 % 3 - T L : =2 :
ft{x).y = p| 1X:° "xy dp pour tout ye TP (utiliser 12 formnle des




‘gue les dérivéesn porticlles

NEL- 06 G C%,

- 20 - :

distinpuer deux eas suivant gue P €2 ou p>»2; dans ie premier cas,
utiliser 1'in6eelits (2+)* ' o '46P! pour 28>0 et b>0 ; dans
le second, mojorer lo différence gﬂﬂaﬁ -1 ﬁ ,‘gp"i & 1'oide de 1a formule
des aceroissements finig, en vwtliligsont 1'indgelité de Hblder pouz- ‘
les exposants congugués q,—p/’J et o?zp/(p-.h.))

11) On dit qulune agp}iea‘tion § ‘dtune pariie ouverte & de E dans E‘.
est unifornément diffdrentioble dans A si elle est différentiable

dans A et si, pour tont €0 , il exisie "}D tel gue les relotions
Khligz » Xe A ,%x+h et entrat fnent ég(%-ﬁ-h)- (%)= %‘v(x) hilg
=chhf- . ._

a) lontrer que toute fonetion eniformément différentinble est conti-
nfinent él"fé?em%iabieo =

Ao

b) Invercenent, si & cst de dimencion finic, montrer gque si ~=§ egt
continfiment éifféreiztiable dans A , pour teute portle ouverte re._km,‘i;w@w

men‘i; comprote B de T telle que _ il qg est uniformément différen-
tichle dong B .
§ 2, Equotions aux diff céronticlles totoles.

1. Zgpation oux voriations d'une Sguation éiﬁféreniziellée

Soient £ et I deux f‘spﬂces nornés csmple% sur B , I un intervalle

ouvert de ‘R S {resp. T) une boule ouvertc dang B (regp. P), de contre XO'

(resp. Yo ). Soit (%,% ,)f) — -;f {-tgg@é 9y} une opplication continfiment

différentinble e IXSxT dans E . En remplocont T (resp. f,.a,, 1) par un

interv 1le plus petit (1’@5;75 des boules plus petites), on at sup}poser
Zy5) ) et

ﬁi i o ; (3 =, = z ' % £ (B .
{pj(tg K;;}f) {S1ément de - @{’ {F sont borndes em norme dans I XSxT

par des nombres a,b . Par su




X

i R )

auels gue soient 171 Ky s %y dans S5 , 4 o Yy dane T . En particulier,

_pour tout yel , (t,;&)w:a-g (t,%,) esr lipschitzienne dang IX S
pour lo constante 2 . Il en résulte (Fonct. var.riclle, chap.IV,8 1,th.3)
gue pour tout point 1: €l , il eziste un voiuinage ouvert relativement
compact J de de A dans I:tel que T T , ef tne- houle oaverte T o

de centre yo "ceL; gue, pour tout Y €T?! , i1 existe une intégrale et
une seule wit,y) de 176quation d1iffdrenticlle '
(1)1 = ft,x,y) |

@6finie dans J , & valeurs dans S e”c_ telle que ‘%(‘i:ogy)zz X, ¢« En outre,
ltapplication (¢, ) —= w{t,y) est continue dans J‘NE* 3 de fagon
-plus préecise, i1 existe une consianie ¢ telle que, quels gue solent t€J ,
J; et Y, dans Tt, on ait . i St

{(2) _.ﬁ%wd)wut%w e%%«%@

(Joc.cit. ). mis lihypothdse sur —%3 peruat iei de cicé:zanwer le rf‘sultat

plus »réeis saivant ]

THSORFIE 1.~ In sclu‘cion Wit, y) de 1'Eguation (1) telle gue

w{’cggy }: X, gst continfiment ai2f6ren tiable dang JXA Tt ; en outre,

@

» 1a'dér1vée pertielle ‘L&;(t,‘;) (6ibment de of {F,E)) est identigue &

1'intégrale de 1'équation gLff*ﬂremlellm lindaire

(3)

We gk, ult, y),y oIt fy by w(5,3), )

. satisfaisant & la eonm*‘sion initisle E{%‘;@g}?)@sﬂ .

Par définition, la dérivée

'ﬁi

artielle )g@"gi’c?j} existe et est dzale &
§ (6, 4(t, ¥), ¥) 5 ello est donc continue dons JXT! . Diautre part
llintégrale W(t,Y¥) de (3) saticfaisant a Bt ;Y )=0 coct une appliea- .

tion continue de Jx T' dans a;, (F,E), en raison

é )
{; ’ ?; '_e"c de Wit y) E’czﬁctava:;wéelieg éb";.,jg;alii’s $1,%h.3). 51 ‘noué
montrons que Mé, (£, ¥ ) existe et est 6gale & O(t, ¥v), 41 »ésulteras du
th., des ’:t_éi‘éﬂsmiﬁielles pertielles (2 1,%th.3) gue wlt,y ) est continfiment

» ~ & SR - mat-
S F P Aronmdi T




- TPar définition de (%, y), la relatio n (4) oiSerit
{5 A& 5 (s };ug-é») wilt, y)- £ (5, w(t, g) Yo (e %j +)- w(s, .y)}——

indépendont de I ef de & et %el @

W80 o
Soit Yy un point quelcongue de T! 3 montrons d'sbord gue, - pour tout

e>0 , il existe r»»0 ‘tel que, pour tout vecteur heP tel que ﬁ};ﬂ
et tout point teT , on alt : ;

@) [ £ oo ute,y+h),y+h)-£ (5, wlt,y ), y)-f5 (b lt, y), 20

, (Wit p+h)} -w(’c,}'))w-}(*s ulty y)ey e hllce fhl -

- En effet, en vertu de (2) et de la continuité de -g'% et {3 5 pour tout
s&d , il existe un voisinage Ya(s) de 5 dons I et un mmbre pl(s) > O
tels que la relation (4) ait lien pe:)uré ﬂ,ﬁé‘h ?(5) et peur te ¥(s)

(g’ cor.2 du tk.2) ; en reccnm"am% ¢ par un nombre £ini de voisinages

?'(SL) et en prenont pour r le plus petit des mmb'wes P{wk) on répond
done & la question.

o

wusgi

- £3 (%, wts, ¥y)¥)ehlge lhi .

Posons alers vi{t,y ,h)= w(t,y +h)- wlt, ¥)-Ult, ¥ ). h ; cette fonw.,—
tion admet, dtoprds (1) et (3), une dérivée par rapport 2 t» , et les
‘relationw (3) et (5) prouvent guion a | ' |
(6) [Viylt,y - ff (5, uls, y), ) vty k) g e LRl ,
pour tout: gmer $el que“gﬂ( r e% tout ted ; en dlautres te:cmes,
vit,y 5}1) est une intégrale approchée & aﬁﬁgg rds de 1'équation
différentielle lindaire homogine -

(7). $F=f) 4, u5,9),y)2 |
Conne ellc pfcn:% la valeur 0 pour b=t e ,c*e eé-. (t,el(t,¥)ey )

est bornde dans JXT? par un nem‘bre méc,::‘szzaﬁﬂs dc b et de ¢ s Oon voit

(Fonct.var. zé::l.z.e, ehap. Tz Eigceuf&e 12 pzdp.-5) gu'il existe un nombre C,

A

e lion aif

. ; . i 8
IRASTB S ) ESCRE B8
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dée queﬁhﬁ 2 , pour tout +t¢J . Comme & est ax-bitrniwe, 41 résulte

de la défi@ition de 1o différenticlle gue u, (Y )-U(‘t,y ), ce qui
termine 1o déronstrotion.

On-ait que L'éauotion différentielle lindaive (3) est 11
variations ascocide & 1 "6guation aifférenti elle (1).

égu,ati on aux

Lorsque T et T scmt de dimension finie, lf6guation 4is Crantielle
(1) est Scuivelonte & un syutc,ra.,
ax, 1
3 W fi‘thl 909’ gx gy.? gceésym} ; (‘}g ién)

~ : - Subi B
12 d*‘rivée porticlle «5-5 est alers lt‘;”“i].,._. ide &4 1o m,,‘srice (-3—-)
& n lisgnds et n colcnnes:, 1l dérivée pnrticlie -%1 S - i
‘ ¢ “ \

matrice {-u--‘—-) &n

; & 1:—:. mtrice

lisnes et 12 eolouyes, et 1z ddrivée pa-ﬂ"‘ielle

770
(«-a-é-«} &n lignes et n &slonnew Si on pose

Vg = 33‘ ’ Ie th.1 montre que. . (vy,) est ia solution éu‘systéme

de mn Sguntions linéaires

dz = é}ﬁ AR 3

i of: i {i€ign tg€kgm)
u-—~-—§ i e tan Y =l sEe
prenant la valeur 0 pour =t

e

COROLLAIRE.- Soit (ty %) une fonotion continfiment différentiable an
, T gy = :mv%w‘%

Yolsinage d'gpn point (a,b)¢ Rxz » & Valeurs dops T . I1 aviste

un voisinage J de o et un voisinare V de [ tels que pour tout peint
(t,; X o) EIXT , 1t8anation différentielle
(8} : g?? = 5: (ts‘g}

2i%t_une intézrole ot ane seule égé,{i';;%;ﬁﬁ f@)

Sciinie dans J , et %elle

que wlt 0tFgs ¥ )= x o ° 21 oubre, 1'anplic 2%ion {%g%@.}. &7 mﬁu.{'bgéggzaa)

est eontinfiment éa.‘fﬁrewmﬁie df;ﬁfz JXITXYT




| MRt el it Rl i o st b i ol i

NVEE O64 '21[}
<

- 32 - « |

L'existence de J;V et uit,t o? % ) ayant les propriétés indigqudes dons

la premidre portie de l'énoncé a 61;/ établie dons Ponect.var. réelle,
chap.IV, § 1,th.4. Bn outre, si on pose t=t 48 ,

u;,it +8 to,x )zx +v(s,to,x )s on voit gue ¥ est liintégrale de 1'équa-

tlon dzxf(t 8, % +z) qui s*amvln pour s=0 ; l'sppliecation du th.1

achéve de démontver 1le coroll irs.

2. gguatmns aux différentielles totales.

Scient E et F deux espoces normés complets suw R, 4 (respeB) une
partic ouverte de T (resp.F), et soit (3¢ sY)—> ‘G’(;& sy ) une applica-
tion de AXB dans of {Hs,_) On dit gufune appl ieaslen différentiable w

de A dans B est une sglatiqn de 1'éguation gux différentielles totales
() - yuU(%,y) -
si, pour tout Xeh , ona i&en%iqaemem’;
WX )UK, X))
Lorsqgé E= R, 12 notion dféguation aux afﬁfu:en%ieiies totales se
réduit dene & celle d?éq:-,mtien diffdrenticlle (résolae en Y L
Lorsque B=TRE s une application lméaiz;e continue ¥V de E dons F
est entilrement déterminde pai* iz donnée de ses voleurs Vi aux
n vecteurs @ '(1;{ 1< n) de la base sanonique ; une éguation de la
forme (9) est alors éciuiv alente au "systim me de n équations auxz
dérivées partielles® :

Q i
Dg- =y (z‘gs&““éznsy} (igign) .

E:':IﬂP

DEFIVITION 1.~ On dit gi'une Squation sux différentielles totales (9)

est complitenment iﬁtégrable dons A% 3 gi, pour toul poink (xo, yo)e AxB,

il existe un voisip _a&’g 3 de Hg 2L un voiaimee T de Yo tels gue, dans S ,
il exisbe vne solution et une seule u de (9), & volcurs dans T , et

telle g‘ ge WX G)syg .
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Hous nllons nous borncr on cas o, dons AxD , 1o fonction U est
continfiment différevzti gble ;5 lorsque =K , on pait olors que l'éguation

(9) est compldtencnt intégrable sous cette seunle condition (puisque cels
entrafne que U{x;y) est Localement lipsehitzienne). Ilais nous allons
voir que lorsgue E o plus d'une dimension, l'éguation (Y) nfest compldte—
ment initégralbe que moyennant des cond;uons supplémentoires pour U.

ous anrons & considbrer dans ce qui sult les dSrivées portielles
Ux(x s ) ) et Q"y(x,y) de U ; pour chague {x'gy)e AxB.', ce sont des
é1léments de {(E, (E,F)) et de -*e{f(F LB, sF)) respectivement 5 en outre,

~les applicotions (x,y},ﬁﬂ (xgy) et (;@gy) >Uy(x,y) de

AXB dons -g(u,eC(is,F)) et dans ef(ﬁ’ {(.u F)) res pectivenent ss:éi-..: :
continues por hypothise. Pour un point (x ﬁy) de A A3 , nous Serirons
dans ce gui suif .0y et Eﬁj an lien de U(n,y) , E%( X, Y) e'%‘
fg}(& » Y ) si ancane een;fusiozz nien résulte.

On Sul% que B‘*  Sl6ment de @gz &lL(E 51*"} . ;@eu‘b Btre identifié eanoni-

guement & une ‘vmheation bilindaire con z;m de IXE éans"l?' s Savoir

1fapplication {éz“h ) =>{T-h ).k gw;é&w_e ap.%, 32,c0r.2 de 12

prop.4) ; nous Serireons la valwaf de ee-‘m’:e‘ application E’j?g.;l 37,1 ch)
5 - &

On notera que l'appiicatien lindsire h —>{U k). fm,%
1a d6rivée, ou point (x . ;y) de 1'epplicotion ) — > Ul{x gy)a h& de E

/2‘

dans F . De m@r@e ‘G?j 9 (416@@?:;, de @f: (P, oL{E,;F}} peut Birve identifié a

L'application hilindoire continme (k k) —>{Ui.k)oh d¢ PxE dgons 7
l'spplication 1iﬂ;éﬂi’!‘e k— (Ej s §g‘te h ntest outre gue 1g ﬁérivéé -
an point (yx 9_}/} de l'application Y w;,;}}fi% ;Y Joh deF dansg F ,
on pose U’ 1k, h}gwjyﬂk) ho.

hvec ces notations, nous pouvens maintenapt Gnoncer ile théorime

fondamental 'S&i’?aﬁ‘% g
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rionfiE 2 (Frobenius).- Pour gu'une éguation (9), g_:t_g est _continliment
différentigble dans Ax B , soit complbiement intéaralbe dans cet ensemble,

11 feut ct il suffit gue, pour tout point (x,y ) de AxB , la fonction
U vérifie 1o relation

(10) Tt oChy, B )T (T by b)=Tt e Chy o by)4TY (L by by,

guels gue sofent les vecteurs h ., h, dans E .
1% Lo condition est ndeessaire. Soit - (.xg,yq) un point de AXB , S une

- boule ouverte de centrs X_ . et de rayon r , §' une boule ouverte de.centre
-‘yo s supposons qutil existe une solution & de (9) telle gue u,(x° Yz Y., '

définiec dons S et & valeurs #ons S7'. Soit Z un vecteur quelconque dsns E ,

~4al qué ﬁz{( < » 3 l'applicotion t —» WL (X +% z2lzvis,2) & valeuré dans

F , est d&finic dans un intervalle ouvert J de R contenant 'I'_-[‘-J ,4513 3

~ en outre, on & , dans J , V,‘é(tg Z}aaﬁui%gi- tz).2 3 dtaprds l'hypo-
_#hése, t ﬁv{tgz) e‘st done intégrale de. 1’@@@%10& éifférentiélle
{11) H=0(x+t2,w) 2

nﬁenant 1lg valeur ya pour %=0 . :
Comme i est différentiable, on o wé(t;g)zt &Q(%%z)ztg(%%@,v
(t,2)). Dloutre part, le second membre de (11} est zm.é fonction conti-

nfiment différenticble %(t,wgzi e (t,w,z ) 3 ie th.1 montre que

o

vi(tg £) sabtisfait & 1'6quation diffdrentieclle lindaire
(12) %%.s%%(t,v(tﬁz)gz’g}ﬁf%zg%ﬁw_tgz}ﬁgﬁ)

k=7

Tes deux membres de (12) cont des éldéments de J{z,z ;s nous allons
dcrire que leurs valeurs (vectours de F)} pour un veeteur arbitraire j@ ,

de B, sont égales.” Ona vil(t, Z): h = t0ix +2,v(t,2))-h, ;en

£
vertu du th. des différenticlles parfieclles et des remorgues du début de

ce n- , 1o dérivée de llapplication t—=tUlL +5Z,v(t,2)) h, est




(13) E(Xq+tz,v(tgZ))sh,,""‘tﬂ’x(ﬁo"'tz- oV(tpz))“(zyhi)"'

+,’cg'y(xa+tz., v(t,z))«(_q(x;tz,v(t,zz.))-z,hd)?
'D'autre yart, si k est un vecteur guelconque de F , on 2
G ltow sz )k = U'j(x +Z,wW)elk,z)
et 3 (t,wWsyz)e h = U(x, +tZ ,w). .h. +~1:U' (%, +tZ ,w)o {h

Par suite, 1= V“rleur du aecond membre de (1”) pour }z st

(14) UK +tz ;, vi(t,2)). hgtg'ﬁ{xoﬂz,,v{r,z,))e(.h. ,z:,)+

I (462, VI8, 2)). (DX +42, v(6,2))c by 2) -

Si on identifie (13) et (14), on voit qu'on peut diviser par t, puis
faire tendre t vers O dans 1l'identité obtenue ; or, V{(t,Zz) tend vers

.u,,(xo)a J, lorsque % tend vers 0 ; & 1z limite, on cbiient done la rela-
tion (10) oh on 2 remplacé ﬁzg par g - ¢ scette -éerniére relation étant
donc valable pour out vecteur .}3,2) sel gue |i i‘égg £r , et étant homogdne

en ‘hz, , est valable guels que soient }1 et §’z

2(‘" ILa condition est guffisante. Soit TxTf un voisinage de (x ,y@ )
tel que U soit borné dans TX@*, soit &_}f{»& gj)g«: 2 3 1z norme du
second membre dé {11 ) est alors £2 Ezg lors que {aﬁzzgsw) appé.rf
tient & T x7Ti oﬂ peut en outre Gu_gposer T et i‘ﬁ @fis 28863 }jae—_:—ti‘i:s pour
que, moyennant la mBme condition, le second membre de {11) soit lipsehit-

zien (en w} pour |4 < 2 . Par suite (Fopct.vor.r¥elle, chap.IV, $1,%h.1),

il existe un nombre r >0 %el gue pearv;!f g%i{r s 11 existe unef inté~
grale et une geule V{t,2) de 1liéguation (11), définic dar s 1'intervalle
3-2,-&2{ & valcurs dans 7', et prannn“bvlm valcur }éa pour tzQ sl
existe une sclatier@ L de (C‘) prenant lo valeur Sy am point X i et

déflme da na un voiginoge assez petit eie A

uniguc, 2%t on 2 néecessairenment &,(;ﬁ;



- b
Tous allons montrer effectivement que 1o fonction i définie par cette
dernidre 6galité est bien intdgrale de (9). DRemarguons en premier lieu
' que, dl'aprls le th.1, v {(%,2) est continfiment différentiaoble pour
ltl« 2 eﬁj{g!@{r , et que V}Z (t,2 ) satisfait & ltSquation différen
tielle lincdaire {12). Remsrqmas maimtcmﬂt gufen vertn de la condition

(10), supposée vérifide dans A}QB tout entiexr, lg valeur du second

membre de (12), pour un vecteur arbi }g, de & , est Ggale & liex-

pression {13). &1 on pose =
s(m&)z(_vz{(tsz)w%g(% é%z?wmz)))ﬁ

on en conclut que $ satisfait & 1'éguation difidrentielle 1mf5azre et
homoztne :

of % .

—&-g = Q% {x +t2, vit, z})@( £.2)
et comme S$(0,2)=0 (th.1), ona 5(%,2 }=0 pour. §<,2 etllzllg -
Comme il en est sinsi pour tout h,1éﬁ s OB & VL ('t z )=tU(R +tz wf’(tzq)
dans les mBmes conditions ; faisont %=1 dans cette relation, on void

que 4 est bien une solution de (9) prenant la valeur Yo 20 point %'o .

CeQ:FoDe
Lorsque E=R" s l'espace Q{(‘E;E) peut @tre identifis canonigue~
ment & lfespace produit F? . et (9) est Sguivalent & un systdme

éle n dguations aux dérivées pnrtielles

9y

éxi {'i(zﬁw‘.zn?y) , (? i< n) ;
et 1= cendi’cicn (10) est Sguivalente aux a(n-»i)/Z conditions
g of; M o '
e, ==t P12
“5), 'ij §:} 3% * 7g§~‘

(ot bien entendm Bfi, st an 1Cment de QE(P ).

‘En particulier, la domnde de n spplications fi d'une partie




: e - Jf - =
- ' Jy : -
_'-5;{:{1(3) (1€£1<n)

est complétemcnt intégrable, clest-i-dire si on o les conditions
o4 .
i ,€ =:a§§

2 bis. Systimes de Pfaff compldtement intdgrsiles.

Soient Z un espzce de Banach, A une partie ouverte de E . On appellé
forme différenticlle dans A une applicction % — @ £} de A dans 1l'espace

"dual Ef de E . Un exemple dtune telle forme est fournl por la dérivée

A—>£1 (X ) d%une fonetion numérigue différentiable dons 4 - .
Congidérons n formes différentielles continnes w, (1S ign) dans A ,
et supposons guten chague point X<€ A le systdme des n forpes lin res

w; (X ) soit un systéme libre dans It .

Pour chague poim& X€A ;, les n équa'tierzs_.\h ,wi{j% }> =0 (1I€i<n)

définissent un sous-cspace vectoriel fermé Iﬂl,% de E , de codimension n -
- : : ¥ ;

On appélle syvstinme de Pfaff le systime d'éguations
(15 a) <dx o (x)>=0 (1€ £<n)
et on dit gntune anpliecation différentiame tL diune paritie ouverte dlun
esnace de Banoch F dans T est une solution du systime de Pfaff (15 a) 8i
on 2 les n relations L '(t )e}g gwi(g,{"'t ))>=0 en tout point £ de 1a
gartie de F considérde et tout };'e F

Seit do un point de A , et considérons le sous-espace fermé I = H

.de codimension n . Soit I un sous-espace vecioriel de B supplémentaire

c-e.

.de H ; on sait que l*a;{mliea ion (y,Z)—> Yy+& de UxH sur E est

) C‘é

by 4 5€w:5ﬂ }/}xa;‘;{ A ) son% continues, 11 existe un voisinoge V de 2
- g

le détermpinsat detls

S A = o
ne £0i% PO Al ; posSons




an
Alx )= ( (x ))e Cherchons des solutions de (15 a) @8finies dans un
voiginage L de O dans I , & valeurs dans V et de 1o formey->d+y +uU(y )
ofi & est une application diffégrentiable de W dm I « On doit donc
avoir, pour tout S€li et tojit ye W :
(15b) Ls+ui(¥).8,0;(a+y+U(y))>=0 pour 1<ign
ce gui s'écri% aussi

é(aa-s-y+u,(34))a{u,*(y)c.%)=3(éa+§+@%{§))a%
ok le second membre est l'application lindaire §—p - éé?gwi(éb+y +(y }f*
de I1 dans R? . Comne A est inversible, on voit gu'en posant U=A" 1§ :
la relation (15 b) est encere Sguivalente & '
(15 o) - iy )=U@ry+rul(y))
Clest donc une dgustion aux Giilé?%ﬁ@iélleﬁ totales de la forme {9) 2

nous d*r ns gue lc systime de Pfaff (15 a) est complitement intégrable

si l'CGquation {15 ¢) est cﬁﬁglétencat‘iﬂ gz oble. Neus alliens montrer
. {en supposant gue les appli ations X «j}mi(ga) Sant continfiment diffé-
rentisbles) gue 12 condition pour gu'il en sol% sinsi ne ddpend pas du
point &, ni du supplémentaire N choisi de 1 - '

' En effet le premier membre de {10) ntest anire gue 12 valeur pbar

le vecteur 31 Esjﬁ ) de la dérivée aun point {x gyﬁ} ie lﬁaﬁglicatica

exprimer la dérivée de l'application {y .,z J=0ld+y+ ) ;. or,
dlaprds {15 b), cetae ﬂnﬁlzemtis egt définic par les velations

(15 4) <5 &+y+z; 5,0 (& +§+Z}>m@ (1€ign)

7 271




i/

(DH(a+y+2) (5 4U(A+Y +2).5,)). 5, =

= (_{'}f(&+}‘+z)e($?+§_(&+§+z)a $,))- 8,
ce gui, en vertu du fait que A(R) est inversible; équivaut a
<5 o84y +2). 5,,0)(&+y+2).(5 4U(L+Y+2). 5,)>=
| , ={5,40(&+y+2). “m?(éﬁ-ff;-z-g,;o(s?—w 5%—;-;!-%-&)“&2)}
pour 1< ign . Ces genﬂ tions peuvent s!énoncer de 1o fagan suivante.
Pour tout x eV , les formes bilindaires altezndes
§’ &
(h“&g)-ﬁ@ngwyx}9&2>ﬂ<§hww§{meh?> (1€ 1gn)

doivent 8%re nulles c¢usnd on y remplace }g &t Ko por deux vecteurs

T

guclcongues de E satisfaisant aux cendi tions

Lhy 0y (%) >=0

g@
b

<&2,wi{x}>z 0 €§§i§ﬁ§

(avtrement dit, deux vecteurs auelcongues de 1'espace Eﬁx )s

3. Anp}_ieatien g Qifférentielles dlordre sgnénew

Seient & et E deux espaces normés complets sur R , et scit‘§. une
application continfiment différeﬂﬁisbie dfune portie ouverte A de & dans F.
Lia fiérzvée {ou différenticlle) g* cst done une spplicntion continue
de A dans l'espace normé @g(E?F)s

D‘é?i‘*"”i@“’ 2 o ‘{}n dit gnfune applicotion contir

b
[
B
EZ&
oy
aa
Jre
...(
)
(O
H
m
)
et
ot
©
o
Pt
)

Glune partiec euverte A de E dans F,est deux fois d@ifférentisble en un

point X _<€4A si 1'avplication x—>L(R) de 4 dans aé{l’;f@'i est




annlicention pour un ¢1dment (}M vh ) € ZAE pe notera encore
£10x )e(h“}ag)‘:({f"(x )gﬁ )»}L,‘., g 1'opplication :
h >(f (%) h )eh, n'est autre que lo ddrivde, au point X, , de

llapplication x —-;-gf(}&)eh,, de & dopns F »

&

Lorsgue «F est deux fois différentioble en tout point de A , 1'appli-
f

eation x ,>.g'i’(x) de A dans llecpace <, (237) des applications bili-

néaires conitinues e ExXE dans F , o a‘ppelle cncore lo dérivée seconde
s ; : 2

(on différenticlle seconde) de £ dans 4 , et se note L7 ou 4§

On dit gue § + deux fois conbtinfiment diffdrentioble dans A si {Q*’

est continne dans A .

PROPOSITION f.- Si une ap 150 vtion %; Qe A dans F es o4 deux fois conti-

nlment différentisble, pour tout x € 4 , llapplication bilindaire

.gi’!(x) le EXE dans F est symétrigue, sutrenment dit

= £ v

(16) «?ﬂ{%} (hish ?‘e)‘*(&gs?ﬂ‘;’) s

° 3

N

Inversement, soit % une am}liea%ion con iﬁﬁmem; différentisble de A

dans o, (E,F) telle gue t{x ) soit unc avpplication bilindaire symétrigue

de EXE dens F pour tout X€ E . Alors, pour tont X 6:.5. il existe

on vo

isinage ouvert conncxe V de Xo et une ’aﬁ}g};wﬂ"c on ecnt}_ﬂﬁment
gifférentiable ; de V dans T telle gue ‘?” %)= %(%3 nour tout =€V 3

2

en outre, 8i .F et {3 sont deux fonctions définjes dons V gt ayant touls

deux pour ddérivde g dans A , -{-’r f, est consfonte dans V .

Io dernidve assertion résulie du cor.l du th.2 du ¢ 1. GQuant au reste

R

de 1o propocition, c'est une simple application du th.2 au cas b8, dans
z 5 e o = " > 3 3
1t'équation (9), le second membre nc ddpend pas de Y -

o

COROLLAIGZ.- BSo0it A nne partic ouverie de £ une sovplication deux
*3

B 2 o Bes i  ga2 oA o O Y ) S AR Ae Seie w5 Aozernde “
fois continfiment diffdrentioble de & dons F 5 pour toulb point %€ A

- - 3 > 2 2 - 3
o de A= 7% imts SAidndinnc = i A T ES vi o oy
2% 58U% puDle G'inGgifes isd Ig\; P8, S 38555 84 o
. 2 e
4773 T Do e
{17 0. 0. 4+ {¥)l= 5.8, L {8 ) =
= L1 8 3 3 2
e “ 4 - % F
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ntenu dans I—I §7s)

ces boulcs =Nno
indéfininment différentioble dons B2 , et Gpale

fonction 2. h, 5
"
= = tion & 2 h, dans E j; por suite, 1o fonction h dgale &
& )
: i : o 51 2 3 A LT SN Nia A
ieT hl/z k, dans H, , 4 O dans I répond & lo guestion.
temmes Ctant élmontrds,; monitrons que pour toub cnsemble - compact
tout entier k et tout €30 , il existe un polynfme g tel gue
3

}g £ €& pour fout REHT et tout

pératenr 4dif

4 Jsoo = 2 z ~ 3
nlment diffdrentiable) . de SPortT compact, cgale a £ dans H (lemme 2).
m remplscant £ par 13 O PCUT donc supposer gue £ est & support compact

K (z)f(w+Z)jaelz

% ] L u - A
] 1 il

nhanTds A e 3 hieoosiyn o 3 Bnivn ont
4 Coulle s U= egegsus fedaas 1t A i3y 3 % ied
1 rdsu o th. de Lebesgue que, pour tout opdrateur diffbrentiel D

LU z ¥ s

et d'apres le lemme 1, Dh converge uniformdment vers Df dans toute
partiec compacte de RP . Ibis on o aussi

E}hm( * }zagij K (Z-%)DE(z )ap(2)

e
fo
}r o
63}

:-‘3
[
(¢
oot
o)

4]

()

sVt
> b L

i
i

re de Lebeszgue est inverisnte var translation. Or, le

-

ddv 10"’)963}(‘&‘6 de Taylor de Km(} j converge uniformément dans tougte
s d n oo 5
partic compacte de R"™ ; on pent donc trouver un polynfme P () ) tel
( m
£
g E(Z, x)-? {Z - %))Bf(z)d {2 )E;é"g pour tout oplrateur Aiffé-

=ntied 33 2 i = % 5 - s
entiel D dlordre <k et tout e X puisgue la

lady

» . s » z *
onction intégrde est




e O
"hors de l'enserble compact S48 . 51 m a 66 pris tel que

7

la fornetion gl x ):amme(z -A)2(z)ap(Zz ) qul est Svidemment un poly-
nfme, rénond & la guestion.

Dn (X )-DE( % )!éé pour tout X €I et tout opbratenr D dlordre £ k ,

Pour ochever 1o démonstration, considérons une suite croissante (Hm)
de parties compactes de A , dont A solt la réunion ; pour tout indice m ,

il existe un pely ®me g tel gque | Df(x )-Dg (R} i 1/n pour tout
n i =

-

p 4 Eim et tout opsSroteur I ?e:v:d'f* S8 ; il est elaizr que la snite (gm)
répond oux conditions de 1'Snoncd de 1la prop.S
Zxercices.- 1) a) Soit g une copplication continfinent différeniiable
d%.ne partie ouverte A d'un espace normd E danc unm espoce normé F .

On supnpose que -é'-' est deux fois différentiable aun point Ro& A 4 et

Y. llontrer que, pour toukb .s;o = existe
o

ons Jhjl< r et HK]jg = entratnent

A ik k)-frix ). th, k)| s slfjh) + 3%15;2,
(utiliser la ddfinition de la dérivée sccopnde de -33 ; t appliguer le

i
%{t}:é‘(xa'@"ﬁj’g * %)m{{% _n—é-'t}a.) de la variable wéelle t).
b déduire que {'“( X ) est une fonction bilindzire symétrique,
> 1

existe r >0 +tcl gue les conditions

[A fix,5h, %‘ 5”(" k)< e fhl-{k]
(utiliser 1o d4menstrotion de 2))-
2) a) Seit {' vne Ifenction continfiment 4ifférentinble dans un voigi-

nogze suvert ¥V dturn point xc : pontrer que si
dans ¥V pour tout X €V et %out couple

2.8
rentiable
2886z petits, on o



s

'

VB

J

o anIad

= o .
Cin &> @ e 3
Q i) ) RN ]
e S ) Lo &
= ) ) R o % 4
~r = e P @
& w 4 ol o} o -~
< i od » < SR K. o0 £ -
[ 3] < Q@ o~ i} = o+ an S
i oy o e S et aped o3 bl
o p : w o m 3 St n,.w
Eo] W T (a3 ¥ Y Svast
N \g = B R R Efn
- = % — R - 2
e 9 © W w3 3 - 5
Ch i m m T D 8l s % ﬁzd?w ...w_
o t 2en C ¢ i o
sest P G nieg ;i w 2
oy 3 Q N @ RS i o
=y + o] @ €N Qi b sy 2 e ©
59 ® Qi e o R L O, e
a g X 5 S0 R~ B e~ c
: a3 i O ol € el el 4R e 4 SRR O
% L4 i s 0o B @ Glars i L) - e
== 0 ke el R ~ g B
(=3 S 3 et - g0 0 & e g - o g |
4 :...v.ﬂ e m o ey ey mu [T & ‘w.m “.r.. Gy o mu
S 1 SRR T Sy e ; < oo B
- MR R ol L i e Dl S SR
. e = ® ~— L R T At o @
AR s By <R e G20 Gt e QY R0 L e et s gy
® og ° o o 6 G e el
AL - e L p ¢ L& o i i L £ 4 (3]
- 4> e i & oo 0] W b @ [rs B Y
b0 YIS o« SRBER H O ot W RN o B ¢}
N2 Bl O ) [ - R B ) A (i8] (5] [ R
T I W Qe Qi \ SNLY, RS i R R -
e G haS et L B | it G ¢ @l e R N &) 4l ord
~ DT @ B b e B TR < A A o IO < i e Ny SR
3 a +H 70 i R Yo SHEE | R T S
- 0 © Y o~ b N OIS RO N S R S S S
“~ £ INIIRA s i G TR e 12
- i o e ot GO IR o Qe e G U~
hy RN & | % @ wd OV e e L) B O
N T - S =N 3 3 & gt Ll it
&) 2 ~ T e o e T R = I ST
o~ Y R Y N e b e o PR
O M».M = = et B Oy £ ot ﬂu«f. m gm, ot 6]
NS < O N S| ot " e
R o e, i N o Cd e T A e
b e ; e X = o (] W oW &,
= o3 & o st ol Bl Aal < e e
Sl Byl igy b2 N O o R S W o
i Cd G s i G ) W& O SR
} Q' VLT ey £ . w0 B A by e
PN = 3 N S kel GO} Y = ! e e o
Y O\ O I WA ol & W e = e i 3 o (I e
; =t o B g S e T
Y g O om0 AN g ¢ DHOR g 0 ) ot : ol e 4
s B £3 el e 4D @ B e B ed o SN
ol b s ouy TR o o] T £
o R SRS P R IR R T R R R R
& ct oo < fbuetd G~ RS - Y SRS R B DR S R - S
® fm Al = " : © ©o, vm m B ¢ _m..ewu
et o o 5ot ay o om e R R B B
S VALY R Slom i e bl g e e IR
oy N s L | [0 BR e T
T ol S el S O e TRy N [ I
<) FELEe P i el MY W J i a2 £ (6}
T 2 R o e T o et ) ©

ea

&
mois

=
&

H

z

acriv

%

tout point de R*

=

ntrer gue lcs

7

en
able en un point Xo dfun

A
]

ten

'c.2 et 3)-
{0,0).

J#10,0).
eXis

T

S

i ,exe

i

[

2
&

2

it
oy
in

n numpdrigue

ol

o
3

onct
an

£
7

-

F)

=
ot

3

4.) Soit f(z,y) la

espace normd



-

e R e o
i‘:.b {;‘.O’i‘ﬂ' ‘;ﬂ&y“‘bg«j&mi "ﬁ g(ﬂa'f“hﬁ:’ji‘g ‘J‘;"“E‘fﬁaﬂ'w‘g

, N1 :
-L‘s, f:( xovh‘p“““yhﬁafl)
nce n-tpe de an point X ), pour tout £3»0 , il existe r» 0
uc les n indrolitds }z i! 'r {(1£ig n) entratnent
{

X, ks h )- ngf )ix odethyssh gl l- Ik
(Soit %’p(x Y= {qn“p){x}o(h1 s,f...“,h&hp) y ddmontrer par
sur v gue

o e s h - Pk ). ek e fh, - dh |
pour fih Hér ) e '

G) Se*t§’ ane fonction différentiable on tout point diun ensenmble
ouvert Ac;« s 9% suppose gus, pour togt hg & , llapplication

]

X—>L{x). h

est diffdrentinble en un point % €4 , et on désipne
par k —» %}Eék} sa différentielle en ce point. liontrer gue

Sz~
e
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tout kezx s & =2 W (k) est fonction lindaivre continue de
Si B est cemplet, con nelure de 14 que L'application bilindaire
(.h sk ) — 4.}&{’ kK ) est cortinue dons ExE ( op.zén. 9chapcI}§9 §5;
difféventiable au point x -
ication lindoire (f Fx o+ k)uf”{'%e}}/ié ki

ste bornde ls rsque gég tend vers O , en utilisont le th. de isp°vee

exerc.22}, et que § est continfinme

s ]
of

{montrer on

B

@
’-—J
t 'rv~’
o
E-n’

top., chap.III y [
7) 5o I‘ liegpace de Banoeh des suites borndes x = ) de nombreg

£y
o]
e
(@)
)
2]
o8
ot
m
£
]
s |
tiy
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B
&)
g-.
39
M
[¥4]
(4]
=
Jtn
e
(3]
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{(z ) nioyant quiun nonbre finj

de termes %C o On définit une a:oplie:?“‘rz’. -f ée % dons T en se donnant

inns R telle gue £ _(0)=0




ot

z) liontrer guc, pour quef' solt diffbérentiable ou point O, il frut et
.31 st_lfv’f‘i*' que les dérivées ”'(O) anstﬂnt et m"*ment un ensenble borné,

0]
ot

que = f (x) f?(O) tende uniformément (por rooport & n) vers 0 lorsgue
x tend vers O dans R en restont ;’:O ,

b) llontrer gue, pour que f soit continfiment différentiable dans un
voisinage de O dang & 11 fant et il suffit gue, dons un vois sinape de O

constituent vn cnoemble uniforndment bornéd et
un ensemble relativencnt cormpact pour lz topo-
lozie de ln convergence compacie).

c) 81 f est Gifférentiable dans un voisinsge de O dans T , et si, pour
tout n i"{O} existe, monitrer que vour fouk fgé,E-g E’applieaﬁion

;f?gxﬁ h est aiffdrenti isble an noir'& X =0 3 montrer que ces condi-
tions peuvent 8tre renmplies sans gue {' 2o0lt continfiment différentisble
at voisinage de O, et gue, si k — u. (X )} est 1o aifférenticlle de
X_;s',{.’?(x Joh 2w point C, 1n fonction bllm airve (h o k) — u'.h (k) }

nfest pas ndcessaivenms

'3

1t continue dang ExXE.

d) Soit T 1e ccmplété e £ , adhfrence de E dans F , formé des suites

: X

={x i,,} de nombres réels telles que %i_gmxnce » On définit encore une

E T e T Tayrm ={P L o 5

L dans L par la formale § (i) {‘n€xn);, ol (fn} est

nplication de R dong R telle gue iim £ (x )=0 pour
-=oe 0N

toute suite (xﬁ) tendant vers 0. llontrer que si on prend

fqix): % - l'g log{i+nx), 1=z fonction § est telle que, pour iout
i fon

s

heT , 1a fonetion X% -v){?(x Je h est diffbronsiable ou point O, mais

gue «§’ niest pos deux fois différentiable on cc point.

8Y Beiz -f une application d'une partie ouverte A diun espace normd I

ans un espace normé F , n fois continfiment Aifs érenticble dons &4 . Par
&

rcc’:.‘frenee sur p {1<pgn), on 4¢iinit la p-OSme Ciffédreniiclle complite

£

£ <. 4 £ - b | £ o - e e o s - A : S LIl  FEE P Y.
de T 9ous 4., de la L8g0n Suivanie : 1o premicre diffdrenticlle compld
ccn
+
§

de



J

o

an ] Pl e S AR B ; THIAL vy 2 ~ Ty E
pléte Gtant supposde définie comme une oVpli-

[y}
cation {(n-p) foigo continfiment Aiffdrentinble

J
. L (2 1 e T : 1 2 Py’
iizﬂ';h{“(‘i)?“{”( )5°"'QZ(Q) *“"-}dg'ggx;&( )'gz(/).,ouv;g Z_{o)}
de A xEP dons P s Lo (p+l)-tme diffdérentielle complite de Aﬁ est
lt'application '

(32! .., z.(p+1))__9d(a:p._€(¥;Z,H)’“o? z{m)‘eh
ot h=(z 1) ..., 20y gpH

% ° v(1 ey I (& (%g)
d'p ()‘,Z. ),“.,Z p))~20“1°(z..'“é( )(")o(z. .1)9"&'3; é)

T . PR = b PP 4 E ]
ok, pour  chague indice E€y 4 1o suite (mi)isi&sk parecourt 1 ensem-

ble des suites dlentiers croissantes telles gue . o*.izia', et ob

n

1
M‘J

=
Cy i est un entier >0 . In outre, ce coefficicnt est &g0l & 1

nORT ehaﬁane des deux suites extrémes (1 ’i,“” ) & (p)
b) Soit g une anplication n fols continliment difféx rentinble dfune
partie ouverte de F , contenant f-’(!&)ﬁ dons un espoce hormé G , et

) o ader . . {1; "}
soif W= 2"5 . Nontrer gulon o & u{w;z'’ ,,-”;z,h"') =

s

Ee E NG, 3 (2 e Pt (12
xcé;ﬁ%’{,gg.}é‘; y%’{%;z"?}i;d'§€%ﬁé€!}§z ;goauid, %t&y&
| : ?fﬁ}\\i
L8 - b ;4

1 58 » ¥ L 3 5 . : Zi_ pr; 2 -

G} So0it W une foncticn numdrique intézrable dans R ™ {(pour la pmesure
> % .\ N N i e B = R p e i = =

de Davesgue): Avee les notations de la prop.9, montrsr gue &, tend

en moyenne vers ¥ lorsque m cro®t indéfiniment (utiliser le fait gue

lo fonction (X +2Z ) est arbitrairement voisine de  ¢(x ) pour la

R

topolezie de lo convergence en moyenne, lorsque Z est assez petit

cf. Intégr., chap.VIII, 3 ).
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5. Fonetions implicites.

1. Io méthode des approximotions suceesgsives.

¥ § S
THEORTIE 1.~ Sedent T gt P deux cspaces de Banach, U (resp. V)une boule
ouverte dons I (resp. F) de centre 0 et de rivon @ {resp. B). Soit V une
applicotion continue de UxV dn dons P, telle gue ’
hv (%,9,)-vix, Yy ) < x “} <% | cuels que soient xeU , A e A
dens V , x &tant un nonmbre tel gue 0L k<1 . Dans ceg con ditions, =i on a
v (% ;00 < Bl3-k) pour tout x€U , il existe une fonction et une seunle
{.’ , définie dong U , & valcurs dons V , et telle cue 1'on ai
(1) flx)=vix,£(x))

guel gue 'soi'f: RET : en outre -F est continue dans U .

Soit X un noi nt gucleongue de D s nous sllons montre“ gutil existe
une suite (¥ } de points de V telle que Y =0 et I = V(K,yn__1)
pour tout n > 1 . Il suffit de prouver gue cetie définision par réeur-
.

rence est possible, clest-o-dire que g ;yp est ddéfini pour 1< pgn

V(% ,y ) anpartient encore &4 V . Or, on a alors, pour 2¢pg

9

Yo Ypa=YiX, ¥y )= VX, ¥, 5) , avon [y - yp..dt@ﬁyp_z Yoz Il »
et, par ¥éeurrence sur p , !53} yp_J& < &1 ”y f( On en conclut gque

{4 tdrie, ,-p“g
(2) %i}‘fp N lisme . o )|y <l Y |l fii-x) < B
ce qui &tablit notre assertion. En ocutre, il est clair, par réeurrence
sur n , guc lion o j {'n X ) ob fn est continue dans U . Enfin, comme

kn-1g oy i L 2 o

[H?n{x) {'n 1(:< )Q < x° » la séric de terme général fn"' ;
converge normolcment dans F ; comme F est complet, cette série converge
-@ans F , et sa sonmme «g? ‘est continue dans U 3 en outre, en passant & la
iimite dons {(2), i1 vient ﬂ {{x) {: g V(x,,O}ﬂ /(1«1{)( F  pour tout -

X €U , outrement 4it f est une application de U dsps 7 s possont & la

limite dansg 1z relotion -g.m{}é )= ~§3 1{%}) pour tont RevU ,
¥ - ot " 2
n voit gue satisfaif & 1'Sguation (1).
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Heste & voir gue si 9 est une application de U dans V telle que,
%(%)=v(x,9(X)), on o nécessairerent ¢ =4 . Or, on déduit de
.cette relation et de (1) que

fgtx)- fl] =shvix,g(x)-vix ,§ ()< x fg(x)- fix) |
ce qui entrotne %(x )}~ -(3(.&):0, puisque k<l 1 . : ;
Lo conclusion du th.! n'est plus valable si l'espace P nlest pas
supposé complet (exere.7). _
COROLLAIRE 1 (thdordne du polnt fixe).- Soit F un espace de Bonseh, V une
boule ouverte dans F de centxs Yo et_de ravon B - S50it v une anplie ation

continue de V dons T , telle gus n"()‘ - Y € e f Y=Y,

pour tout couple de peoints de V ; avee O<Lk <1 . Dans ces Londitions,
sion o Bv()’o) 2 “ B{1-k) , il existe un point et un seul z <€V el
qgue Z = \9(;. Je :

"_ Il suffit d'appliquer le th.? & llspplication [x ,y}—»v{y +¥o )= Yoo
guil ne dSpend pos de X . : :

COROLLAINE 2.—~ Soit T un esnace de Banech, V une biule ouverie dons F

T 9

de centre C et de rayon B Soit W une mm“li;ca.t*‘ on te V gons T s telle que

”W{}’ii-\#(}’z }j I-ajj Y- },ﬂ{ pour tout couple de &22&‘5"’ de 7V , avec

<k<1 . Dans cecs condiiion:, si on g M W’(O)g '3. pll-x&}), 11 existe un -

voisinase ouvert UC V¥ de O tel oue la regtriction 4 V de il'annlication

4 —>9(Y)=y+wly) soii un hondomorphisne de ¥ mir un voisinnse ouvert
ae c .

Anpliquons le th.1 & 1o fonetion wi X ,j )-—:x-»w-\y), et & 3_q boule U
de centre 0 et de royen o= (Bf’imi:)«g W(O)gi 12 conditig »ggx 0)!£< Bl1-k)

est alers vérifide dens U , et 11 existe domc ume fonetop %’ continue

"2:

lans U & valeurs deas V et %elle que £ (X )=x-w(${(x ), ou encore

telle que q(f (x))=x 8 U . Pour voir que § est & nombomerphisme

T !f:‘?, Y P | = -3
de Usur $+(U)e V , i1 suf

¥

: 4+ A o 1T 23
it de renarguer que %, eSt unt oppliecation
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biunivoague et continue de V sur 9 (V), ecar 1o velotion g ‘>’1’=9‘>’2),
entratne f{ y?'-y;?‘ ]} = }{w(ye)u—w(y y )“ < ke ,‘y4~y2 “ s ¢t par supite

Y 1= y2 . g, est donc une application biuvnivogue ct continue de ’s-f:{‘(U)
gur U " dont l.'app?i.i_caxﬁ:if:a_n1 réeiprogue .F est conbinue, done un homdo-
norphnisme. ZIn outre V= %(U) est ouvert dons T pulcque U est ouvert
dang F . Reste & voir qgue OeVY , on encore que 3(0)6‘0‘ s Ce gui gigni-
i (0) )l , condition Sguivalente & | w o) <$plt-x) .

tro :

fprlication asux Sgustions différenticlles (en petits caractdres).

Comme application du théordne dy point fixe, nous allons montrer comment

-

on peut retrouver le théordne de Couchy sur l'existence des intégrales
dlune Squations diffdrenticlle :

(3} Xto=L(t, %)
of { est lipschitziemne dans IxH (I intervalle de R , X ensemble

ouvert dans un espace de Banach E) (Fonct.var.réelie s chap.IV, 91 ,%h.1).

On s=2it gutune telle intézrale (définie dans un intervalle I I et
nrenant ses valours d&ris Ii) cst une fonetion ’continué LW satisfoisant &
la relotion , ”

(4) Wit) = x + Lnf(s,.u(s»))ds ~ |

1] T,€d et X,€H . Les points T,€I et R,€HL 6tant donnds orbi-
trairéé&-nﬁ, supposons gue § soit lipschitzienne pour 1~ constonte h .
et scii& Jo un intervalle oompactvcea%enan’c to’ contenn dans I , o% dont
la loncucur 20 soticfaosse & 1t intégalité h'2°<1 -3 801t d'autre part S
une boulc ouverte de centre X, et de rayon r contenue dans H s 6
dési;:aoﬁs por I 1o borns supdricure de gf{t,x )“ dans Joxs . Soit P
l'espace des applications continucs de J, dons T, muni de 12 norme
ﬂu.”= 2:2%“%(%)“ ; on sait gue F est complét {Zop.zénschap.X, 22,th.1)

nous ic?iea-i:%.fie:eons l'anplicotion conctante Gpole & xo avee 1%'514mang Xe,
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et nous désignerons por V la boule ouverte dans F , de centre X 'et de
royon r 3 il est elair quc, pour toute foneti n we?V , l'nppl:lcation

£ 22X +f{'(s,u.(s))da

est définie dans Iy {puisque "~ w(t)e S pour tout tea‘o) et continue dans

cet intervalle ; autrement dit, clest un Slément de F , que nous désigne-
rons par 3(%) s une intégrale de (3) est donc un S1dment WEFP sotis-

- faisant & la relation W = g(«). iontrons qufon peut appliquer le cor.i
du th 1 pourvu que £, soit assez petit i en effet, on a, pour tout teJ

.vﬁj(f(sv uls))- s, V(SD)dS“éhf “u(e)-v(a)ﬂ asg bd, Ju-vj

autrement dit ﬂ%( W)~ g (v )ﬂ < h-e ﬂu.-vﬂ et on = bien k°h£,<1 >
I1 faut en outre cue Hg(x )-x, | € z(1-k), ce qui sera certainement
vérifis si ona UE £ »(1-k)=r(i-hf ), clest-t-dire £, € = Jtinar).,
on a done bien abmontrd lilexistence et l'unicité de 1l'intégrale de (3)
prenant la valeur Xo 2u point £, , dans un intervalle J o 28sez petit
contencnt to . '

3. Fonctions implieitee.

TIIZOREIE 2 (théorime des fonctions implicites).- Soient '3F,G¢ trois espa-

ces de Banach, et soit {l une application continfiment différentisble 4'une

partic ouverte A de Ex F dans G . Soit (xa.ya) un point de & iel gue
ilonait f£(x, Yo)=0 et _gue la dérivée particile F)"{ Xos Yo) soit
un igomorphisme de I gur G . Dans ces conditions, pour toute boule ouverte

U asgez petite de centre xo , 11 existe uue 'a.gplica'sion continue et une
seule y, de b dons P satisfaisont oux conditions (X 0= Yo

(X ,u(x))eA pour tout X €T g_t-F(K,u(x))—O pour tout XR€é U .

En outre, cette fonetion est continlment différentinble dans U .
Dégirnons par ‘.1" 1'isomorphisne Fy { x ,yo) de F sur G , par

231 1tigomorphigne récipracue, et Cerivons la relation f(x yY)=0 sous

l2 forme é&guivalente b j-‘l‘ f{x ,y)- gfx y) « zontrons quton peut
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appliguer & cette Sguation le tu.1 (dans leguel % e% )' doivent &tre
remplacds p’:’:(‘ A ~ x et y -yo), dans un voisinoge convenable de
(%, Yo)o Un effet, par définition de T, ,ona
G Y- gix, Y e i 0r Jo)+ (¥4- Y)- (%, - (%, y,)))
Soit € un noumbre 20 te‘i oue 8& ﬂg 3 5 comme f‘ est continfiment

différentiable dins A , il existe une boulc ouverte U {resp. V) de centre
xc', {reap-. y ) et de rayon & (resp. B) telle quc, dans TRV s on ait

“'F(x .7'1 F(Xﬁy,g) fzy(xe"}'o) {y’s‘ yz)“ aﬂy? jEQ
(‘g 1,prop.3) ; d'ol on %ire ggtx };{}- 3(%,)52}u € ﬂ o M-yz ﬁé
5T ﬂ)‘ S gﬁww gue soient X dans U yf 5 J’z dons V . Dtantre port
on s glx , ¥, )- yo"“‘a-o f(%,y,) ; conne £ {xa,‘ye)zﬁ et que § est
' centmue - on peut supposer « m’iﬂ asaegz petit pour gue Eg,(.a& ):0) y g
4 3 B &ens U. I'e th. ’i prouve alers liexistence 6% ltunieitd diune fonction
u. définie dons U , & valeurs dans ¥ et telle gquo fixr, wil®)=0 pour
tout Xc U ; comnme f{xg,yc}:ﬁ s O 8 nﬁeessnz.renf*at w{ X )- Yo
en outre, ¥ est continue dang U . _ ‘
Leste & prouver gque w oot contianfiment diffdérenticble en tout point

de U 51 « cot asses petit. Posons S(x 5)‘)3-F;CK sylet B(x,y)=
= .g;(_x ,y}c On’ sait que l'ensenble J -des isomprjsphismes de F dans G est
ouvert dans QX(F,G) (§11 ,n°2) 5 comme I est unc opplicotion continue
de & dons {(F,G) par hypothlse, et gue =__{ xo,ya) est un isomor-
( X,u(®%)) pour tout Xe U
sl & a &t6 pris ossez petit. Cela Gtant, pour X et X+h dons U ,

&

vhisme de T sur G , il en serz de mfme de

ll'-ﬂ

posons K=wu({x+h)-w(x); on 2, por hypothdse (X +h, w(x)+k)=0 .
Coume k tond vers O avec h , pour tout &3>0 il cxiste r>»C tel que,
pour ]ﬁhﬁ €T, on ait ;
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Jfor+h,a(x)+k)-Q(x , ulx))-80x, ul(x)). .h-fﬂlx,u.(x)) k fjse
(hatl + Ukl
ctest-i-dire | 5(x , u{x)).-h4L(x,u(x)).k[<e (fa} +lkll)
d'od on tire, puisque I{X ; w{x)) est inversible (et en Gcrivant § et T
au lieu de S(X,ul{x)) et T(xX,u(x))) '

(5) Jixes) heklg ez {i (hh [k
Supposons quton oit pris € asses petit pour gue e“ g’“?ﬂg% s on tire

alors de (5) aaeﬂkn agﬁhg svee a:::ﬂg—*os-“ +1 , puis
[ k+ze8). hi¢ Flav)e fa

dds que ghﬁ< r ; cela démontre bien que U est éifféren‘bi nble au point %A
et que sa 4érivée cn ce point est

(6) wi{ X }«.-ﬁ?()e %(X))aofxgu(x})

e

Znfin

" 3

, coume lilgpplication T -»T7 = ge J dang fou' E} est csﬁtinue

($1,n%2), ainsi que ltovplieation {¥,5)—»¥eS ae {(G,F}x £ (2,6)

dans L(E,F), & — wt{x) est continue. éansvtf dtaprds (6j.
Remrgues..- 1} La conclusion duf th.2 n'est plus néeéssairement volable
si on suppoce seulemsnt que {.' est diffé:eentiable dans on voishnage
de (X " 70)’ mais non continfiment dif ”é:evztiuble- Cieot ce gue
montre 1l'exemple suivont, ok B=F=TR , et ¢ (x,y)zx—y-—yzcos ?; pour
y#0 , f£(z,y)=x pour y=0 ; f est différentiable en tout point et
£ 310,0)=1, £(0,0)=0 ; mnis il n'eziste ancune fonetion u continue au
‘voiumage de O ¢t telle gque Zf{x,ufx))=0 identiqaumem. En é.v':fet,
si on pose ﬂ(y)~y+y eos f s on vérific oisdément qu'il existe une :
suite déeroissante {a ) terzéant vers 0 telle que g soi% strietenent‘
croissante d(,,nc ltintervalle [ o %0 ,J et déeroissonte dan
[ LoTeT ’“25] > .31 pour une valeur de x assez voicine de 0O , u(x) est

dans 1l'intervalle EQZn’QZn-'?J par cxemple, u est fonction réeiproque
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de lo fonetion croizsonte g dans ltintervalle [b(cc?n),u(wgn 1)}

noig lorsqgue x tend vers g(azn 1) par valcurs plus graondes, u(x)
ne peut tendre vers o: __1

2) ILorsgue E—:‘Rm , P=G=TRE s e th.2 g¥énonece de la facon suivante
si £, (1<ign) sont n fonctions numérigues continfiment différentinbles

danr'alc voisinage d?un point (&, L) de ExP , gi lc jocobien

£ , . :

.ae'c(—m-} n'est pas nul en ce poinit, et si fi(a.,L)ao pour i1<ign,
o | »

alorgs dans tout voisinore assez petit de & , il existe un systime et

s

un seul de n fonctions £ (3'96&697&: ) (i 21) continues et satisfai-
sant aux conditions g, (g.?,...,a )«b CI\ ign) et
£, (= ,;.g,zm9g1 EITTRRY: 30 FIRRUY- 3¢ A X ))=0 pour 1gign ;

ces Ionctions sont continfiment Gifférevtisbles dons un voisinoge de &.
; 57 :

En outre, oi A désiéxﬁe la matrice jacobilenne '(gi{&) & n liznes et

-m colonnes, cg y; est remplacé par &y (=g,-. ,?zm)L t.B la matrice
jacobignne (5-;-%) {cerrée d'ordre n}, of on fait 12 mlme snbstitution,
la m;ts:iee jacogienne (;-ﬁ-if)_ ic.- B lignes et n colonncs) est dgale &
__1}_"15 ] : .

. COLOLLAIRE.- Tes njpo*chc,ses éu th.2 étant vérifides, on suppose en ouire

gue {-‘ 50it p fois csntinﬁmeri différentioble Ganc up voisi nage de

(&5, y,) 3 2lors w est p fois continfiment différentisble dans un

voigingse de x .

' Lo propocition se ddmonire en prouvant oor r~cwz~enca sur k que w
est k fois eoni;inﬁment éifféren%iable.pour 1€kgyp s en effet, 1= propo-
sition résulte du th.2 pour k=1 ; d'autre part, on & wix)=g(x, wi(x)),
ol % =~(1‘3y }'1‘77(?; est p-1 fois continfinent diffdrentiable y dlanrds la

srop.5 du §2, si y est -1 fois continfiment différentichble (nour k<),
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Un ecos pnrticulier important du th.2 est leo suivant

PIOPORITION .- Soient ¥ et F deux eapoces de Banach, et coit .F une onpli-
cation continfiment différentinble d'un voisinaze de xoe dong. P .

81 $'(x,) est vun isomornhisme (de strieture diespace veectoriel topolo-
gizue) de I sur F il existe un voisinage ouvert U de x_ tel que la

P O

?
e F & U soit un homSomorphisme de U gur un voisinase ouvert

0

s

restriction @

de {Z( xo)r_- Yo - ZIn outre, si F est p fois continfiment diffdrentiable

dans U , ltanplieation récz.pxccwe cde 1‘1 reotxiction de & U est
Lers ,

p fois continfiment c:z.mé'femmble dons £ (T).

Appliguons le 1.2 & 1o fonetion ,ﬁ(y k)=y-flx), définie dans
FxE et & voloure daons F 5 les conditions de 1'6noncé dun $h.2 sont sotis~
faites, puicgue h;( Soo Kgi= f'(xo) est un icomerphisne de E sur P .
Dans une boule ouverte ngsez petite V de centre Yo » il existe donc une
fonction continne 9 et une seule, telle gue f(g(y))=y et gy = X o3
en outre, ei f est p fois cantia&ment difidrentiable, il en est de mme
de jp , donc de § . Comme, pour deux Sldments Vi ¥, lde ¥ s la relotion

.3( ¥ql= %{ )'2) entrotne ?(3()’1))?-{3( 9{¥a)), clest-i-dire Y= y)“
g est unc spplica tion biunivoque de ¥V sur g(V), et conmme g (V) est
arbitrairenent petit avee V , f est continue dans %,(V) donc £ est
'uvs homéomornhisne de % (V) sur V ; enfin, connme (V)w f(V), %(V)
est ouvert dans £ , ce gui achdve 1n démnstration.
On noters gue si {.‘ est une ovplicoticn continfiment diffdrentinble
d'une partic ouverté ACE dans F , tellc Qae vour tout X ¢ A ,
{l'(x) soi‘t un isomorphisme de £ sur F -F n'est pas nicessairenent
un hondomorphisne de A tout entier sur §{A). Il se pent en effet
que f' ne so0it pas bmnwoqae dans A . Gonsrzﬁé%onﬂ j ok exemple
lliap;glicaﬁion {.,yi—%{x -; 22Xy ) de ‘RZ dans lui-rfnpe. En %ount
point du complémeniaire & du voint (0,0), le jacobien



€9

; - 3 gf — ;
np i . . D P . = k e
Dx"wy ﬂxy)/ﬁ(zzgy)zzﬂr(x’—-:ry )7’:0 ; mais lo fonetion congidérée
prend la méne valeur aux points (x,7) etl-xz,~7)

4. Extension aux applicotions de rau g constant.

Lorsqm,2 dans ‘1o prop.1, T et P oont deux espaces de mBme dimensicn
Linien ; et -F une epp}.ie tion continfiment différentiable dfune partie

ouverte A de T dans T s BOUS avons vu gue si .g % ) est de rong
{moximum} n en un point Ko oo {3*(;&} egt de m@me rong dans un voisin
de xa o ¥n congidbrant les nminenrs de la matrice de .g (X ) pvar rapport
& deux boses guelcongues de E eof F » On vOit de plrme gue si p est le

2

comme lc montre llexemple donnd & 1o fin du n-3 . Hous allons Stablir

<

une propecition asmnlogue & 1a prop.1 danc le eds oh lé rong de %’?{ %)

st consia ny dnne un voisinage de xcl“

Sunnosons plus mnéralemont que £ et F soicnt denx egpaces de Banach
guelcongues, A une portie ouverte de E , %« une anplication continfiment

codimension p . Soit ¥ un souc-espace de dipension p

pour tout X €L , nous posero X=UX4V.% , ot Uex g 1 et V.x € ¥

U et ¥ cont des endomorphisues continus de E (projections de £ sur

et H). wi‘t Iilm'e de I let aussi de E) par 1'a pplication lindaire

i
i)
*®

Q
Saa !
a0

c?est un sous-cgpate de ¥ , de dimension P , puisgue 1a

= 3o o= Bl - z 2 5 - 2
restriction de £ Xo) 2 U et un icom SonS-e8pac
s et e T S SR SR T =2 -
ierync w de P giuppicnontaire o P s B ¥ igue de
= s 0

s

(
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pour tout Yy nous poserons y = V.Y +I1.Y, ot V. yegP et I y € Q;

U et T sont des eond nes continus de F (projections de F sur P et Q).

8
Cela &tont, nous cllons démontrer la proposition suivonte g

°

PROPOSIDION 2.~ £i on pose %(;{,)z}zg .?( %), il existe un voisinase cuvert

B A de  x. tel gue

15 ltappiication x —> (3 (x )0 %) de B dong G=P xI! est un homdomor-
vhisme de B gsur un voisinore ouvert du poink (%ixo),géxo), quli egt

continfment diffdérentioble ainsi gue 1l'homdomorphisme rdoiproque 3

2° 1tapplication Yy —> .y de {-’{B) dans 7 est un homdomorphisme de
?(B“) sur un voisinase ouvert 3,(4:) de %(% ) dans T , dont l'homéomor-

g
phisne réclp“ooae ¢ est une avplication contmﬁmeni: 1ifférentiable de

4 (B) dons ¥ . In oubre, l'application (w,t) —>0(w)+ £ est un hombo-
morvhisme de %(B}%Q sur un voisinage ocuveri de .Q { % dons F 3

continfiment différentiable ainsi que 1l *homéomorphisme réeiprogue.

1° 11 est 0.1-?-:.13:‘ gue llapplication 34—-%@:(3()4%{3% Uc %) de A dans G

est continfiment cljié:eﬁilﬂble 3 en outre, comme %5{3}%’;{ o fﬁi ®Y, i’i.t
résulte de lo déPinition de P gue 1l'on a G R )= -F*(;ig}g et par suite
17application @' (& ) est L'isomorphisme h —> (§ H{x _Jsh 0. h) de

o =T P % T &: ol ' e : W owroay I 1 ¥ ¥
B=ITXH sur G=PKHY . Appliguant & v la vrop.l § on voit gue © est un

nomSomorvhisne &'un voigi nage ouvert B de I;ie sur un volisinoge ouvert €

de j =0 X “,j dans F ; on notera guec %{3}) projsction de C :w.r Fo

st un vois nage de G (X ) dans P . Tous dbsiznerons por (W, £ ) —>v(w,t)
1thomConmorphisme de € sur B , réciprogue de 2, qui esfcontinlinent diffé-

o =y b e it
2" On sait {(th-2) gu'on peut supposer B choisi asser peitit pour que

9'{x ) soit un icomorphisme de I sur G pour tout X e€3B ; il en rdsulte que

% g o s b e = SR e T s s { .
9'{x ) est un isomorphisme de ¥ sur P pour tout %€ 3B . %, ona

Y uiF 7 g 3 e RS NS, e e s D - P "“ e v %
%*,‘i}'{ }-uof "{X}, et por hypothdse, 1! mage & de . par L 1{ % ) est
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un sous-espa-ce de dimension p pour tout e b. Il en rdésulte gue 1s

L g ofe w5 o J: ke T e b A ey e 5 3 T
restriction & Py sde 1la projection YW est un isomorphisne de P% BUP =2 ",

et en pariiculier que Q et P, sont supplémeniaires ; nous dés ignerons
par Z(x ) liicomorphisme de 1-" gur I'% » réeiproque de W , de sorte‘qu'on
peut Serive LV X)= Z(x) ag!

Celn 6tamt, considérons 1'application (w Wt ) —> Gsw é ) -f(W{w t ))
de C sur L£(B) ; 5eus-n64c Bresceorsdonnoninon—g

s [ Ty nin 5 7 pom g ey ey ’ 5 A
S¥E—L2p | NOUS nous »roposons de montrer gue 8 ne Adpend pas de 4 dans

C , autrement d4i

x

que éa‘}/é} t est puils dans C . Por hypothdss on a

7
{’ (%)= 6(% {X],4. %) pour tout x€ I 3 en aifférentions cetite
relation, il wvient

) 28 3 (T. k 1=3 * ;
(7) 52( 9 (% )0 =) (T h)=8(x)-(g (%) k)
3
o8 on 2. posd S{;@):Z{;&}m%i;gf . il : g
E = owta (R ). Ui %), application lindaire gs P
dans F . lous ollons montrer gquec, pour tous XEDB , ona S(xi=0.

En effet, pour tout h el , ona U.h=0 por ass 2
‘! £y # % z ] AT, e = o« 3 -
de (7}, S{x}:-{g'{x):h)=0 .lais conme h—>9'%). h 25t un iso-

morphisme de ¥ o Y , et par suite S{x ).w=0 pour ¢

€ est donc une application co;z?inanem ééfférenﬁiafble de %,.é’ B) dons F
2 ¢ % ¥
et comme on & {£(x)=8(g(x}), L'imge de g (B) par 6 ey £ ()

Comme inversencnt on a2 %, X }:»g,{’ (x}, on v&i“g gue 2 est un homdomor—

phigne de %,(E} sur {' {B), éont lihomlsmorphisre rmiprme,c st 1a
3 gw J
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in Liappliceation continliment différentiabie
{

B)xQ dons F . antrons dtaberd que cetie

(v, £ ) ~~;?=:0<’¢7}"’5 de g
coplicntion est biunivogue : en effet, 1n relotion O( W)+t =0(w, )+ T,

éw

entroine dtobord ¥.{ 9(vv‘4~t )=W\9( ), ¢clegt-ii-dixe

. e{w )=l.0(w, )}, ou e“core m§==vv . pcrtt"t dans lo relotion initiale,

> gl -2) z
il vient i% = %z ., ce gui d«mbﬁ re notre asosertion. Pour tout point
- W=oco{x) de 4(B), on'avo ci- dennue gue Q' (w)=Z{w }, isomorphismes de
Pseur P, ; comne P, est supnlémentaire de @ , on voit gue in §érivée
- kot ! {(w)+ 1t -, qui est 1'applicati on

est un igomworphisnme de PXQ snr P . Pour tout point {(w, %) de

{3 s £ 2% <r o= ] K X ; R R e ..-,,,-;' o oS s
%&3}>QQ y AL emigge Jdonc U1 voeisinage de ¢e point fel qgure io wesitriction

0 A ‘v o N RN 2 s o o » =, 2 2
ge {w,v}—=0{wW)+¢ 2 ce volsinoge soit un homdonorphisme de ce voisi-
< 2 it A | 3 . $ = - e 3
nage sur nn volgsinage ouvert de $(W)H+ ¥ dangs F ; copme en ocutre 1liamp-
BT e A Fins T T 2 g\ - g ofs b s . A B ) P W T
plication (W, 2 )} —»8(w)+ est biunivogue, c'egt bien vn hondonpr-

On notera'que,l& prenidye pardie é@ 1a proposition

=5t valahle sons sunposer que le rang de £ (&} est constont dans

2) Dons 1'énoned et 1o d4monstration de 1a prog‘b, on peut pariout
vl pLaear “cantln&ne§u érentzable” par "p foig eontiﬂﬁmenu ER e
reniiable®, en vertu du cor. du th.2 .

Fenetione dénendantes

WB

s : - o =5
DEFITNITZION 1.~ Scient .iﬁgfq,...,f n fonctions numéricues dSfinies

n
dars une partie ouverte 4 d'un espace de Bonsch £ . On dit aue ces n

fonctions sont aSnendantes dons A lorsgn'il exicts vne fonction

ma

u
2EL s e P By - AR ) "._ £ > . 2
£ ., GCfinic et continfinent diffdrentinble dons un voisipose B de
o s R 4
F =




L

EL ALK
F(A) —R? (ot .Fs(i’,., y.‘..,fﬂ)), dont 12 dérivée totnle n'est nulle

dang ancune nortic ouverte nom vide de B , et telle gue l'on 2it nour
tout xeA
(7) ' g(i’?(?ﬁ)sfg("')e“’ﬁfn“‘))ao e

On dit ogue les n fonctions ’fi sont indépendontes dons 4 lorsgu'elles
ne sont pos d@pendantes dons A o

lious curons & congiddrer le cas plus porbticulicr of g est de 1n forme

g(y1 s¥psees 5yn)=yn~’n(y1 TREES S )s o 1 est conbinfiment différentioble

2

ans B ; comne Dng(y.;g.‘.,,yn)z‘! dons B , la dérivée totale de g n'est
nulle en aucun point de B ; on a alors identiquenent fn(x ):h{.ft & 3 R
seosf, (X)) dens & 5 nous dirons dong ee ecac quc, dons A , 2 s'exprime

.

en fonction (continfiment différentiable) de Lygeses®, 4

TIIIOUEIE 3.~ Soient £,,....,f. n fonctions numfricucs continfment
Pastetathait S ‘! v 4 n A A I B s T e e pasich - ool bRty 5= e,

diffdérentiobles dans unenartie ouverte A& d'un esnoce de Bonaeh T .

1% 531 ios fonetions fi*““ ’fn sont dépeadantes dane 4 , le rong de
l'ensemble des formes lindoires f?(&} {(1€ign) est <n pour tout

point X ehA .

hY Inversement, si en tout noint XxXe€ A s +e Tons de lisnsemble des

formes linéoires f{( X ) est 80l & un plme nonbre L , pour tout

point a€h , il existe un voisinage VoA de & et p des fonctions

fiz' {(1<kgp) zels gque, dans V , lcs n-p autres fonetions fi glexpri-

e

ment en fonciion des fi (1 £k €p)-
;%

1° @n difzdrentiont 1'identité (7) il viens, en tout point %€ A
®

Zs DyBlEglR ) ee 2 ())e2] (% )=0

d*od la propocition oi 1l'un su moins des n nonbres Bi’g(f,! #3 ),,..,fn(x )
nicect pos nul. ‘_L"Z-zypotizése gur g prouve donc gue pour um enscmble de
5.

-

ense por rapport & 4 , 1o n-forme ZJAZLA ... Afé est nulle.
)‘ = 2 ,&‘k "";’

FS
Fln

te de A
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Or, l'application X —> f{(x JA f‘;'?(x. JA eeo Afa(x) de A dons 1l'espace

normé o[ (2} dee foxmes n-lindaires continunes sur T , eet continue dans
n 7
o

A ;5 elle ect donc nulle en tout point de & , ce gui dénontre lo prenmilre

partic du thdordnme.

2° Désimnons por F l1tapplication x—> (£, (X ),...fn(x)) de T dans WA
L'hypothdse signific que l'application lindaire: £ '(%) est de rang
constant. p<n dons un voisinage de X, 5 on peut done appliguer & §
les rdésunliats de la prop.2 . Avec les notations de 1o démonstration de
1a prop.2, on peut pupposer e que' Q est. une voriété coordonnde de 'Rn P

de dimension n-p ; alors, si e, {1€< kx<p) sont les vceteurs de la base
k
ganonigue de =" ntappartenant pas & Q , la prop.2 montre que l'on &

{i{x.)za(fi‘(x ),...,fip{x }), o & est continfiment @ifférenticble dans
4 ] H «

P (varibéi3d coordonnde sunpldémentaire de Q), pourva gque X reste dans

un voisiname nssez netit de X3 celb, ochdve de démontrer le théorlime.
é;gm:-st-— I_aorsque E est de dimension finic, on pefz‘_s aentrer que si
en tvaut point xeA s le rang ;‘ie liensenble des i’{(x') est €0
{nais non néeeséairement constont dans A), dens toute partic ouverte
de A dont l'odhérence est compacte e% esnfenue dans A , les fonections
£; sont ddpendantes {(ef. § 4,exerc.2) ; mais il n*est plus exact qu'en
tout point de A . il existe un voisinore de ce point dons leguel un
‘certain nombre des fi sfexpriment en fonction eon*’ain&xﬁenﬁ différén-—
tiable des aﬁtres : clest ce que montre ouseitdt ltexenmple des deux
fonetions £, (£)=t% , fglt}=t3 an voisinage du poimt %=0 .

Le cas le plue inporiant est celul ok B=RP : aire que le systiéme des
formes lindaires f{( %X ) est de rang p sigifie alors gue la matrice joco-
bienne '(Djfi(x)) eat de rang » - En pmticulier, 8i wen , et si le
déterninont fonctionnel det(Djfi) est ;é(‘) dans an encenble dense par
ropport & une pariie ouverte A de R . Les foncticns fi (1<ign)

sont ipdénendaontes dons 4 .

:»l.“l*-h) 5



s
Lorsque ZI= RrRY s on déduit anepi de la prop.2 1:-; résultot suivant s

PIOPOZITION 3.~ Soient  STPRR £, n fonctions numériques continfiment

différenticblos dons une portie ouverte A de R™. 5i pour tout x € A

le rang de lo motrice docobicnne des £, est 6gol 4 un méme nombre p<m ,
l'enaemble ZCA définie par les n Gouations £,(%)=0 (1gkgn)

(ensenble gui peut Btre vuie) possode iz propridis suivante : pour tout

point a.€ 3 B » 11 existe un voism% Bde & dons A kel gue BNE soit

défin: por p Squations de 1a _Eorme X, i: uk{xﬁ‘ ,.n.,xa&“p) (‘?S k€ p),
oh Jes o {i1gkg p} sont les élément' g'une partie de p 41ldments de

liintervalle {1 ,m] s 1es pj les éidments du complimenioire de cette

portic, et les fonctions v, (1€k<p) p fonctions continfiment diffdren-

tiables dons unc portie ouverte de RTP .

Considéz:pns cn effe} l'application continfiment différentiable
f z-'(f%;“-,,fn} de A dans ‘Rn y oopliguons 1z prop.2, cn remplagant E
por R™ , F par A’Rm.; X, par &, misrgardaut lcs autres notations..
I1 existe done un voisinage B A de & tel guc pour X et X! dang B
la relation . -{1 { =)=V, {-"(x ') ‘ entrafne {-’(x J=flixi )- 3 par suite
dens B 1s relation -F {x)=0 est Sguivolente & 3(;& J=0 . Zn vertn de
12 prope<2, il existe un honmdomorvhis~c contin@mont différentiable '
Z —>¥(0,z) dtun voisinage de U. 2 édons II , sur l'lnterseﬂtmn EN3 I,
dont l’homéonormi sme réciproque est la pco;;ce’cz.on X—> U. % de
ENB sur M . D'od 1~ prop.3 =i on o eu soin de prendre pour J une

variété coordonnde {comme on pcut le faire on vertn dg the ‘dtéchange),

=

et si les e@ sent les vecteurs de 12 base ca.zaozzique enge~drant U
}: : - &
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Ixerciceg.— 1) Soient E et F deux cspaces normbs, et soit L un isowmor-
. phisme de E dons T .

2) Soit m 1o norme de 1'isomorphisre réeiproque de . . Soit w une

—

aanlication dang P dtune o"ztvc ouverte A de I , teclle que
iiw(x )~ wi{ % 2)]' ko xr.xzu . llontrer gue sl kg&m , l'opplication
% —>F{R)= u{x)+w(ix) est un hombomorphisme de A sur £a).

b} 8i w est une application lindaire continuc de T dans F telle gue
“Wﬂ( m , montrer gue £ est un isomorphicme de E dans T . In outre,
pour tout Y € W(E) tel que [ ¥ [ =t , montrer quiil existe
yef(z:) tel gue gy-}lo i < ﬁwﬂ /m ; inversement, pour tout y € f(u
tel que }iy))ﬂ , montrer gu'il existe Yo & WiE) %6l que.
by - Yo lbglwl /ot

' 2) Soient T et F aeeu espaces normés, et W un homomcrphmme de E

dans F tel gue u. {C) soit de oim_enaion finie. Hontrer que si ia norme

.

de llapplication linda aire W de I dans ¥ est assez petite, w +w= £

est un homomurphisme de E dans P , e% gue lo dimeasion de ?(O) est au
plus dgale 4 celle de -!f (C) (utiliser l'exerc.l b) -en considérant
un sous-espnce .\S'ermé H de E , supplénenisire de &(O) ¥

3) Soient # et P deux espaces de DBanneche '

a) ‘dui“i: & ua homomornaisme de I sur F , S une boule cuverte de centre
& et.ée ravon ¥ dans E . Soit‘w une anplication continue de S dans F
teile que ”wixi)-—w{xz)ﬁé k ﬂx.z-xaﬂ . lontrer gue si k et ﬂw(a.)ﬁ
sont assez potits, l'anplieation K --,f(x )= wlx )+ wi %) est telle
gque liimage f (8) conticnne une boulc de centre (4 ).

b} Soit @ 12 norme de 1"isom0z-phiszae de F sur 12/ 'ut {0) rdciprogue de
ltisomorphisne asgocid &4 G . liontrer que si W est une application
linfaire continue de I dans ¥, de norme [[wfj<n , u+w =\F est un

homomorphisnme de I sur T ; en outre, pour toul >0 et pour sout

i > : e
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ot , ; S

% € f’ (0) tel gue “xuﬂ » 11 existe % € w(0) tel que

“x ~x°}[$|{w‘g/(m~e) s de néne, pour tout €»0 et toud u(O)

tel que | x =1 , 11 exiote x e §(0) tel que [x - I P “wu/(muw“-e)

¢) Déduirc de b) que o'il existe dans T un soug-ecopace vectoriel fermsd

ot 5 : .

I sapplémcm:a:‘ire topolosique de W ({0), I cst aunsel suppldémentaire topo-
lorzigue de f(OL

4) Soicnt I et F deux capaces de Bonach, W un homomorphisme de E dang F
tel que w (E) soit de codimension finie p . lontrer gue si w est une
application linénire continue de T dans F , de norme nssez peti

§ = W+w et un homomorphisme de L dans T , ot que F {E) 2 vne cc-:ii—-
mension £ p (oppliguer l'exerc.2 oux urﬁnumsﬁ s de w et w ).

5) Soient E un espace de¢ Banach, F un esypace norpé et W un iscomorphisme
de E dans F . lontrer gue s'il exisie dons F nh sous-— space I sz:m.;&aen-'

taire tonolozigue de W (¥}, et sz. ltavplicotion lindaire continue W

de E davs T g une norme assez netite, en nosant {' =+ W |, Il et encore
su:ﬂplém nitaire topologmigue de -g (8} {(uvtiliger llexerc.i Bb), et le fai
que ?(E;) est fermd dans F).

.

G) Soiecnt I et F deux espaces de Jannch, W un homonorvhisme de Z dans

, =1 5 é P Sk
F , tel gue w(C) soit de Cimension finie p , et que u,( ) 2it gne

codimecnsion finie g « Liontrex qaé gl l'opplication lindaire continue w
de I dans F'a zne norme atgeg pe+:.’ce, ? = Uu+wW est un homomorphione &e
E dans F , que la din sion r de %‘(O) est finie ¢t telle que
P-a<rLp , et gue la codimension de -?(ﬁ) est Gpnle & g-piw (raisonner
comme dans l'exerec. 2} , et utiliser 1l'exere.5).

7) a) Soit P l'espace des restrictions & i»‘l,-ﬁ} des polynbmes & coef-
ficiento réels, auni de la norme ﬁ “ 152(;.;; 111{('2;)) . Soit W 1'isomor-
phisme identiqgue de P sur lui-nmfne so-it\gautre vort w l'anplication
linéaizre de P dons lui-mBne, qui & tout polynbme z foit corresmn&re 1e

polynbme % —=>tx(t). Iontrer que pour tout €>0 a,scz petit ,



Lianplication w+4tw est nn ioomorphisne de ¥ dons lul mois gque
- . . ; - £ 2 ) - 7
il'imope d2 P por cet icomoxyhisme eat distincte de T [cfeexerc.6).

=

-
b} Soit Pc 1'copoee des restrictions u LO;(} des polynBnmes & coeffi-
cients réels, nunl de 12 norme n xﬁ = Bup 3:(1:)!1 '« Pouxr tout polynbue

0t &1 :
xeP , on dbsisne por u.(y) le polynbne % {z{('t'")"!-x( t")) llontrer que

4 eat un romomornhisme de P sur Po‘ Soit dma'i::e port w(x} 1o res-
triction de x & l’in’zervalle {O,’:} . lontrer gue, guel que soit £3>0 ,
U+ew niest pas un hopomorvhisne de P dans .?. (rerﬁmnue'ﬂ que ce serait
alors un isomorphisme, et prouver que celo ect ir:zpo., 3ible en considérant
le prolongencnt por continuité de et w & liespace € .des fonctions
nu.méx_-iqucs’ continues dans (—éi ,+1} } {ef. cxeres ~4)e ‘

8) Soit g une applicention GOntimﬁmemt diff8rentinble dfune partie
ouverte A d'un espoce normd E dons ur espace normé o, liontrer que si
en un point &.¢ & , la ddrivée {'(&) est un isomorphis e de F dans F ,
il existe ﬁnrvoisinage BC A de & tel que g? soit on hondomorphisme de
3 sur § (B) (fexere. 1-*::'))9 - V '

9) Soit f une application ccntm&mem ‘iiférm”s oble dtune pa_ tie

ouverte & dtun espace de Banach B dans un espaec de Bonneh T . lontrer

ek
[—H
o
1
furl
e
i)
LON
o~
el
by

gque si en un point &€ A , la dérivie ?ﬁ(é;) est wne applica

de.

—
%}

P sur P, il existe un voisinsge ouvert Bc 4 de & $el que £ (B)

S

soit vn voisinage ouvert de {?(a.) dans F {exerc. 3)
10) Solt B{w,v ) une forme ‘ailinéaiz*e‘non dégénlrée sur RE Soit £
une anplication continfiment diffdrentiable d¥iune pariie ouverte convexe
A ge RP ﬁans ‘Rﬂ 5 telle gue, pour tout aae A 1o forme guadratique
‘?(h g"(x.) h) soit strictement positive. liontrer que {' est un homdo-
mor igme de A sur un ensexmble ouvert dans 'R E et gue l'ho :’zomsrphis_me

réciprociu.e est continfiment différentiable .{conﬂi&éz-ei*, pour %toulb couple

de points 4,5 ad A, 1s fone %(* »(éw&ﬂgg‘ia;+t(5~&s)}) :
définie dans 1'intervalle L ‘é} }.\



w = of
945 .;ai"‘c + bne applicotion conbtinuce d'un volsinaze & dlan point X :
.
i 4 o Jr e 0 A %A 4 % ] : v ra s o 5 42
dtup espace de Danseh £ dons un espoce de Bonach F s Que {’ soit diffé-

rentioble an point x (mais non néecesgalrenment awn voisinage de A

et que .3’2*'{;2-0) s0it une oppliecation lindéalixc continue de E sur P .
Hontrer qu'il existe un voisinoge Tz A de x_ el gue £(x FEELRL)
pour tout Xe€T tel que XFx .

12) Dol gf:{f? »£,) l'application continue de R™ sur lui-nBme d6finie
2 3 o
e = 2 . - ¢ 2 = AL o . ‘“v
de 1o fogon sulvante s £, (x,y)=x ; £ (x,y)=y-z= pour yj 5
o > *, -"? 2 2 2 “.l T7 )
I5(x,y)=(r"-2"7)/x" pour OgLy<gx™ , et £,(x »=¥ j==E,(x,y). lontrer
o S s 3 2 < b
gue -E? egt dgifférentioble en tout point de RY | e% gufan poi nt  1{0.0)
: 5 ;

voisinagze ouvert V d'un point x ¢ RP® . on sunpose gqu'len tout

2 e # % 2
sUNPCsSe Pos .g,?? continue dans V). lontrer cue < (V) est un voiginag
S ) - '
= _p 2y “pﬂ { V{/ T"C‘::' ¥ ey 1 i LT “ v e T2 revind
de Ea(zzs) dans R . {llnisonner par 1'shourde 3 s0it B wne boule
2 ] A s -~ 9 -
fermSe de centre X _ , contenus dong ¥ S 8o frontidre, telle gue

£(8) ne contienne pas f({x_) ({exerc.
:;g'?gm non contenu dans £ {
{

petite gue so distance 4 -?

pour legucl 1a Jistance de Y & X solt 4gale & 1o distonce de y & '
2 < ) < .
+ (B), montrer gue si X est tel que .gf{ XJ)=2z , 1l niest pas possible

(*) Dans 1 portic de ce Trait” consacrde & la omlﬁ'vze _al

nous verrous gquc sous 1n Gea}.e cozg:fl’ca;of mze -? :

point X et que {."(x ) 806it inversible f(V) cst un voi inoge de
e

.-gz{ﬁ:o} éfms 'Rn . Zn outre, si "éf}.f‘ YV ie 3s
pas de signe, -? est un hondomorphisne d'up veisimge TV de X, sur un
£(C) de £ <y . T
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§ 4. Chongement de veriasbles dans lcs intépgrnles multiples.

1. Lo forpule du chonremcnt de variables.

Soient 4 une portie ouverte non vide de R s €% soit O un homéomorphisme

de A sur une portie ouverie AV de'?{n . 94 p dbéoipgne 1o restriciion & A
a

de 1o mesure de Lebesgue, 1'image V) =0(p) de la mecure p por llanplie

tion 0 est ddfinic et est unc mesure sur A' (Intdégy. ,chop.VI) telle gque,
u__:30'!e pour ¥ ,

fo0 soit intdprablc pour p et gue l'on ait -5!(foa)dp z“if dv -3 réciprow_

pour toute fonction numdbrigue £ définie dans A' et intde:

guemint, on salt (lee.cit.) que 8i f£00 eat intdorable pour g, £ est
intérrable pour 3 et on a Ea formule prdeddente. Uous nous proposons de
nontrer gue, sous rt2incs conditions, 1o mesure Y est wne pesure de
bage pf o4 it éési*no Ia restriction & A' de 1n mesure de Lebeszue.

De fagon nrécise, nous Qéﬂomt?erons d*abord le théoxrdme sulvant s

R i :
THo0RIIE 1.- Soit 3(91,,g‘,a } on aemécmo_ﬁ‘ ane continfiment diffdrentiable

d'une portic ouverte 4 de ’R sur une partie ouverte A7
A{% ) le déterninant fonetionnel det(3, 6 {(x}) de 6.

lea
= le
> o
e
p
L
o
®
w
of

nul en sucun point de & , pour toute fﬁﬁCGlOﬁ £ géfinic dans At et inté-

37 ]
o
-

Zrabls por ronport

it . 1a fonction f{ﬁ(z})g [3(3&}% est intérrable
dons A par waoport & 1o, gt on g
(1) jmf(x ?)d!»eﬁ{‘x?} = Af(e.{}é)}g Alx )éd;i,{%}

(formule du chonrenment de vorisbles).

Avant dfentrernrondre la démonctroticn du %L“Of”mcg remarguons gutil

sisnifie Bien gque ¥ est une mesure de base p', et de fagam préeige gue

1o o ) < hamdanarnhion
llona a7V {xt)= iézg,( "'”6 dpr{xt) on Q* est l?.éaméomozpﬁwmer
réeiprogque de € j

Hous démon%rerenﬁ lc $h.1 en plusieurs S%apes.

o . 4 <
1" Remarguonc d'obord que =i, pour itout crsezhle ouvert relstivement

compaet B tel guec B e 4 , on 3

12 )(*)ﬁg_*,zi?:iz j[

S
L
ww
o
M)
Lt

()
Bl
e,
Lk ]
.
™
St
Nl
LT
&
v
R
Nt
ST
45
-
o
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<4

alors lo fornule {1) est vroic ausei. En effet, A cet réunion 4'une
suite croipsonte (B ) dlensenmbles ouverts relativenent cowmpacts tels que

?Zn::A , por exenple en prenont pour Bn 191ﬁtercection de 12 boule de
centre O et de roven n , ¢t de l'engermble ouvert des points de 4 dont la
distnnce & {; est >1/n “emplagant B par B, dons (2), on obtient 1la
formle (1) por une applicntion facile du th. ae Lebesgue.

2% S0it B un enserble ouvert relativenent compﬂc*b tel que B A et

soi% (Ci)‘!s.f 1gp 4B recouvrenent fin;. de B formé dﬁerzsemb}_es guverts
contenus dons A . Ji, pour 1€1i¢nm , on e : :
{35 j f(x“dm{x‘f)zf 2io(n )| Alx)japin)
, 6{C,) e ¢y E | p,
alors on & oussi 1o formule {2).

Zn effet, il existe une famille {z.)s .. _ . de fonctions mzm’\riques
17igign oty
z0 définies et continues dans WY , telles que gl{x}.-s en toul

point ée Q{F) et gque g,i{ss}-*ﬁ en tout poznt de ﬁQ(Gi, pour 1€ignm
{Top.zéns ,ei_u‘p‘m 34, cora.de 1::. prop.4}. On a .

‘3,
=

S O 3 0 {#y .
Si rn reforgue gne 3°G(B)° =05 1es relations {3) entrainent done

Jorpyfx)apt(%t) = 5 f 00 %))ez(x g w(xngm%);amg) =
=4 poesy
' .};f(e(x)) Z} g,_(eix3>)§ Alx)|apix)

: : ; ™ :
ctest-i~dire 1la formle i:.)y gi on tient compte du foit que 2 gitelﬁ»)):ﬁ.

2%

’3?

dans B por définition.

3° Te $h.t est vroi dans le cae perticulier ok & esct une Toermutation
de coorﬁannéeé”, ctest-d-dire une tranciormstion lindaire gqui permute
les vec%eurs de 12 base canonigue de R?2 : cela réoulte nuseitbt Gu
th. de Isbesgue-Pubini (interveréién de l'ordre des intdgrations ; cf.

Intégr., chap.VI}.
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4° Domontrens maintenant le th.1 dons 10 cas pordiculier ok 0 est un
homdomerphisne de 1o Torne suivonte R

’(K,‘ o Epge0 e ’xn)‘_“? (O1 (x1 pose ,xn} sEpgees gxn) .
On a anlors A (x)z ﬁ » % par hypothtse cette dérivée ne s'anpule pos
dang A « In vertun de ‘i° et 2°, on peut se borner ou eog oxi A est un pavé
IxQ , o& I est un intexvalle ooxné]a.,b[ de R , et Q un pové bornd dans

R 1 1 on weut swﬂsossr en outre gue f o8t continue dnng B {(Intéer.,

chap.V). Ta dérivée 5-{1 he s'anmnulent pos dons 4 , gorde un signe cons-
1

atant dans cet ensemble (th. de Borzano) ; suapposons par exenple que
o8 _ :

< { da !zs 4 . D"’p:t’és le th. de Lebesgue-Fubini, on a
91(07.’(31.”/)(»)

fofé)f(x tlapt{ Xt)= fdxz..dx f f(z{ ,:tg,..o,xn)dx,}

Jdé, LT VEDE
puisgue lthypothhse -3-—-<0 entratne gue
*q
ei(b,XEQ;t-,x )< 91 (a,xz,....x ) s
Hais en vertn de la formule de changement de variablee dons les intégra-~
les simples (Fonet.vor.rdelle, chap.II 31,formle (1 }) on a
e (a,&, c,ﬁ.") 361
fg f(x{,xz,o.e,x )dx ff(eﬁx,‘,xz,...,z ),xa,...,x )Bx dx‘
6y, .., ‘ ‘
et npar suite& an vertz.z du th. n.e L@bescun-éj.ubim

)
321 1a fvmule (1) est
K “92

alers démontrée. On roisomne de 1o mépe f£o agon g3 3?- > C dens 4 .

Comme dons le cas cunvisagé on a A (x}

5% Abordons enfin lc cas général. Te roisonncment d.u 4° aéuentre le
thdorlme pour n=1 ; nous ~llons le démontrer par rdcurrence gur n .

I1 suffit, comme on 1'a wvu, de démontrer lo formule {2). .Pou;' tout Xe B 5
il existe un indice j tel que D, e1gx)f0 s ©n vertn de 1l'hynythdse

‘A(g)f_c s puioguc 0 st ceai'mﬁ.men‘t différentiodble, i1 exicte un voisinage

Yﬁ de ® dans & %cl gue Bzeaf'y) 0 pour tout ¥y € }‘ 3 en citre, on
peut supposer V_ prig ossoz potit pour gue liappliecntion



o
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- 0% -
® (4) {yg gese y'.'fn) —— (Y-; ERAR T £ 1 (}’1 ARE syn) sT4410°°° ;Yn)
* soit un homSomorphisme continfiment différentinble de V, sur une partie
ouverte e RY {g 3,prop.1). En tenant conpte de Ps, on voit donc qu'on
* ept romend d dbmontrer 1o formule (1) lorsque A cot un pové borné de RE
tel que pour un indice j convenable, 1"1pnlioa*aio:1 (4} soit un homéomor-
phigme de 4 sur une partie ouverte de RY ; en remplagant ou besoin &

par -41»“"20»71' -,'oa T est une "pernuiation de coordonndes™, on peut en
cutre supposer {en veriu de 30) que J=1. On pecvt done Secrire
0 = ¢20¢1 , O ¥, est ithoméonerphisne 4

(xi,,“,xn) -—9(61(:;1,,“,xn'),xz,...,,xﬂ) |
et Y, un homdomorphisme de L2 {A). sur 0(A), qui est nbécessairement :
continfiment différentinble, puisqutil en est oinsi de 12:2{1' {8 3,prop.1)
81 on tient conmpte du fait gue le jacobien de € est émal su produit des

joecobicns de z;:? et 1}:2 , et de ce qui a 6%& démontré cu 40, on vient que
tout se raméne 4 dépontrer le théorime pour L'honfonmcrphisme zﬁé de %31? {8)
sur 8{(4). Autrement dit (en changeant de nototions), on est ramend &

démontrer le th.! dang le cas nﬁrhcul:-_ sr o 0 (:L.g RPN S )~--3:1 s on a

alors
| ‘ 29, 26,

' Sii-é‘ v 8 & B ﬁ;

(s) Alx)=
aeﬁ.e.c a‘eﬂ
xS > o

Zn outre, 4loprds 1° et '20g on peut oo bormer an eas o A est un pavé
borné IXQ , ok Iz}asbgo Li*hypothise gue € est un hcaﬁéomcrphiéme entrd.
ne gque pour tout x, €I , 1tnpplication 4' | :

(x,,,.”,x ) —}(92(1.2 sEpgeeesp)gece ,9 n %y ,..2,, co 3%y ) ‘
est un homéomorphisne continfiment dszérenti’zble “’x, de lo coupe Mz‘l)
de A suivent x,, sur la coupe A*{xﬁ de AY spuivent x, ; e1 outre, le

LY

joeobicn de w31 Etent gel & A (x ) dfapzds (5), ns s* opzile pas dans

A(zi)q Lthypotatse de récurrence prouve donc guc, pour boul x,€l, ona



o
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v (6) JA'(X ) f(:{,‘ ,Xé,u,x")d}:},”odx’ = A(? )f(@(%))!A(ﬂ)%dﬂz»o;aXn
is en vertu du th. de Lebesnue-rubini, on &

.}; f(x1 ,Xé,oo,’f )dx,'dxe-odxd jdx1 A7(X )r(x,;:yeo 5,45?}51{.,,.»‘(11{'

£ ff(elx))f::‘.\( x)lax dz,..ax =Jf dx, «é(x )fw(x)){ A (%)kxqe-*dx'

n

In formule (1) est donc unc consdquence inmédiste de (6), ce qui
achtve lo démonstrotion du th.1 . g
TTous montrerons un peu plus loin {(th.3) que 1o formule (1) est
encore vaolable sous la seule hypothése gue 9 est un %oméomorphisme
continfimont @1ff6rentinble de A sur A!.
CONOLLAIRE.- Soient & s 8— ,..o,e. n vecteurs lindairerent indépendants

gans ‘R . Ig mesure de I'ebesr*u.e du paralidlotope P formd des vecteurs

X = % : 5 éLi tels guoe O<ti\1 {1 i<n} est &¢ a}.e & 12 valcur obsclue
“:a.,: s npens a.n]f dp déterminant des &; por rappork & 1o hose cononi-
gue de R _ ,

Il suffit en ef:{:‘et diappliquer 1a forvoule (1) & lfc.ppliéati‘on litzéaire

£=i

(t””,,t )->Z 51 g @e R? sur ini-mBre ef & 1a fonotion coroc-
téristique de P . :

2. Le théordme des aceroisgements finic voiumdtrigues pour les appliea-

tions de R™ gans Y.

Soit £ une fouction nunérique monoitone e% dérivzzb}_e dans un iaﬁervalle
compact I 3 =i ]f*(x}l YLE dans I s le théorime des acecroissenents finis
nontre que la g_e;ﬂrﬁ {de Lebesgue) de £{I) est au plus égale an nrodui’c
de H par la mesure de I . Mous nous proposons de géoérﬂliser ce réaultat
aux applications continlment différentiables d*une portie de R?P dans RE
dans tout ce gui suit, p désignera 1o megure de Lebesgue dzns RT .
TITRORETT 2. - Seit © uns am)lieﬂtlon continfiment gifférentiable dtune
nartie ouve erte & ge R" dans RP, o3 soit A (=) le jocobien de ¢ an

noint ¥X . Pour ioute :m:'%ze mesurable BC A , on o
w“ - b _J)iii
ﬁ ..;,"

W
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(7) p,*(m))gf |ACx){ap(x) -

Toute ppriie raesurab:ble Bc A étont réunion d*une suite croissante
(Bn) de porties nesurables et relativement compoetes dans 4 , on voit
aussitbt que le th.2 sera démontrd si nous Stoblissons L'indgolité (7)
lorsque B est une partic mesurable relativemend compacte de A 5 les
intéproles supdricures dans (7) sont nlors finies et peizvent gtre rempla-
cées por des intdégrales. ‘

Tous dépontrerons dfabord le lepme suivont o

Lemme 1.~ Scit K une portie compocte de 4 telle gue A x»)=0 en tout

point xe K . Il existe un nombre ¢>0 ct, pour tout €0 gassez petit,
un_nonbre 80(s)>0 5 g.vams 1o propridté suivante ¢ pour tout point

%A € X et _tout cube C de centre X et de c6té 26 5, ong
{3) p(8(C)) < eeplC) .

Soit U un voisinage compact de X , et soit ¢ 1a distande >'O de ¥

a CU . I dérivée 0'{x) &iant uniforménment continue dans U , soit

5 5,(€) tel cme%..fa relation }y ;g‘ < &, entratne gg@*(y} ee(%)ﬁﬁ_g

dans U {1z norme ! [xf| 6tant la norme euclidicnne dans ‘R My Pouz

tout couplc de points S;(yéy tels gue aﬁ‘z; s YEU , y ~&= ‘%‘ &y @y s
avec iéiz € & € inf ¢ s Q__) pouxr 3,,. ign, on & done, dfoprds le
n

: B

th. des caccmufsc'fxsen*!:s finis (3 1,formule (8))
(9) ﬁe(y)e{x}- Z,z_, (%l € 8w

of on o posé. 8- ;‘331 (a&) Par hypothlse; les n vecteurs & forment
un systéme lié ; ddsignons pox P le souu-esmce de dimension »pLn
qu'ils engendrent, par (6 )1 <igr ape base orth onormle de P , par
Q lec sous—-esp“ce de dinmension n-p %otalcment oxthponal ig P, por
€. <k gn-p U0° base orthonormle de Q . Soit I la borne supdricure
dane K des nonmbres !{6’(:4 )-g ;on adone f&, !Esﬁ pour 1€£ign ,

’?.

B
‘et on peut par suite Gerire Z; 2 5 ?jﬁ . , avee {?jig snk

=%
pour 1<jg<P . In outre, si on pose ¢
P .

e
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~on a, d'aprds (9), }33{ c8 \f“'“ pour 1<j$p et |f,_|ges JE pour
1<k ¢n-p ; nous supposerons gue 8<H\fﬁ , dto €5\ < Onll , et que

e<1 . 51 C dbsipne le cube de centre * et do ¢8t6 26 , 0(C) est done
contenu dons lo porallélotope de centre 0(X), conctrait sur les p veo-
teurs 28nZEEj (1€ 3<p) et les n-p vecteurs eorek (1€kx<n-p).

Lie cor. du th.1 nontre donec que lion &
1(0(0)) < (46a)P(2eg 1) 2P
Coéme 2{C)=(20 )n ; et que p<Ln-1 , on déduit de cetbe indgalité que
iton a p{e(c)} (4nL) est = caét’{i}, avec c=(2ni—‘1)“ s lc lemme est
~done démontré. |

Ge}.a}étant, ltensenble K des points de 'Saéz A X)=0 est un ensemble
ebmpaet. Pour tout E}O assez Jetit, soit U sm‘ voiginoge ouvert relati-
vensat cowpaet de K tel que p(U) g ,‘g.a(K)%-s » 6t poit @& lo distance >0
de K & £U : gardant les neta%ions du icmne 1, -soit & tel gue 26ﬁ<d
et Zagﬁo(e). Litegpace RE ent rbunion des cubap fermés de centre
2 kiﬁ 8, et de chté & '(ki entiecrs rationnels arbitraires) dont deux
:;éelconwes nfont aucun point intéricur commun. Soit V la ré:inion de
ceux de ces cubes Gh {(1€hg) qui rencon brpn‘c X : on o en vertu des
hypothines Kc:Vc.U et p(V)= Z p{Cy). Par suite
e(K)c e(V) vl 2) e(ch} ; dlautre m,rt chaguc ecube Gh est par hypothise
contem dans un cube C’ de c8%8 28 ayant pour centre un point de K ;
dtaprds (8) on 2 ';:,(0(0 1< p! (Gt))g c&:x,(c?)-z eey(Ch) dtoa
(10)  plo(v) g Z y(e(Ch)) < 2%se g.‘ p(C,) =

L = 2Bee (V) € Poep(U) g 2Pes(pu(K)+e) .

Comme un point fLrontilre de V est poilnt frontidre de linn des Cy -

i1 ne peut oproxienir 2 K m;_':z‘o;ient dal% Kc;_‘i} - Pour to6ut point A
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" de 1llensemble compaet BNV , ona A (z&)lO por hypothise ; il existe
donc un voiginage ouvert lax de X , ne vcacoatrar vas K, tel gque

la restriction de 9 & ce voisinage soit un hobmemorphisme continfiment
différentioble sur un encemble ouvert de RP (g 54pY0Ds1)." Tn vertu
de l'axiome de Borel-Lebesgue, i1 existe un recouvrencnt de ﬁl”\ﬁ v

fovmé dfun nombre fini de tels vclslan"es * (1€kgg) ;5 on en &éduit
gutil existe une noxtition de .3(\617 en un novbre £ini dtenssubles
mysurublns G {1-<34£r; tels gue chacun des Gj solt contenun dans un
des W, (il suﬁfzt de considdrer ceux des ensemblos pon vides de la forme
BQ(CV)H é:ﬂ. ZL , Of ZL ect Spal & 'J,, ‘01104 CU, pour chague indice
k). In vertu du th. ?9 on a
plote,))= Jg i{.ux); apl %)
et por suite : :
;mewnﬁvnsz p{ew )= fncv |A (= Yapi x)g fz.,\zs.m;ap.zm
Lenﬂnt compte 4 Li (?0), il vient :
;.!,(6(33)) \ ﬁ&( &) du{ ;i)-s-?:‘nca p(E)+e)

et comnme € cst arbitrs fPﬁ nt petit, on a vien itindgalité (7).

Porni lce congbguences immddiates de ceo théordne, notons les suivantes:
L0POSTEICH .- Soit @ pne anblicatioﬁ con%inﬁﬂent'ﬂifféren+iabln‘d?gna
partie ouverte A de R® dgans R® . Liipese por 0 de_toute pariie

BC A de mesure nulle cst de mesure nu.}.lea

Cela réoulte aussitt de (7) et dan “wzf gque b est un espace 1ocqlement
compaet dénonbrable & l'infinze

GG?OuL RB.= E'imaﬁe_par 0 gtune portie fermbe B A de pesure nulle

est un ensemble maisre, rdunion dénombra bla d'ensembles compacts de

pesure nulle=

Il guffit de remarquer que B es: réanleﬁ donembrﬂblr dfensembles

ompochs mesure nulle.

E]
]
B > §
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PROPOSIPION 2.. Soit 0 une onnlication continfiment diffdrenticble diune
n

partie ouverte A de R™ dans R, et gsoit Al(x) le jocobien de ¢ gu

g int % » L'imore por O de 1l'ensemble B des pointc #EL  tels que

[&i;&)xO est un cnsemble moig e, réunion dénorbrable a?ensc bles compacts
de mesvre nulle.

“En effet, A est rdunion diune sunite crolepaonte dl'ensewbles compacts K 5
comie B est fermb, BOK, est compact, et i1 résulte aussitéts de (7) aue
O(Bf}K )-est un ensemble coagact de mesure nulle, donc rare.

 PROPOSTTION %.~ £50it ¢ uvne onplication continfiment diffdérentiable diune
LO

partiec ouverie A de 1&? dans ﬁiﬂ . L*imuae paxr 9 de te partic maligre

B A est une partie malrsre de ?%

<«

Il suffit de d& ﬂOﬁtvef gue, si B est une partic rgre de 4 , et H une.

paritie compacte de A , 9{BNH) cst rore dons K™Y . On peut Svidenment se

borner aun cas ok B cH est cgmpac%° Soit K lienpgenble compact des
points de H ot A {x)=0 ; dtoprds la prop-2 , 8{BNK) est rave daons RY :

.Soi% {Bn) une suite décrolssante ée'vaisiﬁageg ouverts de ¥ , dont liin-

tersection est ¥ . Liensenble cowmpact 3(@5& peut &fre recouvert par un

% n

o s : = - = g z 7 0. o f‘w—a
nombre £inil de voisinares Vk ouverts (dans i?n} de poinis de J{;b u?2 p
tels que 1o restriction & V de © soit un hopdomorphisne de V., sur une

nartie ouver%e &e_?z { sﬁ,prepai); Connme Bfﬁfgzﬂn NY,  est rare, il en
st de mdnme de son image par © , done 6(3;1{;Hn} est ”égnion dtun nombre

s

suite est rare. 11 en ré uite gue llen-

f“‘i »
9]

fini d‘ensenbles rares, et pa
semble O0(B), rdunion dénombrabie dlcansembles rarcs, est maigre ; mais en
outrvg il ¢t fernd, donc il est rore, car si ¥V est un ecusemble ocuver:

non vide guelcongue de iin~,-ux point de W ne peut €tre adhdrent &4 8(3)
sans lui apportenic, e¢s qui montre que @{B) ne pesut #ire dense par répport
a ¥ sans contenir ¥ ; mnis en verty du thg de Bazire {Tog.gé,‘gchggslx,igs,

2

th.1) on ensenble maigrs dans }23 ne peut econtenir d'ensemble cuvert.
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On voit donc que W contient un ensemblc ouvert non vide no rencontront
pos ©(B) ce qui signific que §(B) est rare.
Le th.2 pernet de venforcer 1'6noneé du th.1 de foe
¢

0
TIZONETEE 3.- Boit O un hondoncrvhicme continfirient différe

n
t 6x
portie ouverie 4 de yan sur uvne partie ouverte A' de R , et s

oit
A(x) lc jocobien de 9 2u point xeh . Pour toute fonction f défini

e
'y s - ) ® - ) i
dans 47 et intderable par rapport & pt, la fonetion Z£(8(x })i A (;a)g

Soit F 1l'encemble ferms (dans A) des points de & ok A { x)=0, et soit
B le compldnentaire de F dang A . Comme on peut oppliguer & B 1la formule
a démontrs si nous prouvens gue 8(F) est

Comme l'encewble Q(F} est maigre en vertu de lo prop:2, il ne peut

un hom‘a;orﬁjismeg en veit que F est ndcessairencnt un cnzemble rar
fels 11 faot remarquer gque F nlest pos ndcesssivemcnt de mesure nll
Ceaﬂidé cng par exenmple dana 1'intervalle I u:}O,ﬁz'am engenble
conpact 1 ¥ de mesure >0 , e% soit g(%) une fonction nundrigne
ceniinue ds I , nulle dans F et >C en tout point n'asparienant

A
pags 4 F . Ig fonction ffz): {giﬁ}dt est strictement croissante

i
4 -Q - S & "
dong I (TsncrevarszﬁelAc, chap.I, ¢2,cor. de la prop.2), donc F
est un homdomorphisme continfiment différentioble de I sur un inter-
valle ouvert de R, dont 1la ddrivée est nulle dans l'ew embie F de
mesure >0

PROPOSIDION 4.- S0it © une ovplication continfiment gifférentiabple dtune

partie ouverte A de 1%3 dans un esypace ﬁzm tel gue m>n . Alors 0{A)

est moirre dans e et de megsurs nulils.
S g
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In effed, considbrong 1l'anplication (x ,z) ~>0(x) de llensemble ouvert

: . dams R
AxRTE. as ®rY s cette opplication est conwnﬁmen différentinble et
de jocobiscn nul dsns AxR™H s comme 1timoze de A ARP® por cette
spplication est 0(4), lo proposition résulte immGdic tenent de 1o prop.2 .

CO&&PLL'%I::Z°~-- Soient £, m fonctions nundrigucs continfimont diffdérentinbles

dang une poritic ouvexie A de _Rn , 2t telles gue 1lc rong de 1la motrice

jacohieme des £, goit un nowbre constaat r dons A . So0it T 1o partie de

B d4finic par les m Sguaiions 2 (x) (1€ign). Zour bout nowbre

Py n-r , 12 nrojection ortno'>on~"le de ¥ gur un sous-esnoce veetoriel T

de I de dimzwaion p est moiore dons I gt de mesure p-dinensionnglle nulle

0= peut sunposer que I est la varidté cooxdonnde engendrie par les
Sléments €, de 1o bose canonijue "911 diee 1: s B2 u+3:°e part,; 11

suffit de démonirer gque pour itoute partle comp‘_,c'i:e X de A s 10 nro;ectxon
sur I de ENEK est un enscnmble rare de mesure nulle. Por hypothdse, on
peut recouvrir ENK par un nombre fini de voisinnges Vj tels gue

)

ENENT, soit aéfini par T équations de ls forme zmk=gk(x§1_,...,x§n_r
ok les @ (1€k<r) sont les S61ldéments dfune pariie de r Sléments de
l‘in‘bezﬁvalle [1,;1] s &% les ‘53 les n-r 4idnments du conplémentairve dé
cette partie (@ 3,prop.3) ; les fosetions g, étant contintment différentia-
bles dans une po:e‘bie ouverie Bj de R¥% ., On voit ¢onec gue 1o pz‘ojection
de ENX (W‘j sur I=RP et image de Bj pm- une avnlicatlon continfimert
différentiable, d'ok le corollairc, en verta de l'hypothése p>n-r .

Exerciceg.~ 1) Soient & nne partie ouverte de RE , ¢ one anplica-

tion gifférentinble de A dons ®RE . Soit B wvne partie conpacte de

A telle guten tout point x€3B , le rans de 9t{x ) soit < n -

a) Pour tout- €>0 et tout ke B , nontrer gu'il existe une suite

{C,) de cubee de centre X ., contenus dons 4 et dont le cBi6 ‘!'enr‘
: Sla : g
vers O gvee 1/k , tels que 1l'on ait p'(6(C,))g £p(0,) ,



S 8Y
. désirnant 1o nesure de Lebesgue dong ﬁm et p' 1o mesure de Lehessue
dons - ‘Rn .
b} Ponr tont xe 3B ., solt @ (%) l'ensenble des cubes Ck définie
dane a). llontrer qu'il existe une conoitante ¢ > 0 indSpendante de € 2
une suite (x p) de points de B , et, pour chague p , un cube Cée @(.&p)

tels guc lcs le) forment un recouvrement de B , 6% que 1'on ait
Z ;;(G*‘ < ¢ p(B). {Soit U un voisinage ouvert de 3 tel que
,;(Ung B) g p(B) ; pour chagque x€3B , soit C(® ) un des cubes Cy
définis dons &) et contenus dons U , et soit y(X ) le c8%6 de C{ %)
péu;r tout entler r»0 , soit B,, l'ensemblc des %€ B tels que- 2-r—1<
£ Y(x) g 2" . Former un recouvrenent de B composé d'une suite de
cubee fernds, d/enx & deux sane ‘_pcint intéricur commun, tel gue pour
chacun de ces c’abes Kp s B1 ¢ est le plus petit indice pour leqguel '
B {‘}K nfest pos vide, le ¢6%8 de Kp sol% 2"E’°"2 $ prendre alors
x eB NK K et montrer gue la saite de ces points répond & la question).
_c} Déduire de a) et de b) qgue 9(B) est un enccmble néglizenble dans R%.
a) Hofatrez« que sl le rang de 05(:() eot « n en tous les pointg de & ,
ltensenble ©(A) est moirre dans RP . _
2) 2) Soit H un ensemble fernmf rare dans ‘Rn « lontrer qu'il existe
une fonction inddfiniment ;‘zi:ﬁfére?z%iable g définie dé,ns 72 s telle gue
8(»)=0 dons Het glx)> 0 ecn tout point de (:ﬁ . {Considlrer [;'H |
~ comme réunion dune fomille dénombrable de boulcs ferndes Bp, de centres
X, - Solt £ une fonction numbriguc définic dome "R, indsfinincnt |
différentiable et telle gue £(%)=0 pour }tt; 1, 2{t)»0 pour
] 1(1 ; montrer gulen désismont por r, lc royon de B, et on svpposwt
r <1/2 s 1o fonction gl x )*-2 rni’(ﬁx X l/r } zépond & 1la

gueation).
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b) Soient £, gf.,,.“u-,f n foncﬁions nundérigues différentiable dans

d o]
une prrtic ounverte A de 'R . llontrer que oi, pour tout &€ A , le
rang 4de lo jncobicnne des fk est L n , pour tout-poinﬁ aeh , il
cxiste un voicinoge V de 4 tel que lecs i’k soicn‘b dbpendontes dans
V {utiliser o) et l'exere. 1d)).

3} Ginéraliser 1c th.2 au cas ot 6 est sculement supposde diffé-

3
w
o 4
ey
fele
9
g

ble dans A , et ot A (%) est borné donc toute portie com-
(utiliser ltexerc.y du ¢ 2). Dons les mBnes hypothises,
géniraliser le th.3 (en cupposont que soit un hombomorphisme de A

- rtic ouvert de R,

APPETDICT
Tonctions implicites au voisinage d'un point singulier.

1. Branches de fonetions implicites en un noint gin~ulier.

Dans le théordme des fonctions implicites ( § 3,th.2) est intervenue
1'hypothdse que §y (%,,¥,) 6tait un icomorphicme de F sur ¢ 3 1l'obandon
de cette hypothlsoe cniraine cur lco conclusions du théorlme cessent d'8tre
valables, t:mt en ec gni concerne l'existeonce gue Lliunicitd (ef. $4,
exerc.2). Hous alleno Gtudier de fogon dé illéc uvn cag porticulier assez
fréguent dons les anplications 3 EF,G sont alors identiques & R , et
par suite £ est anc fonction numdrique ; lthypb-thése du th. des fonctions
implécites stberit ici f};(x0 ,yg);éo - Dous supposerons pour simplifier
gue (xo,y°)=(0,0), et nous nous bornerons & Studier les founctione numébri-
gues continues u %elles que w(0)=0 et fL{z,ul{x))=0 identiguencnt et
gue u marde un oizne constant lorsgué x tond vers O & droise (resp. &
gouche }. Par un chanrement de sirzne &ventuel, on pcut se borner aup cas
ohh u{x)p»0 pour xz >0 : celo entraine que les fonctions de (x,y) que

nous concidbrerans nenvent n'8ire supposdes déiinics gue doms un
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o

un volginage de (0,0) par ronport ou "premier quodront® P défini per

’J

Le type de M"eginpulorité gue nouc nous borneronc & 4Studier est celui
ok, au voiginngse de (O s0) dans P , 1n foncticn £ cst de 1o forme

(1) ; f(ﬁhy,) Z.‘ aiai(l)yp “Wi‘:x&:fv’))

cxd
ot les B, oont des nembres > 0 tous ‘istincﬁs s leo gy des loncuions

continues (donc borndes) au voisinage de x~0 dons [0 4-&:[ les N des
Tonctions continues dans un veoisinagze de (0,0) dons P , et tendont vers
0 lorsqaé {x,y) tend vers (0,0) dans P (comme nous sllons le voir, 1la
nrésence de ces fonctione ne modific pratiqacmcn% pas 1o situction en
ce qui concerne L'étude de Z£{x,y)=0 au voisinmazc de {(0,0)).

flous 2lions en premier licu démontrer ic $héordme suivant s
L B ; :
TIZOIEIE 1 .~ Supposons gue £{0,0)=0 gt aue les fonctions 84 Soient

Spoles & des fonctions (H) gu voisinare de 0 (pour = 3 0) (Fonet.var.

réelle, c-ﬂp v, App?,n 4) Il existe alors un nombre fini de fonctions

{(¥), vy ,va,...,v telles gquc toutc fonction u définie, continue et 20

dans un voicinose de O (par rapporf a 'R&), telle gque f{x,ulx))=0 _
.pour x>0 gapsez voisin de O , et u(0)=0 , goit Gauivalente & 1tune

ges fonctions v, lorsque x tend vors O .

Nous ccmmeneerbns par montrer gquion peut se liﬁiter & coasi&érer des
fonctions (1) sntisfaisant & certaincs conditions supplémentaires. ZIn
prenicr licu, on peut supposer ai%O pour tout indice i , et par suite
: bi(?)}O pour x>0 au voisinoze de O et pour fout 1 .  On neut en outté
sunposer 1lcs indices permutés de sorte que la suite (pi) 80it gstrictement

Pa

dbcroissonte ;3 alors y - est on facteur danc £{x,y), e% en sunnrimant

ce facteur (gui ne »meut donner gue 1n solutio on triviale y=0 sgi ﬁn:>0)

iuv
on pout sungoser que @nzﬂ; On peut d'auntre part se limiter au cos o#,

uite B.<PB;), on a gs=8{g;)- Donc lc cas contraire,

5:3

©

pour i3 {e% por

&
o

on onrait g,=0(g.} (Fonct.vor.rbelle, chap.¥ ;App- ), et on pourrait écrirs

= il e 4 |

4
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_— Ll 2% -
g1 | P : j
ﬁli“ji(x)y (z-i—t?i(:s‘,,,‘,')l}“r:‘,jgj(x)y‘ JH.H?j(x:y)} P a;}‘j ')y (1+;}3{y 1))
...._t_-j‘
oh wa( ¥ )=9s (%, 7)+ (2 (x)/ 24 585 %))y . "’(M?i(x,y))

Leo)
8
P
fds
-
Q
-
e
0
&
P

tend encore vers 0 lorsqgue {x,y) tend vers (0, 0) dons

1
sapposer gue g, tend vers une limite >0 lorsgue X tend vers O , sans

pOr 8¢, €0 remprquont gue le guotient de deux fonc-

i3

gusi on divise
o)

-
{3
e

Q et
=y

e
Ht
Q
on
o
Lt

ve une fonction (H) et tenant conmpte de cc que

©

'gizﬁ_(gi} pour i»1 ; le méme raisonnement nontre mfnme cu'on peut
sunposer gue g,‘x’s . Quand ces conditions s_oni‘. femplies,'noas dirons que
f(x,y) est mise sous forme pormale. : '

Cela Stant, nous slleons démontrer le théortme por rdcuricn

ce sur n22.
Pour n=2, l'équation flx,y)=0 s*écrit, on vertu des hypothlses faites,

f,;
47 (1-4»(91 {z v,) u,}gﬂ{x) H—co@(x.‘}}} =0 , avse ;u,zo(?} : g¥il existe

une solution continue y=u(x), ie%uni: vers 0 avee x , e% 20 ponr 0,

on o nécessairement 848, < £ G, et {u{x)) 'w{a:)/a? 52{::}, ce gui
établit dans ce cas le %hooréme‘ /{
3 6/"'})3 4 &
Cons rong cnsuite les fonctions {31-.3;) ,» qui sont des

fonctions (H) tendont vers O gvee x pour i>1 . 11 e:’mi;c un indice
m71 el que (gi(:r))’/*"? Pi= =0(g,,( )' 5‘"{3 éési?ﬂoﬁs par H-lien-
srmble (non vide) des indices h»1 tels qae_ : _
(gh(x})?/ﬁ’i”?‘h/(gm(x))'3/51 -Pp  tend vers une limite {finie) >0 lorsqu
x tend vers O, par J le complémeninire de i dans ltensemble des indices
i>1, clest-i-dire llensemble des j telo que g‘.fl%“?’jzo(ﬁj[?rﬁm)

Poson y*z("f (x})1f5? B pow x>0 , et remarg nons que

Fo /By~ Ay (h :
h( A )N ﬂ"' i avec une coustonte °h>0 , lorsque hel
et que x tend vers 0 par valeurs >0 . Ia rclation f(x,y)a() gtéerit

alors po_ur z > 0 , aprts division par g"fﬂﬁ'é i?’ﬁ
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okl B
- ZJ} 4 3 ‘\)“ 1. p‘zf 4 ? %y
(23 by 2 (s~r4?,:(_,,<,),~:— fi’*r by, 2 4(;4,»%?){:{?3,-” =
57 B {p. ﬁﬁ//(p4
o '“'j- -U:I-Jp,v wr 't f e % 3 I“Br“z) ’ ~ g
o ¥ bz Uj(“‘)‘bm(‘”) P4 3 (z,3))
ok les B; sont des nombres rdels #0 , et les Y1(..,,,]} tendent vers O
lorsque {x,7) tend verc (0,0). Cela dtant, si y oot remplacd par une
fonction contianue ulx) telle que F{z,ulx))=0 ,et u{0)=0 nous ailons
S Sie -1 =B s 5 ‘ S
voir gue s{x)=u{x)(g_(x) /{V? Py! tond vers mne limite finie
“n

lorsqgue = tend vers O

Prouvons en premicr licu gue ‘egt-a-dire

_z{y} tend vers une limite, ¢
gue leg fonctions £y et {gﬁ })1;§g»yh éamt compaxables {FQact;varg
réelle, ohaytvg'§?3n92) 1 pour cela, i1 suffi%t de prouver gue, pour tout
nombre t 20 sauf au pias an nombre fini (*}, 1a fonetion u~t€gmf%%nﬁgy
garde un sirne constant laregﬁe x tend vers O (par valeurs >;G) :
(Fonct.var.rdelle chap.¥, §1,prop.9). * Or, dans ie s contrasire, il
résulte dun th. de Bolzano qu'il existernit une snite (& } ée nombres ;>6
te&dént»vors C ; et telle que 1'on aii% a{yq)Nz {x })1fﬁ P

™ =0 pour tout n .

- 0 : =N, s 1
pour tout n , clest-i-dire F£ix gt(gmfx /Q%

dutrenmcnt 4i guation (2) sezait vérifide quond on y remplace z por %

et = par chacun des {v étant reéplaeﬁ par t{g,(= ))3ﬁf"’(”% Oz,
on peub écri;e BB, 4 : : :

(83 2) teg(x) ¥ 7% e (55072 (0 (2)) Vi Pom
et por définition de J le second membre de cehie relation tend vers O

avee x , pour toutd invxce- Jed . Poisant tendre n vers + oo ; on
déduirait donc de ce qui prdéedde gu'ds 1a limite on nurait
B1 D5, Py 4

{3) QIt} e bgti

et 1'éguation (3) admetirait
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s O
Or, i1 est focile de voir paor réeourrence sur n que (3) nfo gu'un nombre
Pini de racines positives 5 en effet, si pp cat lc plus petit des exposants

e
By » en divisont par p’ itéguntion (3) donne pour les rocines 0,
o

nne dguntion de mBme forme mois o#t le terme de plus petit exposant est

une constante #0, cos anquel on peut done se ramencr sans restreindre la
aindralitéd. L'éqguntion 9’(t}=0 est alors de mbme forme gne (3), mais

2 au nlus n-1 termes, done 0O'(t) change de sisne un nombre fini r de
fois 3 le th. de Bolle montre ~lors gue @(v} a au plus r+1 racines dis-
tinctes positives, ce cui achdve de s

Eel

ontrer nobtre asscertion-

Proavons en second liecu gue lo limite de z{x) lorsgue x %tend vers O ,
&

° ~-"o s 3 . = 2 51
est nécegssgirement finie. Dans le cas ntraire, en divisant {(2) par 2 ',
on adduirnit de {2} en faisant tendre x vers O, gue b,=0, conirairement

& 1'hypothise.
11 est clair olors que lo limite £ de z(x) vérific l!éguation (3),
donc ne peut avoir gu'un nombre finl de valcurs. Supposons dfabord gue

145~

t>’0 ; on a alers a(xjhat{gﬁ(x}} S5i-az econtriive $=0, lo relation

{(2) entre % et = pout encore gfdexrire, au voisinoge de (0,0}
| _B 2 '
{4} f?(x§z)=h' p{?+@ iz, z)}% '63'943 y ()} {1490,{x,2))=0

o& les Y3 sont des fonc tions (I} tendant vers O aveec z ; et oh les
8 {x,2) tendent vers O . Or, comme H n'est pos vide, cetite Squation,

mise sous formd normie, 2 gu plus n-1 fermes. Lihypothlse de réearrence

prouve donc gue pour toute fonction u{x) telle que zi{x)} tende vers O ’
- on o nfeessoirement pour un indice I, z(x)mﬁ?(x}, of les v, (1gkgq)
sont des fonetions {II) en nombré fini ; on en d6duit que lton 2 ndeces-
?/ﬁg*ﬁm

sairement alors a{x)ruew {x)(g (z}) pour un indice k , et cels

achéve de ddémontrer le th.1 .
Tous dirons qu'one fonction u continue ot 20 danc vn voisinoge de O

{@ans }{§) et tellie que Zf(x,u(z))=0 dans ce voisinnre est une branche

‘.h

e
dz fonction définie por 1a relation £{x,y)=C au voicinpage de (0,0).



Le th.! montre que s'il existe de telles branches, chocunc dlelles o
une nartie ﬂrinbipale bien déterminde qui est l'unc des fonctiong
13 fosto & veir si, pour chacune des Vi il existe effectivement une
>

b

noge de 0, et dans 1taffirmative, quel est le no ﬁb%e de ces branches.

oli, en vertu des ?v*sthbues == g3t définie et csri*ﬂ&c éhJ un voisinage
L 4 52 L
5 4:.0 AN o o 6ivltve n Pnis tea hyno
a T;G i s On o 2n QE’.!:.,.C;, en 1aison deg aAyps--
thises fai%esg gz = 0 au point {0,t ). Le th. des fonctions implicites
est alors applicable ou voisinage de (0,%t. ) & 1t'dquation {5), et prouve

llexistence d'une et une seule solution continue ={x) tel’e cue z{0)=%

Il existe done dars ce casg une byanchc et une seule v 5 elle que unv Y, .

Si la Porme (1) est pés aormaleg hnous  avonsg vu-aamme&% 6& peut se
raméner & une forme normmle>éans la démonstration du th-1 5 si an sapgosé
:;l sont acgatmum ai voisinage de {0,0), il n'en est pout- v
8trec plus de mBme de .§§§- {notations de la dénonsiration du th‘i); eor

ici gue les
on peut gveir pi~§j<:i ; mais si on pose yzY? s 0& vy e85t un nombre >0
nd, 1'équation en Y ¢ Bigc sous forme noxr male, satisfera
aux hypothises faoites ci-dessus sur les 5§$- : en outre, si %o est raci
{ Y sers racine simple de 1'dguntion analogue corres-

pondant & ;ixﬁfy)aﬁ + 1'hypothése que 1a forme (1) oot noreale est done

3 N b T - xR - 2 onde i A T it Aalest A P .
superiluc pour assurer llexisience et l'unicitsd de 1a broncl he . upuv,
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o Y e P . - B £ P, W < R iz %
correspondont & nne racine giwple t >0 de Lltdquation (3).

o2 0 @t rocine multiple de (3), il existe un cntier g tel gue
Qﬁ(t) avee G(t )fO s Il guffit en cffet de prouver gulil

=
Q
I
2~ {2
L}
&
@
v e

existe un crtier s>0 tel que @(S)f )#0 . Or, en pogpant
@{t)ztppw(t)ﬁ on o @3(%0)=t§P$’(ﬁc), et si g?(to)mﬁ, on o aussi

)=0 3 comnme ¥' 2 un terme de moins gue v , il suffi$ de roisonner
par réourrence .sur le nonbre de tezmes de ¢ pour n:ouve? notre agsertion.

a voriable z-t, {et 3 x) 1'Squation (2) est alors

encorc Ge 1o forme {1}, ¢t on es%t ﬁﬂmeav ap probléme initisl pour cette
nouvelle Squotion. Il n'est pas Svident a priorl qulen procédant de la
inicse tounjours par arriver & un ¢as ob %auﬁes lem rgciﬂeelfe

de 1'égnntion {3) soient simples ; nous verrons uiazolﬁ plus tord gue
l'on pent affirmer dans certains cag pariiculie Q* il en est bien

ainsi {(Fonct.onal.,chap. )a
Hemorgue.- Lorzgue lss exposants ﬁi sont des gntiers 20 , la res-

triction relative aur signe de y est inutile dons tous les roisonne-

ments qui précddent, peurvn que les foncilons ¢, solent définics
pour X » et voisin de O, et pour y de siszne gunelcongue et

2. Applicotion z &tude asymptotigue des intésrales deg Eouations

aifférenticliles du p:e zier ordre.

Considérong une équatieﬁ ¢ifflre tzellb scalaoire du prepier ordre
(5 yi=P(x,y)/¢lx,y)

ok P et Q sont des polynfmes en y , dont les coefficients sont des fone-
tions (H) définieo ‘dans un voisinoge de + S on suppose que Q n'egt
pas identigquement nul. Hous nous proposons d'éitudier su voisinage de + Qo!

une intégrale ulx) de (6), en su

\':*
g
(]
w0
£
=
ot 10
i)
&
0]
o
@
foud
‘-a-!
[
Pedo
o
e
O
2
e
3§}
'wd
D
[
M
Pt
th
o
[t}
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THLOINE 2.~ Il existe une suite de fonctions (X}, 8138p5c0 98, o &L _une

spite finle (k.) - de m entiers, telles gque toute intéerale ulx)
11gign - -
de (6) - aéfinie dans un voisinose de <+ oo vérific iltune des relotions
k k .

Cu & M | '
-l e OAE, S 1-’\)13:‘. (1€igm). S A constante )

Tous dbémontrerons plusicsurs lemmes pré&lininoires.

Lemme 1.- 30it V(z,vy) un volynbme de deeré n en y dont les coefficients

‘sont des fonctions () défi

(0]

g au voisipnare de + oo . 81, pour tout

nic
X gssez mrand, 1l'6guation V(x,y)=C gdmet des racines mdelles, il existe

un nembre fini ngn de fonctions u.L,(x) indéfiniment dérivables dans

bn volsinope J, de + oo, telles gue pour Hous x€d, , l'ensenble des

u, {x) soit identigue & ltencsemble des recines rdelles de U{x,y)=0 .

En _outre, lorsgue x tend vers + oo , ckocune des fonctions v est

Sguivalcnte & une fonction (H).

Izaisczimns por récurrence sur le degré n de W , le lemme Stant dvident
pour n=1 ; on peut dfallleurs supposer gue V est un polyndme uni’caire‘ par
rapport & y . Soit ko le corps de Hordy engendr’ par les coefficients
de ¥V {on plutBt leurs classes mod.R ., , R, désisnont 1o relation dtéqui-

?

valence "7il existe x, %el que 2£(x)=g(x) pour tout =z 2 "

cf.Yonct.var.réelle, chap.V, §’e) y en vertu de lthypothdse de réeurrence,

, - Sofent 5, (1§1gn)

les racines de V(x,y)=0 (pour un x quelecongue dons ur intervalle J og

on peut supposer gque V est irrdduetible sur 3{

les coefficients de V sont d4finies ot continues) ;3 A{x)= E (§i~ §j )2
-est un polynBme symétrique des ;i ¢ doac,cm polynbue por ranport aux

' ’coefficients de ¥ , et por suite zine fonction (H) ; en outre, cette
fonction n’es’;t pas identiquement nulle dans J puisque UV est irréductibles
il y 2 donc un voisinape JOCJ de + oo dans leguel A(x)%ﬁ , et por

suite, boutes les rocines de W(x,y)=0 sont cinples. Soit m le plus grand
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sl
> 1

nombre de ces racinegs qui puiscsent 8tre zGellco pour un xXé Jo‘; por
hypothdme, on o 1< ngn . Soit 2, €9, tel que V(x ,y)=0 oit m racines

»8ellcs bl.' (1€ <n). Désignons par e 1lencenble des intervolles L

- *

(non rédunite & na point) d'oripgine. x _, tels ney, Gans L, il exicte m

(.‘2

Q:’

fonetions contipues v, telles gue \i(x,vz (x))=0 dons I , v,,_(.r )-bL

'k
{1€kgn) et que, pour tout xz el , les m nombres v?,(:,) goient dis-~

tinets. Comne par hypothdse on 2 J*(x 0+ D5 ¥#01, le the deg fonctions
implicites nrouve que W& ntest pas vides Soicnt L,LY deux intervelles
appartennnt & W6 et tels que ILe It ; gl (vl,) et (1:11) sont les familles

de fonctions continues correspondant & L et Lt W, est un prolonrement
de v, . Ipn effet, soit % la borne supdricure de liensemble des + T

tels que v,(x)w,(}c) pour x . €x€%t et I<k<m ; comme vk(t ):1?,,(1:6)
par continuitd, *27 est néecessalirement l?extr(hité de L en vertu du th.
des zonetwn.. inplicites, dfok notre awertzona La »Sunion J,‘ des inter-
valles de ¢ est done le plus grand des inte allce de m s nous
allons mo'r*re:r gue son extrdémitd 1':.3-«-1- oo,

Pour cela, sumvosons ls contraive, et prouvogs d'abord que c«v-wctme des
fonctions vk(x_) tend vers une limite lorsgue x & £, ‘tend vers ty .
’Sinon, 11 »ésulic du th: de Bolzeno cue 1'adhdérence de Vi {x) au point
t, ccntzend'r-*zit un intervalle [cx. {3} non réczu'c 2 un point ; par conti-
nuité, on aurait donc Y'(t, , A )=0 pour tout Ae[ ,QJ s+ C¢ qui est
asbsurde. '”'au’bzo part, la limte ¢, de v, (x) est néeessairement finie,
sans quoi, en divisant J(x,vk(x)} par (vk(x_))n s e quoticnt tendrait
vers 1 au point 'i;,i s e gui est obsurde. ZEnfin, si om ovait ¢,,=¢, pour
hfk s Cy serait wacine pultiple de E’(t,‘ ,y)zo_, car on vertn du th. de

fiolle, on o W (x, P)=0 pour un nombre P do 1'intervolle dlextrémitss

vh(x}gvz,(x) et en faisant tendre x wers ty, i1 vient u'{ti p q} =0 gi

L 38 &

€,=Cy » ©¢ cul o3t contraire & 1thyrpothdes. Ianis clers, le %h.des foncii-
= on

5|
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implicites prouve qu'il existe un intecrvalle stricienent plus grand gue

a{jo’tij et apportenont & WG , co qui est absurde.

nod définies dans

oicnt done . (1€ n) les fonctions continues ai
t il ~ - : - 3 A < s 2
J?: iz yie ao{ . liontrons gue chacun des w,. tend vers une limite {finie ou

infinie) lorsque x tend vers + oo . Dans le cop contraire il existerait

denx valcurg ¢'adhérence distinctes de ulx) au point + oo done, en
vertu du th. de Bolzanog 11 existerait deux nombres Y< 6 iels gque,
pour tout p satisfoisant & y<p< S , L'6quation v {x)=p acdnette une
infinité de racines ftendant vers + 62 3 par o cuite, on aurait W(x,n)=0
pour bne infinité de valsurs de ® tendant

erg + oo ; mais lthypothdse

4]

-
entrainc que l'on a  V(z,p)pl(p)n(x), ok p est un polynbnme en et h

o]

ne fonction {H} non nulle, lorsgue P edt distinct Qlune racine de plip)=

sauf pour un nombre fini de Vﬂlﬂaﬁm,de o, Wix,p) garde donc S signe
constant an voisinnge de + oo , ce qui contredit llaypothdse que Llfy;
n'o pos de linmite. |
» ela &tant, lo dernilre portie du loeome est dvidente si
y (x) est finie et
Q{@fx*,y)zﬂ est du type Studidé au n®l, ef le lemme résulte slors du
th;?.a On raisonne de mfne 1érsqae iim &PQX} = 4 &2 en posant
X -pios B ;

x,=i/z , y4=1/y pour se romener ou cae traitd az n®1 . T lemme est

ains

o

i complotement démontré.

Leome 2.- Leg hypothdges Stant celles du lemme 1, scit R{x,y) une fraetiOn

P

rotionnelle vor rapport & y , dont le numbraicur ot le dénomingteur ant

pour coeificients deg fonctions (H) définics nwm voisinage de + o0 .,

Alors, pour chacume des fonctions (z) (i€zgn) on g Bix,u, (x))=0 ,

ou 1/3(x,ak€x)}=0 an voisinage ge +oo , ou enfin R(z,u, (z)) est
¥ e Tt ’ & e

@
5y

Squi Vﬂquic & une fonction (H).
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~ Désignons par f(i lc corps de lardy engendré por les closges mod. R o
des cocfficients de V ct du numSrateur et ddnoninateur de I . Lo classe
mod.R,, de u, est un Slément algdbrigue sur ‘%1 , done il en est de
méme des classes du numfrateur et du ddénopinateur de R(z,uk(x)). 51 ces
closses ne sont pas nulles, lo numbrateur (resp. dénominoteur) de
R(x;uk(x)) est une fonction continuc non identiquement nullc vérifient
une relotion de 1o forme T(x,2)=0, ok T est un polynbme-en z & coeifi-

cients foncitions () de = 3 1la conclusion zdsulie donc du lemme 1 .

Lemme 3.~ Les hypothlscs Stant celles du th.2, golf Visz,v) 4o polynbme

en vy dont las coefficicnts sont des foneciions (I} ou voisinane de + oo.

8¢ une intérrale u{x) de {G) aéfiniec ou voisinare de + <o est telle gué

Vix,u{x))=0 pouxr unec infinité de volcurs de x tendant vers + oo ,

ona Vix,u{x))=C pour tout x assez srond.

Seient vy (1€ k< m) les m "branches® de V{x,y)=0 asu voisinnge de + oo ’
clest-i~dire les m fonctions indéfiniment difidrentlables distinctes
satisfaisant 'F{x,vk{x))zo dans ce vaisimgé {lenme 1}. Lthypothdse
gntralne au'on o ndeessnirement v:{x

a)=ulx,} pour un des indices k ,

et pour une sulie (Ih) non bornde de valeurs de x . lontrons dlsbord que

n
 In effet conne u et Ve sont analytiques. (cfechap:ll}, on ne peut avoir

‘l'ensemble A des x_ est discret ou cst tout un intervolle j::».:o ,+ oo {,

‘u{xn)wk{xn) pour une suiie (xn) tendant vers un point £ f£inl, gque si
u(x)zzvk(x'} _dane tout un voisinage cie o 3 et dans ce dernier cas, le
principe du prolongenment annlytique prouve gque u(x)r-vk(x} dons tout

un voisinage dé + oo . lous pouvons donc supposer que l'encemble & est
diseret, ou encore gue la suite (xn) est strictenent czciasante et tend
vers + oo . Comme GQ(x,u(x))} n’est pos mul ou voininoge de + Go , on a
anssi Q{xn,vk(xn}}#(} 3 la fonetion Q(z,v, (x)) n'est donc pas identique-

ment nulle oo voisinage de + oo , et 11 xésulie alors du lenme 2

b
%&‘
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quielle pgarde un Signe conatant dang Wi voisinage de + oo . Ia foncetion

Plx,v, (x)) .
v (x ). k- est done définie aa 18 un voLsinage de + co ; elle

Qlz,v, (x] :
el %)) Vilz,y, (x) P(x,v,(x;)
est d'nillcurs Gmale & - o = v - . ~
= - Volx,w ()] Qlz,v, (z]

{V pouvent &ire
sunposd irrfd;ctible). Done (lemme 2), ou bicn cette fonction est nulle
dang un voigsinare de + oo s Ou bien elle est dguivalente 3 une fonction
(Ii), et ~orde slors pn sizne constant. Dans le prenmier cas, v, est upe
intégrale de (6), et copme elle es: ézale & u aux points X, s On a néces~
soirencat Vix,u{x})=0 pour tout x assez grand. Jane 10 Second eas,
on voit gue tous les nombres vé(xﬁ)-a!(zn} seraicnt %0 et de mptpe
sz,ﬂ;ne° Or, cela ent absorde, ear pour x aSEL T ntl 2 Vi {x)- a(x, ne

-change pss Qe sizne ; por exenple si elle es ;>0 dnns cet intervolle,

on o nécessnivenens fx ) ~uf gx } > 0 et v,(xﬂ ?)~a (Yn+1}‘< 0. ce
qui contredit le rém zl at préeddent, et dénmonitre le lemmee

Loau pouvons maintenont aéwoatref le th.2. Posons Plz,y) =

@k(x); e% Q(“,y)~ g, W, | x,y -,ue Tapport de deux termes quelcone
iy
gues de Q{Y,g) -2{z.v) eot de ou h{n)y'y? » 0% m

est un qtﬁoz zaticaagl,‘f cu B isfsém?en v “”mplac

1a forme Zix,ufx)), on iz ,v)

e
U
gl
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&
o
Jouk
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de + &9-, et de toutes fagons §{x,u(x)) gorde un signe eonstént,_ee gui
" C¢toblit notre assertion. Il en vésulte gue lovsque % tend vers + oo
Ri{xz,ul(x)) tend vers une limite (finic ou infinie). Deux termes quelcon-
ques de Qy'-P , quand on y rcmplace y par ulx), sont done compnrables 5
por suite il en existe un, soit O(z), tel que tous lcs autres-soicnt
de la forme O{9) . lontrons gutil existe au meings un second termete?%e
tel gue ‘9?/6 %ende vexrs une limite #0 « Uans le cos contraire, eh -

éiﬁisant_éar.ﬁfx)‘1*éqaation Qix,ulz))ut(x)-Plx,u{x})=0C , i1 viendralt

-

la relation 1=0 Jlowrsque x tend vers + oo s €& guli est absurds.
On voit done gu'il existe un entier n tel qaa alz))> ,

{a(k)) Bat{xz) soit équ1Vﬂl@nt a pfﬂhult dfune constante et d’ une ;onctlsn
() anpar artenant & un ensemble 7 i {quotient de denz des foqctlonb

'?k : )

Remarguesu~ 1) On peut démountrer gue toute pripitive dfune fonction

{H) est dguivolente & une fonction () (Fonet.vor-rdelles, chap'¥,

"

NS

33,n n%5 o4 App.,exerc.4 et 5). On d&duit donc au th.2 que,

'

<
"

tous les cas, lag!uix}g est dquivolente & une fonction (H).-

2) On ﬁeut donnex &es exemples d'éguations duz pecond ordre de 1
forme y"=R(x,y,y'), o4 L est une fonction rationnelle de x,v.v!,
et tellc gutil exzsﬁc a2k voisinasa de + po une intdgrale de cette

Squation non dominde par ume exponewnticlle itdrde.




