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Itextencion des spScinlisations sux snnesux avec diviseurs de O est
évidemment un truc trdés astucicux, mois 1l'argunent que donne WIIL en faveur
de so néeessité ne memble assez faible. Il stagit, difs-il, d'avoir des
démonstrgtions uniformes pour les propridtés des 41éments entiers, stap-

- pliquant gutil y ait des diviseurs de O ou non. Il présuppose dans cet
argument gue ceg démonstrations doi : agire an moyen dﬂs spbcialigas
tions et valuations ; elest 1& le postulat qui me parsit 1% nffisamment
Stabli. : '
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In foit, ok se serit-on des sodeialisntic ong 1o théorie des entiers

(6tat 3) ? D'abord naturellement dans 1o démonstration fes critdres &)
2
i

e) du th.1 ; mois ces exritdres ne sont 14 que vour permettre llapplication

ultdricure de la notion de spéei alisation & 1'étude des entiers ; et lenr
présence n’eﬁpéche pas lc rédncienr dlavoir & i ormuler les critdres £3,2)5

relatifs au cas particulier des domaines Q?iﬁ%éﬁfiﬁéw Znsuite dans les

. démcnstrations}des prop§1 et 2 ; mals les démonstrations de ces proposi-
tions se font en quelgnes ligsnes (voir ¢tat 2) au meyen du eritdre
dtintéorité ¢}, et ces ddmonstrations nme 3cﬁh?cgt m8me plus nﬂturnlles

gue celles gui font interveni le moriesu pilon des spicislisations.

Znsuite dans lo démonstrat on du cor. & 1a prop.4 (Cohen-Seidenberg trangaé);
Clest lc seul point; rme semble-t-il od l'avantage des nmithodes de snéciao-

lisations seit nettencnt app&rentc Ceper » ¢¢t avantage se %estrelnt

& mes yéux du Zmit que je ne vois nucune raison d!Silimincr ics théorimes
de 3.C., 2% rtout le premizr. Il est vroi gue lion pent éassifappliqaer‘
ile truc Veil avee avantaoge dons 1o dénmonsizrotion du éit yremier thiordme
de 3.0., & 2avoir : so0it B sur- n*dﬂrr de &, eﬁ%icé gsur A 3 si ? est idéal
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premicr de A, il vy o un idézl premier P de B tel que PNni= p - Cepen-
dang, ce que ne donne pos la méthode des spéeinlisations, et qu'il me

noratt bien utile dlavoir, est le résultat suivont g A,B Stont comme plus
naut, soit & un 1460l quelcongue de 4 et A 1'iddéel eugendrd par &
dans B ; alors tout Sldément de j\ ect racine dtunc dguation de dépendance

intégrale sur & 4 coefiiciente tous (sonf le premicr nosurellicment) dans
4 . Ce résultot peut stobtenir facilcment en mlne tempo que l'on ddmontre
1'équive lence des crifdres b), ¢) dtintésrité (ef. plus loin).

Je conclus gu'il n'y = ancun ovania ge sérieuxz & ge cervir des

valuwtions-snéei alisations dans 1l%Stoblissenent dec propribétés §lémentalres
des entiers. Jc voudrais donc voir ces prorridiés Siémentaires Stablies
ovont les spéeiolisations (mes propesitions sur 1o manibre de faire les
s@éeialis&tions 1les utilisent). 3Bien eaﬁeﬁ@uﬁ il comvicndra d*énoncer les

‘ des embiers = e . A
propriétés¥relatives aux valuotions dds gu'on aura ces dernidres.

Pour préciser lce chosés, j'indigue rapidement 12 monidre dont
itenvisage le n® sur les cnticrs. 7

Les conventlons pur les ﬂqneau“ sont les mfmes gué zaas-l'éiat 3

Si d'abord B est une alslbre quelicongue sur 1tannenu A » a6finir 1a
- notion d'élément de B'entigr suy A cu moyen de ;?c istence. d'une dguation
de dénendance ;ntégrale. Genséqaences trivicles ¢ 81 B est un sur-anneau
dge A , et x€B est entier sur A , £ est cussl entier sur fout anneau

nter 5&1 ire entre A et B : 1o prap.Z2.8%0% 5 . On 4it que 1'algtbre B

e

est entidre sur A pi tout S16usnt de B cet enticr sur A 3 donner iei 1o
prenidre asserition de la prop.3, dtat 3 . Il conviendralt d'aveir la
notion d'annenu BS (8 mult. siavle 4u cenisre dz B) pour upe alrlbre B
non nécesgairement eommutativeé : '

Etablir mointencnt la
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Proposition 1. Soient A un onneau, 4 un idéal de A s Il un module unitaire
de type fini sur 4 , A 1le module engeﬁdré par les xo , x€I1 et a'g,a. .

Lialedbre L () des endomorphismes e Il cot nlors entilre sur A ; si
te L (1) est tel gue #(il) < A , © satisfait & uvne Gouation

'bn+a1tn"1+...+an =0 o8 les 8y gont tous dons & .

On peut représenter I sous la forne I;ES/M . ok II' est un A-module libre
de type fini, et M un sous-module de Il'. Soit L, (iI') 1talgdbre des
endomorphismes de M' qui appliquent M dans lui-mBme 3 i1 v & alors un
nomomorphisne d'alzdébre de 3;1(59 ) sue L (18). Soi% de plus A le
module engendré par 4. dans ' ; gi t(il) C A , T est L'image par 1'homo-
morphisme en gquestion dlun ’c‘e-Lﬁ (') qui applique II' dans A '. I1 suf

b3

fit done de démontrer la prop.l dons le coc ok I eot libre ; soit

-

(4 ~] 7 Fal ] 3, ¥ =

% ..o une base de i . Si te¢ [ (). on a tz.= B .X a A
i m ) L e m e gel
et L(II) est isomorphe & l'algdire des matrices de degrd n 4 coefficients
dans A ; de nlus, si t{I)cC A, t est représentd par une matrice & coef.
ficients dans & . Llexistence d'unc relation de dépendance intégrale

pour t résulte alors immédiatement de Iamilton-Coyley ; de plus, si les

'e‘ij sont dans & , les coefficients (autres gue le prenier} du polynome
caractéristigue de 1o motrice (ai‘j} sont dans & , ear ils s’exprime'nt

comme polynomes homogbnes ds degrés >0 en les Dy o

Corolloire 1. Soient A un anneau, & un idéal de A s B une alpdbre unitoire
: LEE SLLOUre Univoil

gur A et A 1'idéal enpendrs por 2. dans B . Si B cot on A-module de

'ty

type fini, B g5t cntidre sur A , et tout S16ment x de A Bsotisfoit &
\ - Z . 7/
une Sguation de lo forme xn+a1 2 -é-om+3,nz ' 5 2Y8C 9,€d .

Lianplication qui & tout ye€B foit correspondre 1'opération de multi.

plication & paushe par y dons B est un isomorp
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taire) de B sur une sous-2lsbbre de L{B). 11 est claoir que - A est le

<

sous-module de 1la strueture de module de B cngendrd par les az sy 3€de
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2€3B . Le cor.1 résulte donc de la prop.i.

froposition 2. Doit B une pletbre unifaire sur un opnean A . Pour gu'un

x€B poit enticr our 4, il fout gne Afx] soit A-module de type fini,

et il suffit oue x opnorticnne & une sous-al~thre de B ani soit un
A-module de type fini.

Supposons x entier ; soit  xs 1:rrl e o -0 (2; € A) une relation

n
el - - 4 + + .
de dévendance intégrale de x . On a 2P = «a?z”l v ?’“ona* xp 3 il en

3 4 -4 :
L agz;gartiea% & Zb Pt pet s diod on
= : - N4 ;
déduit tout de suite par réourrence sur k¥ que x ‘e e Axi pour tout
20 Afx est donc un A-module de type fint. Si on suppose
= = J : upp
&

gue x avar*sia“zt ane sous~alsbbre de B gui est un A-nodule de type £ini,

résulte que, pour tout p~>0 , x

11 est clair que x avpartient susei & unc sous-alpdbre unitalre de B qui
est A-module de type fini ; x est entier sur & en verin du cor.a 1a ;propd .

Lemme 1. Soient A un snnesu., B un sur-s aneay de A Egpeas X des Cié_

ments ge B ; posoms x =1 , A=A xoga.agzié (0<4i<n). Supposons gue,
e i =

- pour 151 <h ‘X; solt entier sur A, 1 3 Ay, e3% olore un Af—modzile de

type fini.
llontrons par rdeurrence sur irgue 4

Clest vral si 4=0 . Supposons que i =0 et que ce soit vral pour i-1.

S0l ZE b \u, 3 puisouc x, est entisr sar &, . K. i :
Soit Ai»‘i 2., Imk 3 puigque x. est entier sux 1.7 ¢ Az est an A}.-A
: - =D
module de type £ini {prop.2) : s 17p - a
b

-
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("rop.2) 3 i1 en résulte inmSdiotement que A' est un sous-onnenu de B
contenant A . Doit x€B enticr sur A' ; il y 2 nlors une relotion
x4y x n-‘!_._.”_'_yn » ¥y€A' , ot x o5t entier sur A[y‘l’”"yn}
I1 résulte donc du lenme 1 gue Afy1 ,..o,y ,x} est A-nodule de type fini
et por suite que x est cn’bie:g sur A .

Insdrer iel un contre-exemple pour montrer que, si B est une aigt:bre
non commutative sur A4 , les Sldments de B cubicr sur A ne forment en
général pos une sous-algbbre de B :

Définition de 1o fermeture intégrale d'un anncau A dans un sus-annean
B ; deuxibme partic de la prop.3 de 1'état 3 .
Proposition 4. Soient & un annenu, B un sur-onnean de A entier gur A ,

& un 18601 de A et A 1'idéal enrendrs par 4. dono B . Tout xe A
n-1 '

sotisfait & unc éqw.tion de 1a forme x Ba, x4, .ot5,=0 ob les a'i.

sont dane 4 - Si & gst premier, ona AN & = a y et il v 2 an idéai
prepier A' de B telgue A'‘Nni=é& . o

On & par hypothdse x = -Zf:& alb; , ajea ,b,€B (1$1§h) ;
x nnpartient doge & 1'iddol engendrd por & dans 5[&[‘01 ,...,bh] -, qui
est un A-module de ttfpe fini (prop-3) 3 la prenilzre - r'.bi'on résulte
Rug done du cor. & 1 ﬂrop.’i. quoposons & prenicr, et xe ANnA '
la relation = -Z £2-1 donne ﬂlerﬂ =" 5 & ., d'od x€g,

‘e

we

puisque A contient évidemment &,ona ANA= . L'enscnble des
 id6oux de B qul contie'ment A et qui nc rencontzent pas A-& n'est
done m’s vide ‘cet ensemble,- orcdonns por inclucion, £t dvidenment induc-
+if 3 11 conticnt done nn 41%ment oexicnl A' . Il est clair que -

-A'n A=4 . Le iait gue A" est prenler rSsulte dn

Lepme 2. Soit S unc partic multiplicotivement a'i-nbin dlun anneou B et

S0it P un 14821 de B gui est moximol donc l'engemble. des idéaux

Qui nc rencontrent pos 8 ; P est alors premicr.

s 3 % 30—
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il
Sqicent x et y des 6ldéments de B-P ; les idéaux fP-FBx et P+By , qui
contiennent strictercnt P , rencontrent S . Soit se (P+z)N 5 ,
t e (P+By)N S ; 8t est dans S et dans (P +B::)(P+By)¢; ‘P-l-B:cy. Puisque

st n'est pos dons P , Bxy n'est pas dans P et xy n'est pas dans P .
Faire ieci le cor. & la prop.4 ot 1a prop.5 de 1'Stot 2 .

Propridtés des onneaux intdrralcment elos.

Définition des onneaux intégralcrent clos. Faive lo prop.6, Gtat 2, qui

o

e8t un eor. trivinl de Ia 2008 portie de 1o Yron.3, 6tat 3 .

Proposition 5. Zout domaine d'intlerité principal est intderalement clos.

Soient A un Gomoine @'intSarité princinsl, ¥ son corps des fractions,
x un é1l8ment de X entier sur A . Soit x = v/2 , o vy et z sont des

Sléments de A Strangers l'un & l'autre. On o une relntion
" e : o N =3 i
3:"-5~a1xn i+...+aa=0 s 3; €A , diol yi= gz Z; 2.3 "“zl‘ ; ce gul montre
: e =4 =
i
T

gue 2 divise yn . Or z est sussi étranser & Yy ; clest donc une unité,

st xg& s

- Proposition 5. Soilent A un onnesy in téeralenent cles, K son ¢orps des

fractions, h(X) un polvnome unitoire de A ;*} et £{Z) un polynome unitoire
de K[X] qui divise h(X) gans K[X] . On 2 alors £(X)e A[X] et £ givise
h dons & 3? . ' :
~I1 y 2 un sur-corps L de X dans leguel £{X) se déeconpose en facteurs
: : E ; , ‘.‘ | :
linéaires ¢ f{Z) = gé (X"Xi}" Ona hi{x.)=0 (1<i<n) ; les x; sont

donc entiers sur A . Il en est de mBne des coe: ficients de £ , qui sont

= % 2 SR L e = vt ka =
dans é[x,g ,,“a,,x%} s+ Bals ces coeificients sont dans ¥ 3 ils seont done
gl T

dons A , dlott fe AEX} « 8i g=nhf ", g est unitoirc ot divise h doms
o - - . o
2{-.} » Gfok géééf‘i} s et T divige h dans 5;5 >

T1 conviendrait pcout “tre de géndroliser ici 1a notion de polyncme

minimal aux alslbres sur un corps K . 51 B est unc alzChre unitaire sur X |

iy 2,

et x€B , les nolynomes feX]i] tels que #£(x)»0 <forment un 1déal qui est
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engendré por un polynome unitaire bien déterminé, le polynome minimal
de x . Plus génbralement, soit B une alpdbre unitaire sur un domaine
dtintégrité A telle qu'aucun 61lément £0 de &4 ne soit un diviseur

est

S

de 2éro dans B ; si 3 est l'ensemble des Sldéments fO de 4 , B

une alpdbre sur le corps des froctions de A ,'z0it K , d'o& 1n notion

de »nolynome minimal d'un %X €3 .

froposition 7. Soit B unec o2lstbre unitaire sur un domoipe d'intégritd

intégralcment clos A ; supposons qu?aucun Glément #0 de A ne soit diviseur

s Son gollnome ninimal

f par rapport =2u corps des fractions K ae A est dong A X} .

£
7
‘de O dons B . Si x get un S1dment de B gnticr sur A

o B

1l v = par hypot zn §clyname h upitaire de ALZ} tel gue h(x)_O z

¥

hoése
£ divise h ddus EL? , dtoh fgﬁ;g}iz {props6)-
2 = S X
7.1

& 1la prop.5 de 1liétat 3 .

 Bemorque. o prop-6 {due & S.C.) est un pen plus précise que 1z

prop.5, Stob 3, et me porait 36&?31

Yrr,

B8tre utile. Si on reeale devant llex-
tension de 1o nction de polynome ninimal, on peut i on veut se limiter
& faive le deuxilme th. de S.C. pour les domoincs dlintderité.

o dénons

m
O
fot
3
)
o
gy
2
i
]
fory
y
)
[
5
s
(4]
]
[

A ce point, on a tous les i
Slate %héa Cme qul est tris courte puicquion g d6ja 1a pProp.d, -
12 prop.H .

S da

t
Pronosition 8. Soient A un domaine dfintdez
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Soit x€L ot soit £(X) = K40 1x“”-:-m.-mm

x par ra'aport & X o+ Il ya2 un ae A\/ﬁcel que ac,€ A (1<i £n) ; ona
(mx) +(a01)(aa)n =1 +..a+(ac )an“' =0 , dlot 2xe€B . eapposona que A

soilt noethdricn et L sbporable de desrsd fini sur K ; soit %_x,l ,...,xn}

une base de_L/I{ Il v a des 2 ;5':0 de A tels que ¥5=8, %, soit dans

i
B (1§i§n) £§r19...,vngeat done une base de /X composée d'61émen

de B ; son discrinminent D est ua S1ément # O de X . Soit ye3B ,

ge e ,
== & s 'a g I .. = G m"* ,.zwé e $ »
v Zéggclyl On 2 Ir (yy) 2. o, {y393) » Ir yyy€sb ,

6=%
Tr (y.yj)fé A . ASsolvant les éqsr, ns lindoires précéddentes pu,

Wport aux c1 ; nous obienons gue De.€ 4 (1Si<n

3 4 = ﬁ?o&

B Z: A(D’" ¢;) - Le second membre de cette inclusion est un mgdu.le_

de 'type fini sur A § A £tent noethérisu, B sst lui-rfre ds type fini

sur A_;
: Il.se paqe iei 128 qucstleﬁ du conducteur g faut-il en parler
dans Bourbaki ? Ls nOﬁlOﬂ pauu‘@tﬁe utile & l'cecasion 3 12 relation
entre concducteur et différente n?eé£>§as sans intérét. Por asilleunrs,
les conducteurs interviennent dans la théorie de 1o multiplication

cmplexe ¢t ds:

f,’)
&
EwJ
(8]
(o
foee 3
R
»
€9
3
e
)
=t
e
ha
1]
(9.1}
4]
6]
L]
(]
Ll
1
e
ke
M
Pt
i
3
Gt
E-.J
e
Q
ra
T2
e}
(14}
42}
O
g
o
(]
7l
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Je me conteunte de soulever 1z guestion, n'eyant pos dlavis bien net.

-

1 fawpdrs ézalement décider & guel endzoit on introduira 19 notion

de diffdérente ; c'est Spplement une guestion que je laisse ouverte.

o

1¢ polynome minimnl de

te



T

II. GSIPECIALISATIONS.

Jiai A6jL ait que le truc ViIL ne me semblait pos ndeessaire.
- Je provose donc de 1e renvoyer en appendice, et je vois exposer
‘maintenont 1n monidre dont je vois 1n thborie des spéeinlisations.

'Leg ansplicotions de cetté théorie sont monifestenent surtout d'ordre
séomdtrigue 5 i1 me semble donc - anproprié de 1lui donner dds le début
un Lour vlus 960métrique; L'emploi des opéeinlis ﬂt10ns dans les corps
preojectifs ciznific, du point de vae séonttrigue, q;e 1'on se propose
de spéeiﬂliﬂer den points °ppﬂrteﬁﬂn+ & des prodn
tives. e ne vois aucune raison de se lini

duits de droztesjyro;ee-
ter & cela. UZIL a protesté’

"autrefoi avec raiocon contre lﬂ teﬂd"nu@ des Fncmétres & ne vouloir
co“plétar 1'1nfini les variétés affines que danc aes espaces projeétifs.
liais il-n’y‘a pas.plns de raison de ne vouloir avoir gue des p&oéﬁits de

& ne connaftrs que des espaces pvojecw

07

drottes projectives qu'il a'y en
tifs. C*esf~pourquoifje'pmopose 1o manidre de faire suivante.
1. Zopacoe multiprojectifs. = ‘
Appeleons espace mltiprojeetif (sur un corps de base K) tout broduit
(:cini on i.nfini) B =Tr161 i a?esga. ces pr c‘*} etifs Pi sur X (e di-
mens ions finies), ‘chacun de ces espaces Stant muni (pour simplifier ? )
d'un repbre bien @6ternminé, de sorte gulon peut ﬂgfl?r de coordonndes
homos? nes d'ua noint. ;out nroduit diespaces ﬁaltiﬁzﬁjeetifs?est done
un _esmace mult i'orojectif. ‘ : _
' Soit ny = d;n 21 : on dirs que le type de 1§83§gée nrojectif I est
'déter_m.né ptzz* i!ensembl'e‘-d'indices,l’ et par 1o femille (ni)i.el .
Jeux espaces pnltiprqjeetifs de mBnme type rne diffdrent gue par leuré
.corps'de baae. Si K' eat un snr-corps e K |, B s?izen%ifie eniqueaent

& wne portie de l'espnce mnltzpvc;cc if de pfnme %type Gue 2 sur K .
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A l'eannce L on oosocie un onnenu de formes ©o,(E) défini conmpe
A

suit s pour chogue i on introduit n, lettres X;., (0% <ks Sn,), et

2
oz(:) est 1l'onnzan Z_[.'.., Xi ,,,a”.‘] gradué comme spit ¢ PE o(B)
> P~
est dit homoslne i, pour tout i , P est homosine por raopport sux
lettres X;., (Ogk gn,) 5 81 d; est le deswé de P por ropport & ces

lettres (swxpossﬂt B£0O), on dit que P e.;t de degré ezl .,

Beux esgpoces mo ltiprojeotifs de méme ‘tYPu ont mBne anncan de fornes

{ou, en tous cns, dec anneaux eanoniguencnt icomorsheg) 3 © (ExF)

est © (E) @QZ(F)' o de m8ne, s1 L est un sous-corpe de K, on introduit
Il(""‘ = L[; f-a,Xi;k,“p ] s Zradnsd de 1a fz-f‘-f.ze a&nicez‘e_ gue plus hout |
(onneou de formes de = gur L) @é("} sinopligue de 3ﬁi?gfe cononigue,
'homomo:fphe ejt homohne danp @L€E}5 c'i: ¢_{Z) dons OL,'(,‘E} si '
_I;cL*c:K . Si L est vn s_oz;s::~eoz=ps commuin ées corps de base de deax espaces
_maltip;fjojec’ci&s D,8 de mBrme type, £ et I' ont néne annean de formes sur L
Soit I = (Hi)i.e'l un point de T Choisisscm pour chaque i'im
systdme de coordonndes homosdnes (y Jost de I . 8i P est an

18m-nt homos~dne de ©.{Z) (ou de ©.(I), I un sous—cerps de %) on
Z T. %75 }s

(14)
s
3]
fuda
¥
63
(4]
Ty
fin
i
3
Pt
(8]
it}
3
'

dit gue I est un =zéro 4 1o substitution >

X"I; —_ yi,,, {ieI , O=ksSn.,) (cetic condition r' dépend pos du

ciﬂoix des coox f:f.wirzéyss puicsgue F est homordne). On oppelle iddal de I
3 = 3 I T s Y ?l g 7 2 :
dans ozg ) (respes Gp(E8)) 1'idéal A, {H) (= )
1.-,... Sléments }‘iaaofmac—s admettant I comme zdro ; clest u
b2

e

= EEa o o a5 Tt -
homozlne, et tous ses 41éments homosdnes adnethant B comme zér0.

On dit que H est nn 28ro d%un iddal bemostne A de ©,(8) (resp.: L {E))
s1 A est contenu dans AZ(I‘.’} {resp.: A ;)i
Eamiy |
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Ufinition. Soicnt 9u, des eppoccs mu1+1pfogccti£s de mBre tv

—-—av

B

I un point de £ , ' un point de E'. On it guc II' cst unc spéeinlisation
Il si AZ(ZE)_CZ A ({1*),- 81 L est un sous-coeps commun des corps de

————

ase de L,E5', on dlt gue ' est vne L-gpdeinlisotion de i si on o

A () A ().

On fait bicn entendéu itrotter 1'fnc cur cetic 4bfinition 3 tramsiti-

vité - toute L-ppbeinlisation est une opdeialiontion et aussi.une

Li_endeinlisation si L' cst sous-corps d€é L .

3. Gpscinlisations et homomorphicnes.
Soisnt B,0¢ des espaces multivnrojectifs de mépe type, I un point de
> 2 —
Z ot IV pne endciolisntion de II dans Zt. Soit B o= ; B
ot II' punc svndcinlisation de II dans | oi% i teI Y10
£ = ggié&l E% s les P, P! @tant des cspaces projectifs. Ooit

. choisissons pour chaogue i un systdme de
de ﬁi et un systdnc de coordonnées homogines

y{ = de ﬁ{ . Il eot bicn entendu faux ¢n z0ndral aqutil y 2it un homomor-

o
’ N
4 3 r -

phisnpe de l'onneau Z eaegyi;kyoasj sury Zipaésvizhggag} gui appligue
¥y, ST y%sﬁ pour tout (i,k): On a cependant los rdsultats sulvonts.

§ &k & &
Introdnigons pouxr chague unc nouvelile letire % at formons llannesu

i 2

°1:aa%e dtun meillcur nom,

-
o
o
L]
DRI
b
, vy
:
o
i
=
.
‘
o
Y

-
R : = £ S T e = ST e s ek il et & d
j'appelle provisoirenent cet annean il'snneav tronscends ant do point H .

I1 v 2 un homomerphisme de ced onnean sor Z%,ﬂufyi,%ﬁaogg qui appligue
= s
Tiyi*k' BUr  ¥y.p {pour tout (i,k};- Soit en effet F un polyname
: 3 : +3 . :

(i.e. un 41%ment de ©O.,(Z), mois pos nécezssaire-

13K el s 7
nent homozine) tel gque Fl...,T,y... ,.:¢)=0 . Joit F! 1le Qelyneme déduib
- e A
de F par les substitutions X, ., —>T,Y,., ; i nous T ixena
g. &= 95‘_

os Z o 3 = AATISCT Y s e B 4
Pi= 2, 93G€ , 1zs 0. ctant lcs mono cn les ¥, et los c‘ag-.‘,i a7

é 2 < = s L =

A;i".,r e
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chague G, est monifestenment homo~dne por ronport & ¥, . nseee,Y
k) 130 isn,
{pour tout i). Puisque F(..D,Tiyi;k,nga):O-, on o Gj(onsgyigk,a032&o

nour tout j , dioé F(...,yi,k,..e)so, ce qui dénontre noire ngsertion.
-

De nlus, nuisgoe I' est snbeinlisotion de II , on 2 nugssi

Gj(""yi'k’°‘°)zg’ et 11 en résulte qu'il vy o un homomornhisme de
3

M m , , :
R sar R*(1I') gqui appligune T.y... sur Tiy{;k {pour tout {(i,k))-

£

i
‘Ilya done nusei un homomorphisme de R- (i) sur 2 a.,,yi;k,e.,} qui
anpligue ?iyiék' suy yi,“ {pour tout (i:k) }. ‘
Sunposons mintenant quc, pour tout i ; 11 v 2it un (i) (entre O et
ng ) %tel que ;. L(i} Yi,k(i)“? I1 y a alorc ua hoaomnfphisme ée_,
Z{.ga,yi;k,,,el sur Z[‘.o,yl aj‘ qui oppligue yy, L onx yi . Pour

4=
tout (i k). Soit cn effet Fe Z%oaagzigk,e,a tel que
= 2 > o

| B

F{f..,yi:k?sa‘)ze . Seit P, le polynome quion cn d6duit en y rempiacant

les ¥, 13%(1) BT f ; faisons dans F; 1o substitution

Y..,,--s»Xi K/Xi k(1) (gfk(i)? fous obbtenons 2insi une fraection rution~
» it a{1) :
nelle R, et 11 y ¢ un monome ! ie €.Zi°kfi§ = Z tel gue 2R soit un
B "?' o’ i 2 >
81ément homostne de B (Z), soit F » I1 cot clair que U cst un 2éro de

; 0n en déduit
:1 =34 sk (k?ék(l) )s

nuisgns F{csagyg.k’aea}ge » ce cul démontre notre assertion.
= g & SRt

- - T 5
F3 s 11 on est donc de mBue de iIf. TLes Y§9u{:§ Stant =
s . : Loghy i g

diabord qus E ~?3rn§13 -par 1

Soient X an corns et (&’}ié, = & gne famillc gueleongue d'Cl‘m@nts

de K . Pour chague i€l , soit D, une drcite projective sur K , et seit

. le point de coordonndes homosdnes (a,,1) de D, . Hous dirons gue

-

"(“1)ie;z cst le point renrdseniatif de 1o fomille 4 . Si A est une

partie de X , nous appellerons point reprdsentatif de A lc peint repré-

seﬁtﬂtif de 1o fomillc constitude por 1'spplication identigue ée A dans K




—

1

w

L[...,ﬂ.-,..c] sur Z[...,ai,a.»} gui appligue o sur aj pour tout 1€l

77

soit spbeinlisation de H .

In condition

il fant ¢t suffit _gue aa,

est suffisante con vertu ée ce agu'on vient de dénontrer pluc haunt ;

est &videnment nécessaire.

elle

o notion de noint revrdsentotif permet de plnc de ramencr les

L-gpéecinlisations zuh’spﬁcialiOationsc‘
gspaces mnlilp:ogcctixa de pfne type sur des .corps K et K!

sous-corps commun de K et K.

sous—corps-de X , est dans un prodult ¥

soit Hi ce point -+

est dans un produit F! de droites projectives

que P 35 so0it ﬂi ce point.

IL-spécinlication de I , il faut

suite, que (II* '91’%); Bt < F?

- 4. Le Mnllistellensatz.

Thigrome.

S0it

et £' des
et L un
Le point représentatif de L , comme

Soiecnt en effet B

L»k.

F de droites p203ectives sur K ;

ie poin+ renféwe%+ob1» de L comne sous-corps de X!

sur X!
§L£3€1§ ;

., de mére type

esn pour gue L' soit
uffit, comme on le voit tout de

ﬂ%ﬂi}éi&%x“f»

Soit K un corps slstbroiguement clos, gf 501t A un idéal

de 1'alsdhre de polynomes "KEZ?,..,QXQE gui ne-contient pas 1 . Cet

idéal admet au moins un 2410

dans X .

Pour £tablir ce thdorime,

1a démonstration repose sur la théoric é1émentoire des entiers g

Lomme 1.

ﬁeu@ ptiliserons le lemme suivant, dont

Soient T un corps, L' un sur-corps de L. S'il y o des

616ments Xqse--9X, 28 nombre fini de L' tels gue L= Likf""5xn}’

L' est alstbrique sur L .

Dsmonstrotion par sbourrence sur n o Ctest Gvident si n=0 {i.e.

gi L'=L).
als0briguc sur B(xi},_ et il

bapposons que le

gur L . Supposons gu'il n'en

de 1o fernmeture intégrale de

iomne soit vrai pour n=! . Alors LY est
T que Xy est algtbrigue
Le corps des fractions

, il y 2 un



=14
un polyndnme £ fO & coefficients dans L tel gue les =z, .f 41) soient

i
entiers sur K[x;] (1£1£n) ; ona £ (x,)#0 puisque x; est transcen-

N

dant sur L . Soit g vn polynome irvéGductible & coefficicnts dans L g
) )

on 2 donc (g(x1))"1s F(x1 9X-,050,% ), F &tant un polynome & coefficients

dans L . I1 en »écultc-immédictenment gqitil y o on exposont k>0 tel que

= = r = % e :
fo(z?)(g(xﬁ) eI[xizo(xs),‘.a,znza(xi}j , @one soit catier sur L[xd

nis I{xi} , Gui es% principal, sst intdeoraloment P’.-!‘.Gu, dtol

[

fi(x1)(g(z1 ),)“,i eI{zi} . Puisque £ est irrddunctible, g divige £

est donc divisible por ious les polynomes irréductibles & coefficients
dans L . Ilis 11 y o toujours vme infinité de ces polynomes qui sont
xmtaclleme:qt non associds, diotr contradiction.

Ceci dit, passons & 1o Génmonstrotion du théordme. Puisaue 1 n'est pos

dane A , A est conterm danc un 18601 moximal P ; soit x, 1o classe

fibe

= : - - = :
e Z. modulo P . On 2 donc ;igﬁi,gsgﬁaﬁ,‘a{nj/?z Kg}:gg“egz{ﬁ} . Ihis. P

% S
étont moximnl, cet annesu est un corps ; il ré8sulte done du lepme gue

les x; sont alzsChrigues sur X , donc y sent contenus puicaone K est

aledbrigucment clos. DLe point (x,,-...% ) est uvn #iyo de .
=3 < - : Z &

19 = n
Soit m:%’. ntenont P un cspace projsetif sur un corps K et soit
-
: £ e £ o cernve U
QE{{?) = KEXQV"?XQ,} son 2nnean de formes sur K - On @it qu'un iddéal

homogdne A de QK(E} est impropre guand 11 y a un m >0 tel que A

contisnpne tous lces monomes de degréd men X _,c-n

= £ 3 s
] 2 =
: 2 =% e o~ - S ~ > £ £ = z
Théortme. Les potations Steont comme ci-dessus, si A4 est un 1déal
_ —
) s — oy 7 o Sl :
homozene non impropre de ©.,.P} et si ¥ ezt ol-dbriguercnt ¢los,

£ - e
adpet au noins un z8ro éans P .




v
Supposons por exemplc gu'oucune puissance de X ne coit dons A 1a
substitution Xo-ﬁ»1 donne un hononorphiscme £ de K{Xo,...,xn] sur

KX ,-..,%, 15 £(A) et un 1d6al Al de K[X,,...,x ] Je ais que
A’ nc contient pns 1 5 en effet, il y surnit ontrement un FPe A tel que
F(1,K,-..,%)=1 . Coit4 F, la composante homostne de degré I de F ;

on & F (X, ,.+,5,)= X“ B (1T, [E .0 /zo}. Orona ‘
EZ'F (1,Eﬁ/ﬁb,.o.,a f }:1 s si EE:O pour k>m , il vient

'Vm :SQBF‘QLH(ZO,...,A ). Or, A d&tant homoplne, les Fk sont dans j&
dtod KgéEJQ , ¢e gui n'est pos. Il y a donc un zéro {xq,.;.gxn).de j{'

dans K 3 i1 est clair que (1,%;,....,% ) est un zéro de A dans P .

n
Remsroguse. Leg no %atzon: étant comme ci-dessus, soit L un £0Us-COrps
de K et A un iddnl homozdnc non impropre de 10,...,3 ‘1 1'idéal A
o o
gnzendrd par A dons Z[X, .-+ ,X, | n'ect alors pas impropre.
Sappoaeﬁw en effet gutil y ait un m#}-@ tel gue toug les ponomes
Psgzygs} de dezrd m en les X. 8 eot clair gue

toute base dlespace vectoriel de dge A surX;

e

41 rdsulte donc du $hforime degc Sldmentc c les geraient

éans 'jlo 5

H»—q

Théordéme. Solent QBF' des espaces pultiprojcetiis sur un corps,

X, B',F' des espoces multiprojcctifs sur un corps nlstbriguement cles K¢

de mfnes tvpes respeetifs gue E,F, 1l un point de E , II' une spleinlisa-

tion de I dans IV et T un point de F . I1 v = nlors un point H'€ Ft

tel que (I',0') soit snécialisation de (ILE

1. fous gunposerons dtabord gue ¥ cst un espace 1:egoctiz de dimension

R

' - . =
n . llous poperons I = ﬁ ;2 , B=1l, . Pt P et P] &tont des

= Lx = = 32 z = S E e P s % =
egpoces projcctifs de dimensicn n, .- iCUS CCS1TACTONS Par A ¥
2 L sl




=
A+

~7

aul se rasportent 4 P, et & -c’i , par-X =

o2 rn

celles oui sc eopportent & F et F'. Doit L= {Z‘?i)iél i "(I‘i) e ?

tme de coordonndes homoztnes de I . lous désign

2 4]
< . ~ = RE-—TT Y 3 (o} T X j—
rons por A 1'idéal du point (ILI) dans 9,(L «F): Soit R 1! Anneau

u moyen des lettres T, , i€l . 11

iwanscendant dun point U , fornd o -
= = : = ’-{: = P v
sxiste un homomorovhisme £ de R~ sur Zileos PEET E tel gue
: s 3 i 2
£{P v =i - Souy tout {i.,k). Scit P 1c noyou de cet hoponsr—
iy i iile 2 :
) - : ~ P ‘n ,:E = o 2.
phisme, et coit S lfonneau des fractions af R?! relatit 8 P ; nous

- * Sy Pt e S % “‘a-m‘f’ P - 3
nrolongérons d'apord 1 en un hemoporpnisne de S dops X!, vuic ¢en un

| dans Z{?[XG.,-WX) 5! czwe'ﬂb.ae f(S)

aetions Lt de Zg:”gyé;kﬁ“,i —ep P

= - e = 3 _
sypligue f‘?ga S ﬁzﬁi sur mgagga?a L. 13 ie noyan de £ est l'ensemble
Gl x ~ i 3 T s o = :

Ll Egseeeody | &&S/;_i";i}f‘.’l@__zgg en 1 3

es X. dont lgo. coeiificients opportien-
8

(W)
o
i3
]
o)
)
I
'md
W
b
(0]
i
o
4y

T 3 SO T o e e 2 S 5 - T 1 % 20 s
1o substitution XZ.., —> ¥s:..4: {pour tous ies {i,k) ) définit un
Loeds L ah -
<A - =3 e Tt g2
nomomorphisne g de  Off xF) 3 T

2 - T 1 = STy -
F) dons S}{XL, .- Q’iﬁ P oqod appligue toutd

4 DI RS e R - = =2 ? v e = = e =z
&lément homozbne de O(ExTF) sur un polynome honoscne de

341
st donc un idénl homosdne de R ‘-;Z,OW; 5, 1 s aul cengendre un idéal
2 4
o7 3 — 5 =
homozine fi, de ’:;fg}ig,,c.e??;ﬂé : 1oz Sldnents de }‘g’i sont les produits
- - L2 %

= = 1 =t i a1 2 3 = 2
par £ est un 15,6&,1 honoss de LUX ... oX, | - Aous nllops pmontrer gue
= =7 %
i 2 = % 3 - e X = 5.
11idénl .azﬁ,,‘ } n'est pos inmpropré. OSuPOOSOAT €l Siiew f}hl en golt
&
~utrement ; i1l ¥y o nlors on m>0 fel gque lco monomes Z, 3o gt de



B D 9
NG ‘JG 5 5/’5
t 3

de derré n en 2—:09 = v

cse 9k = polent tous dane ;E(;i;,1 }o I1 y o donc des
¥ - _ o B | va i < :
_3.({ A1 tel cue les polynomes Zj-Fj = G, solent dans Q[AO,M.. ,Anl -

g
L1idéal f‘e,j dtant hopoztne, on peut nonifestement supposer gue les Fj

sont homosdnes de desré noen 5{0,:“ ’Xn s €% il en cot olors de néme des Gj'

Observons nointenant guce tout polynome bcmo"b we e A slonnulle poax
tution Xi: ,-—:>y . (pour tout (i,k)), X . ->x_ (0£kgn).

0
de (A ) stonanile por 1o cubstitution X, -—>x, (0Sk<nj, donc gutil

2 0% =
en eot de mfnc de tout Slément d2 A . Soit Z . 1e rSoultat de 12 subs-
4 e : : 2
titution X, —=>x,_ {(CX1-%n) dcns lec ponBne X, 3 ouicaue G—}. est homosine
5% - z;\ - £ = x
- na G, = o o ~Aeos 0., Sctont fdong ~ . Puisg
de dezré m , 00 0 G, '%:;5 142 ics % ng don (&) Puisqgue

Soit D le détedminont de 1o motrice {Q;;’ - & 2 } 3 11 résulte des relo-

tions préeddentes gus Iz, = 0 (1< ;‘igr . tinis 1'un au moins des Xy,

2
d
est # 0 , ot les x= figuvent .ovni 1as 3, ; il vient donc D =0
Db }’: ) 8t LES X, ‘-.Li;ilre:..u G i RRESS u‘i 50 4= A IEHL ¥ = o
= Za - of

Por nillcurs, on o monifestercnt D =3+1 (nod @), dtoh 1€ @ , ce oul

T yi.,. ne cont pos tous nuls.
B

ifous gonmcs donc arrivés & unc coantradiciion.
Lfié-:izl .réi gnrendnd p“i £ A@) dans K?

z"_fﬁ_pz-spfe et admet por ciite um zéro Tt dong Fi [ef. ncé?.}r, Je dis gue

o

{1i* ,TJ{?} -;; unc sndéeinlisation de {IZ-ZZ’} So0i% U homorine dans

6")

Le résultat de 1o substituiion X §“¢’Ji~,,_ ~ {pour tout {(1,k)) dons U

e it

% 778 Y s o 2 3 e : 2 3 < 2 -
est ﬁ{g(u)}.} jui est dans .;iﬁf ), éonc dans j’%,% et adnet par suite le-
»_ 7T § =5 < = m2 = e b = 2 - e = ==
zéro ', ce gui signific gue {H',H') est un zéro de U ;, et notre




A =
2. Passons mointenant au cas générsl. Beit F *lTje I .
7t =TTjéJ Q:'i > Qj et Q3 étant des espoces projcctifs de méme dimension
snr K et Kf. 81 J! est une portie de J , nous désisnerons por F,, et Fj,

~ les esnzces Wgu' Q. ,TT.QJ, Q;i > 51 Jﬁc;J“C.J, . .

Fig = FJ,XI«’J;,“Ji s Fly =F}xTL, 7, Tous désipnerons par Hyy, 1a
projection de # sur ls factesur E‘J.g de F . Considérons l'ensemble Z des
couples (J¢ -,I’ij,), o JCJd et Jj? est un point de F}, tel gue
(231",23.‘:7,)‘ soit une spdcialisation de {I,H;,). Cet cnsemble n'est pas
vide en vertu de lo premilrc portie. Ious 1'ordonnerons por la rigle
suivante : {J° Jj.g) < (Ju H ﬁ} sl Jte J* et HY, est la projection
de Ty, sur le facteur }'.*"3, de P}, ; cette rdzle définit Svidemment une
relation dfO'féra ﬁans Z uoi% 'Z une pa;f’c‘s_a totalement ordonnde de Z",
et soit J® ia rdunion des J! qui £z urent daons les couples (J',H},}e Zo .
Si jedn , et jed? CJﬂ = {Je.?ﬁé?} € Za » 1o j-ibme céoréon{lée ﬂ's

de iY, ne ~dépend pas du choix de J' puisque £

est %otalement ordonné.
}“ cst spéeinlisation de

Soit Wi, = {zuj)j cgn + Je a@is que (U

ﬁ.‘dm

EI,IIJ,,). agit en offet H un polynone homosdne de @(o APFsq) aqui admet

{II,EJ,,} conme zéro. Puisgue F ne contient gutun nombre £ini de lettresg

il y 2 un (3! ,ﬁjp,}é Z.' tel que Fe o(E xl?:‘g} - Puisgue (H',TY,) est

ane sn»%m}.imtioa de (H,E-J,), cfest un z8ro de F il en cst done de

e

mime de (It B4a), ce gui démonire zzatreassertiona L?eﬁ semble Z est
donc inductif, et a&a&et un 51<g¢;f, moximal {és”?gé’ég}a Je dis gue di=d . -
Car sinon, sei_t‘ jed-Jt , I = gi gjiv} - L1 ¥ 2 cn vertn de 1o
preréiéz-e partic un Tt eag $el gue (I i}’”?}}‘ =0it une sgéc'ialisaticﬁ
de {“,-.,”:Ej} . 21 on pose i??&?, = {5, 5t} |, 2 s:?é,,) cet spléeialigation
de (11,X Jﬁ}, et (J%,H},) est dons Z et strictemnt >(J! s8%,), d'of
comr"dmsma« Ie *‘ﬁbercmé eet
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Corollnoire. Leg nototions étant lcs mBmes que plus hout, snupoposons de
plus gne K et X' nient un corps L commun et gue II' soit une L-spécinlisntion
de I . I3 existe alows un H1e€ F' %el gue (I',U1) goit une L-spéeinlisa-

tion de (i H).

Soient Hﬁ et Ei 133 points représentatifs de L considéré comme
sous-corpzs de K et de K' xvespectivencnt. (Ei, ii') est donc une spéeia-
lisation de (ﬁnaﬂ). 'I1 y o done  H'e F'  +4el Qaé (g, It HY) soit

spéeinlisation de (Ji,u,ﬁ), dios le résultat.

()

ationa complltes.

. Spécﬁ alis
b appelle snée i isation comp 3te dfun corpa X bne 39661all~

Définition.

7

sgtion du point reprdsentatif i, de K , considdré comme seua»corns de

igi-n8oe.

S5i aeX , désisnons par Ba uns droite projective sur K e% par A s
: = : 23 <. : ', = /- > 7By § - P T <
noint de coordonnfes homo-otnes (a,l) ds D, s diocsh Vo= a)aesq Soit
i = ﬁé)éwzﬁ une spleialisation de I, , H! dStant un point dfune droite
projective D! sur un coxps K! . On veut supposer gue ﬁg & 'un sysilne

% o~ Z
de cooqéon écs projectives {f{a),z{a)) tel aguc ou bien ?(3)*? ou bien

£{a)=1 , zla)=0 . Soit A l'ensenble des noek +Hcls que gla)=1 .

Alors A est un sous-onneau de K et £ induit un homoporphisne

= de A dans K' .
Soient a,b des ¢1lmenis de A. Joient X ,Y  les letitres affectées &4 D_
Z b O : > 5
2 O, E g D }. Alors o forpe X Y Y Xy :
é ZIS Z( a 6 K Da; 5101;} ;I 3_ 0_}_ -é&a._ibb a b 4 5} a";’byb hY«aYa+b admet

4, , donc aussi HY |, comme zéro,

A

ot flotb)-glatb)(f{a)+f{b))=0 ; 11
est impossible gue fla+b)=1 , gloth)=0 , diot glatb)=1 , £{a+tb)=Ff({a)+£(b)
{excuses ¢ remplacer + par - dans ce gui préeide). De mfne

'-Xabgﬁyb -~ £, %Y, odmet I, , donc II' , pour zéro, 4ok

5
¥

f(ab)=£{a)2{b)z{ab) et par suite gzl

o8

2b)=1 , Z(ab) = Z(a)£(D) -
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4 -

La forme X,-Y, admet Ii, , cone II', pour zéro, d'oh £(1)=g(i),
2{1)=1 , gl1)=0 , et 1€h ,d'on A£P.

De plus, i b€K n'est pas dans A, b y est, et £(b~ )=0 .

Posons ¢ = b"'1 . .2(1YbY sz. Y adnmet 'I,IT,, done II' , pour zéro, .et

2(b)=0 , 2(b)=1 , gl1)=1 , d'ot £(c)=0 , dfoh o=b—.

€4,

Tounte snécinlisation compldte de ¥ 3d87init donc un sous-annenu A de

Z et un honomoronhisme £ de & dans un corps tels aae,’ si xzek- & ,
7] === — e .
x €8 st f{x  )=0 . Hous dirons gque A ct £ sént 1l'annenn et 1l'homomor-

phispe attachés & 1o snéeialisation conmpldie donnde.

Soient rSeiproguecment A un counc-annean de K ot £ un hopomorphisme de
A dans un corps. XK' tels que xe K-A entratne x €4 | i-*‘(x“1 =0 -

Si xeK , soi} D} la droite -‘fé'icemve sur K1 ei;‘ soit I} 1le point de
D! de coordonnées hom}génes (£{(x),1) oo (1,0) suivant gue X €A ou non.
Seit Ht mi.l" )XGK $ alors ' est spécialisation de I-Ig « Il est en

effet diabord clair que H& = (Lz!)

&
2

est opleinlisation de I ...(H )

-

xeh Ze
S1 K' est une clfture alzdbrique de K , et B! 12 droite projective sur K1,

g

ilya un point Iite [ re KA D tel gue IM=(i} Mt} soit spéeinlisa-
tion de I, . Cotte snbeinlisation définit un onncan A' et un homomor-

phisne: f"'de At donc Kt ¢ 53 egt cloir gue A' DA ot gque £* prolonge £ .
{

- e 7 -1 -1

5'i1l y avait xeA'-A , on aurait x 'e A At , £1{x )= £(x” )=0 ,

£ (x)et{x"" )=t s ¢ qui est impossible. On 2 donc At=A , fi=P , et

i1 en rGsulte tout de suite gue I = It | Donc lcs donnfdes de A et de £



IIT. AINTZAUL TOTAUX.
I1 me’'senble gu'il y 2 denx Stapes successives bien distinetes'dans

1o théoric des nnnecau: nox roonx, gu'll y aurait avonto e & séparer
nettement.

La prenilre étape n'est nutre que lc théorlne dtArtin - van der
Joerden, qui offirme gue, par rannort & unc certaine loi de compesition
(ﬁlstlﬁcte de 1a mitiplication ordinaire des idéaux), les idéaunx d'un
certain en ermble (idéaux "inversibleg™ ﬂmageurs" dang ece gqui suit )

dlun domaine'&‘intégrité intégralencnt clos forment un groupe.

Ia deuzlgne étape consisie & mcntfer que, uﬂuu certoines condltions,
ce groupc est un produit de sroupes cycliques infinis. Il y a deux
- conditions enticrempng différentes d'aspeet gui sont ndeessaires et

’suffisantes ponv ' nfil en °oit ainsi ; 1o premidre cst gne condition
de ch aines pour les idéaux 1pvcrsiales, 1o scconde est que 1'anneau soit
normal su sens de 1o définition des &tats 2 et % de proposerais done

de proctder comnme suit. ILa premii avec 1la thdéorie

0
Uk
0]
("
(g7
£

Ry
()
{2
(o
Iy
@
-3
W
h.’p
¢
)

des S18menis entiers, et nrendrait l'agpect déerit dans cé gui suit.
no, n § sur les entiers). Diviseurs _
On éésiﬁ%e ra dsﬂs ce gui suit par 4 un fomine d?intég?ité'intégrale«
ment clos et par X son corps des fro tions. .
Scit E” l'ensemble des parﬁies £ de ¥ gui possodent les propriétés
=

suivant tes ¢ & contient un 81dnent .ﬁ C , et est contenu dons no au moins

un idéel frﬁct*oﬂnuzwe prin

&S
€
Pt

B
ot
L

Défirisseﬂﬁ 1a relation "ZruEr ®
dons E comme gisnifiant ¢ lcs iddonx zzactienaaizes'gfincipaux qui |
conticnnent & cont los pfmes gue ceu: gul conticrnnent BY. G*gst mani-
fesfemcnt une relatien d'équivalence.

Définition.: On appelle diviseurs ds & l2s classes d!'Sguivalence de

l'ensemble F rcla Tivement & 1o relotion d!'dguival

d finie ci-ﬂeSQuse

(0
A
]
o
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Si Ze E , on d6sirne por DI(E) le diviseur dont E est G1lérent.
Pour tout diviseur A , l'enscmble des L e E tels que D (E) = A,
ordonné por inclusion, admet up &ldment moximml, & savoivy llintersection

des idéoux fractionnaires principaux qul conticnnent 2 , OB E est un
&1lément queclcongque de 1l'ensemble (cettc intersection contient © s done
au moins un &lément 7-4 0 , et et manifestencnt contenue dans au moins

un idéal pzrincipal puisqutil en cot ainsi de B)}. Hous désignerons‘ cet
éléme?t moximol por m (A ). Clest manifestercnt un 1d8al fractionnaire ;

leg id6Gapxy fractionnaires gui peuvent se représcnter de cetie manildre

seront nnnells Ymojeurs® ; ce sont tous les idéanx fractisnnaires %{O} :
gui se reordsentent comme intersections d'iddan: prinecipaux 3 m(D (E))
est le plus petit 1d621 mojeur contenant E . 4

Scient A ,B des ciivis)azwss3 E,F des Sléments de E tels que
ﬁ.::D(E),B:&(F) s alors EF e E et D(EF) ne dépené gue de A’, et
de B . Pour ic montrer, observons d'sbord que EF cmiAIm(B).
Soit par 2illcurs Az un idéal fra e’c::.ozm ire prineipal ani couticht IF .
Si yeP?, y/0, ona Ec !szy"'§ s dlot m{A)C !é.zy"’1 ; ceci étant
vrai pour tout ;fo de B , "o (A)F < Az . Prenant siors %£0 dans
ml{A), ona PFPC Azx =1 , Aot (P J Azx e s -e*‘cAm{ﬁ_)mg o Az .
Il résnite de 1a que B(EF} =D{m (A} m{g ). Uous désisznerons le .
divirsear D({ZF) par AB ,-et nous l'apnelierons le produit de A et
de B >- Cette multiplication des diviseurs est &vide mment comtative.
(E), B =DI(F) et €=D(G)
sont des diviseurs, il est clair gque (?eg}%é et A{BC) sont tous

deux égonx &  D{EFG).

Blle est oussi associntive, esr, 51 A =D
b7 4

Pout idGal frsotionnsire p‘ﬂmfly Az #£30} est mrjeur ; nous pose-
¢ - 2

rons D_ =D{4x), et nous appellerons D_ 1z div

- seur de x .

ot
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— Ll e
et ax= 0 (mod .A) pour tout @€l ; leo conditions x =0 (mod 4 )
et y=0 (moB B) , of A et B sont des diviseurs, entrainent
xy= 0 (mod AB) . Enfin, on noters que, si y # 0 , la condition
x=0 (mod :Dy) signifie que X est muliiple de y (i.e. =xely)

=

de & F f'me un groupe ordonné par

7]

Théortme. L'znsemble des diviseur

rapport & 1o multiplication et & la relation &?or&rﬂe gue nougavons

introduitss dons cet cnsemble.

admet un inverse. Soit x
un Glément #10_t§i§eleﬁﬂqae tel gque m (A ) 8z . Soitk n 1tintersec~
tion des Ay , ¥y pavcourant les Sldments ;e 0 de m(A). On 2 alors

x e w ,car, si yem(A), yehx ., dlok x '€ Ay~ ;3 ™ est done

un 1déal majeur. Soit A = Di{n}, dich R =v(A‘}). Ong

m{A)n contient & , ci ofi 11 résultera que’ m{AA') > 4 , dtohr

m(AAY) =4, AA"=D, .5 yem(A),ma mlemAIn = Aa,
diod yu"'gé Ax . Ceci éma“’ vral pour tout x tel gue ’m,(ﬁ,) — Ax

et m{A) Stant mojeur, ona yu €m{A}. Ceci &tont vral pour tout

36?‘“‘_}\}9 on & @,{&,}u’*@; m (A), d'cl, par éev*ﬂ%e nce sur n o,

m A g:f’“’a w{A) pour tout n >0 . Siy estun r‘*lémﬂt f& de
m (A ) et z un 618ment de K $21 gue ‘ - ix ; f;é 2] tz"ns Axy‘fi -
_ dlot AEuf“‘EE@ Azy”‘sg Paisgue ‘“z es un A-podule de %vpe fiaz, i+ 5.
gst ea‘biérs&ir A 9' é@ne'a@yaﬁi@ﬁ%' 8 A _ﬁuﬂs;e A c¢s% in%é'*ralcmnt clos.
I1 en résulte imnddinitement gue A C Ap , ce gul démeontre le théorome.

11 pe semble-
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Soit P un 618ment de P , et soit p=m (P ) 3 p est done un idéal
entier. Soit z un 6lément de A-p , et scoit & llensemble des yeh
tels que zy € p - Il est clair guc & est un idSol entier #A et
contenont E . Cet id6al cst majeur, car, s8i Z est l'ensemble des 3zZ€kK
tels que p— Az , ona gznzazﬂz , dioh & = &N aez.d.zzf’ .
Soit A=D(a); A estentieret SP ,etona a=ml(A), dloh
: A # 'l)'1 ; 11 résulte du coractdre miniml de P anc A=F , dtod
a.:g s &t P est prerier. '
n{P)_ o

Ceci dit, suomosons que 1fon 2it ume relation ”Péf’ T ;

les n(P ) Stant des entiers presgue tous nuls. Soit P! liensemble des P
tels gue n{(P) > O, et soit Pr=P_P' ; nous Secrirons notre relation

,ﬂ—?g'P! gﬂ'('?) nﬁ?éyﬁ?‘;n(‘g} . Supposons pour u_zi noment que ?#% ¢,

et soit Pg’e'_?ﬂ .51 PePr  onn P4 ?a , Ao M(P)}m(P,) ;
choisissons un =, oappartenant & 'm(‘?; mis pas & ‘m{? 3, et soit ‘
xaﬁ?ep, ( {f} . S5t A, B _sont des diviseurs, on o
m(A)m(B) < m(AE) aton xem (] {"?w?n(?;) -

~m(ﬁg€?ﬂ?”ﬁ(‘?)) Si Pepn | cﬁ, a nlP)< C; on a dons
? TT‘Eg P —?-n(?) d'ot il W‘g € P P (?))Cz mi"P ) fét
zTe m {?a) . Ihis ceci est impossible puisque {'? ) est premier et
gutancun des %5 n'est dans ™ (P ) - Un conelut cie 14 gue tous les
a(P) sont Z O . On ver:faz.:!; de 1s 3%?3@ maiéfe qutils sont tous <0
ils sout donc Hous “'13.11», et le th ordme dest éémﬁtrrs , ,
Soient A = TT € ?n(_?) e £ = wggg P2F) geog giviseurs.
Ponr gue A< B ii faut et suffit gue n{‘?} < o{P) pour tout P<P:
I1 suffit Gvidemment de le ddmontrer dg;:_tg 1c cas o A = 1 , i.e. n(P)=0
ponr tout P “a ~ondition est alors mz:zifes*‘c.enem: ss:-_f:'f‘ig‘azrt . Par

ajlleprs, on 2 vu dous la démonstration du thlordme

g

récédent ape tont
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=27 =
tout diviseur entier appartient 2u monoide engendrd par D

et P, ce
gui montre que 1la condition est ndécessaire.

On a . donc, an moyen de la théorie des groupes ordonnés, les notions
de p.g.ced° et de p.p.c.-m. de deux diviseurse

Si A est un diviseur et ’EeP » on désignera dans ce gui suit par

n-(A_ s ©) ltcxposant avee lequel P fizure dans l'expressmn de A connme
vroduit de puissances des 61éments de P 5 on a do a{lAB ;P)=nlA;P )+

+n(B:;P) ; pour gque B soit multiple de A , il fout ot suffit que
n{(B;P)Z n(A;P) pour tout P . Si E est une portie de K qui

contient un éidment A# O et qui est contenue dans un idéal fractionnﬂire,

on posera n(E;P)= n(D(E);P). 5i x est vn &1dment #0 de X , on posera

n{x; P)= n{BX;”P) $ pour qtie % s0i% multiple dton divisenr A, i1 fout

et suffit que n(x'?}> n{A; P) psm tout P €P . On a Svideoment
alxy: P) = nlx; Panly; B) ; n(zty; P) 2 min §n(z; P);n(y,?)}

8i x,y ébnt ;éO dens K et si (ponr la deuxidpme xormle) x+y £ 0 .

Proggsitionc Soit E une portie de K gui contient un lément £0 ot

gui est contenue dans un idéal Fractionnaire. 81 Pep?, n(E; P) est
- le plus petit des nix; P) pour tous les x£0 contenus dans E et est
ie plus ggg&d des nly;P) pour tous les ye E +tels gue E¢ Ay -

81 x#0, x€Z , on a2 ze m{D(E)), x est multiple de D(E), et
n(x';P)g n{E;?). Si_ on avait n(z;P) > nl(E; P)+ pozzrv to&t x#0
de E. . toﬁs les 61éments de E seraicat multiples de PDI(E), et on
aurait EC m(PD(E)), ce gui est impossible, ear m(?g(ﬁ))#m(plz‘))
et Mm(D(E)) est le plus petit idéal

mejeur contenant E . Soit done
xeE tel que nix;?)-‘-‘n(«'i’i;?} - 81 Echy ,ona af?fﬁ?}ﬁ n(x; P) =
= n{Z; P). Par aillears, il y o un _z em (D (E)) "i,ej. gue
 n{z;P)= -ni{E;P) ; on a 233” w (D m))m@ €L‘})§m{b )=A d!oa '

Ec.Az" et nlz ,?) = n{E:;P), ce gui déumon tre la propasuzlom
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Soient 2 et L des idéaux froctionnnires ;‘-{O}’ . On désipnc por &sb
1l'ensemble des x€ K tels gue Lz c & Cicat Gvidenment un A-module.
Si b est un 61dment # 0 de L ct y un 616ment de K el que | < Ay ,
on a & y"1 < 4z f:- c;‘a, B , ce ogni montre quc @& i b  est un idéal

fraoctionnaire.

Théordme. Soient a,g{; des idéaux fractiompmaives ;{0} ; pogions
VA*‘:.B(&) , B=D(L) sp(al) est alors AB . D (a.+b) estle

p-g.0.4. de A et de B, Dlan L)est 32 pep.c.m. de A et de B
of plasL) =% AP

-
=

On sait 46332 que D{ab) = AB . Puisque 4 +b contient & et b ,
«D(;&—FE} divise A et B , donc anssi lcur psp.c.m. € ; par ailleurs,

&

xed ; Y& L, x et v sont multiples de € , et il ch esi de mBme-

up
Jote

LB
W

x4y , de sorte que D (2 +b ) est multiple de € (prop.1), d'oh
7

D{d+b) =C . Puisgue éuﬁ Eg est contenu dans &

est muitipleﬁe ﬁ et de B , donc aussi de leur p.pee.m. M . Pour

ms'{%%*cv que B & b) =M , i1 suffit de monbtrer que, pour tout P€ P,

“-;1_%,» a un 3‘6{3 ! s 4N L tel que nix; P) = mox %ﬁ{'&;?)i,a(’é ’?}:?

{wmw?}e 0?‘ ilys éé et zel tels gue y;éG ; zé(} o
r\;r,?)»n{&, “?)amz ??} : P). Soit M’ lec pep.c.n. de Ey et Qgs
dtoti n({ M ;D )emax $Snld; )"3?3& - Ilyoun zeml(M!) tel

3o
Ea =
que nlx:Pil=nt M 1:P) ; x est multivie de M' . donc de y et de 2 ,

%
,’,i}.e =L u-ff}”,, a@% 2 = qrv“?? %Hyf‘ 3 {33‘!’& w"r‘{“gf Z 2 1. %
nivas e )] = B0 o5 jo n o L is L a8y C &, § V' 00 =Y @@gob s %
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Proposvtion ?c- Seit A un diviseur, et <=o:.ent ’P ’“"?h des éléfnents

de P gistincts. Il y a alors un x£0 de K gui eu‘b oultiple de A tel que
n(z; P;) =alA3P;) (151 5h)

Soit A, = A iji? ; Ay est donc multiple de AP 81 31 , mais

ne llest pas de A.? 3 11 y a done un zzizf-o " gni est pultiple de A

mais pos de }“?i . ;aoii; x = g:; ; 3 les xz; Stont tous multiples

de A , il en ect de mBme de = . S5i x 6tait puliiple de A‘?i > il en
serait de mBme de X o= z- 2. : xj , 8¢ gni n'est pos » On a done x;éo,
et x possdde les provriétés reguis ‘

i

oz

iE8e

Propcsitien . Dbiensenmble des id8anx wm (P ). pouxr tous les EP ,
. - = ; S

est ide=tigne & l'ewsenble des idéaux premiers minimonx de A .

86ja aue les wm (P ) sont premiers. BSeit p = m(P) , et
soit g nn 1862l premier contenu dans p . On =2 D(4q )= D P D (g3 p)
si on avait 9 #p on curait 6videmment %;g =9 1 clest impossi-
ble guisqaé Dip =P 3 s Soit v un ic}éa’i prenmier guelcongue, et
soit X e 7 ; soient ? (1<1<h) les &ldments de P tels que

d
n(x; P, )¥0 , et soit fi =m(P,). 7Je dis que T contient 1'un des

?i ., S{i1l n'en était pos ainsi, il y aurait pour chague i un -yi@?i
» : : =1 nisrs B,
non contern dans ¥ ;3 ¥y = | ;"‘__4 :;z = :a.3 nc scrait donc pas dans ¥ 3
G.Tns i
mais y serait monifestement multiple e Z dtof contradiction. Si denc

r est zaremier giiuimlg i1 est iéaafsieize a l'o ?'- ‘eﬂ - Ps -
Rerprgue. J'ai oublié de dire gue les Giliments de P e*ﬁppalleat

diviseurs premicrs. '
Conclusion. On voit Gés des 2ANeauxX normeuz

ies voluntionh gqutaves.

ic secours d2s valuatioms
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Je suig dfaceord que non traitencnt des cpde. dans les anneaux &

div. de z6zo demnnde O 8ire andliord (non %ant o non avis dans la

substonce que dans la formeg 3 en particulicr lo définition est lourde
et indigeste (cf. plus loin). Ilais 11 fout reccopnaftre clcirement,
d'abord, quiil y o conflit de icndances s le débat est entre 1la teﬂﬂance
dédé-nocthsricnne, modules finis, anneoux enplirsbs dans leurs chafnes
montantes et descendantes, et celle des snéeiniisntions et voluations.
Dans vpne large mesure le conflit est sentimen tels Du tenps de notre
folle jcunesse les chafnes nous ont paru une révélation, nais ce nlest
pas unc roicon pour les tralner indéfiniment & notre suite. Spéeifique-
ment, un entier, pour tout le monde, est um fourbi qui n'a rien an
dénopminoteur clegt-a~dire qui n'a pos de »8lcs clesi-i-dire gui ne
devient jomnis infdni. Cela z i1taiwr fmeie 3 noig on nous avait si
bien conulé avee les modules finis gue je ne m'en suis aperecu, guant 2
moi, gu'en derivant le Chop.II des ~G&Fd%ﬁi0du5 €t le ne pense aveir
compris ce gue clest gu'un entler sur un avmenu que de ce jour-la ;
les modules finis sont un ortifice teshnigue, @;?11 n'y a2 pas lieu

dlexpulser mais gul en définitive siaovire peu utile : si on ¥ revenait,
ia théorie des entiers serait 3 renveycr zvec les fourbis noethériens
ofh elle serait micux & sa place, mois j'y suis rdeslument hostile et
nrcfureruzs ou besecin renoncer aux élémenits enticrs dans lesg onneaux

4 div. de zbro {ce contre guoi Chevalley ne manauerait pes de protester)
Jde vois bien, par ajlleurs, guion peut traitecr los opnesux normoux

{gui sont, ou & pecu prds, une inventiorn de Chevalle: j} en les chargeant
de chafnes ; je ne vois aucune espdee de raicon de leur infliger ce
traitemcnt {on pourrsit donner cgvlgu:s indications sur cette méthede
en exercices an.chap. des nocthériens) ; guly gocne-3-on 7 Il faudrait
bien entendn 1cs renvoyer, ainsi que tout ce gui suit, au chapiire

des nocthéricns, dlod éésécui;is“c général ; e% fandrait y rattraper
tout de ménme las valuationga 4 guoi b COmre ait Barrow ?
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Tout ¢o ne pe pg? 2t puldre séricuz e gui 1l'est encore nmoins,
cfest de Venir mettre danms les spdeinlications lc espaces mulbipro-
jectifs (sous préiexte que mn définition est 5rop @sazéeg en 1'aliége
dfun enrichissenent su h"ﬁan+vei gue je lui apporidais pour 1 lcurair ‘
gu moinoc autant par ailleurs et diume monidre tout & £ait %nutile
En effet, pour spécialiser un poinig {aaﬁa€§§,¢§am} dfun espace

¢ E 5%
projecti?, il aa_fat de srbe%eligcz tous le eticnts ‘/aﬁ {cf.
Chap.II, prop.10 des Poundotions, pro riviaie et qai le devient
enzore pins si possible L@ng;?@i 2 1 ons} ; naturellement 1l
‘convient de supposcr gulsucun a; n'es 2i ne res treint pos la
- g6néralitl puicque O ne pent se spéeial ur 0 . Géoml tricuameat
cela veut dire gu'on pfuv plonger un ec ctif de dim. n dans
un prodult de a{aﬁ- f dreoites project -entendn dfune monidre
: : o = N :
non biunivogue ; meis, si P est 1tesps 1% et T° son image
{1o CQ?"QS?Gﬁ“”ﬁG? est d¢éfinic por 1c 7 e ﬁéwﬁf%que
% L n Lo =AY 5 L = :
sesegagxﬁ} ﬁ.e = on Z:,u_“f; COTY: fz lﬁub {li .-‘i}
Gans autent de droites orojectives roint de PH
dont %toutes lcs coordonndes sont # unique de V© ,

7=k CEeENGNG Y £ 7 i
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et aque d'antre port & tout point de VP correspond un point unique de P .

Bonc, pour spéeialiser un point de P dont toutes les coordonndes sont
#0 , on prend son image dans V&, on spécialise celle-ci, et on nrojette
cette spleialisation sur P ; si certoincs coordonnées du point initia-
lenent donnd sont nulles, on commence p2r s'en débarrasser (clest-a-
dire gu'on passe & un espace projedtif de dim. < n). Done, du point
de vue substantiel, on n'a rien gavné du tont en introduisant les

nmulti ﬁvogeccﬁé mais on s'est obligé & depmonirer 1le Hullstellsnsat

an lizp fe le recdevlllr comme un ffuit &ﬁr comme sous-produlit dﬂs
théordmes démontrds daone mon chanitre (jtal cublio de le 51&naler

au passage ). .

Zn revanche, Chevalley 2 tout & fal
gue lcs spbeislisations telles gue je
dans des droites p”egcctlves§ ce gue j
I1 en résulte que-ma définition, {(avec
ie
S

t raisopn diinsigter sur le fait
les définis sont des spéeianlisations
'ai eu tort de voiler pndiguement.
¢iviseurs de séro) peut se

463d un progrés o

3y

reformuler comoe sqit, ce gul me semb
”es Gtant un ensenble d'éldments {fini ou qen} diun cnneap A =
on congidire tous les polynomes F{ng ;) de ZiBigV 1, & deux séries

de varigbles Gi Vi’ homogdnes en H.yﬁi pour chague i , tels que

1

F(wi 1= =i “i @g) est un zéro de tous ces poelynomes dans un
corps k , tel gue pour chague i on 2it a;?& ou b%%@ s on dira que
(a‘jbg) est une syéclalisatzen de (aq} - Bien entendn on nose a?jsﬁ = 50
pouY bgzgs = '
I1 sernit tenten t de chercher un théordme dicxtension des spéciaglisa—
iens 3§Cra@t directement dans les drcites §r03ectzv s {on, 8i on vent,
dans les paces pvageetlisg ce gui en serait une conséguence)

comnme sait s les (a.gb ) étant un ensepble de couples d1é16nments de 4,
tel gu'on nlait jamﬁla ai~~ by = 0, on considdre les polynomes F(Eigvi)
nultihomogtnes comme ci-dessus, tels gue F{ai§bi)zﬁg ete.. izlheureuse-

nent. le théoricme dtextension me semble faux pour lcs ecaples dés gufon
admet los diviseurs de méro (s'il n'y c;m 2 pos il est Gaquivalent au

T ocﬂdentQ ; cependant lo cuestion nc me semble pos ﬁ?ases Zn tout cas
il v aurait 14 unc source dlexercices. Le f£2it mBme gue ce théordme
ﬁgﬁ faux me secble un arzument pour ne pas chercher a donner tfep
dtimportance ici zux espaces projectifs {gui n'y sefﬂwvn+ gulre 3

leur place de tounte facon). De houte monidre on est dons le vogue iant

gufon ne gait pes zueéles applications on trouvero aux snécinlisations
pour les grnnenux avec div. de =6re ; 11 me semble gu'il devralt y en
evoir, p-eX. pour lecs complétions dYonncaux seni-locoux {méthodes
Zoriski-Chevalley-Chow en gbomlirie alpburigue), mois il se peut gue
justerment ce goit de snéczalzsﬂtigns éans les esspacses projectifs guien
it le plus besoin... Comme je n'entends rien & tout cela, il vaut mieux
gue je laisse la parcle aay spéeialistes. Por aillcurs, % sur un plan
lus éidémentoire, Chevalley semble dire gue l'utilisation sysifmatigue
e polynomes milti-homogines donne unc meillcurc présentation de s
émonstraotion du théprlme fondamental sur les extencions de spleinlima-
ions ; je crois voir & pen prés ce qutil veut éire, et m'y rallicrais
iern entendu si on nous offre une bonne mise au point (4 condition gu'en
arde lecs ne diviseursde zéro, et gi'on resie dans les produiis de
droiteg vroiec c.2.0. leg po pitihens.4 abrics de Geux vors 34
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OBSERVATIONS SUR L3S OBSIRVAGIONS DE VZIL SUR IS OBSIRVAT I0NS.

s S e i 4D S s s S ot e Y et S | T ks D B

I. dJde ne vois pas tris bien en qudi mes propocitions sboutiraient & tout
flanguer par terre. in ce qui concerne les cntiers, nes propositions
anraient princinalenent nour effet de revenir {en ce qui concerne les
démonstrations) & 1a rédaction état 2 , avec la difflérence suivante ¢

je propose de mettre avee les valuotions ce qui, dans cette rédaction,
concerne les anplications des valuations sux entiers et gu'on peut aussi

bicn considérer comnme des applications des enticrs oux valuations 3

ceci fait, on peut mettre les Cﬁtleis ofi on veat, e% je préf brerais
les aveir avant lcs valuatiens. Je ne m!étais pas apergu que, dans le
plaarprésent, lcs noethériens viennent au chapitre aprts les valuations.

Jde me demonde bien ce q&iils y-font 3 11 nly 2 ancune eupece de raison
& ne pos commencer par eux (ni dtailleurs, je le reconna is, en faveur).
VEIL considlre qutil connaft liessence aé ce gutil fanpt entend:e par
entier”, & savoir quelqﬁe chose qui n's pas de pﬁlé._-ﬁe pareilies
certitudes me semblent toujours marq&ées dtun fanatisme un peu dangereux.
Plus on avancera dans Bourba % L c'esb~u—dirc mluﬁ on considlrera des
strnctures complexes, plus 11 faudra s'habituer & ce aae ies choses
aient plusieurs aspects. Des enticrs penvent sus aussi ét?e considérés
coume des éléments gui aatisfont'a des Squations de -dépendanece intégrale ;
c'est m8me comme eela~qu’ils et 654 introduits dlabord. Que ce secient
- des ¢ l‘aents sans déqominateurc ne veut pos dire grand chose tent guton
ne dit pas comment on exr»rime lbs entiers comne fractions. Si on prend
par exemple leg entiers du corps Q{n’ i! . . ¢t guion les exprime conne
fractions avee nnmératenr aﬁbaffﬁ {Q,b entiers rationncls) et ‘dénomina-
teurs entierg, alors les enticrs ont des dénoninateurs, naois 1eur

- propri¢étd essenticlie est ici que 1c: dénominatenrs restent bornés

?de
2
&
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b
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guand oxn exgr;me ﬁes sommes ou produ ngues dleantiers.
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Lo définition par les modules finis nfeat que la.transcription de ce
failt done un langage générpl. Dons le résumé de mes observations gue

i'ai envoyé & VEIL, je nc mentionnais pas les guelgnes mots que je dis
des cntiers dans les anneaux non conmuitatifs 3 meds 1ils existent aussi
{cf. 1'ar1thmétique dans les alg. & division, qul 2 joud un assez grand
r8lc pendant un certain tembs)9 et je ne vals pos bien cgmmen+ ils
cadrent aveé la conception TFva laatlonaileﬁ

En ce qui concerne les anneaux noYmauL, men pro je% de rédsction
moatré, ne sembleut—ilg,que'les ﬁgha?nes dont jeQIes charge® Jeur

laissent sezszblement plag de libexié d'allure gue le moriesu—-pilon

valpationncl sous lequel WEIL les éorase.

s

II. In ce qgui concerne les spécialisations, 11 y a deux paim%s de

vue & distinsuer s projectif ou pas projectif, e, si pro 3 ectif, arczﬁea

il gvance a} guil nt'y a pas besoin de 4démon tre? is Jull@teliensata -
b) que ies spéecianlisations dans les espoces projectifs peuvent se
roacerocher & ccllﬁs'éaﬁs es preduits de izqitQS'grojeeﬁivego _En ce
gui ccneerzﬁep}5 il foudeait vrolment voir si le Hullsiellensatz tombe

" comme un fruit mlir ¥ 408 gulon 2 les valuations. Il sfagit diétablir

ee gui suit. ©Soit K 2lg- cles, et s0it A = z{xggagéﬁzng un domaine
dtintézrité sur K , obitenu par adjonction diun nombre fini d'éldments
il vy o slers une spéeislisation de ces Sidments dons K dans laguelle
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- D - .
de transcendonce de K(x1,.,a,x )/Ki, on forme un polynome
P(x19°ga,xr)f0 tel que les xir(quuyﬁgzr) gcoient entiers sur

K£x1,a.o,xr‘1, et on prolonge une spécialisation finic de

KE;1,=.G¢X ] S-K telle gue ?{x1po.¢9zr) ne ge spbeisolise pas
sur 0 . 51 ¢! on niest pas plas courte que
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celle guc jc éonne~sans aucun %

_VEIL a-t-il un meillcur tour dans som sacé. [n ee gui concerne b),
ctest intiscutable ; toute la question est de sovolr sfil vout mieux
accrocher des wasons sumnpldmentoires & un ftrain en cours de route gue
de 1-s ovoir ads ie déport. 5% on fait ce gue propose WIIL, i1 fout
fornuler unc deuxilme fois 1a définition dlune saéeisli ation cuand

il gtagit dfun es
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de prolensencni p@ur ce cas et le déponirer cn mounirant quion peat
Se ramener an 6as éesfpzcﬁuits de droites, avec les petiis canulards
- relotifs on ecas ow il Y a des coordonndes nulies, vetits csaalards gui

ne sont pas bicn sérieux mris gque je vols aucunc raison de ne pas

viter en posant tout de suite 1o d&finition ~éndralc, qui n'est &
aneun desrd nlng compligude auc celle peur les produits de droites>
{je ne voic pos du teut,un guei 1a dite ddéfinition se trouve fﬂlearéie“ .

~~‘ T . P e e Fe o m s 3 s
ipozre bien gu'aovee 1o notion de gndeinlisation projective,

gu'il s*ogisse de droites ou dlegpaces, on videra le truc conuloresque

des corps projectifs, avee leur leoil de composition pas partout définiel.

it s ez < P T el
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L(ObsAW).(Obsch]‘(Sp6c+Vhl) = L.Fuir le fanatisne pour tomber dans 1l'éc-

lectiomc serailt tomber de Charybde en Scylla. Il me paratt raisonnable
que, pour traoiter psex. des enticrs, Bourbaki donne 1la priorité & un

point de wvue, sons négliger les cutres (tous lcés résulitats concernant

le point de vue "module Tinis? et "Eguotions de ddpendance intdgrale®

se trouvailcent daps mo rédaction). Le fanatigue est Chevalley ; car,
tandis gue je donnc tous les résultats relatifs aux divers points de vue,
luil demondée & anputer le point de vue "valuations® de tout ce qul concerne
les anneaux gvee diviseurs de zéro ; clest 1& justencnt le désbéquilibre
gui m'avoit profondément choqué dans lo rédaction préeldente. Quant

aux enticrs non commutatifs, c'est un canuldr : souf erreur, quand on
parlie de x entier sur A dans L non commutatif, A est toujourc commutatif
(en général A = Z), et est le centre;, donc A{x) est commutaiif et on:
est dans A(x). Bien entendu les entiers svr & dons R non copmutatif ne
forment pas un annean, ce gui place teunte cette théorie(d supposer gulelle
mérite diftre faite) sur un plan tout @iffdérent ; il me paraft difficile
dien tirer argupment pour notre débat ! + I Pour les anneaux normoux, je

ne puis Juger du "projet de rédaction? Chevalley gue je n'ai pas vu 3
mais nous ne savens gue trop gu'il n'est possible de copmparer wne rédsc-
tion gu'avec une autre rldaction, non avee un projet. Si Bourbsoki
décidait de faire une wédaction basée sur le projet Chevalley, et que
celle-ci préocntft des avantages assez sérieux pour 1o faire adopter,
alors elle devralt, avec sa sdquelle (Dedekind, eter.) B8%re jointe

aux noethlriens ;3 cela ne dicpenserait pas maturcllicment de donner tout
1tegsentiel des vésultats concernant les valuations dons ceg annesux

+ {Pour le HNullstellensatz, je n'envisagezds pas du toub ce gye dit
Chevalley, mais 12 démounstration par rleurrence sur lao dimension

(cf. Poundations, Chap.II, n°2, prop.5 ; Ghﬂnaiz,kn0§s prop.3 ; Chap.IV,
n®l, »rop.3). A 1= ?I@Bcé, p.16, il ater {ce gui résulte de la

5 £

fant ajo
démonstration) gque, ou les prolongements d2 £ sont en nombre fini, ou f
admet sussi un prolongement dans ki{t), % transcecnéant sur k , avee
£({x) = %t . Celg fait, il n'y a gue qguelaues mois & ajouter & 1a démons-
tration p.49 pour obitenir le théordme ] + [ Peur lcs projectifs, mes
cbservations précédentes gvaient seulcment pour but de montrer qu'd
priori 1o spleiglisation dans les projectifs est zcouise dds guion a
1a spéeialisation dans lcs droites projectives. £ posteriori, quand
on 2 les voluntions, clest plus sinple : pour spieialiser ie point &

n

7 L.
= 3 % f—7 = 2 e ~ S e = =z =
coordonndes homozines (X 3Zy geoe X j, OR met une valuation © sur un
- g e = ¢ =
= : 2 = 2 5 > B ~ia > : =
corps ceontenant les x, § soit x,_ %£¥s tel gue wix, ) = min.wix.) ;
: i a a - 2 > 5
soit x! 14 nlr’-s?v r:{ £~ s he B Bines oEnevEenant 5 Iio nigation
S0 X: 18 Voichy e X./ X 3OUY Uns piBte TooPETTCROnT 8 J8 Toi8a9cion
- fj T &2 2 =2 2
Z o ® £ S = oy e 2 ‘
alers kxéieseyzé; est 1a spéecialina
2 o 2t = & = = =
trivial gu'il serait ssugrenu de |
= s * A DN : T n ok e ; 2 : = £
multipro-jiceiifs o sz suite unig pas ovolr o faire cette
L e - = ‘> - o 3 ¥ 3 Z
petite remrgue le moment venu- g ¢ chapitre on est
s 2% R £ = = 4t & - s ko S ames 2
dans 1z thdcorie des corps, 2% je oo avec les projectifs on
=% o= LB = zZ b b e S 3 P 2
est netiemcnt dans lo géombirie. £ noidore 1a spéeialisation
S —~ = 2 = — £ % =
dans les projectifs comne slle-méne culitre, va gue jfai
% £ e Z - E At a o, F = e e 5 e o 3 < 2
bescin 2851 e snGeialiger dong io apstroites § ce nlest
pas ieci 1o licn ..-01. ~
&
> - ¥
7y s = = SR = A e %2 TS %= F e < EL 4~ 3 -
Théoréme. 13 existec un entier n tel gue L 0Bs, e 10ba, ) (Spée+¥al)=0 .
= 5% v g =




