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LOPACES  POLONISABLES.

1. Espaces de type dénombrable.’

PROTOSITIOCY 1.- Doug un espoce topologigune mdtrisoble E , les proposi-

tions suivontes sont dguivalenies

a) Il existe un ensemble ddénombrable vartont densec dong © .

b) Lo tonnlogie de © z2dmet unne base dénombrable.

Il est immédiat gne b) entraine a), cor si (Un) cot une bose ddnombra-
ble de 1o topologie de £ , et a, un point de Uﬁ s 1'easenble des 2, est
partont densc, pulsque tout ensemble ouvert non vide dans E contient ﬁn
des cnsembles U, . Hontrons invercement gue b) entratne a). Seit (aaj
une suige portous dense de points-de E , et soi% 4 une distonce compati-
ble avec la topolosic 8¢ E 5 si Bm(an) est la boule ocuverte de centre
a, et de rayon g/m., les B {a ) forment uae base de la Hopologie de E..

Zn effet, pour tonte boules ocuverite B de cenire Xe et de rayon r , il existe

‘ “f‘
e

on entier m el gque 2 mJ T ,et gn enticr tel gue é(xogaa}v:;?jﬁi;

1z bonle Bm{an} est alors un voisinage de X, contenu dans B .
L R T : 33 z % % - = =5
ZEIOITIOCN 1.~ On @it au'un espace nétrisable E est de type dbnombrable

si 82 topolozic admet une base dénombrable.

I1 est clair gre tout sous~esgaee dtun espace mbéirisable de type dénom-

brzble est & *vpc dénombrable. Toulb %roéLi% I d'unc fanmille &énombrable
(Fn} dies pbces mStrisables de type nénama*a iz est mitrisable et de tyye

—_— z

dénombrable. En effei, 1o seconde agsertion risulie amussitbt de ia

s

dof

[w.h

nition d'une base de la topolozie dtun espace produit {chap.I, 3 8)

dlautre port, si d_ est une digtaonce

fudt

éfinissant la topologie de F_ ,

n n
les fonetions £, définies sur EXE par les con ditions fﬂ(x,y)z&n(xn?yn)
pour xX=(x } et yz(ya}, sont des bcaris sur £ 847 ‘inissant la structure
uniforme ﬁroaai* de celles des F ce gni mort gue cette structure

g ; :

est mitrisable {ciwﬁ IX, § 2, cor. an th.1).

& e




brable £ est métrisable, il es

Znfin, s8i vgn espace guotient B/R d'un espace méirisable de type dénom-
t nombrable, caxr llimaze paxr
n

1t'application canonigune d'un ensenble dénoambrable partont dense dons E

est pavtout dense Gans E/R  (prop.1).

PROPOSITION 2.~ S0it I llintervalle E0913 de R ; iout espace métri-

sable de type dénombroble E et hondfomorphe & un sous-espoce du cube Iﬁ[
in efifet, =o0it une distance compatible avee 1la tovologic de E et

-
telle gue dix,v)

part (aﬁ) une suite partout dense de points de E . Pour tout x€E ,
N
; i = ) 3 2] 3 o 3 ¢ 2 o
soit wolz} 1le point (&{Z’Qﬁ}>nw%ﬁf de X ; montrons que © est un
homéomorphisme de E sur ¢{E). ZIn eifet, © est continue puisque chacune

des fonctions = e%’d{z,at} lfest. Bisuire part, seit B une boule de
centrs Ty et de rayon r dans B , et solt n un entisxr tel que

&{zo,a'n) < 3/3 - Liipmage par p de l?ez‘_saz‘asle ¥ des points Xéi:?;‘ tels
'que gd{ye,& Y (1(‘:5w }f %/3 est un vois in? e de o % } dans o).
Tmis pour tout €W , ona é(xgwﬁ}<;d( € 98 }+rj; <;/r§ , Glod
é(x,r{ca}g,d{xa 2 d{x,u <z c2 goi montrs que *"»(t?( Sl =B
ﬁﬁzgaﬁkﬁﬁgzﬁg’et par suite gue ¢ est un hombo mozphisne.

COROLLATSE.~ Tout espac

> Sem o Ty 5 o 3 A A TAs e T 2 i3 2 e twy A2
got mitrisable et de type dénonbreble, et giil existe nne disiance
1.2 2.7 - 2N A i3 2 32 | = 3
compativie avec 13 touclosic de © 2% nour laguclle Z gsoit complet.
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On obmervera gue ce raisonnement montre en outre gue tout espaece
localement compaet dont la topologic admet vne base dénombrable
‘eat polonisable ; en effet, il est clair gunlun %el espace E est
dénombrable & 1'infini, et gue tout sous-espace compect de E admet
une base dénombrable, et nous ne nous sommes servis gue de ces

a“ pZ

dewy propri ist88.

P

5. Bections des espaces compacts métrisables.

thcgzﬂb 2 (Fedeyer<llorse).—~ Scient E et F deg eospoees compoaets métri-
=h “

sgbles, et ¥ une application continue de & dans F 3 il existe dans E
5

; =% L £ e Maa s w ey ; - =ees =
un gngemble B , intersection dénonmbroble dfensembles ouve

la restriction de £ & S soi%t une application biunivogue de S sur f£(E)

{"section® ponr la velation dtdguivalerce £(z

Oa pett Svidenment s

3
sy

- P : ,:‘,,___.: = 5 e = =
ecnsenbles ﬁ(m1,; Giv et 0 .4} Zorment un recouvrement

3

Qe 5{&1 smﬁg..sgf“

Zodaens g s 3 -~ 1A PR . J
zistence de ees cunmemblces dbocoule anssitft de 1o

e
campaezté de E ' ist




7

r(m,,...,mp) , et on posers B(m1,...,mp,mp+1) = 0(91,...,mp,m pour

p-H)
By < r(m1,...,r'z) et B(m,‘,..,M p+1) C(m,l,.,,rnp,u(mj,a..,m 3)
pOUr Mg }r(z%,...,mp)

Ceol posé, pour chague p , nous dirons gue les eunsepbles

B(mi,...,mp) sont dloxdre p , et nous les ovdonnerons lexicoszraphiguement

{antrement 4i%, B(mq,..,mn} est antbricur 3 B(gig.g‘gqp) si, pour l1e

premier indice i ted que mi# , On 2 mi<: 5. 1.

@

Pour chague yE€F , soit B, (y) 1'intersection de B _{y) et du

premier

1
réunion de tous les Eé(é}s liontrons gue. B, est intersection dénombra-

(')

ensemnble de la forme Bl{n) gnl zaﬁéaaﬁfe E (y) ;: so0it B

ble d'ensemblés ouverts de B . En effet, 1a relaiion 'xéggg égunivaut &

e

dernidre propridié sont les gsiaﬁg~ée B(m) qui apparticnnent & 114

réecivrogue Dim) par £ du ﬂﬁﬂ@ln nentaire de la réunion des
A 1

g m; mais asﬁﬁe £{8{qg}) es%t csr*aezg D{n} east ouvert ; par suite,

B{n)ND{n), interscetion dlun encemble forms of dfur ensemble ovverd,

Soit de mbme, pour

de B{y} &% 4n premisr ensemble de 1o forme B{m?g.,s?g }. aul rencontre

Eo{y} et soi% £§ o réunion des E_[y) 5 ou >i-dessus que
Ep est intersection dénombrable diensembles ocuveris.
Fous allens voir gque 1'interscetion S des ensembles E_ possiéde les
7

'
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I1 résulte done du th. de Weierstrass-Stone (chap.X, 2 5,th.3) gue les
polynBmes par rapport zux £ sont partout denses & {

évidemment de mfme des polynBmes par rapport aux £, & coefficients

rationnels ; comme cet cunsemble de polynbmes est dénonbrable, notre asser-

tion est ddmontride.

nbe de les aque Jjull <1 . Pour tout =x¢Z
x
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considdrons llannlication n —u
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B
J
etest une fonchion numérigue continue

» o501t B la bovle fermée de Fé'( ), fovr

=
de B dans R , gue nous noterons T

1ispplica-

ticn %~ ¥ est continue dans . Quopnd on nunif ‘*ggggg} de 12 topologie

i

. oy 4 2 - £ B s e < a5 ~
de 12 convergence simple ; eela signifie en effet gus,
=)

nory un nompre fini

s = < s 2 - 2 : - $
que X € , il existe un voisinage V de x_ tel gue ;aifx}~ai(:«:ﬂ}§ga
7 (] Ty 2 i = » e~ -
pour x€EV et 1gign . Dlantre part, lispplication z—=X est biunivoe-

gue, car on s2it gue si x et y sont distincts dans B , il exi
fonetion v continue dans E , & valeurs dans gﬁ‘gﬂ

et &2 1 au point v {chop.TX,91,%h.2). L¥imosge

(4

Z->% est donc un Sous-cspoce eenmct de g.{'ﬁ}

ia con vef,gcz:ce simple), homSomorphe & E . En outre, E est une pariie

_qdcezﬂ*:inve L"‘: 5(3} en gffet, 1la relation %amv ggg £ dang B entraotne

Ea(x)hv(x)%\  pour iout % GE , clest-a-dire g%(a}wsziv}g < € 7pour %

- - “2 el s Acam & , s Ep s R Se e A Y - 5 S i,
convergence simple dans B esgt done identigue & lo structure unifornme 4

-~ 7 - =, - £ 3 £ NS 3 S § 5 e rat <

o ey > - ol e < 0% { 3 {3 7 3 X <y e %

dénombrable des dcaris | x{u )-ylu )i (ckap.IX, 22,cor. du 3h.1) j 1le
£ % 2 1L 3

=y oo oo - e S 5 - 2o ¥

2.5 250 2ins: completenment démounire.
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