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Pour orriver & ce vésultat, L1l o 4%6 obligd de revenir zux Foundations
et dﬂxlnlr les bpoctﬂlisntions de fznil1eu qu elconques d'élémente dlun’
annea (plutBt que de "domeines" définis d?une monidre cssez spbeisle) 3
cels 1Lve l'ob3~0ﬁ10n faite en Congros, poxr Sammy ot d'ﬂutreu, gu'on
ntarrivait pooc & comprendre ou jucte ce quion cpleicliszit (o présent
on spéeinlise n'importe quoi ! ). Dlontre port, il o obdi aux ordres du
Congrds en commencant por un pr‘limin“lwe snr les naneaux de fractions 3
.mpis 1o lizne de démorcotion exncte & trocer entre ce $ et le § des
gpéeinlianiions cat oscez floue sur certains points 3 le rédocteur s'test
assujettl & ne pap porler d'iddaux preciers 2u '3 1 (sinon por prétéri-
tion, suivont 12 formule "31 j'8taisc un s2laud ...%) ;3 5i on z2bandonnait
cette régle, la ligne de dfmorcation en question giévanouirait complite-
ment. .

Dlauntre port, il sfest loissé entrafner & uvn enrichicsement assez
notable éu 3 3 (voluations) (cf. no08 5, 6 7, 8) 3 il pensc n'aveir
rien introduit qpi ne soit tout & £a2it & =2 p ce ici il stogit

ailleurs de notions et résuliats dlune ﬁragae importance, qu'il recom-
mande & 1l'approbz tion de son illnunre Iinftre.

Bn plus du dScanulage des onneaux normaux, o 2 pu, £rice & 12 notion
de divigeur, y donner um théoréne sa; ces anpnecant gni contlenz tout
ltessenticl des xcsal%ﬂms sur les anneaux facktoricls et de Bcdu“ind,
.grfce 2 guoi lo théoriec de ceux-ci %'%st plus sudze cu*uﬁ gxercice de
troduction.

Remorques diverses s 1) Le rédacicur, ne sachont ?l&o tr&s bien & quoi
sten teniz sur ce sujet, 2 procddé comme si la notion géneralc dtidéal
fractionnaire (principal ou non) &%ait 'd83d ncquise ; si cette 3ssemptzon
(comme diseit sutrefols Chevalley) n'éi2id pos correcte, il n'y aureit
quts insirer 1o définition de ces anneaux quclque port (O& e l'aceroches-
tn 7). ans la plus grande partie du chapitre, on ne fa2it pag lo conven-
tion qui eomsiste & Serire AB pour 1'idéal engendrd par les produits a2b
d'61léments des iddaux A et B , et AB ddnote 17enserble de ces praduits.
Cette convention est "nﬁel*iqucmhat introduite en son lieu {au S,n 3)
et subsiste pour toute la finm du ehopitre. 51 la cowmvention 2 48jd 66
faite dans Sourbaki, il fandrait une déclarntion dtintention sur ce point
an début dn chapitre.

2) Pour les Tplaces", il y a deux nota tions'possibles,' x -3 u(x) ou

z-> x{T), 1o seconde &tant usuelle quand on spécinlise un corps de
fonetions ; on s'est servi des deux, moig en définitive, dans ce chapitre,
12 premitre est de be:ucoup 12 plus utile, ¢t il y aurait peut ~8tre lien
de s'y tﬁnir, en indiguont 1o seconde en remargus.

!ll‘

3) Le rédocteur glest antocanuls dans sce nobations en Serivant quel-
guefois k{{Z ), 1] ou k[(X)] 12 o il curais ab berire k[X, ], 1
ou k[X,] (il est vrai que cette dernidre nototion prete £Acheusément

& confusion), et k((X ) .y ou k(X)) au licude k(X ) ..y 3
i1 s'en execuse ‘hamblement. = W

sse8 6
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4) Te rédneteur pe glexcuse pas s'avoir gouvsument derit A-B on
: lien de 1lvaffreux C,(B) ; il lul semble que ce cpnnloy o sssez durd,

et qu'on ‘ne peut ra*aennoblﬂmﬁnt se papecy de A-B, on dépit de l‘ﬂrgLM
ment dés sroupes nbélicns. On n's qulé. conveniz umm foig pour toutes
gue dang cepm-cl on n'ccvlrﬁ Quﬂﬁi“ -3 pour ifencemble des a-b, maig
A+(-B). ' 81 llon veutr une digtineiion GVWOW'””aquL, ee ne saureit etve
an moyen dl'un pigne bnroque, meig ce pourrait €tré, si on veut, par un

- as pour llonération de - ,kéevve d¢s encembles,. Il ve de sol que

A ne doit Btre Gorit gue guand A -entwen% B {1le croirsit-on, mais aux
origines de Bourbaki cela a 6té considdrd comme mne objection serleasn
contre cevie manidre dtéerive s C'ﬁt&’b une 10; de c&mpcszsloﬁ non .
partout dé'iﬂLG ). :

'

5) Deng lg d6finition &es idéanz premiers, 11 A@u% choislr gi on
inelut on non les spdeislisations tri vvaleg, etegi-a~-dire si (0) est
@renxew oz non dons un annean @lintdgrité 5 le :z rédacheur & adopid le
premiew. parti . (il ne sain d’alllfafs auguel des deux stétait rallig -
son prédécesueur t pe5 8e ls nrceédente “c&action, 1'exem§le 1 et en
_eea+ra diction avee in 46finition }) 3 dons un eas comme dans Llautrs,
le riSgue est trlis grand 8Voublier é@@quemﬂewa, en cours de reduetvea,
. qilon 3 inclus (fesp. exelug) 1'idéal (0) ; 11 semble que le premier
systéme’ soit legiquement plus satisfaisant 6y et ait ﬁrwtiqnemenc moins
é'lne@nvénzeaiu, gue le second. : e

Ma

2B AY&ﬂE ~eullle‘i;% une dernidze fois sa woéaesioa, 1e Wéaaﬁteur o
1'zmpreb81en que ses. 3,§1 ey 2 {qui, ean tout ce qui concerne les annesux
avge diviscurs de z8r0, sont epmenticllement un éiat” 1) éevr aient pouvéir
&ire 2 vl erés, et les recommande tous ngbicnl % ment & 1vattention

- di 60n5 eg gui 1em exaninesrs. :

- T) Bn vuoe ég 1z discudsion en Qenﬂwé i1 est feesmmand de ge munir
de la ¥édootion préeddente (¢t aussi, i p0351ﬁ1u; dep réuaezleqs ultéw
rieures), sinsi que de la Tribu (Congrds du Pelvoyxz).

.
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Dans ce c_xzanitre, on entendra tonjours par Fonnezu® un annean commutatif
avee élément unité . ;  par Yhomomorvhisme m'ﬂ“nc“a" un ?amomoxwhﬁ’sme d'un
tel amzay A dans un tel annean A' gui,opplique 1'614ment unitéd de A sur
celul de A'.  3En consr’qaeqce, si (a,) est une famille 4'Sléments d'un
anneau & , on dira "le sous-anneau de A engendré por lo fanille (a, )
au lieu de "le sous-aaneau de A engendré par 1o famille (a2 ) et 1‘?’lément
unité®. . On noiera qu'avee ce l"’lwiﬂ'e, gl 0L et un 1déal d*un annean A
e quorwm A/(z«, nlest Gn anneau, eb or n'a le droit de parler de-
it homomowyhgsr’ ¢anonigue de 4 sur A/CE s Gue i O % A .

9

. f- '
i B : Ie »dds cheur slesh apercy & ce prcpes, avec stupéfaction, que
1 Prop. 5 dn Chap.I, p. 144 est fousse : en effet, puivant les d8fini-
tions de oe chapitre, un anncaun d'intégritd peuds 8ire rdduit & 1'41ément O,
tandis que ce n'est pas possible pour um corps | . :

On noters tonjouvrs par & le nmonoide multiplientif des Sldpments £ 0
dfun annemu A (ecetite notation ne sert gubre dlailleurs gue dans les

nultiplieation, ne contenont pas O . Ia rdunion . des annnleteurs des

é‘lémen%é éié 8 (Chap.I, %8,ﬂc§) est \,alc}.’:u on iddal de A , autre gque A 3
en cffet, on o %%’S : 81 meh ,5€5 , et as =0 , on & (g;2)s = 0.
gééi que s0it @&, € 4 , done Q%SQ%S : %, gi"a?@é . st'es 5 arg%;-zq
on 2 (odet)es'=0 , ssT€S5 , done %, +%
beﬁ; @ 1 ”Zﬁ”‘i@iﬁ@.{”“?dggﬁ’l ean@ﬁiq{ze de A sz‘;:e ?zu;"’%f : done 1tannson

p(4) = AP/‘%ﬁ » Llamulatear de tout Slément de  ¢(8) est »éduit dép} ;-
'\am‘cmant éit, aucun Elépent de |
emere toua les dicm men 15s de  ©(S) sont réguliers pour lo multiplication dans
wih). Soit B 1‘ anean des fraetions de o{h) _{Ghﬁgaigé%n%&,&éfﬁz)

( ,

dans R , ious.les Sléments de o

% 4 — % 4 o AAE Al z 3 Pl e =
on & A, DS olh), et on vérifie immddistement gue E"S est un sous-annegy
s
- e = - #o = $ mied - = s f2% S g ios™ =i
ge R , @ saveir eelpi gul est engendré par wl{h) et par g,u; .
f z
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Définiticn 1. Soient & un anncan et 5 unc partic non vide de A , stable

pour ls mpltiplication, ne contenant pas O . Lionneau A, d4éfini plus hout

glapnelic 1llannean de fractions dérivd de & ou moyen de 73 5 l'homomor-
7

phisme 0 défini plus haut stanvcllie L'“cﬂomovnhlsme canonicue de A dans ém-

Remoy ueb~ L’anae@z dees fraetions de A, tel qutil 2 €é%é d6fini au
2 4
Chap.1, 39, nY, dé£.2, n'lest 4videmment antre gue l’anneaa dérivé
de & o ML ‘moyen ée l'ensemble de tons les 6léments de & guil ne scont

pas divigeurs-de O dans A .

Troposition 1.~ Soient A un snneau et S une partic non vide de A , stable

pour 1a multiplicaiion, ne contenant pas O . Soient A. l'annean des frac-

tions d48rivé de A au moyen de S , et l'homomorvhisme canonigue de A

dans AS . Alors v 2 _pour noevan la rdanion %@S des amnula%e&rﬁ des 81&-

ments de S dons A 3 tout 616 Sment - de ©{S) est 1§VESEi é dans ﬁa»; et

on 8 a AS = g{ﬁ}@(S}“i. ancun 8lép A% de S nlest divisevr de O dans A ,

ﬁ

i
4 es% un sous-annean de A- , et v est 1'isomor phisme identique de A dans
g

ipversible dans & , gna Ag=A , et ¢ est
A

. e8% anneay 4ti ﬁ%&@rité é« est

3 e
. : = S

viéelée A , stable

fp

fanneab des froe-

canonicgue de 4

dens As . Soii £ un homomorpvhicme de & dans un ﬂfﬁeaz 2, 2l gue

= omonorvhisme canonighe de B dons lilapnean des
¢ ggae%iaﬂs By dérivé de B au moyen de T . Alors il existe un
L —>3B honmomoryhisme g et un seul de Ae dang Bn » tel gue gop = Yof
’ér ~ Kl 3 L‘b ol “2 & = £
é %’ * sn g glhy) = ylE(a)lviz(8) ;s i &4 est 1lc noyou de £,
AG — Bm Lf@ -4 - e iz _ : :
s le novau ot = ¥{d} de fe¥ est ll'ensenble des ae A iels

~ s A ; o St ek
que aﬁﬁﬁfi%?, et 1c novau de 2 gsi w{@%}g{u}.g . ;
S (ﬁ

“we




@ -5
~. .Supposons g construit 3 alors, si tp(a}/a;a(s) est nn 6lénent queleonaue
de A; , avec 2€l , ZE€S , on aura g%:z?(a)/g?{'s)_jrz W{f(a)}/w[f(x)]
ce gui montre qgue g cot unigoe 3 réeiprogquement, il ept immédiat gue

¥

cette formule é£init un homomorphisme g de A,- dang .3,3 - De plus,; la
relation gig}(&)/cp(s)l = 0 équivant & Y[f(a )]_O done {puisque le .
novaun de ¥ est 1 rdunion des znnulsteurs des Sldments de £(S) dans B)
& llexistence de 8€S tel gue f(a)i(s) = fl(as) = O ou.encore tel ate

clegh-0-8

2

4]

W
&
o

ive & 28NOL# P 5 liensenble de ces 614 ucﬁ"as eet
o 5
oL

. z ozt % : m
lone bien le noyan de Zfo¥ , et le noyau de g et old jolS) .
ent 1lensemble des &ldénments résuliers de 4 , et si

225y T —.»,.:Sf""i,-,.. o ROl i et o
£{5} mont invergibles dans B , on retrouve la

deuxibme pariie de 1z prop.4 du Chap.l, % S04 o

Corellaire 1. Avas lcs%_maimwz cﬁr}ssvw, gi = C% un ig Gﬁ@fﬁhi%fﬁe
de & dans B , g gst un isomorphisme de Ay dans B -
‘m effet, en ce ¢an, on o 0L = 'fw?;: ; donec 1{3 poyan de 2 est (0).
En verin 8e ce eovollaive, si A est un sous-ownpesu de B , et guion

Eﬂ
Lt
Gu
»

L]
5]
it
(%]
t

wrenne pour £ l'isomorphisme identigue, il y a un Wazzf} phi

niguenent ﬁéfiai, de fficg dans B. au moyen duguel on EUL%‘ i&a%iiier Aq
b = e =

avee le @omm%’:ﬁc A.5" de By ;5 le plus souvent, on convicndra de

foire cetibe identifieation.

Corollaire 2.- A,5,A. et v Stant comme dans 1a prop.i, soit &’ un idéal

= =2
de A, 5 soit & zca%{e;«%;*} s olors on o oe'=p{d }géi‘é}“’? 3 83 aé&_ .

as N ot £ ¢ c:W'*fxim aggj@. : 2%t teg relatlions 3"%Cuf“};ﬁ’:ﬂ‘é uge correspon
gence biunivogue entre les idéaux o/ de Ag et les iddaux ot de A fels
gue aS ﬁg?éz’ eﬁrﬁﬁg aed « e *3’%.35 sig et @/ se fsafresmzﬁﬁeﬁt
ginsi e #
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Définition 1. On appelle sndecinlisation finlc dlun anncau A +tout hongo-

noxrnh 1sme de A sur un awneay d'intberité.
Remargue. Cette ddfinition anperattra bi B copme nn eas particulier
de deux autres gui seront donndes plus loin spéexelisati n finie

0
diune partie de A , puis plus généxmlhmcn* ”350*“1 igation d'une
partie de A).

Comme tout anncaon dvintégritsé pc=t ﬁtre congidérd comme plonzd dons
_ son corps des fraetions, et que Lout oO&o*&QﬂG 3 @ tan corps est un snneau
dlin tCﬂrlté 12 prenidre partic
spéezalzsatlsa.ziai& dlun goneat: & ezt un homomor
corps. Quant & le deuxidme partic, on voit, par passa e an guotient,

Pl

gpe deux spéeialisstions finies £,£' de 1'anuesu A sons. Sguivalcntes s'il -

8} sur f?(ﬁ} tel qus £'=gof 3 en ce eas,

-,

existe un isomorgnisme g de f

S

: 5 G 4 : ‘ o e, = ~ :
il résulte de 12 prop.4 du chap.I,%9,n°%, gue & peit, d*ags maniore %

] r'

i S o e pon e e -3
5 & un isoporvhisme A8 corvs des frac

ions de

o

It
M».

e 3

R

o
ke

2

& ¢
fod .
i
Pl

o 5
(e
{"’-\\

o
A,
fed
riniurs®

.

it promior si clest le

=5t

C“‘

Définition 2. Up id6al W d'un amncou & esi
= 2 s

novau dlune gndelnlisation &e 5
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5) Soit A l'anneau des séries
corps

gson terme congtant est une Spéczmllsaﬁloa de A

1'idéal noxinmal de & .

Soit & =‘%)1ex une famille @'é18ments 4'vn anneay

formelles & n indéterminbes sur un
l'applicatmn gui, & toute géric formelle, fail correapondra

dont le noyau est

T
%

]

b

”ﬂpres le

th.1 du Chap.IV,§2,n°%1, et la Remorgue 1, p.20, du Chap.I1V, 82,n% , le
gous-annean A de R engendré par les o, nlest autre que itgngenble Z[&.‘}
des Sléments P(&) gquand P déerit l'aunean Z{Z@ des 1 olw?oa¢ﬂ sur Z &
indé%erminées (X ) : ¢t A est izomorphe & -§}>E/J@ ofL QL
: - 12 LEL : L4
1'idéal des relations ¢ 1?“83 gues & coeificients dans Z enizTe les X, o
clest-b-Gize 1tensenble des ?e;zazj tels gue P(& }=0 . -
ET090$1tibﬁ 1.~ Soit éLz=ia@}ég.? zne fomillic d'61iénments d'un anﬁ@aa 7 s
&9 i :
aclt a 2 {g )téii aga famille d'Sléments df'um corps k , ayant plme enden

ble‘d?iaé.mes gue & . Pour gulil existe une spd

e Lo

On dénontre exactement 4
T

gcialisation finie £ dans
k de 1'annean EE&] enzendré por 4. dons B , telle gue :E’{a;&} = a,
quel gue soit ¢ , il fout e 11 suf £1t que « goit un zére de 1'idel (I
_des relatioas alsd rigues & ¢oe: fficients dons % entre Ies @, ¢'est-a~
dire que TPe€ 2{;{] s P(& )=0 eai::s:sivze P{a)=0 ; et, guend i1 en est ainsi,
£ est 'aé'hér'&inée d’une m@rsiém unigus. o
En effet, sl @ est l'homomorphisme P->P(A), de noysu (L , de Z[X]
sur Z g,a,’é , ¢t o1 £ ost une spéciamlisation finie de Z[&] daws k ,
focp en est une de ZEXE dons It ;3 si f‘(aﬁ;s @ ,onsa g(X@_} = 0, ,
dtot gz(P) = fEP(és)}— P(ax) gquel gus soit FE€ Z;ﬁ’:% . 8% en particulier - '
0 = Pla) oour P{a,,.) =0 . E;SC‘E‘?Z@?{ZC’XE‘E; gi P{4 )=0 esntraine - '
P(a)=0 , et gu'en pose g(P) =
hcmmaz'phlwe de Z[XI dans k qui s?ﬂmalf‘
pa:r passaze azz gqooticnt, un honmomorpa
= foip , done en portic! culier &,
e mios
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Pro ti 2.- So:.en't: R un goneap, k un corps, €

ni soit en éme remps sous-anneon de k o Soient do= (a,&), @ = (a, ) une

famille @'616ments de R et une fomille d'é1éments de k oyant m@rne ecngemble

dtindices. Pour qu'il existe une spdcialisation finie £ dous k de lion-
neau E[&»J enzendrs por A et & dens R , telle gue f(a) = q quel
gue soit et gue £ ipduise sur A 1l'automorphisne identic

11 puffit gue o gsoit un z6ro de 1'i86al des rolotions alsdbrigues & coef-

Zicients Gons A entre les & , clest-o-dire gue Pel i{{ Y1, 2(a)=0

entratne - Plax)=0 3 et, quand il en est ainsi, f egt déterminde d'une

manibre unig! ne.

Définition 2.- Soient 4=(a ), « = (a

npeau R , e% zne fopille afdldments dtun corps k s 2yont nérpe enscuble

c;‘iadlces.' On dira gue & est une s’"g&@;a&:‘asa’i:’i@n finie de -8, dans k si

¢iest un zéro de 1'iddel des relations sipbbriquos & coefficients dans 2

i
_entre les a_ , e*esb»a—-&iz— si ?éZE(Z&@Q}E , Pl&)=0 entrafne  Flo)=0 .

On neter.a ghe, 8'il en est ainsi, a, ¥ entratne @, = @, , donec gue
o .

a‘é@?a‘,‘b &Ciex‘ mine une opplication dans k de 1i'ensemble des Glépments de

1a famille &b

Digprds 1o prop.t, la d&f.2 revient & dire gue & est une spdelalisat
: . ?

contenant les 8, 9 telle gue Zf{=z_)=u

-
&
si & est une pariie de kB (considérde comme fopillec d'éiément

une spéeislisation finie de & dans k est ure application de & dans k qul

_ peut se prolonger & un hemmr onisme de B & | dans & , ec prolonsement
: - : Les ] : ) z >
étant dtaillcéurs uniqz;a‘&'ap:ﬁés iz prop-i. Si & est un sous-annean de R,
on & Ziégj » 8t on retrouve, comme il se doit, le contenu de 1a 46£.1
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alors on pout prolonger £ & _une spéeinlisation finie, soit de Afx] ,
goit de A[x'] , dons K .

Supposons gu'il n'en soit pas ainsi ; alors, d'aprds la prop.3,
x satisfero ou moins & une relstio

)
@

g

le 1a forme @ = BeX Feoot ann
avee ae€h - c pour 1€ign ; parmi tontes les relations de
v ¥4 : :

cette forme auzguelles saticfait x » 0n neut supposer que eelle gqu'on
vient d'éerire est 1'une de celles qui sont de plus petit degrd en x .
Soit de mlme = p;x'+...+p;z?ﬂ une relation analogue en x', dont 1le

dezré en x! solt le plus petit possi

3

ble. GOupposons par exemple quion ait
npmn {sizon on Schangerait x et X') 3 et posons b = ¥x'€ A 53 ~
Hnltiplions la premidre relstion par a!, la sceonds par gﬂzﬂ s 8% ajon-

+oﬁb : on obtient , L
2al! = (p;atx +-~'+§ 1“ % 1}+€?n?§bzﬁ *“’“*Pnagngﬂbﬁ) .

ﬁais B Stant premier, on a sate A- P 3 afawtva part, le second membre
est un peTrnome e“ x de degyrd < n-1 , dont tous 1 g coeffiec nts sent des

S16ments de P 1 51 aﬁ>fﬁ » le sccond membre es% sans terme

ﬁ*
5
5 ﬂ
-
[47]
o

1%existeﬂ”e da 12 r@;wt on 2insi obtenue - csn*reé*’ 1?=v“9“%~se diayrés

= S

1; uelle = ae sabisfait & sucane relation de mlre Forme que

g = pqx +...+pn et dedegré L n ; 51 n=p, il n v 2 gula faire
passer an gfenlev nembre le Herme conmsiant p,pit" du second membre pour

ohieniy de ﬁé me aﬁc eant adiction.

B ;ﬁnelalzs isﬁs éaﬁs les corps projectifs.

Comme ou a vu au n°2, le vrolonzement dlune azéeialisatiéa finie nle

% z st

pes toadoafﬁ yemszble 3 2u ee*éz vive, le Jmas@ﬁ"c”” gera ftonj urs possi-
ble si l*en éteﬁa 13 naticw de spécialisation comme siit.
Rapgeloﬁg (ﬁlg.,ﬁaapelaj gue, si k est un corps, on sorpeile corps

yrajeetlf }:@@ la réunion de k et G'un ensemble & unr seuzl 4isment natd

% z e A st T o . £ L= E
@ , auquel on “Lead (partiellenent) comme sui% les leis de composition de
o * .

F 9 - ‘ E =
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s
il revient an mBme de dirve gue toute spdeinlisstion dlune portie £ d'un
annean R induit, sur houte partiec X' de X ,» ne spéeinlisation de celle-oi.
Suppogons que & s0it wne mpbeialiseiion de d. dens lceg , 1les notations
restant celles de 1a déf£.3 3 soit S la plus petite partie de B , stable
pour la multiplication, contenant

-t
o0
e
!-u-l
()
fied

g, pour Ael , clest-a-
dire l'ensemble des momomes I{({a,

%

¢

tous les S1lénments de 2{3) devant B%ve iunversibles dons B

ig cg dons s S ne contient
pas O . Coome au %1, so0it .f.‘,ﬁ diaanean des Zraetions d4rivé de E au moven
de S 3 soit 0 1 'hoi’zm*‘m‘_c'm cancnique de R dans B, ; d'2prds la prop.2
an 1, 11 existe u Zzemomcﬂ*?:ismy g et un seul de B, dzns. B! $el ane
¥y = = : : 3
. 5 2 : -1
= 3 Sy "13.’!3,, e 4 & 1 2%, = tnfe ¥ > Tt o= ot
£ 8o Posons Bl = al {g(%; ;300_; @%’é L 2% = olay ) et bl = al
pour A€L , dfok b, = g(b!) quel que soit © 3 il s'ensuit (prop.3,n%)
gue B g _y;-_e:- ssé@iaiisa%ion finie de D! = (b}) véT. : atest done 1& une
- : : L, & % = .
condition nd sessnwe et suffisante pour gue & soit uwne sydeizlisation

<, o 5 e e s -;:JA.”'Q‘W; N .
de & . Appliguons la d6%.2 ; so;; P= b{ﬁzﬁ)ggz} = ?(‘{Y@ 3@%{3(2‘)9
{Yﬁ, Joey) ©bn polynome de 1'iddal des relations entre les B! & coeffi-

5

cients 8ans Z : on devra owoiz - 0 = 2{{8 ) ~) = Plla )

ients @ans Z ; on devra avoir O (‘)%;dgéi} {{@%) o }9€Q)A@B}
Mais, si P est un lzmcme quelcongue de Z{é?g,}@g ), on a, é‘ nrds
1a définition de B, :

T

. = b} i {a
B((b])ye1) = (21 ex)/illa]) jer) -
T
= plal(s, | 4 .
o& I (}i.}&}i%:g;} cst un momome e% i«?i'{{féi,ﬁ}g g1/ 12 polynome de ZE{K@ )@"gzﬁg

tels que llon sit 2
; .'*9 4 o - e 4t 3 s 5 - e f ..,«"i . .
2 (3 . X = M{(Z,) 2R aa O ;
‘@{(J* )'@é "‘(:{)?("‘:&)A@T) ey éiﬁ@ L} ((4@)3%@€5d;{3 {‘}3‘}%} )AéL)
Pour gue {{b’), =) sfannule, 11 faub et il suffit, avec ces notations
4 1€& 3% : : : : ; : 2
que Q‘((at)@éz) s0it ::Zfazs le noyau de v , donc (Prop.1 du © 1) dans

ltannulatenr dlon monome I _((s, Aer’: donc, en posant Q, = H Q
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gue llon ailt _Q1((aaj)£€1)=0 - Bemplacont I , Q par W=l 11 et Q, ,
on obtient ainzi le rbsultat suivant i

- Proposition 6. & , @, I, L dtant comme depns 1a 46£.73, soit (L 1lensem-

ble des polynopmes PéZE(Y&)ZéT_g ayant lo propridté cpivante ¢ il

existe un monBme EZ((KA)x, Ix) tel gue § = L{(X,)

)
)L)‘Lez) soit un polynome dans les X, ef gue Q({a ),ﬁé‘i.’;‘?)ae . Alors

£9

- pne condztzon néeessaire ¢t suffisante pour gue « s0it aa' sndeialisation

gae sci‘s Pe @; ‘

Proposit ie 7.~. Soit £ une spdcialisation, dons un corps projectif k

o ?

: x SR IS S e = o o = et 3 g e o
I’*(xz v} = 2(x) £ £ly) , Zlxy) = 2(x)ily), £(zfy) = 2(x)[tly)
.egt satisfaite zhogue fois oue les deuz mepbres sont d4éfinis.

Considérong por cxzemple la premidye de ces relations, £{x+y) = f(x)+

ey
Jele
(]
0}
fis

‘-?f{}’) 1 notre proposition signi )
enague fois gue ze€X , yeX , ztyeX , et gue £{x), £{y) ne sont pas

2
5 : 3 = 2 LY LYy m s ; -} 3 AC S Ty i g B
tous deux oo - Il en est gingi, dlaprés la définition des spdeialisations
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Prolongement des sndeialisations.

Proposition 8. Soit f une spleinlisation finie, dons un corps z, dinn

sous-onneall A d'un snneay B . Seoit T llensemble de 2g Eléments x de R gui

-

satisfont & vne relation de la forme ox = b , o el , BehA , et
£(a)#0 ‘ou 2£{b)#0 . Alors e
dlupe seule, & un-e sné

i

m
&—b
o
s

=
prs
a»
%1
o

prolonzée, d'une manilre et

4 \#
i
m
osd
f=te
T
£
o
E.-ln

HO
I
=
(1]
P
£
&0
i
in
o

*00 *

@ 7 3 g1 2 est
longement, une relation de la forme ox 5 b " entratne £{a}:
ce gni ddtermine £'({x) ; on voit que f£!'(x) est Fini 52 ‘
2(b)#0 . 51 5ER satista |
6t atx = b, on a xlabl-a

7

Lignieitd résulie immédiaternicn:t de 1o

‘..I

ait & deux velotiouns de estte forme. 2z = b

')

relation par a, bBlabi-a?
£{b)2{ab-a'p)=0 et £{b?

m
{33]
L)

{
m
mﬂﬂ

b
O

¥
o
e}
&t
frsfe
6]
!
L
]
i}
€
o
e
£
=
e
W
gy
—
Lry

Vgt
t
Lo}

w

oun on 2 Flabl-albl)=0 et -}Ai%’ =0 a?}-{b} done en tout
ﬂ
.2.

et
eas, en vertu des hypothlses faites h’}}i(a*3 3

&0
Peta
£
(]
&3
o

st une application de X dang k . o

semble des x€X  $els que £ {x)£ o0 , {‘3(?”&-—-;«*-(1136‘ des xé.&
. BEA z'a}f@ : 21 x!

% = By oy ."?' —¢ ., % . 8 S Pt e Y % &
est un antre Gidment de A', satisfaisant & une welation analogue alx'=bix,

on pose f!(x

&b Mot
i
by
o,
g
.'\'\e&’ %
» o
y i)
AN
]
St
«
fhy
o
O]

on 8 (zal){xx'} = ¥b?', [aa!)(xx!)=a'biob? , donc A! eat'aé‘aﬁnegug

qui contient dvidemment A ; il est inmédiat alors que £ induit sur A

un k@mowefph23§e ée}ﬁ* dans k « 3@1& mointencont § le complémentaire de A
ele

dens X , 554~ dixe llénsenmble des s &R satisfoisant & une relation

: 3 i : 2 =
as = b avee 264 , beh, £(a)=0 , £(b}#0 ; a1 § eat vide, il ne nous
reste rieﬁ & démontrer. Sinon, S est mulbiplicotivenent stable et ne

“@”%3"&$ pas O . Soit x un 6lément de l'eannuloteur de 8€S5 3 en 2 ass=b

o
Py
©
et
t
L
L}
o
S
£
GD
)
@0
b
]
&
i3
&
ad
£
i
i
f
i
i
4

avec a€h |, be A




ons

>

o

£

T

a

8 7

b

nou

e

.
¥

w{At) de A' par
e si

ge
trd

g 45no:

1'ip

2

e £" dang It de

vl

a

-

QT

ha

iann

n

¥
>

e

A8

G

J
1

nocre

1
i

ne v de B dans 1

et

Hd

un homomorphis

canonig

done
isme

-

déternine
1'hemonor ph

£

nisme
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 Exempleg.~ 1) 8oit k(X) le vorps
indéterminde X.sur un corps k
llannean k[X] des

extension X e k 3 comme on g vu

clesgt lée corps

L

tione rationnelles & une
des froetione de

2]

des Lroe

polynomes en X sux k . Soit & ua olénont dlpne

(0®1, ex.1); 1ta )nllcation

P—> P(E) est une spécislisation finle de k[X] dans K . Wais to
Rek(X) peut 8ire mis sous la for P

entre sux dems k[X] et par o
saloc glors de 12 prop.8 gu'tey
' ﬁ(@} = P(bxfg(g), on Cé(lﬁ1t nne

'srmlﬁu:c“a dang . K--Q@ .

me R = Z/Qf,'o&:P , @ 'mont premiers
£0 ou @

plﬂcn R —»R(&) du corps k(X), &

2) boien% D un gomalne {eusenble ouv v eéﬁae?e) du plan de la

v%riable cemglexe, o uﬁ ﬁOth de

ghes,anﬂs 3 f «9»f{a) ESb

mhférémg 1. »eleq% B ouon anneay s K un |

une.

J,m.la,es?“ “des ioa&tienq mercmarw

place aeu valeurs dang € So %

spéelalisatian d'une gautie Xde R, &_vazeufs_agng’g

leﬁgée & uaa_yiaee,ﬁa R & valeurs dzus

Oréenﬂaﬁs en ef iet 1és.$§éeialiSaﬁi‘

1a ralatieﬁ “f'@@eianﬁe £1 " ¢ 11 est
inauctif done, en.verﬁn dn th. 82 Zo

prolangemeat maximal.:iﬁais,-d’gprég 1

g oo
2.
ons de parties éc R dams K ?c‘:ﬂ'

immédiat oun'ellies XG””@?% ua ensa mbls

srn, toube aga&imiisa%ioﬁ ednet un

a prop.9, une spboialiss ation maxzmalf

gon corps des if'é%ieas, il a'y 2 pos

é,ﬁéle&xs éénsfﬂfgévest nécésﬂai cement définie suw R,%saﬁ sntier ; auirg-
ment dit, afes% ﬁﬁé*élaee'ﬁe R ¢ '

§;‘Sﬁ§eie kha%i@yﬁ'a g annesux dfintésrité. épmﬁe on egt convenu de
consi aérev Lﬂ@ f s,ﬂaaw toutes touk éaagaa é‘ix%égriﬁé, §1ﬂﬂ&w dons

S A,z;"v < £
n & é%ablir entre spé-

= = 3 G e e : = ot 7 2 a5 = S > e S -
cisglis a%&ons dlune fomille @'é18ments d'un apneay c‘z:ie%gi%e et spéeiali-

gations é*ane famille 4'6léments dlun

wdo § . 7 % “ % e wv- e N e s
12 notion de spécizlisation aux pard

: 2 i 29 A 3 S
2 et fomilles 4141 2uonts des corps
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Définition 5. Soient 4 = 5»)1;6 T 2@ "’(“z)z,éi deux fanillcs d'é1éments

ayant mnéne engen ble dtindices, apporfenaont regnechivenent & deux corps

¢
‘projectifs K , kK, 3 soit J 1l'ensenble des € 1 Gels gue &, % o0 .

s

On aira gque © ¢sf une spéciplisa vbion de 4, si (’“"'z,-)ze_J egt one spéeinll-

sation de (2 )@&J' et 8i @ = oo pour tout z € C(d).

Auntrement dit, une application £ d'une par r4ie X diun eorps projectif
i ans ua corps projsctif k _ . est une: spbeiaolisation si elle induit

smlisation sur llensemble des 618 mepts de X antres que oo , &t
g1 floo) = co pour ©o0€ X . Dong ces conditions

onz, le contenn de la

“Brepe ition 10.- Sei‘g £ une apéeinlis 'Lwa d"une partic dlun corps 'm"ew ’

ee*slf K, dans un corps projectif k : . Alors chacune des :cela‘tiens
sas oo -

elzty) = £(x) £ 2ly) , flxy) = £x)2ly) , fl(xfy) = fiz)/f'(s)

oot satisfoite chague fois gue les deux {:erﬂmes s0n% définis.

5 : -~ » : = (& : XX 1 o

Sgien’b a=fa ) 1 % ,u%}téi deux ~.ﬂrzz,.:%,les d161éments, 9?&9:&’5
m8me ensemble 4° 2{?5’3@@9’, qsz}m*{:eﬂmws nectivenent & denx cOrps projec-
tifs KQO » k,, 3 soit L l'ensenble des J\;,é € “i:ele: que {x}; = 0o .

Tenant compbte des 48£.2 %13, 3 {?.‘10:53) et des Te f%qucs gqui suivent

celle-ci, on v6it que @ sers unc spdeislisation de & glil exi ste zm

homomorphisne £ dons k du sous-smmesn de K ez:zggezmré_@af les & - gom"

e Y .rsgﬁ.‘; ¥ = =2 ey "*’ :

1€ C{L) g% par les a,  pour AE€w , tel que .:‘fia@)m@ pour -

: - . s 28 "”% 7 ""’? 3 P £

t€ (L) et 2f{a; ) =&, =0 pour kel . Supposons maintenant que les
P s v azy = .

fomilles 4 , @ soient spéeislisations Ltune de lfauire ; slors, nov

¢
seulement &, = o° entraine @&, = oo , mals &, * oo entrofne o, = Co;

z 1 _ r
I est donec sussi llensemble des K teles que 8= 0 et il existe un

nomemérphisme 2 @ns K de llsmnesu engendré par les a pour 1€C(L),

gof

= (o]

tel que g{@@}z&g pour tout € G(L)- 11 slensuit que

sont -les autone
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'par lea.ai,et ﬁar.les @ respeﬂtivemenﬁ,,pbur @e:G(L),-done que
48 soht deux izgomorphismes, réeiproques llun de 1tantre, de tes annesus
1'un sur llautze, Comme ces isomorphismes peuvent alovs €ire Stendug

aux corps des froetions K', k! de ccs anneanx, puis anxy corpa,ﬁroﬁeetifs

'K*m ,'k'?w .5 On en conolub

‘, 5 "' G4 Qf‘ Gy pem o - - el 7% £ ,f’ o &5 ’; 05 ¥ 5
Proposition 11. Solent {8 ), ex » (@8, 7 Qeux familles d'éléments,
ayent méme ensemble d'indices, de deux corps projectifs K., ¥k, ,

Pour-gue cos familles solent spécialisations llune de

i1 suffit gutil ¥y 2if un sous-corps projectif Kt ds K

§

_iSOQQQﬁhisma £ aejzzxf' sur un sous-corss prolschif ki de X

tels aue e € Bl e% f(a'}ﬁi'

Qéi' i%i ,5&_-&

dtune fomille 4'616ments & d'un annean ou bien dlun corps projeciif sst
encore uae spéeislisation de & .
Détinition 7. Deux spbeislisniions &« , &t @ ?’L fapille 4 d'élémeaﬁs

1‘}
w
(3
B
et
&
AT
o
e

e o 33 L A 4
safcﬁt_&zsag Gauiv

L thne de 1‘0"‘“

finies £ , 29 Qlun somean 4 sevont
g de £{4) suxr- f!{&) tel gue

fant et 11 onffit, comme on sait,
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.

‘J‘hénrf‘-‘me 2. Toute e{ﬂeialisa“aion d'une gpéelialication dlune famille 4.

d'Clﬁmz’rba d':m anneau R est une spde iNli atlon de A

Soit o une spbeinlisation de & = ( )ze y @Gans un corps projec¢tif
oo 3 @6finigsons L, £, B', b, B comne dans la d6£.3 . Soit 4! une -
nde @ dans un cords projectif k1 $ posong B! = o

, 1e71 ©8t une
pécialisation de B § comme 'f est une spScialisation fizie de b ; 11
résulte de la prop.6 du n%3 , 8% de 1s dé6£.2 dn 2%, que ! est une
spbeinlisation de L ; si done I désizne llensemble des pel tels gus
(3; = oo s 11 ¥ = un homomorphisne g de Z' dans un snnean 3T fel que

»

g{b ) s0it inversible dons BT guel sue goit pell of guten posant
e 2 }}, ) e 2 - = : & -

¢ = glh, ) s ¥, ;3’ pour 2€C(L} , o, = glb, }

o = g et y! =0 pour

peW , y! gs_i'%; e péa, ialigsstion finie de o ={g_)

e’ t€1
conditions LUN eat l’eﬁseblr: dez ¢ tels que a! = oo , et ong

y! %= cv.* pour v E€C(LUHE) , y' =0 pour +eLUH ; b= gef est un
‘ﬁe‘mmc?‘%hisne& de B daas R", et on o e =hia ) pour tze€ {Eiﬁul‘;ﬁ)p

%z-;_,\"z*e_(a{,)' pour <€ L@ms

S cela démon %: <)

le théeréne.

Ls:fsqg'?’ i1 s'o2it &lune Corpe, i &éziri“‘ ion

dlune spbeinlisation donnde précédemment peut &ir préscepide dlune menidre

pius simple, en rajson du fait gues tout élément d'un corps est iavezfgi%@.

Bn combingat lag é@faz {n

G?X i ‘:f'f;g‘; e B Aa s e
Je-in 3] 8% 53 5 et les remorgues gmz .:,aivwz"f

.12 @82.3, on “’:H:ﬁ“'s le résultat snivant 2
2
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noug notevons dépormals cet nnnean par A o bans ceg conditions, ! induiti

gur At=A un homomorphisme de cet anneau dens k-, ani nlest avtre 6vi-
demment gue celui dond 1lexistence réesulie de la prop.2 du 91, appliqude

A, 2, 8 e 33 , B = A" ,B=3; =k, pétant 1'isonorphisme identi-
; L 3 £

!
v

que de A dans A' et ¥ celui de ¥k sur k 3 alors £' induit g sur A' 5 il

- . - : : o
stensuit gue le noyon g@’ £1(0) de £! est donné par %P =§8s = Af;
Comme dlaillenrs £! induit £ sur A , on 2 §3=<Ar333f . Bnfin, s xz€D ,

é
= - . <t e 2 : "
on 2 X Yen , et 2ilx" )= £1(x) s en particulier, é'ag@ ot l’emseme

]

bvle des S1lémente jnversibles de 4t, dlod résulte gue &%?,m At 3 e%

elaz cmhué

,gigz,a , il fapt 3% il suffit gue tout &lément de. A~ 33 soit imvevsible

dong 4 3 comme d'ailleurs audun s14ment de §° ne peut 8tre ix vefg-ule

by s & B T = £ w0 97 ALP A Aok <
et | cst idfal moximal dans A {Chon.I, 28, n'7,a6£.7) et est l'unique
3 - = hi;—‘ - x P o 4 = & e Or.r
j@4ol maximel de A 3 Af [ est alors pa SOFpS {Chap.I, § 9,0 3,th.2).

LasE b2 s e e & e -3 < TR R AN A
n4finition 9.- On dit gu'un apneap A {co qmgaatza, ovee Gloment uniio) €87

2

un annean local 8i 1iensenble '%3 des %1” ments non inversibles de A est
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Zezinition 10.- Soient f une sndeinlipnt bion finic d'un onneay dlintéprits

4, 32) = £(0) son movzu, X 1e corps des fractions de A . Alors 1'annemn
/

A‘@ est oppelé llanneon igea al 8¢ 1o spdeialisation £ » % _son idéal
 Doximpal ZO& o8t anpeld elé 1'id6al de spéeialisation de £ .

ot

R A

Tons ;;oavoa aloys résumer et co npléter comme mnit les réf“?l’m"‘.;
obtenus.

fhéozbme 3. Soient £ un homomorphisme d'un snnen 1 dVintderits A dons
o - ;
uneorps k , B = £(0) le n

Alors ¥ peut, dlune monicre

vau de £ , X le eorps des fractions de A .

nigne, 8tre proloncde & nn honomorphisme g

Ay def , chn,u-»-wm,l“"e de 1l'anneau des frac-
J 2 >
tiong dC ivé de A oy moven de A~ 5 1c vovan de & est P Aoy 3.

de Ay, , ot onz P = AN(P Agy ) Te

1
domaine D gg fest D= AEEQAT 3 de prolonmerment ecanenisuesde § est

Ear

preniers -l de é.@ et leg iddanz sremiers 9 de A contepnus dans B .

uau_ 1 éem ée‘z‘Li eres acgeértions . hout cela o 644 ddmontrs rlus haui.
g -

Le fait que g(&,@ ) 20it le corps des fractions de #{A

)
aSNL# P cntratne o eV ,8N0 7 eutraoine 1€ U, done on o
X = A ou i P o3 "fczw- gquement, si A P » 2% 81 de plus oL
est premier dems A , uvne relstion e vt , 08 aed , nei- Y c A.0L
entrotne TELL - ﬁ:aﬁga;ang aloxys cue ‘as N & ;f;‘?i eutraine & e ¢

. &% que @%,;@ s Gone que A= 3 . Diapeag 3 ie doroll.2 de 1= prop.2

Va ; % :
du 31, A/y peut B4ve
o +
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ﬁ? /! 6Ghant ¢mlors 1'anneau des fractions dérivé de A/ ou moyen de
17imege de © dana A/at « 31 done l'un de ces anneaux egt un anneat
drintégrité, il en eet de mbme de’ Llantre ; donc, si 1ion g’zéef idéanx
A, é’L' est px'efﬁzier,l"smtre llest aussi.

Exempleg.— 1) 81 p est un nombre premier, et £ 1'homomorphisme canoni-
gue de 7 sur Z/(gz), 1'annean local de £ est llenmenble des nombres
rationnels de 1m forme bfa avee a8gZ , EZ , 2 £0 mod.p j

le domaine 8¢ £ est @

2) Dans lianaton 4 = ’{ggx? . gjan}'j des sériss formelles 2 n

indévermindes X,,...,X sur un corps k , toute gérie & terme cous-

tant non nul est inversible (Alg...) 3 =i done f est 1o spéeinli-
aation de A gui & tounie géric foit correspondre son terme constant

3 = > o 2 : = ¢ o s Kol m & Sy a S
n1), llaunean local de £ ezt A ; 114801 moximal Ge A,

a
gui- est le noyat &e £ , est cngendrd por X, pe..,X -

Enfin, nous écn_-e:es’és guelgues conditions n:cess**ues et suffisentes
pour gu'un annesn soit un M’*re:m i6ecal 3 '
E’romaitibﬁ »’!7-3‘»_ Selent A ibn sncm, et M lﬁg'ﬁéeaig_le ;eaé-‘};.ém_gg’ss non inver.
sibles de A . Alers I oot céunion des idéaux de A sutres que A, réunion
des i:ié'a.;;* mcz.ps; c,e 4 sutres gue A ,. g% réunion degﬂgﬂéaﬁg}g moxivoux

2k B & : L BT
Xe¥ entrpioe 14 ¢ H ..
; 5

s S = g - 5 3 - - = - < . - z . - v : = ,
En effet, x€¥ équivout & 1¢xk , done & xA 7 A . 8i & est un idéal

antre que &, et si zew ,omna TMC O, done xAF et x€&li . Done




Y

- = e o : * “'? 3 1 : . 0-
gone X 1(‘;5 =8 st ¥ é%@ ; donc le domaine de 1ls sbécislisstion

JO
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Comme tout iddal outre que 4 est contenu dons un idéel meximsl {th.2,
Alg., Chap.I, 88,n%7), eels démontre la px‘amic‘ere pariic de 1o proposition
et l'éguivalence de a) et b). Comme ¥ ecet véunion d'iddaux, on o LA c;f
done A ='H puisgue 1€A 3 done a) et ¢) sont 3quivalen’cea. 8i e) est
vérifiée% et onavait =xzell , 14xell , on nurait -x€l , puis
(1+x)+(~ Jeil ; done ¢) entratne ;z) 8L ¢) n'esc pas véifide, moient
aell , bell tels que 2+b %- 3 a+b est done inversible. GSoient alors
X =-"-(a+b}“1a y ¥ = (aﬂﬁ‘)"ﬂ’o ;comme A =1, ona x€U et
142 = ye Il , done 4d) n'est pas vérifide.
3 3. Valuati ions.

1. Ploces dlun corps e valuations.

Se*tT‘ t.me place dtun co ps K ; dtaprds 1la prop.i0 c‘iL %2,‘, E"j, ilen-
semblé A ées z€X tels gue x(T) % est un sous-annean de E , sur

- . o i 1k e :
leguel ‘i" induit tme spdeislisation finie 3 80i% LE novan éev celle-ci
7 ;s g

o)
i
]
6]
i
mfg
Mt
il
o
® 3
(s
Fole
¥
%
Som
i
"

cies u-»a-éi_re ltensenble des x€L tels
D qrul‘ . s -~ “_-’! 2 P e 1y P SRl =
on & x( JFC ; done x” (W)# 0o et x'ed ; 4 est done un onnesu .

seal, et P est son iddal maximal. 5i xe K-4 s onag (W)= o0 ,

LY

induite por T sur A oot K = .&u*@é“‘ = m.%é"‘"‘,e Par abus de 1“&3‘@,@@, on

ne digtinguers pos entre ls ploce @ , 1o spéeinlisation finie induite
;

ot = g -
= 3 .. s - 3 va.v-,« ) o o - 3 sy,
A , munit ¥ d&tune structure ae’ groupe pw mmr néy, et que le 5&@1@@ mdcme
s v ol h 3 o i 17 e g"’g‘ 3 s 3l
canoniguenment agsocisd 4 elauucz €8t isomorphe au groupe des idecaux
principaux froctionnaires B de K pour x .,,f" , ordonné par ineclusion.
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Dé£inition 1. On nppelle valustion d'un corps K une opplication w de X

dans un ~roupe tobalenment ordonnd ¢ gnl gntisiasge sux conditions

guivantes s
(V;) owlzy) = solz)+wly) pour zeXk , yé¢ K"g ;
(Tyq) wizty] » min{w(x),m(y}} pour ,ju'.n.'ﬁ]‘ dong i :

pour T EE 5 5D x) stappelle llordre de % pour la valuation w . Deux

valuations w, w!' 8e K seront dites Sguivalentes s'il existe un iscmor-

o1

> * : ¥
phisme ¢ du_grouve ovdonné (K ) sur le groupe ordonné ' (K ), el gue
oo'- Dow . '

Ia condition {79‘«) exprime sue ® &5t un homomorph gme; Qz;'ccmvién_ﬁra
nne fois pour %ou‘tes, dans ces conditions, é'adjeindre & .*’f un ensenble
ﬁé deux &18ments notds - oo , + oo , d'étendre & lge;r;.sea‘;:sic obhtenu la

1

relation é’oi*éz*e et

2 loi de composition de en posant -ogo YLF o0
y+{+ 00 ) = y-[- o0 )= + oo Yyt o=yt o) = — guel que soit
g.ef ; et de @?ﬂolcﬁue'ﬂ 1 valuation ‘w a Ko £ p@’san'ﬁ m{O)é + oo ,
wloe) = - o0 ;‘ on vérific aussiibt que, dans ces c’czji'zfsioa_fa, ies

relations {sz, {ifﬁ) sont satisfaiten toutes les fois gue les deux
membres owt nW sens.

Ce gni p"*ﬂe % ﬁon':s:c:e gue, i
Ko = UL ot 51 UA) = aAAT

sibles de A , 1?.’,3,9*4&:‘10*;»13";@ canon

Xeh , done sussi &4 (W) oo 81 T eot one place de K dont l'annecu

est A 5 1o relotion w{x)=0 est dauivalente & =ZeU{i) = AN A"’i et o
4

mme toujours

b
=
~i
Lo
Sk
=)
&

7% b
& ot & x(T )~
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RBéeiproguement, soit w une valuetion gueleonqgue dlun corps K ; il est
immédiat que 1'ensenmble des x&Km tels que w{z)» O est un sous-
anmeau A de ¥ , dont les 61léments inversibles cont celix pour lesquels
! g’i) de 4 , gui
est done 1'idéal pmeximal de A . Comme I e«*s totalement oxdonnd, on 2

{’3
&
ot
=
e
Lo
£
fet

wlx)=0, et que les % tels que w(x)>0 forne:

o= AUA“". Le g;:t'ou‘p@ oxdonné "'..,,.o{T{ ) est, dans ces conditions, ise-

s ~ z

i kb hﬂ au groupe X (A) ordovmc* comme 11 o ¢té d4it ci-dessus ; autrement

Définition 2. Si w est une valy 1251 on d*zm corps K , 1l'epsemble 4 des

xe K tele cgt:,e w-{x} 70 . ot Liensenble J0 des xeX jels gue ofx)>0,

s'a’melle.a ont respocbivement I'apncan de 12 valuetion et 1'1désl de 1o

valustion. Un samean @'ingderitd A stavpellers un onnean de valustion

dtun corps K Bi otegt Ilonnean d'uge veluation de K il sex &it gnnesu

de valuatios si e'est I'annean d'ume valustion de son csz'z}s des fractions

.On peut répumer comme suif les résultats obtenus :

Thiordme 1. Solent A un gnnesu dfintderitd, K sen gorps dos froetlons.

e} l'ensem bie des ic;ﬁw,- principeny de A est Foboicment ordonnd nar

x€X tele gue x(T) f o ;

- s
3 = gy T 5o i 3. 34, 5 5
e} & est ilomiean dlune valuotion w de K , glest-i-dire l'onnenu des
> 1 vHtss

ek fels—z que wiz) > 0




;
L B3N
'

Lorgontil en est minsi, A est un annean locnl

dont 1!

(=R 4]

LA 2

et w une valuation,

neau soit A

$ 81 T est une ploce,
, 1114621 moximal 70 de A ss%

ie noyan deqr clest—i-dive 1'ensemble des = .fecls que

oussi T’ensemule des % tels gue

x{W )=0, et est
w(x);?u . Enfin, Bl A egt dound, 1z place

T et 1z valuntion w sont détermindes dlune manildre aniéae & vne éouivo~
lence prds ; 1'imoge de A par € esh un corpe isomorphe &2 A/ .

On dira qu'une place T et une valnation w eysnt 16 mlme annesu A sont
assgocides llune & 1iantre et apsocifes & A 3 @31 abus de 1aagage,'03 trans-
pertera parfois aux valuations la %erminologie f61wtif° aux places, et
réeiproguenment 3 c*es% ainsi gue, si A7 est on sons-annean de A 17idéal
greaier- AN 33 de At, gui es% is n07sé ée la spdeislisation finie indui-
»té par qU sur A', stappellere, so0it le yeir_de 7 sur A%, sbiﬁ 1le novau
ge w gur A' ; comme ® w’isauzt pas un homomorphisme ser 41, cet abus de
lamgége ue peab.en général counser nncune egﬁfasisﬁ- Ltimoge de & por &
ou éncore-lﬁimagé dg K'@ar % gui est le corps “39§ee%if dédnit de 1'image
de & par'§ par adjonetion de ¢© , gfappelleront souvent, par abus de
laﬁgage, 1z corpe des valeurs de G .'L?image de E° par @ , ou encors,
par abus ae longage, 1l'imoge de K par @ gui se d6duit de w(K*} por
adjonction de + oo et ie -~ 02 g?éﬁgellersué 1c' grouse des ordres de w .

11 est elair gque, non seulement wix) > 0 , mais joute relotion
of{x} >y ou wlx)y ,avec yeT , détermine un itﬁal fraetionnsire
de & , et un id6al e A si vy 3 O . Plus zénérolement, golt E un sous-A-
7 s 2 i/ § =y 3 4 ({7 243 7S
module de K ; solent T'= wlH), T"=w(C(l)). 8L zel, eciy) ,




\ "

on ne. peut avoir ye xh , dono on o wly)< wix) 3 done wlz) = wly)
entraine que %,y sont & la fois dans i o & 1a fois dans G(Z’:i.),’ et por
anite on a N z"o%(I"') s et ona yiLy' aguels ciué solent ~y'e TV

yhe PU., "‘fzope,.ons gu'on appelle coupure diun cunsenble totalement ozxdon-
néd X une portition X = X1yYXn de % en deux parties non vides X!, XM
telles que x'€X', =MEXY enivatne x"Lx' . Il est imnédint ‘qtze
'réciproc'-uf»' nent, g1 w(Ky) = 740 T eat unc conpuze de w(k ) »

B = w( Q’} est un sous-A-module de Z ; il v .o done correspondance biuni-
Les eas H =§,0}‘ = K ecor- .
1“€°"’}6§8"‘u respeetivemea% é-‘fi = S &9} et & f"”z %9» @g} 3 en tout autre

eas, il ya z€XK %el gue w(z)e T'", ¢t slors ona Hc 24 , done I

vogue entre ees coupuress et

est idéal frac *%:mamaife s M est un 1882l ds & =i toud &ldment de T est

¢!

Ltopplication du théordme de pro olongerent des spbeinlisstions {(th.}

'f

e

&

3,_,ﬂgf} domne ici ce r&m‘- suit ¢

| =
forbme 2. umem‘; A .un sous-annesu d'un corps K , et O Lz* i86al de A

sluation @ 8 K dont

a;z-zé;x?g aue A/L‘ Alors i1 existe une place 1 gt une

V:
llanneou contiepne A et dont lc noysu conticwme (L , ek wlme, 81 UL g8k

un idéal *’~emﬂ"‘ de & , une place ¥ ef unc voluation @ 6‘. X dont 1llannes

conticnne & % dont 3.e noyan sur & solt o1 .

Si (0 est premier, posons @ =42 ; sinon, prenons pour P un iddsl
moximal de A contensnt & . On prendyn alors pour T &z-é pilzsee de K pro-
longeont l'homoﬁzo“p%:wmﬁ canonigue de A sur £/ 7 » 2% pour @ une valua-

tion associbe & T .

Théozeme 3. BSi L est une exitension élun corps K , tonte val on de ¥
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1
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Il suffit en effet de prolonger & une ploce de T une plhes aspocide
& la valuntion donnde sur K , et de prendre une valuation associde & 1o
place de L singil obtenuec . Bien entendu, le srouve des ordres de la

Vﬂluation proloncée sers en obénbral ﬁiatinat dn proupe des ordres de la
valuation dont on ceh garti {oui en est vn zous-groupe ordonnd) : le
prolongencnt ne serﬁzt pas sounjours posgible gl on voulsit gue le groupse
des ordres restdt le méne.

Exempleg® 1) Tout corps K cst un grnean de valustion. U
associde & ce% annean est un isomorphicme de X dans un corps ; en
particnlier, lo ploce canonignenent sssccide & cct anneau est 1'out6.
t 2nneay prend

[ =
noY? ﬁis.e identigue de £ . Une wnlustion asoocide e
Cegs ploces et cetiz valu?t% on de X

suy K la valsur hansz@rts
acaﬁ dites tr:v1ale3»

L3

2} Soient » ua ﬁsmfﬁé prewier, £ 1?hsﬂémsr?a"

pre hignme caaoﬁiqae de Z
oa = £ o ; .': -. o
sur le ca*g 2ini F = Z/{p) & p Séidénents. Le domnine de s &tant Z

{cf. exemp e . g:a,n 5). le prolongement esnonigue de £ est une place

T de Q , & savoir la place canon fguement associde & llenpean loczl A
de £ » 81, pour bout \Ai% on 4éfinit wi{x) comm l*ezybsant de p
&ams la ddécomposition de z en fechcurs @reaie:g {4 1w.,.},'en vérifie
aassit&t que - une valnation de & ; on i'appelle 1o Vﬂluat*en
p-adigue de § . Lionnean de & n'étant auire gue lianneay local 4 de £,
w % 1a place W sont assocides. :
5) ﬁ*ﬁxewgle 2} s 6ﬁé:aiige.auggit§% au corns des ;rseticns de

tont onness r%ac*pﬁl {415...). Considézonz en particulier le corps
k{X) des fractions rationnellss & une 1ndéterminde X suz un corps k .

51 € est un 6lément d'une sxfension ¥ de k, on a vo (exemple 1 du § 2,

(IB
Oy
o
o

n%4) gue R-—=R(E) est une plaos z{Z), dont l'anneay est l'ensen~

ble &vdes froectiongs B = %/@ ; Off ~:} 4 et Q{€) f 0.

5
i
L
Pt
)
P
el
W
A
3
Posed
[y
e
i
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54 & eat %ronscendaont sur k, op o done 4 = L(X), et & ddfinit une
place triviale de %(X). 51 ou contraire & est algdbrique sur k , Boit
F son polynome minimal sur k ; s at, pour tout Rel:(.b.), moit w(R)
1texposant de T dons llexp ""easion de R coszmc *).coc’mt: de puipsances de
nolynomes ivrédnctibles de K[X] . Alors w est nne valuction de ‘,.(“)

dont llonnean est A .

0

4) Soit K = k((X)) 1lec coxps des fraciions d

, i'anpean 4 = k[[}f.]]
deg sérics foyxnelles

. , le corps k 3 zﬂgpelam
(41z...) que K est le corps des séries formelles X = g 2, X" of m
est un enbier peﬂlt:b. on ndgatif, et les a,; cont dons Z:J?: gi', pour un
tel é_iémen% £ , on désisne por w(x) lc plus petit entier ¥ tel gue

'8y £ 0, @ est une veluntion de k , dong l*a:rmeaa ot A + S1 £ est la

- °

& une indéterminde X o

":!

spéeialiéa*&ion gui, & tout xX€ ? fait coz :eeayemre son terme eané*san‘s,
1lc domnine de :f-eat K o ', eiﬁ son zmdlsagemem canonigue es8% 'u'zge place
de K éoni: i zm.e 0 est A ’ »

5) An eon%z'aira l’aanéa 1:{{ . ﬁﬁ des sérics formelles &
n indétermindes a’est; pas un annean ds va,s.m tion si n > 1 -

6) G‘ans*? &é:mns iz cc;:eps K = &(Z,Y) des fro % ne rationnelles &
~deux inaéterminées X, Y sur un corps k . Si on *ose i:‘alc(X}, on &
E=X (Y}, e’a on pcat done applign ser & K tout ee atﬁm a fait dans
1'323*'11313 "’} eL«k essas ; on obtient ainsi ée;.; valuations dont le groupe
des ardres Vest Lsemm» e & 2 , et des places dont le eorps dee valours

Y

est isowmorpae " une eﬁ:em‘a on n?"i‘n' igne de k'=k{X). On pent opdrex

&2

de mfme en éehaageant X es ¥ . Tous sllons maintenant définir des
valoations et places d'un autre Type § nouUS NOLS Lornerons & considdrer
des places qui induisent sur i'snmeou k|X,7{ la spéeialisation

P(X,T) > ?{0,0), ot des valuotions assocides & de telles places.
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W

e

&) Dans l'annean P[[”]] des abriecs iornel1cs & une indbéterminde T ,

soient z,y deux pdries alpgdbriguement indépendantes, & terme constant
aul (81 k est de caractbristique O, on peut prendre pPeexs x = T

?
x /s z 3 - f
> T/n:) 3 L'application R-2R(x,y) de K(X,Y) dons k({(T))
n=l
est un isomorphisme. Si w dbsigne la valuation de %((%)), 2 valeurs

dons Z , définie dans l'exemple 3) ci-dessus, m=ﬁaw{m,z,y)} est une
valuation de (Z,Y), dont le groupe deg ordres egt 7 »

b) Soit & un nombre résl irrationnel >0 . Un polynome PE kiX,Yj
étant éorit sows la forme P = 807 1 s OVEE aié,k et 2y % C

pour tout i , posons vI(P) = pmin on aotera @ge . pour

W

ifti,onaz myHan, 3’: mj +ony pulsque @ est ireotionnel. Dons ces
ces conditions, on vérisf nédintement gue v sotisfall

fait, sur llannean
L{ ,Y} oux conditions (Vi}, (Vo) des valnations, é'ok on conclut
{cf. prop.2 du n 2 ci-8cssous) gue v se pralonzge s,,_t_m valuation de
2{X,T) par la formule -‘fr{.?j@} = i?{?}-nv{{%}e Le groupe des ordres de ¥
est le soug~gf6uge Z+aZz de R , svec liordre indnit pa”f wlui de B .
e} Ordonnons éet’&e foin le groupe ZxZ lexicogrophiquenment ; rp-

pelons que, pour cet ordre, on = (mn)<L{n?',n!) i m<p' ou gi

m=m' , BGR' 3 Zx 2 est 2insi totolement ordonnd. Un velynome P Stant
toujours erit comme P = 3 2;X “¥ © , posons cetbe fois

: : 4 2

w(P) = mizzi{{mi,ﬁ }}, min &tant pris on sens de 1llordre lexicozraphigue.
On vérific & nouveau (V ). ?}*s pulsgue w sc prolonze fw noven de

eat iei ZXZ . On vérifie focileonmen
R =20 tels que 1fon 2i%, so
P(0,7) = 15""31191 (Y), Q(0,Y) = %5 (¥) ot *-{o}go » P,Q,B; et Q, Gtant

des pelynemes. -Hais posons Lk%=k(¥), d'od K = kv X) ; solt v iz plaes

L >
& '
7 & ~T o ¥rones. 5 : ; =] i S = b A 55 Al
de X & valeurs dons Kkt gqul, 2 $ou% R =0l {Z) =k _
-4 A 5 %3 b P& :
2% 2% g T4 7




8% .

£2it correspondre @(R) = P(0)e kn .3 soit.¥ la place do k" , & wa-
leurs dang k., , gui, & tout BS(Y)EX" = k(Y), £fait corrcspondre
4(8) = 5(0) ; comme toujours, on prend Y(oo)= oo » Alors Yol est
une ploce de K & veleurs dans k., ; et on vérifle gue 1l'annean de
cette place nilcet auire gue l'anncow & de lo voluation @ .

lﬁote dn rddacteur ¢ Il seralt peni 8ire préfdérable de yddiger les
exefples a),b),0) ci-deseus pour leg sériep foxmelles & deux varisbles
- {cozps des quotients de l'amnean k[[X,Y]1 ) plutdt. guc pour lés frac-
tions rationnelles § le £ait gu'on 4 a2ffaire & des fractions rabtionnclles
tend & Aétourner lflatitention de cc gqui est cesentiel dons ces exenmples.
On pent se demsnder, dlautre pert, s'ils sont bien & leuwr place lei 3
en particulier, e¢) se comprend nmicux aprds la dlscussion générale des
veluations compomdes 3 et il ne convient pas de séparer b) de ¢). Le plus
gimple, et peut-Bire le miesux, sexrait de les metbre en exereice, avec
un renvoi appropeld dans le texte} . '

2. Tropriéiés é;énieatéires ées'va}.uatio_n;s_.v

 Proposition 1. Soit © gne yaloetion dlan corps K « On g w(i1)=0 ,.g_'g;‘

mdme 'm(; )=0 pour toute racine do 1'unité & dans E 3 wl-x)=0(z) pour
%x€EK } ef, guels guc soient les X, €X , ona .
x< ‘ 2500 i &

{1} i Z %) mini(@(xi)} 3

L i"“' i : ] ; S :
de plus, dans eetie dernidre relation, les denx membwes sont égaux s'il

n'v o qutun senl iz:.ﬁiée-i’tei é;u_é 7 w{z%;i}: mini(w(xi)ﬁa :
Soit A ltannean d6 @ . Seit § =1 ;ona Zeh ou Z €A ; done,
en vertn ds § o= g"“"" ; o= {gaz}'g@g » G et g."’?’ sont dans A , donc
m(;)SO ; par su.ite‘, w('g z) = w({x) pour tout x , % en particulier ‘
w(-x) = wix). I"iaréle,t-ion (1) est srivialec pounr m=1, n'est autre que
'(?II') {@6£.1 du %) pour m=2 , et sec ddmontre a@aai‘éﬁ% & psrtir de 1&,
par récurrence, pour n qaeleéngtirga Ei;s_:rf::.a, gi wij}>w(xi} .vp;cu:c- tont
i i, et qu'on pose ¥ = é Zy , on aurs wly) » minéfi{w{xj})‘} wiz;) 3
on 2 aussi, dans ces conditions, gsézijzw((xi%;)ﬂ-y))} min(w{xiW),w(y));

ces relations entratacat w(x,) > w{z,+y) 3 comme {1) s'éerit w(xi@); w{x,]




o,

%o
Cige
il y 2 dono vien égnlité entre les deux membres ‘c_:";e' {1).
Corollaire 1. 84 =xzeK , y€K , et w(x) f: wly) , on &
w{x+y) = min{w(x),wly)). 7
Oeci est la derniér'e gsgertion de 1o prop.i pour p=2 .
Go:collaire 2. 51 les %, sont dans X e} satiafcn% & ’; Xy = 0’, m>1
il za an_moine deux indices disbincis 1, § iels gue w(:;i = w(xj) =

ming ¢ ¢ ml00m))-

Cela est évident si tous les =, sont nuls. ©Sinon on & 4
w(Z, %) =+ > min (w(x)), d%ok le résultat en vertu de la dernitee
agsertion de la prop.t .

Corollaire Q. Bn corps fini n'sdmet *'ﬁes, de valuation non iriviale.

3

Bn eoffet, dané un corps fini, tout élément 0 o8t vacine de 1'unité.

~

a

rigos

Proposition 2. Soient A un anneau 4'intésorité, ot @ pne applieation de

1lensemble a* d@g 1éments #C do A gong un zmEp zroupe totalement ordonnd

j{‘? = telle que l%on ai-i: w{zy) = wix ;m(;; pour x€4 , yed , eof

m{x+y)}-min(w(x},w§g)} gauﬁ z@g , V€& 2 * s Ty g A . On peut snlors,

d'une monidwe ot dlunc senle, proloncer « & unc veluation du corps des

fractions K de A » dont le zvouve des ordres egt le sons-groupe enzendrd
par w(a”) dons T -

En ef:.'e‘c, on peu.t, dfune monidre et d un:a seule, prolonger w & un
homomorphisme de ?; dans T (4lg.,Chep.l...} ; weste & vérifier (VII).
;’:‘;oiem done x = 'b/a s ¥ = bt/as des Clémmu ae*f tels que x-;gg K’&
ot 2a,b,a? ,h’ sontfdans . 3 on & alors {z) = &la'b)-wlaat) ,
wiy) = w{gb’)';b'(aa‘), wixty) = m{zeﬁ%%ab?}-w{&iﬁ’zg et, par hypothlse,

w{atbiab! ) 3 nin{w{a’®), o{eb?)), dlok le zésuliat.

Progosi'{:ion_"‘g.‘ Soient A un onnean principal, X con corvs des froetions

aigrs, i (P) est un idésl moxipsl dc 4, f( 2) ¢st uw goncoun de voluation
- = >
de X , et il n”' 2 pos d'outre snnean de yaluotion de ¥ , conbenant 8
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mg et _les A(p). Lo place de K eanonlgucmeni associbe &(p) egt le
prolonsement cononigue de 1'homomorphisne camonigue de A gur A/(p) $ une
valuation_ aggocide & A(p) et ecelle of llordre de touk :.'.&K, .es:’g llexno-

gsent de p dong ia dbcomposition de x cn facteurs premicrs relative 4 A .
- En effet, 81 ept une place dont 1l'annesn contienne A, sopn noyau
sur A est un id6al premier, done (C) ou de 1z forme {p) 3 llanneou looal
de 1la spéeizlisation indnite por 9 sur A est K dons le preumier cas,
(A(p} dang le secont,, et en tout cas gogucmfﬂc est ?w ¢ ear, si

{x) est, pour xeX , llexposa ni oo » dong 1la écom;oos tlem de z en
. % :
:E'-wteu“'*.prmaiecs i1 eet in méélc‘ que x@é!h} Bauix van & (1),} 0,
i
donc que zéﬁ,zﬁ e:ﬁ;ratne = € (3} Le place 9% est ac*}e le p:falan»

eusnt aaﬂaui-‘m@ de 14 amcia isation qu'elie indult guzr A , et son
b4
annesi est A(P) 3 ¢t on vé ii‘"- inm8dictensnt que v, est nne valuation.

Gorollﬂxre 1. z.om,e valua ion non

‘t o
nels est & gawps.esnte & l‘anc des yalun ations v, {dites "p-ndigies®,

cf. ﬂxeqple 2 dun ’) soeiée° aux nombres nrealers P &
En effet, toud sam—-mmeau de G contiens 1, done Z 3 i1 n'y = &one
antd oppliguer 1z prop.3 & & et Q .

Cozollsaire 2. Sei‘& = k(X) '1<~:- corps des froctions %atzoaaelles 8 ane

I
fods

iadé‘kerminée Z guz' Ga corgs k . Alors %oute valua im de ¥ , gon %riviale
sur K : trwmle gur ¥ , ect Sauivolente & 1'u

ne deg g '&?ﬂn‘kes ]

a) T Stant un Eeignome irrf?&mt ible danz k[X] , on }rend pour vy(R),
quel gue soit Rer” » Lloxposant de F dang 1o dScomposition de E en
ctibles de k[X] ;

b) pour R = P/C, s Pe:'[X} s Qﬁx{zz ¢ ::;2: 0. 9 ;!: 0, on prend
(R)zdngg?udeggﬁ. = |

polynomcs i:eréﬁz«

Soit A un anmean 4e wl& 4: on de X , contenont k et auntre
o

g
3¢ Xeh ,ona A =%[Z] ; alors 12 prop.3, appliguée & k[X] et X

- aes : : : = 2 : & e T




28 -

R

—

nontee que A est l'anneay d'une den valuations oy o Sinon, on a 1/AE A
done A .':)L.[Jf'] vee XV = 1/.7{ ; de plus, comme ¢fa , X1 e 1/1» eat
dans 1'idéal maximol de A , done dans le noyau sur LEX{} de toute place
dlannean & 3 ce noyen contlent donc 1'iddal (X*) de k[X'] , et por sunite
ntest autre gue (X1) puisgue ofest 14 un iddsl moximal. Lo valustion v
aggocife & ﬁlﬁéﬁ alors (& une Gguivolence prds) celle ot v(R) est

il'exposant X' dong lo déecomposition de B cn nolvaomﬁa irréductibles

de
de‘kﬁxf] ; on vérifiec immédiakensnt que cet ex@ogadu nfest autre que v, o
B Iﬁééaegéaﬁeeréea valaatienss Jans ce gui vo suivre, il sern
commode (mois non indispensable) de pouvoir utiliser un langoge topolo-
sigue. 8i w est une Valaatéon atnn csrns E , les pazéi & de K déZinies
par une inegﬁlit‘ de 1z forme w(x};> Y , ok y@: {K%}g forment un
additif de K , et

défiﬁisseﬁt done snr ¥ une topoloziec compe %isle avee sa siructure ds

systeme Zondamental de voiszﬁaﬁee de O sur le o £rouDe

triviele, on obtient ainei 1a tor pologie dls«

(220
fta
&
Q
0
b

groupe addisis

ertte de K 3 dans lc cas con tr re, si A cst Lionnesu de w , i1 suit des

réaulta t5 donnds an n°1 ga*oa 5éfiﬁlt iz mfme fopolozie sur K en prenant
pour symidme fon 5 amental de vois iaaecs de O %ous los iddamx de A zubres

quie (0), ou encore tous les mous-A_modules de X autres gue i@} .

&

On vérific alors sans 4ifficultdé quion d46finit une %93010313 séparie

suy K en p’enant de plus, pour sysidme fondamental de voisinages de o ,

o ¥ iad o

2o » ' **’ 3, ¥ : 7 2 * '
les partiss ée K définies posr une indralitd ,‘w{zs}< Y s of vew(K ).
On vérifie aussi que, vour eatie topolezic, 12 fozetion 1/x est vorteont

continue {ctest donc nn homSonmorvhicne de fee SUr Ilni-mEme}, et les

fonetions xty et w7 son 1t eontinn ee en hout point de E » K ofi-clles
sont définies ;_ce sont 1& des comndquences faciles de {(V.r) et du
corolls ,éeblavpﬁap.B, ﬁ°$‘. Bn pazticulisy, K esta eorp& topologigue

pour 1o fopolozic en quention ; eb, i E est une froction rotionnclie >}

me s iy A es I
L B> LiX; e 4 dnns

une iﬁéé%efﬁzﬁfc Z snr K lfa nplication

P
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Théoxeme 4 ("théordne d'approximation”). Solent Wy pewe 0 ues valuations

-

non trivizles, devx & deux Strentres, d'un corps K 5 pouxr 1L i;zg.n s B01%

ai@.K -, et s0i% Vi un voisinege de 8, bour 1o topologiec d6finie par

@y 3 alors les V. ont_on moins bn Slément commun.

D'aprde le coroll.3 de la prop.1 du n®2, K est un corps infini § il y

a done un bEK digtinet de tous les B , 8%, ou moyen de 1L'homSomorphisme

z «9?/(::—-’0), or s¢ rapdne au cas ol tous les 2, sont finis. On & done &

démontrer le 'ﬂéwli« ot sulyvant :

Théoreme 4°. '3'.{ et les © {iwm comme dons le th.4, soit, pour 1€ign. ,

% o i < f\""'—v Fact 3 1 "'_'7 g = 3
i €eX g% 'yié eo. 4 } .:’-}161’53 il existe x€X el gue @, (T-8s ) > Yy
g 1% .

2 e = - L2 . ’ = ]
Prenons x :-:%: fsa. ;8l08 m-a, = ($.~1)a, + 2, ti8s 3 X sabisfers
; e : i F M < o &

O
b
.

aux conditions imposdes si Alen o

ai(ﬁi«ﬂ; Vi""”i(ai) o W;‘};} Y 500 cf@a, qmla que soient 1,J .

;;‘,'v

Auntrement z.it % est ossujebtl 4 8%tre dans cisinaze donné de 1 nour
iz %opologie G, 4 eb é_ans un voisi ige donné de O pour chacune cas topo-
lggies wi avee J jé i . Comme :%.1 exigte @e tels %i: ilopres lo prop.5

eels domn*‘" lc *523 eréﬁe,

4. Ploees @ vu,uat;ms componses. Solent A.A7 dsux anneanx de v&laa-
g

tion d'un corps K , *f:.:—:i‘s.s que A'cs A ; leurs iddoux moximenx sond alors

‘:ﬁ
i

'—*‘3 % -*?. - P > -
ClA” ), /Pt = C({A'" '}, les complémeniaires S%ant pris dans K

£ w . 4
é o s 2 - t7. : = 3
& done g@f* P A'C A . Boit y une place de K, okmocide 4 4 ,
done me apéeialisation de K, sSur un co=ps ,;_edcem? Lo 5 BOL% ! une

,ﬁ

pl%ce de f’@g associde 4 At Saw &Y, of indnit un Egzag.zoszgz‘:?:;z’;sme de A' sur
: g,"‘ .;oy ity - -
9'(& ), dont " noyai “5:; contient le noyau §° de 1t Mmm%gz isme induit

T

éi:r::,fziwn an homomorphilsme

(i

par @ sur A' § Gone, por possaze au guotient, 0t




A0

Y de B = (?(AI) sur ({)!(Al), tel o 17011 ai'ﬁ, suy A’, (")""WOL? .
51 ye L,-B,oma y= wiz) avee xeKoo-.-A’, done % E m s &% par

suite y~l= Lp(x“’i)' est olors dans le noyau /= o{ P ') de % 5 il slen-
suit que lc domaine de la g Cei:zl vtion finie ¥ de Best L, , 8t que

le prolongement canonique de ¥ & ce domnine, gulon notem‘ gncore Y ,
est une place de L, .+ Il est iomdéiat qufon a a2lors 0! = Yo» , non
seulenment pur AY, mais sur K %oz,.t enticr. Réeip:mqaemsn’s, s50it @ une
place de Koo' 2 'ap;zliguant Km sur un eorps projectif I . ; soit ¥
une place de L, 3 ¢'=top est'alors ume place de E . 39%, 88
&,A1,B sont lc.rs qrmafzax c.es places o, wt, ¥ , il c5t elair qulon a

A = (B)C. X '

Examinons mnntemr’% L structure de valuations @, Wi res:pf—' tivement

assocides mux anneanx A,A" considbrés ci-degsus. Solent U= A-P |
Ti=A'- P, ¥ = B o

et de B, izesgzectivemea% ton o

m .

5 inversibles de & , de At

'— U . BSoient T = w(K), T =t (K*)

ot

w

2]
0%
b

o

foi

.'051:]‘

)

)
s

(¢

0
Oy
foud
i

&

@

A

qj

o est un ’*omomevph sme de K sur T » de novou U , ot @' un homomorphisme

ae %* sup I” E de noyan U' 5 puisque Ui U . ® @8finlt por passage

au gquotient un hammcz"pzﬁisme @ de TY sur T , %el que « = Bow! .

De plus, camme 3.& relation de cii«f’*‘si’@i;’g.i%é vexb?! dans K relotivens

3 A'irgplique 1*1 relation analosue ye 24 relative &2 A , on voit que ©
-est fz.'m' hcmﬁzoép‘hisaé eroissant, ctesi-o-Aix e e ¥! > 0 impligue
é(y*} 0 . Awizement ait, si 3? est llensemble deo 414ments positifs de-
'1? s €% P! eclul de’ I" o008 P eg@s)_.

L _!;_‘10!&‘?2362’ guton & P = 8(P?), ow onc orc, Gloprds 1la @6finition
de 9, 'é&é'? éé“a_l'im{ge de A'" par 1w '&1@"’%:1::{:0 ea mcﬁigae de ¥ sur
Ki/f:’ s ou autrement it que A = AT . Ilais, diog ..‘:ﬂ la remarque 'c_;,:;i l

préc;éde immdéiatenment 1o prop.4d du n°3, AU est llanncan ensendré T

A'QTU ;5 et, dlapeds 12 prop.13 éu Q25 ngi’;}, appliqude & A , tout 61lément




i AD o ' :
de A est, solt dans U, goit cié la :i"_orme u-1 avee nélU ; on a done
AC AT , comme. A AU, on o bien A = AU .
Pour Snoncer comsdémen’c les résultats obbenus, nous poserons uune
définition et lfﬁonzrerons un lemme sur les groupes oxdonnds s

Définitiqn 4, Un goaeu-gz"oape H d'un sroupe or:

g:s.
@
&

.oan gera dit isold

81 30 , 720, xiyeH ontroine x€H ot yeE .

esddrT

Lemme 1. Soient G un groupe ordonnd, £ un homomorvhisme de C gur un groupe

G', H le vioyan de f ; goient P l’eﬁme”f le des éléments nositifs

Sléments voelitifs d'un ordre sur G seppatilble aves

e
3‘;}. fout et i1 suf £it gue H soit hn sous-zroupe isols de G .

On o en tout eap Pr4Prep? : noug devons

Sguivant & dire que H ost iso
gl 230, y30, et f{x)=fl-yj,ona £{z)=0.

Revenons aux groupes 1! ., [ ; en voit gue le nmovau A de & est un

Seuuﬂ}:{}*w“ igolsd de T/ . ;écmuemcm, si A est ut iﬁz@sr"ﬁ@;qwl

-fsoas_-sgroape isolé

£
18]
|
Rny
A" 3
0
Lo}
}ali
5
£
bt
O
5]
9}
=
CZ:
kg -
t‘w
o
ota
£
=3
]
b
]
jord
i a6
i)
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T/ A 3 ordonnons es dernicr groupe en prenant Q{:’} pony Qv;gcfggle\ A1 S16-

M

ments positifs ; 1l est immédiat nlors gue @ = Qew egt une valusiion
de K »

Enfin, _s%gamm de nouveaun les places @, AP d8Zinice comme alors

&.

7 > P
—
(5 inanit ss,u_ U un homomorphisme de U sur I , dont le novou est (1) .

Hpis ofu)=t entraine a?hazl,:z‘z ; done w{u)=0 ; nor suids @) induit

oo g\.\-

sur U un homomorphisme de U dans T dont le uoyan econtient ¢ (13, et

Zg A : . ihd: A e *
détermine done, ;a:w pagsage an guotient, nn homomovphisae 7 del dans

-
Ry

tel gme wi=m ?e p sur T ;3 ct ona P(L Jma'(U) = A . On vérific immé-

dintcment cgtse ? egt une valuation de L .




o 4
On pent résumer comme suit les »éoultote obtenus

Ihiortme 5. Solent A un anneou de valuation dlun corps ¥ , et B son

-

idéal moxinal ; soient ® tne place et w pne yoluation de X , dl'annesu 4
i

WEL)=h,, , 88 Wl )= T . Alors, si A' epk un annean de voluation
3 o = >
de K contenu dang 4 , 33 son idCol moximel

¢¥ une place et w! une

: - = Py o f o ! > .
veluation de X dtarncan A', ona A A! > P = ?3 t 41 v 2 nne place

el

Y et pne woluation W del , dlgnncan B = (A%}, telles gue praYetn et

wi= % op . ﬁéciﬁfsquem@nt, lg donnée d'um onnean de valuation B de T ,
et dlune place ¥ et dvune valuation v de k ﬁ?aﬁﬁéaa 3 és%e:iiﬁ@,:gg
moven Se ces formules e¢f do Al= *éé?}, an_annean de valuation A' de K
govitenn dans A , et une place ©! et vne valuntion wt de X é*@gﬁeaa 42
Soient de plus T''= @K ) et A mﬁgifg} ; 2lors A est un sous-
groupe isolé 8¢ T/; 4l y o un homonorphisme 9 de Tleur TV, 8é aeva%
A, applicguant 1l'ensemble ée&vé%%ééééﬁ ﬁosi%iﬁa g 'TY sur celui de T ,

ﬁraapg iéQ1é wé,xgg Eﬁf = w' {K }, les @rﬁﬁrié%éfzpéé@é&eﬁées déterninent

8 et &nevvalaa%ioa @ de ¥ , dont igamﬁeam,élgggﬁica% At

éézsl&a’re. ,§& @, w? sent ées_vaiua%iang noa,tzivigieé i'vn corps K
lovneaux 4,A', et gi At A , clles ddfiniscent la mbne topologie sur K.

{2

In effet, un systdme fondanmenial de voiginegen 4z 0 pour w est donnsd
. e : o ' - - . :

par les ensembles x4 , oh x€X |, ef up aubre ect donmnd par les x [0
< : ¢ : 4

E 3 il en est e mfme pour  w! 3 noitre conclusion »Ssulte nlors

en 2cc0rd avec la topolorsie | .

-

tions Yyoluations plus {moins
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Exemple.- bo place Wey du corps k(X,Y), définie dong 1l'exemple
5¢) du n%1, est du. type dberit ci-dessus ;3 I 8% en ce cas le groupe
. ZA7Z ordonnd lexiceogravhiguement, et A s t le 5 OuS-LToupe 103-%

de celui--ci.

i

Proposition 6.~ Soilt B un sous-onnean d'un corps K ; solent ?’, 7¢ deusx

idéoux prepisrs de B tels gue ¢gf;; ¢ - Alors il existe un anneau de

{0

o

yaiuation A de K , £'iddal mazimol (Y, 3el gue A SB et g=-BN @

et, Stant dopné un tel ann
de ¥ , d4'iddel paximal Z@

nean A , 11 existe un swnnean de valuotion A!?
. o ’ ) 5 4 ty
tel gne ADATOS3B eb gue-g/=3N P’

Y

Lo premibze ass@r%ion'a’ast antre gue le conlbenue 4u th.2 du n

uoit alorg g une geace dlanneaun A, appliguant 4 sur un corps I ; alors

..g;
M‘
R
h
g od
&
e

sons-onnesy de L , ot '?{cyg} est un idéal premier de (3],

aaxquals on peut aypliquer & nouvean 1~ méme théoréme 3 sl ¥ est une place

de L domt lianneau contienne w{B} e% dont le noyon sur o{B) soit

o( g '), Yeog sero une place de K dont llanneau A!' répond & la guestion.

5. Veluations dans les extensione de dimension finle.

3§fiaitian 5. On ¢iro gu'un corps K est de ran

finic n sur le corns premicr conternu dans ¥ 3 on dira alors gulil est de

rang 344 s*il egt de caf““mtri xtigue O , de vonr n.dans le eas contraire.

”cas ﬁwmoat:evan“ ensemble lez deny théordmes sulvoants ¢

s 2 s v o OO S} 13 £
Théorcne 6. Soit K pn eorps de -

> 2 : ¥ : EX
et L 1lec corpng dea voleurs de © .
e = =z inmerd - 2
< n-1 81 0 nlest pos trivicle 1 de nlug, on bien E 2% T ont mlme oorocd-
S L, & = N s = % 4 5 Sk LB E K e
ristigue, ou bien ¥ est U et I de caraetbristicue =0 .
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Dons le cos du th.6!', llonnean de @ con

“done % 81 K est de'earactérisiiaae 0, et le

contraive. Dang le second cas, ¥ est doune
et le th.6' se »6duit & un eos porticulier
Z

r @ 4

dans le premier cae si le noyau de ¢ cur

£t

R

wun 1romcrghi 26 sur 4., done aussi
enfin, si l¢ noyau de ¢ cur 2 n'est pas (O
et l'image ¢(2) dens L est 1lec corps premi

2

fous nlovons éonc gu's démontxer le th.5 e
earacilris tigue®? dn th.6Y .

Soient ¥4= t;)(xi) (1<i<gn) des S1lémen

pendants sur le corps @lk) (vesps sur le

Alors ¢ induit uns saéeialisa%

i}zx.,; ,cco 3Xm§)
t8 ciip & (xesp. sur @), i

{resp. sur 81 1

D

inddoendan

?{x?....,xE,-O , 08 P est un molv ome & coel

M

polynome & coef De

af"’ﬁﬁ
tous mu

(aés.2

tipies
an

cients non

“
>3
%

X,

la prenmi tie

£J

‘\'0 e TRV
ere par

e

s
L5

baerve

de v . Supposons alors
)
n

7 =
4 3 4,

Qz :Y_a.{x.z ,:tapz

ent 1l'annean engendré por 1,
corps premier dans le cas

b

trivisole cur le corps premier,

du theb ;3 il en est de mBme
est (0), car alors y induit
raprds 12 prop.S  du §Z,n°4 s
}, e¢'est nn idéal premier (p),
er T = 2Z/(p) & p 4ldments.

t & troiter le cas a'findaale

algztbriguement inds—

8 de L :
corps premier F=(2) = Z'/(p))a

Ltens eﬁmle kY %31 "“yxm 3
pas algdbriguement
gne relation

&

®

» Cela complite

achever celle duo
2, © indwit uvn iso-
{%ﬁge'iﬂxz§u¢g3 } en

ogne contenu dons lvannsap

-

2
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une extension alzdbrique ; done gi xze X , et eon pmr%icaiiwr sl xed ,
Kofx] est uk corps (Alg.,Chap.V,§ 3,n%, the1) 3 eﬁﬁ dénc rbunion de
eorps, done ¢85t um corps. On a glors K o= AU LT ;4ﬁcm , donc A=K 3
antrement dit, v est triviale sur K .

Coroliaize 1. Bi K egst unc exbension algdhrigue dfun corpe k , toute

ploce de X , frivisle pur k& , 1'est suscsi sur ¥ .

Pour Tormnles commoddment le coxroll.2, nous conviendrons, gl K es%t
,une extension d'un corps k , of X une partie de K . , de d8siz
% 4 2 % 2

&
By Eor s = 5 3 7 S e I e = o . Z= 2 ]
k{Z) le sous-corns de K engendrd par k et liensenble das Slénments o

Corollaive 2. Soient K une extension é'un eeﬂﬁb E , 2%t £ pne partie de

s
B
®
e
tn-J
(o4
Je
@
Iy
o
P4
i
s
3]
fotn
op
Lo
)
Forny
z»(m
b
Q

3 . 3] 5 3 2 2 3 2
ension &1413 sur k . w0it ¥ une spéeiali—

sotion de EUX dons on 50:§s‘§%sfeeiif ,boo gui induise sur k un iso-

evnbiuuc éc I sur up corps k' . Alors 1o dimension de BY(£(X)) sur k!

Q ey
est < n 3 gﬁg si cette dimension est n , 1o spdeialisation £ est 26né-

< 1
rigue.

Soit en effet K' une clbiure ”1” brigue de k(X)) ; dlenrds le
th.1 du é 2533@5 T -peut 2tre praiéﬁfée & une plage o de k{X} & valeurs
dons K' 3 le corps des valeurs éc-§ conticnkt LYE(X}) et est contenu
dans X!, done o mBme dimension sur &' que 2 {2{X}}. Do conclusion

demoroue —~ On pent anssi donner du ¢oroil.? gne &emaue%r&%iea
difeete ne foisant pos usage du thiordme do prolensement (v.exzere. ).

o4 mdmon X
LTS nan:

“
&
pr
0
o
i-m!
M
B
o

> 2 F - bl -~
tions A, d'un corps XK priocodent, clegt-a-
* 2 e e ' s = S o = Oy - : :
dire %ele gue L DA, DAy o ..0 DA . Dlaprbs le 2.5 du n°, il revient
: = X3 < : 2

. o B 3 &5 T L 2 3 . 4 T it 2k P > - - 2
U méme de se donner une telle suitec ou bien une guite de corps X =K .,
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Keseoo K 5 06, pour 1 ilsa?’_j ane place o; de K, , doni le corps des
valeurs soﬁ: Ki s en effet, de telles places étant domndes, on définira
par rGeurrence des places Gi de K en posant 01 91 0 ei #4= 9449° i
pour 1<14 ( -1, 8t on prendra pour A l'anneau de 01 H réoiproquement, |
les Ai étant donnds, et les ?i dtant des places d*anne oux respeetifalai 2
cea formnles ééfiniﬂsent bien, ,d’aprée le th.5, des places Py oyant les
propridtés indiguées. On-dira qu'uns telle suite d'anneaux, ou une telle
suite de corps et de places, est normale si l'ona K # 4 et AgBy g
pour 1 4€ m—?,ie*e’ét-}é-&ire 8i 1a snite (K,A, ’»‘"j"""m) ‘est’ strictemni
déeroigsante por inclusion, ou, ee qui r’e}rient st m@aec, si aucune dé;e
places g n'est triviale. | Enfin, si k est un souns-corps de X , on dira
quiulie *i:ell;e guite est ‘norm;e relﬂtiv‘eggnt k gi tous les eazmemzx "‘i
coatfénuent k on peut olozs supposer gue cmeme ées pla.ces 95 inﬁuit

- gor k l'antomormis*te identique. - . ,
-'Premsatzon Te -Soig X an corns de rons fini n (resp. une. 'extansiég de -

_ dimenaion finie n g'un corps k). Soit {A1)1€ i<nm une suite normale
(resp. une stzite uoz‘mle relativement & }:), ¢l egh-tudlize pne suite,

strictement ﬁéereissan'be poxr inc;.uswg, dlonneaux de valuatlon ge K ,

autres gue K {resps autres gue X et conteh’az;i: kY.  Alors lo lonsueur m
de_cétte snite gst ¢ n et il existe -de telles suites de longueur n .

Gonsidérons‘ une suite de corps Ki et de places :?_{ assaciée conne ila
656 4it & la snite {Ai) Dloprde le th.6! (resp. le "cmﬁ), lea rangs des
eorps E; (resp. les dimensions des K, sur k) forment pour 0gigm , une
:uite st“mtement déero:."eavzte d'erf tiexs 20, don% 2.e p‘*emier est n 3
done ona mg e Quant 1o dernidre ussertien, on pmcéder par

récz;r_renee. ?ranons dtabord n=i ; =i K est de zaﬁg 1 e'h de caractérisw

_tigue O, clest nne extension algébrigue de § 2 soii: Fe Z/(p), ok
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est un nombre premier, et soit F une c¢lBture olgbbrigue de F 3 prolongeons
& une place 9y de K , & valeurs dons F€x> , Lthomomorphisme canonigue

de Z sur Z/(p) (the du @2, n’4). Bi X est une exiencion de k de dimen-
sion 1, soit x un Slément de K transeendant sur k ; soit ¥ une cldture
algbbrique de k ; prolongeons & une place 9, de K , & valeurs éanstOO %
1'homomorohisme P(x) —>P(0) de kx| surk , ¢& T

ot
o

o

Bda
»

gae va polynoue
guelcongue & cocfficients dans k . Infin, si K et ds rang 1 et de carac-
téristique %C-§ procédons de wBrme en prenant pour k le corps premier

contenu dans X . Jons tous les ecas, @, et son corps des valenrs K, déier-

. _ 1
minent o-vee KoaK use suite normale. Pour n gueleongue, soit k! un
sous-corps de X sur lequel K soit de dimension 1 (resp. nn tel sous—corps,

contenant k) 3 1o consitruction gufon vient diindiguer domne une placs N
de K dont le corps des valeurs K, sst une extension algdbrique de k', denc

% 3 e am o 74 o e b s < - PR 1 ‘.‘ % 4. 5
un corp8 e yanz n-1 {resp. une extension de k de dipension n-1). Ia

e 3 3 2§ % —min S A o 3 2w 2T By il oy A .
conclusion sfeunull en gppliguant & “ lihyonothese de réourrencs.
SR = = L ke e ms ity R R e 3 3
Lﬁmﬁ s Cfest iei gue le rédacteur compiailt placer 1o pron.13,p.22

{et & moins gue le précédent rddacteur niait cu des rnisons nrofondes
pour ltinsérer dans le texie) il lui senmble gue cela nérite & peine un

exereice} ‘

6. Bangs d'pre valuotion.
- Ce qui préelds permet de Adterminer 1o structure des valusmiions des

corps de rang fini. Yousg dosnerons diaberd quolgues réounliats auxilisires

sur les groupes ordonnds.
2 [s] ez ! = = 7 i A =2 S 2 £
Provosition O;- 81 € est un groupe ordonné, les frois propridiéds

1
o

>

-3 = e 2 rian Sy 3
snivanies sont conivalenies ¢

e ' : : T
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.2) & n'admet pas de sous-gronpe isold outrve gue G et 0}

B) quels oue solent x) 0 et x>0 dons G » 3l vy aune ntier n >0
tel que nx > x' ; v

c) G est isomorphe & un séus-grouns du gyoune additif I des nombres

ne b) ; en effe‘{;, gi = >0 cz?,ua G , ltensemble des x!' €0
fels av.’il existe un entier a >0 pour leguel Izt nx est un sous-
ie 3 rifide. Récipro-
z}) est vérifide, soit x un 418ment >0 d'un Séasugi%oupe
isezé Hae &, et x'>0 dans € 5 ilya n>0 tel gque ux-x'30 ,
d'0h on conclut xte X

)
s
")
?
f:S
o
LY
o
e

pui f*(zs,he o = z¥+{nx-x1jJ€H ; on g done H=0 .

1t'iaxiome dtArchimdds® {{GX«Z“,) e

2 plapplique 8 E=21I =P , w=0 ,

pourvy gue .9«5 } it pas de plup petlt S1léwment, et montre gue dans

¥ 5150 ¢t B o 5i an con-

ce cas G est isa@am{m@/ &4 un sous-groupe paritout dense de R

%trai:ef-e_ éf;'}% un plus petit €ldment g , et 8L x€P , soit n le plus

"u‘j

setit entier tel gue na 2% 5 on aalors (m-1)a % , done Ogx-{n-1)agsa

o

t par sliite z =ln-ilz 3 G

e S 52 : s
¢o2ps et 2t'il nleziste vos

7 B de 7 51 =l e 7 w AL mE
de sous-pnneau B de K , sutre que T ou s , tel gue £33 DA . Oa adast

L

A e A5 £ - ¥ on T a3 B -
~alors dg 1z prop.8 le corollaire suivant
= - 5 . % 7z
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Corolicire. Pour gulun sous aonnesu d'un corps K soit moximel, il fong

et i1 suffit gque ce soit l'anneon d'une volvation non triviale de X donk

le proupe des ordres 301t un gous-groupe de & .

Soit 4 vn tel nmnean ; comme ce n'est pas un corys, il y o dans A un
élément x non inversible ; dlaprés le th.2 du noi, A egt done contenu
dans ll'amnecau A* dtune place dont le noyau sur A contient 1'iddal xA
cette place n'est done pas triviale, et, comme A est maximal, on o A=A? .
Soit w ume veluation de K d'annean 4 ; dlaprds le‘ﬁhfﬁ du n34, i1 fout
et 11 sgifzt, pour que A soit maximal, gue le groupe des ozrdres de @ |
_:a*aémétﬁe pas de sous-groupe isold ; la coneclusion Q*eﬁs&it'd’aprés
‘la prop.8 .

Proposition 3. Si & est un groune fosalement 0*& nné, llensemble des

- Bous-groupss olés de G et totalement ezdeﬁaf'gﬂv iﬁﬁlasiﬁﬁ-

i
. Soi&nﬁ'ﬁA o1 éeaz gsouns-groupes isoiés de G 3 Saygosans gue Hfg& B,
dorc gu'il existe un B' >0 dans HIAC(H) ; soit x un Slément > O
de H ; on o ‘x.g x!, car dans le eas contraire om aurait x = x'+(x-x')eH,
xte O 'z«x'eﬁ, done x'e H . Ihis alors les velotisns x?m};ﬁ;{'-x)éﬁ* :
x)e s 1 »x}D mam?*en% gue xetk 1. Done on & He HY .

Ssrallaire 4. 81 A As*.;grgﬁaéaé de valuation d'un coy s K . las sens_

aqﬁeaax ae 4 oui con tiennent A& forment un choecmble t&%aleﬁﬁﬁé ardannd

ggg,ineiuglea.

Ea,eﬁfetg dtaprds le th.5 dd n°4, ils son% en correspondance biunivo-
gue {préservaont la relation dfinclusion
groupe des crér&ﬁ diuae valuotion sssocide & llonngon 4 .

Corollaire 2. Si ies sous-groupes isclds

L]
florsd
an
]
fota
i
B
Y
5
o
o
i
s
Hi>
e
o0
w
4]
it}
(¢
o
e
(9]
i
i
:
()
VR

gous-zroupe de £ .

e
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e

La prenidre assertion résulte de 1z prop.Y. o4 Gi n'étaiﬁ pas isomorpha
a2 nn pons-groupe de B , i1 au rait, d'npfbs la prop.8, un sous-groupe '
isolé autrs gue Gi et %O} s alors 1timoge réclproque de ce sous-groupe,
pour l'homomorphisme canonigue de H, ; sur Gi , BErs t BN Sous-Zroupe
isold de ﬂiwi.,‘donc'ée ¢ , distinet de tous les Hj -

Définition 6. On dirp gu'un proupe totalement ordonné & est de rang @

%
81 ses sous-zrounes igolds {(y compris G SO}; cont ou nombre de mHl.

run

et
On dirp ga'&ne valaaﬁian dlun coxps X est de zoang @ si son gzroupe des

ordres eﬁk de roNS B .

Un ﬁrovpe de rang 1 est donc un gzcags isomorphe & un g@ﬁﬁ»greupe de
R non wéduit & é@% s nne va
1z groupe des ordres @st un tel Sroups.

Bemoroue. Une valuation de rang 1 est guelquefois dite arechin

v , ek n'adnet que des valuotions de rang L 1 3 il en de mBume pow
une tension K ds dimension n 4'un corps k si lion ne considere gue
les valr”‘iaze de K $rivislies sur k »

Clegt uns conséguence imnédiate du corcll.2 de 1o prop-5, de 1o
prop.7 €u aﬁ’; et du the.5 du ﬂgi s

7. ?11;&315@5 de rang 1 -

rgmn 33 , e | o ; S 1 P~
-urs dons R ; comme toutsc valuation de

prenant S Ses

R
-
£
el
Lgh)
&
X
w
£
¥

m
¢

&
“
o
@
W
!

o OBy O30 ey e T e zy 2 P o o o T
sonncoenis. Le groupt des aroires
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de L gnil est don

» 501t un souvs-groupe

6

]

Une wvo

dtune valuation de rang 1 est alors
de R, solt vn pous-groupe discre:

Définition 7.

om ! ! o 0
o3 s o ] G B
R ¢ I o) Eon S w

b S Rt o R AL T O o e ey
& o Dt R 1 Lt} Sy ) o (4] 1
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par d4finition des x1_? » que si p=1 3 donc tous les termes de (1)

. o . § :

d'ordre y seront obtenus pour 1 = p = 1. In divisant (1) par 2197%1 1 >
: 7 . ]

on anrs done uns relotion de 1o forme +9% =0, oh w et

une somme de ternmes dont les ordres pour w! sount - >0 , 08 1'0n g
bgg K et a%{b?‘y1’§) >0 , done w{b?);% G , ‘quel gue ”ﬁi? £, et
by=1 . Ilais celn est contraire & 1z définition des i e . I1 rSsulte en
particulisr de ce gui préedde gue 1'indice de ramification e de tout
prolonzement w' de @ & L est £irvi ; alors 54~§=&£8 28t un isomorvhisne
dans T° du groupe ordonnd T des ordres de w! i done ot est de rang 1 ,
et diserdie si w est diserbic ; de plus, si on suppose eonm dthabitude
gue T° est un sous-groupe de R (et non pas s icomorphe & un el
ous-groupe), il y a une valusitlon et une seule, dgnivalente & mf; prenont
ses,%aleazs‘&ans %, et qui -prolonge w , & savoir la valuation fen? ,
of £ es} 1'isomorphisme de ]:fa ans & déternind par *56) {eo)je . Tone

les wt QLN,pfcl@ﬂgea*.w sont en

9]
e

Gorcllgiré.

+ nomb: ini, &% eux indéguivalentes
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s €t @ une

T

valuation de zane 1 de

sobricgue d'un ¢orps

In effet, pne telle valuation indnil

extens nde X ée dez
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ang gue gon prolon

s tout proloncenent de @ & I est de rons 1 .
unc valuation 8e rang 1 sur iouke
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BEn effet, g1 gf.& s on.a [x|>1 , done im !aﬁ N0 e,
on 2 |x|€1 , dome iin {'{ "B est1eon +oo y et les x’“n‘ ne peuvent

£ o34 00
_tendro vers O .,

Ihéordme 8. Soit K un corps coggleu BOL _Toppord & unc valuotion o de

ranz 1 de K . 81lorg st étre roionzde dfune nonidre ot d'une mgeule

& %toute extension ﬂlﬂcbriqae L de X ; ce prolonzement u? est de rane 1 ;
et, 81 le corps L est de aezré fini sur ¥ , il est complet por rapport
a2 o'

Le prolongemcnt est on tout eas possible, dlaprds is
pour cn ddémontrexr llunicitd, on pens supposer que L est de

Soit w! un.p:olaa*sment de wa & ; d'aprds le th.7, il ost de zans 1 .
Pour Sviter Toute 393,3:10a, convenons de ddsisner par K le corps ¥

muni de so structore de Gcfps valus au moyen de w , tendls gue K désigners

-

le mime corps muni de sa secule structure algdbriqus % 2% d4finissons de
néme ‘L., et & . Is valéur absolaa ééﬁ?r‘e per @ sur I délermine sur T
ane etructure ﬁ’equze veeucvivl normé de dimension n suw ~, s dont 1g

struchure ﬁGPﬁlO”Lg&e et 1¢ 81 Ictar@ aﬁiﬁéfés ne sent ouirves due celles

de L, - lois en sait {Esp. ?éc%s;one..;} gutun tel

u'espazce vectorivl tepoloWi ue gur K eet isomorzhs &
g 3

'x,,...,xn est une base da L sur K, 1'%915%1:%@1 gf, £ 1557 TyX

bips

de Kﬁ sur Qﬁ, et un isomorphisme au sens de 1a o rueture topologigue

et mime 2u sems de 1o structure uniforme de ces aa@n@su: Lo topolegie de

Lw' est détewninéc por 13 d'une monidre uniqae gﬁw%iz de 1o donnde de &

et de w ; dtapris lﬂ prop.i2, cels démoatre 1’unici 5 és @' . Comme de

plas Kg est complet, il en est de rfme de I, .




- 00 -

“[H.B : Le th.8 cet essenticllement le lemme de Hensel ; joint au th.7,
il perme% de faire toute lo théoric de 1o ramifiention. Pour 1o "relation
des degrés® ‘Zi &iei = pn gous certoincs hypothdses (paez; géparabllité),
le rédacteur est portisant de la méthode Qui utilise la théoric des
algdbres commuiatives : L étont extension de K de degréd n , on ccﬁsidére

L comme algtbre commuiative sur X , et on &tend le corms de base an
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de corps gui ne sont sutres gue les complétés I e
prolonzenments @l de & L ; slors on = & dbmontrser que §L
> : . : £
ce qul est le premier pas dans la théorie de la ranmification mtriciement

locale. Le zédocteur verrait voloniiers celle-ci poussde asses lein
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b) Llanneay. A[X] egt un module de type fini gur A ;

¢) llanneou A[x] g8t contenu dons un souc-anneau B de R gui est un

module de type fini sur A& ;

d) i1 n'y o pos de spdeinlisation de A U {x} agul soit finie pur A

et non en ¥ 3

e) on s x('{r) ;é oo pour $oute place 7 de R gui induit une spdeiali-

sation finde sur A .

54 8e plus B eob un corve, les propridtés ci-dessus sont dquivalentes

2UX su_ivantes 2

f)onga wix)z0 pour_ toute va 1!?361091 wde B gui est >0 sur &

<

) x egt dams llimtersection des onneaux de %ralaai:icn de R gui

. gonti -ﬁemt.& A

81 2) est ve:e:.:’fie@, on o xnﬂa:: ﬂ?xﬁ'@"?-;.eéunag pour tout p» 30 ,

éone B e P ;ép}_)ar‘t;iem: aun A-medule ez:g;e*:zﬁré pazr %;i sXgase ,xm'?“? };

on voik alom, por rdeurrence sar D c;,tze, pour p2z O , %" =p,'apgar’¢iem
ag xzzoaule 8= A+hx +..‘+bx?i = s done gque é{:zj:c B ; D) est done véri-
fide, ee 'gzzi entratne e). B5i e) est vérizide, soit AE}:‘}@E: 2 '&bi
alers, pour 1<1€n , xb; @®st dans B , done (:'f.é a forme .

_Xbi a% a’ijba (aiséﬁ) : e‘est 12 un sye t?\ae de m d;'gﬂz“‘c‘s ons linda ires
et b‘.-emguaes entre les b; 3 soit D = detla, ,wu« %) 3. déterminant de
ae syﬁtémei On g alors m;izo pear tout i (A}.g. {;z;rzaclﬁ $6.n%5,
formile (22), Gome Db = 0 quel gue soit bEB , d'of D = 0 puisgue B
est un _a.maegz; et que per suite 1€3B 1 %hi& detia a4 3-8 13@ est;v au '
signe _;?;*és,”an polynone z;nitairo de awré menx , & coe fficients dans A.
Dond e) .éxz_f»’;:éaine a)s Soit mai*ﬂ’cemﬂ_‘g £ uvne ﬁﬁ izlisotion finle de & ;

Etendons £ & AU ix} en prenont #{(z) =00 . Pour que ce soit ia
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soit ¢(b)/pls) un &l4ment de By , avec beB., s€S ; appliquant ¢ &

une Gguation de dépendance intégrale pour b sur & , et divisant par

b

@(s)n si n est le degré de cette Sguation, on obti une Squation de

3

dépendance intézrale pour q(bb/@(s) sur AS . Suppozons gue B soit la

fermeture intégrale de & dans R 3 soit p(xk/@is} un é1lément de Ba en-

4

tier sur Ay , avee =x=€R , 8€S5 ; une équation de dépendance intéerale
pour cet &lément sur Ag sera'ée lz forme @
: % wlz
olx)® | olay) 'e(x - , 9lay) Z
e % s 5 CRR e o ols = Q
ole) ols,) ¢ p(E,)

Y

avee a,€4 , 5;€S . En multipliant par @{s s 850-08,), on obtient une

98

: # il
relatlion de la forme @(&)z@ , BVed U = 8 X + afgé Fo oot

o

?
S n-*

si€h 3 u et done dans le noyaun de v , cfest-a-dire dans llannulatsur

B.£5

d'un §lément s' de § ; on = done sfu =0 , clest-i-dire une relation de

1o forpe . shx™ + ag;z; Tt ednl = C ovee sg%¢g 8 ad
- ,..\. j ‘ 0 2 A s q‘ - - s .

cette fel tion par sﬁ . on obtient une &guation de dépendance intégrale

pour s¥x sur 4 , ce gul donne Db = g"x €8 , et par suite

gﬁ{'z)l/gs{s) = g}(h}fﬁg{.ssf‘*' € By

Carollaire. Saient A on

2 2 S8 & Ty o e
11 zuffit, pour gulune valuation

de K seit > 0 sur 8, , quelle soit > O sur A et €O sur 5 , done O
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Coxollnire 1. Solent A un onneau d'intéprits

H

intépralement clos, X son

corps des fraoetions, L

une extension alsgbrigue

séporable de X de degrs

fini. Alors, i x est un S1lément de L , gatier sur A , 1o trace
> norpme | je = gur X s dans A .
TrL/K(x) et la norme _?L/K(x) de = gur X gopt dan _
C’est immédiat ﬁ’apvbs la prop.5, et le coroll.2 de la prop.Y, Alg.,
Uhan V‘ §1C? n96, ou bien en vertn de 1a ¢éfinition de la .norme et de 1a

-
£3

trace et dlun raisonnement analegue

& celui de la démonstration de la
pro§%5
Corollaire 2. Soient A un annean d!'intdsrits, X gon corms des fractions,
T yne ¢xteﬂs on algdbrigue de K . Supposons gue & soit interseesion deg
deg amnneaux dlun ensemble S de valuations de_ranz 1 de ¥ . élars_la'

fermetnre intégrale B de A dans b est 1'inker

zeetion

valuations de T gui pvalan%eat celles d2 S

B est en tcut gag con

ntersection

j’apfns la prop.i, tenue dans i :
‘s0i% done x3§uﬁ élémen% de cellec—ci 3 soit xP+ eixﬁ“?%ﬁs,+e' =0 1le
polynome nminimal de X sur E . Spit B 112 sanesn dlune valnation wée SZ

puisque @ est'de'rang 1, R est un sous-

prop.8, § 3,

2%6). Soit w' une valuation non %
sur R ; d'aprds le coroll.! du th.6, §3,n°%5,

induit

nneau mayimul &a T

{coroll. de la}

riviele de T qui soit 20
ia veluation w, gu'elle

sur K eé%rnen triviale, done l'enneau de w, eat #K , et, comme
cet anneau contisnt R , elest R , clest-d-dire que w, est Squivalente & w
11 s‘eﬁﬂai%:qge w! ezt ollo.mfme éiiiva?éﬁﬁl & un prolengement éﬁ‘w &5 ,
de sorte qulon o w'{x}) 2 0 da'aprds 1'hypothise fai%c'saz X « Dloprdg
la prop.1, il alensuli gue % est entier sur R s G0nc, dlaprées 1o prop.5,
gue e, €R , a*esﬁuéuﬁife _m{ei 2 0 , pour 1gign . Conme il en est
ainsi quel gue s0it we Sk , on = done c;€4 pour igign , et par
gnite X€3B . .

E 3 e
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2 7 B
On noters qu'nlors, oi xek , 11 n'y o gu'un pombre fini de w € S2
tels gue w(x) f € , conme on le voit en Gerivant =x = hja , B A* s DE Af.
Proposition 1. uoi.cz;t A un anneau normal, S2 un ensenble de définition
de 4 ; poit zeK-A , ot soit 50 un iddol Jpremicr de A contenant ﬁ‘(z)
Alore il existe weSZ el gue w(z)< 0 2t Ki(w)c: P .

Por hypothdse, les w €S2 tele que wlz) < 0 forment un enserbls
£ini non wvide %w,! ’“'*"’m} 81 on ovait P (mi)g’: ‘53 pour ISign,
il v surait, pour 1€ign , un 2, € 33 {zs } -te‘i que '15_%53 « Soit

a;

a = u1a9...a quel gne soit l'lentier ¥ , on aura a“% @ ., done

zz"

cr._ = : Es : S -
73% 's‘(a) ezz a v%é . Inig d'lavtre port on 2 wlg'z)> O pour font

L]

= : 7 5
we émplact des w; , et, pour chague 1 , mi{a z) > 0 d®s que

B é&}ifz)i puisque @;(a) > 1 .'Donc on a2 w 29z} 2 0 quel que moit

(8]
5]

bt E? EE 5.5 Y =
wES2 , otent-b-dire o z€h , d%s que ¥ es5t aun molns égal au plus
grand des g {z)g : 11 v o contradiction.

Provositi c‘ﬁ 2, ,im,m?:t A zn onneay z::.s.z?r:rl; S2 umn ensemble de ddéfinition

de A . Soit ‘3‘,} un 1déal premier de 4 tel gue Aw, soit 1ionnean dtune
yaluation ‘iscréte normfe v de K . Alors on o veSd il existe

z€ X v'k_elgaze viz)=-1 , et gue w{z}> 0 pour tout we S  autre gque
v ;3 et on a2 alors P z)= P -

Soit uwek tel gue viu)=-1 3 d'aprds ilc lenme 1 dn ﬁa’s, on 2
75 2 ® - - =
3 {n) = & s d'aprds 1a prop.i, 11 v a2 done weS2 el que
3’3(&):: @3 t dfzpris le lemme 1 do n%1. w eot done éguivaleonte & v

dled w=v puisque toutes deux sont ﬁcraéegg Lop @ antres qa,e v tels

LA

gue w{n)< 0 forment un encemble f£ini im gisa b % s &'aprd 1«3 lenne 1
e 4

o)
du n%, on 2 ‘&;Df(mi) # ; dome, pour tout i, i1 3 2 un a; € 3'3 {wi)

T ot a2 = : s 5
el gue 5,.%53 » 201t B = By Boe 0B 3 omE ag (gl gone {lemme 1)
5 7 o = = = = 23 , =
v{a}=0 , et w;{a) 21 pour tout 1 § en posant 2 = 2 u , on aura done

P = : e
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Pronosition 5. Solent A (1€ i< h) des valuations esserticlles distine
tes, en nombre fini h , d'un snncou normel A 3 goient m, (1< iéh) des
entiers . Alorm il existe x€K el gue v;(x) =m, , et gue wlx)30

pour toute vaoluation essenticlle w de A digtincte des v, »

Digprds 12 prop.3, llensemble V des valuabions essenticlles de A
est an czwemb'le de définition de 4 3 donc, d'aprdc la prop.2, 8i veV ,
11 existe zéK tel gue v(z)=-1 , et wlz) 2 O pouxr tout weEV
autre que v . Soit done, pour 1<£igh , z; tel gue Vi(zi) = -1 et
u(z;) > 0 pour WEV , w#v; . Alors, si tous lesﬁmi sont <O ,

on satisfera auz conditions imposées en premant = = > z‘_{mi . Pour
' ; ¢=4

passer de 12 aun cas géndral, cholsissons, potur chague i, un aie%@(vi)
antre que 0 , et solt a = .o2y 3 on aurs v;{a)31 pour
1€ig<h , et w(a)z 0 pour tout weV audre que les V5 o ?oe:on.,, dans

‘ces coa&iﬁi@nﬁs mi = mi-l;%’vi(a) , ¥ é%ant pris assez grand pour que ‘tous

les mf solent L0 détermimﬁs %' tel que Yy (x?)-.zmg s wizt) » O pour

q N T? = - - & P
w4l igbinet des v, 3 alore X = g x' gatisfels ausx conditions impeséesn.
4 $

Remargue. Dans 12 prop.5, on ne peut en général remplacer 1a .

condition w(x)?,o par la condiiion plus stricte wix)sC . Ies
anneaux pour lesguels le problime plus strict ainsi post adnet

tonjours une selu‘si@zz sont les anneaus facterisls (3% ).

3. Diviseurs dans les 21 nnesur Hormaux.
Dang ee n° , on ccﬂv:c.@:szdra de dbsizner vne foic pour toubes par &

e

un annean normal et par v 1'cwe*:; e des valuations essentielles de A

=

4

d'aprés le cor oll 1 e la pmp. F 2{35 ki est en eor:r:*@s;}oz“ﬁa'ﬁee bivnivogus

avec llensemblis des idbaux premicre ninimoux de 4 .
Propogition 6. Soii 74 {C) un idénl1 fractionnaire de % relativemsnt &
liannean normel & . Pour sout veV , posons nig ,Tz} = infzé%v'(z) .




veV

;oru leg

fax définition d'un idéal fractionnaire, il

ptxb ; 5i de plus yéa ,y#0 ,onaura
vi(z)g (OL,V)QI v} -pour tout vEV . On 2 do
gue vi(z) =viy) =0,

A 1'id8al (I , on peut donc faire correspo

dang lg groupe , somme dirsete deg groupe
v&V . Hous convicndrons de ﬂonnez o ee grony

or , en prenant gpour Sléments positifs les
guel gus soit v . Ce grouse est cononliguenend

*

ya xekK tel que

A CH e A, dlod
ge n{U ,v)i=0 chague fois

11818ment (n(0y,v))

g deg oxdres deﬁ valuations
¢ ga structure de groupe

re

{n(v)) tels que nfv)30

izomprphe an groupe abdlien

libre engzendrsd par les veav par liisomorphisme gui, & tout geﬁgraﬁear

veV de ce dernier groupe, f£ailt correspomdre 1'8lément (n(v}) du

oremicr pour lequel nlv)zl , n{w)=0 pour w % v . Pour des raisons de

commodité, ctest le groupe abdlisn lilbre engendyd por les vEV guion

considérere dans ce qui sult 3 on conviendrs de 1l'éerire multipllcativensn
on llordenners en y trancporiant lao gtruecture dfordre noturelle de

Z(V), ctegt-a-dire en y prenant pour 4limentc positifs les 41dments

A

- ni{v ; ; 4

T ) avee nf{v) > 0 quelgue soit v .

il q‘g’ v :

Ve : : i

Béfin“ﬁfaﬂ A. On avnelle diviseur d'un gnneau nornol 4 toub S1dment du

€%
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Dé2inition 5. Avee les notations de 12 prop.5, le divigeur H vn(% V)
V

f}

livigeur associd & @ ct gera noté D{& )

£

gers appeld lc

En particulier, si xz €K , on aura D{{x)) = D(zs) =T '\J" VV(X)
eV

Propocition 7. Pour tout veEV , on 3 "’3(5:) (v)) =

op.5 du n°2, guel gue soit w #£ v dans V , il
existe xe€lB tel gue vix)=t , donc ze& O {v), et wlz)=0 .

-

Proposition 8. Doient A , -@ teng iddeuz froctionnaires de X (relative-

Sanx
ment & A), autres gue {(0) ; alors 023@« en‘émiae gue D £ } est mulgi-
¢

{
ple de D{¢ ). 8L dch , Blor) est u_‘z%éé‘;ﬁ entier, et réeiprogucenent.

Pour gue 33(()3,)‘.:’1 , 11 Font et 11 suffit gue (4 £0it contenu dens A et

Lz prenidre osseriion résulte de 1o définition de D(d ), B{@’). Bire

i
gque D( ) est cntier gisnifie que nld ,v) » 0 pour tout veV , clesi-

a-dire gue 'v(a};,@ pour tout veV et btout a €L , donc gune tout

i

¢

aegl es8t dans A . Enfin, 81 L . A , &ire gue DB{R) % i é&quivaut &
dire qu'il existe vEV tel gue nld,v) » 1, elest-i-dirve fel gue

v(ia)p 1 opour tout s e&ll , done, puisgue ¢ < 8 , gue & C ZZ? (v)
Corellaire. Ei | est un 1d8o1 premicr non minimal de A , on 3

-~

20

2
{n
3]

st

}-h
e

oy g o . ) :
In effet, 9 ne peut évidemment 8tre contenu danc un idéal prenm

I$ moven e whimpwmis offendtdtvoancnd & naw o wn lz\ 2o e
Ue ©¢ag Bt présents eiiCeTIVERNCERY 3§ P2T gXeuple, On verra

)
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Lo, propriété cssentielle des anncaux normoux est que 1'ooplication

Ot —> D) de l'ensemble des idbaux fractionnmaires # (Q) dens le

- -

groupe des diviseurs se comporte 4'une manildre trés simple vis-i-vis deg

ey

lois de compocition gul opdrent dans le premier de ces ensembles. Hous
-connaissons quatre lois de cette sorite : les trois preunidres sont celles
gui associent & deux idbaux 00, «@ les id6anxz N ¢ , -%-‘@f &t
@ 3/ A 3 "oqpccmvew,ﬂt ; la derniére se A6finit {ef.Alg...) assocciant
OL;«@— 17idéal ‘:c';cetvonnaz:ce oL J,,é" eimgenaré par llensenble
gg-@' deg produlis ab, oh ael bé“{é’ 3 comme ddsormais ce dernier
ensenble ntouras plus & intervenir au cours de ce chapitre, nous convien-

drong & partir de mainitenant de ddsigner par ::FL @ s nen pas cet snsemble,

ionnaire gu'il engendre, clest-d-dire (Alg...) llensem-

ble des éléments Z a’bi avec ai&% & bié& .
Théordme 1. Si -g sont des idéoux fractionnalres de K gutbres que

» {0} (zelativement & llanpenu  normal A}, on A : ,
Q(Q@—) = D{A }33(*@) e ”‘(&a-r--@»} poed iz}(%) 3{%)}
Bant ) = ppom [Dix), _}t-@)j ; m%s;az,) (4 i)™

£

Les deux premitres relations résultent immédiatemcut des définitions,

ainsi gue le fait que, Gans chaocune des deux c;;e:r:, idres, le premier menbrs
ons r = nld ,v), B8 = n(‘@ sV,
et solent aegr , be& tels que v{ia) =r , v(b) = s . Pour achever

de démontrer la %roisi2me relation, il faut c e:zfz.mls,e uwn XE4 N «ga

= _— =% & = 5 *
tel que vz} = mex(r,s). Dtaprfds la prop.5 du n°2, il yaun ek tel

gue wix) = mxgﬁ(a} ,w(b)} pour W =7v ef pour tous les weV en nombre
fini tels gue w(a)> 0 ou w(b)> 0, et %6l que w(x) » O pour tout
sutre wevV . Alors, guel gque scit weV , on & ‘6‘5(3;_} wla), etent-4-dire

a{zf/a)%ﬁ ; on a dene Xfaed , done zeabg L, et de mBme 155» :

=
.
3 s £/ T3 - S 4 = i S RS C AR B % Fos
done X € (¢ 1 & - De mBne, pour schever de ddmontrer 1z dernilre relsotiey
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i1 faut construire un =xe¢ @ t ot tel que vi(x) = g.r. . Dfaprés 12 prop.5
du n°2, i1 vy 2 un xeK& tel gque w(x) = w(b)-nlg,v) pour w=1v et
pour tous les wE€V on nombre fini tels que w(b) >0 eou nl(d,w) L0,
et wi{x)> O pour tout autre WEV . Alors, si VvEW , on 2
wiz) > w(b)-wly), ctest-i-dire W(xy/b) 2 0 , pour tout weV , done
xyevh < B , done xe¢b :q . |

Corollaire 1. Avec los notations du th.1, les relations A b =4 & @

et Bl(d) = B($) gont dquivalentes.

Blopnrds le th.1, la premidre relstion evz“craiﬁe 1o seconde. Diautre
part, les &1éments % ¢ de & 1 (L sont les xeK tels que viax) 2 O
pour tout a€dl et tout v € ¥, done tele que viz) 3 -n{¥,v} pour

‘tout VvET . Bcné Ascy  esh ﬂcaplm’sc*wcm ddterminé par lo donnde de

a{dt ;v) pour tout v , ou ant.«-emnt d8it par A ),

Go’ro_l:;gire 2. OL —> D{0L) est une =pplication de llengenble des iddsux

{34

fractionacires f (0) cze ¥ sz*f le sroupe deg ivi geurg de A 3 elle induit

-

sur le sroupe ordonnd P ¥ des idéaux fractlonnaives wrincipaux ## (0) de

K un lsomorphisme exoissant de ce srourpe dans celui des diviseurs de A .

g 713 ‘p:zfezzrziex-' gbii:ﬁ: résulte cussitht de 1a prop.7 et du thet. Il esh
clair quée xA ~>D{xA) est un homomorphisme ; :599*- gus D{xzA) = D(yd)
il faut et il se’*:ziz que vix) = v{y) quel gue soit v , clest-a- ~-dire
gue x/y Soi’c inversible f'imas 4 , om encore que A = yA . Te fatt gue

1'1&0&01«3}»&3 e :.A "'93}{3!{) =

&

t ercissgant résulie de 12 prop.t .

4. Aweam .f:ac?:em ls.

4 = 3z = . ,..,‘!& z = 5
Ie corell.Z & du %lz.f montre en particulier gue le groupe P des idéanx
pRUX ffee%emo reg # (0) ¢ ?;,zr annean normal est loomeryhe & un

eulier importont ezt czlui oh i1 est,

- i —~ - 724 o % = £ = 1 dapm v e s =
en tant gue zroupe ordonné (6t non pas seulement =n iant gque grouype )
(L)
> e
i1y 20 ne s
Leiy gi}._ Q)UL.:'}\I 4 » =
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el
(&
b
Jte
s
;-IA
o
Jodr
Q
=
\:“
u

oient & un onnesu dtintéeoritd, ¥ son corps des fractions

P le groupe ordonné des iddaux vrincipoux froetionnoires de K relative-

5t factoriel sfil exziste vune famille (p
d'é1éments Ge & ayant la nropridid suilvante : tont x €K peut s'écrire
dtune ponidre et d'une seule sous lz forme

1 1
of w ezt un é1lément inversible de A , 6% oh les n_sont desg entiers,
tcuo QLZS sauf un nombire £ini dtentre enxz, et tous 72 0 c¢hague fois que

ates
N ; :
xe.ﬁ . Ip ﬁreape P étant alers réticuld, touies 1¢5 propridétés de

i

divisibilité ddmontrées en algdbrs {élgﬁﬁﬁsagngaf cernant le pged,

le ppen, les Eléments étrangers, ete., s'appliguent aux annecaunx facio-
riels ; la famille (p ) étont comme ci-deseus, il et cloir que tout D,

est un "6lément extrémal! de A {Alg.,...), et que rdei proguement tout

8lément extrémel est de la forpe up, , oh u est inversible dans A

i
@j
e

¢lesgt-&-dize est associd & 