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LIVEZ V
v ZSPACES VICTOLIELS TOPOLOGIQUES
CUAPITRE IIT (Btat 6)
ESPACTS D'APPLICATIONS LINIAIRES.
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Jans ce chapitre, tous les espoees veetoriels topolesicues considérés sent

des cspaces lecalement convexes ré&ls ou complexes (ch.II,832 et 6) ; lors-

ue le corps des seolaires nlest poas exnlicitenent mentlonnd dons un dnoneéd,
gug

il doit 8ire entendu gue ce dernier est valable nussoi bien pour leg espaces

lgealement convexes cemplaxes.

§'§.

t...\

insembles bornés dans les espaces lecalement convexzes.

n

1. Béfiniticn des ecnsenbles bornés.

g = ' :
DEFITITION 1.- On dit gu'une partie A dlun espace loeazlement convexe B

ad

est bornée si ellie est absorbdée par tout voicinase de O dans E {2utrement

dit (chap.I, $1,n°2) si, pour tout voisinese ¥V de O dans E , 11 existe
.;%}0 tel que AA ¥ .

Il suffit &videmment que & soit abscrbie par tout voisinage apparitenant
& on systtme fondomenial de vcisinag% de O . '

Si 1= topolegic de E cot w.fz.vy%e par un eanscrble I de Mn,_uaarmea;
pour gn'une partiec A de I solt beornde, il faus e‘is il suffit gue toute

seni_norme pel’ soit bornde dans A g cela ré sul%c Lﬂaf‘fimt@mnt de 1a

=0

6finition des voisinages de 0 dans E  (chap.II, 35).
Exemples.- 1) Dao-ns un espace n@rﬁé ol gaou,zf anione pz:r%;ié‘ A goit
bornée, il fout et il suffit que la norme fx}| soit bornde dans A ,

ou enccre gue A solt contenu dans une boule de cenitrze 0 i en deaatres

serms A doit 8%re borné pew 1z struecture dtespoce mm,trieue ée E

{Zop.sén- ,che f}sﬁi;%zgﬁ 2), ce qui justifie

o texr inm@gie intredy Lgn
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Dons ce cas, il existe un systéne fondancnial de voisinages de O
dans E formé d'ensembles bornés. On pett montrer que réciproguenment,
i dons un espace locnlenment convexe sépord E , il existe un voisi-
nage borné de 0 , 1o topologie de E pent Btre dbfinie por une norme
(ekerca2)e

-

2) Dans tout cspace lecnlerent convexe E y Un voisinage guelconque
de O cst cbesorbant (chap.I, 81,n%3), ce qui simifie gue tout ensem-
ble réduit & un point est bornﬂ

3) Dans un esnac@ localement convexe séparé E ,'an ensenble borné
A ne peunt contenir de sous-espace vectoriel non rédunit & *or;nine ;.
en effet, pour tout g%O 11 existe un volsinsge V de O tel que
XEV ; si A est tel e A AV s On voit que Az%& -

Il est elair cue si A est une partie bornde de T = AA est bornde pouxr

]

teut scalaire .ﬁ,g et toute portic de A ost bormbe. Si I est un sous-

espace vectoriel de B , pour gulune pavtiec de II soit bornde dons lleavacs

b

i1 , 11 fant e% 11 suffit quielle soit bornde done E .
’ SO

s &5 % =
DEFINITION 2.- On dit gu'un ensemble B

s _borndes dfun esvpace

lwewlemaﬁv convexe est un systéme fondamentnl de partics borndes si,

am

Doy % onte partie bornée A de s 11 exisgte - yortic bornde Be B

C’)
o
5
NGl

contenant A .

Por exenmple, dans un espace normd T , les boules de centre 0 et

)

de rayon n {entier naoturel guelconque ) forment an sv&tem@ fondamental
de parvies borndes :

ZOPOSITICT 1.~ Iz réunion de deux ensenbles bornés est unt ensemble borné.

En e’fet, colent & et B deux ensembles borunds ; pour iout voiginnge
convexe V de O, i1 existe deux nombres @}G s B>0 tels que A oV et

BC BV ; 81 y=lbx{a,B), 11 est clair que AUBC YY , d'68 1a proposition
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81 1llespace T est sdpard et non rbéduit & 0, il ne peut &tre bornéd .
cette remorque et la prop.l montrent que, dans £ , les complémen—
taires des partics borndes forment alers un filtre, gqui est

dt2illcurs invariant par toute homethétie de roppert %0 o

POSITION 2.- L'enveloppe fermbe convexe et Sauilibrde dfune nartie

bornGe est boxnfe.

In effet, i B est upe partie bornfe, V us voloinage convexe, Sgui-
1ibré et fermé de O , 11 existe A D>O tel que ABCY ; a fortiori,
si C sst llenveloppe fermbe convexe ct Sanilibrde de B, on & finZL?'ﬂ

rment un sys-
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ons un espace lecalcment convexe, ics ens

convexes, égailibzés et ferzés forment un syetdme fondamental de
parties borndes.
PROP 7””“”7 3.~ Dans un esyace leocnlement conveze sépord £ , toute
partie prdcompacte est hornde.

En effet, soif 4 un ensemble précompsect dans T , et ¥ un V@isiaagé

convexe de C . Il exicte done un nombre fini de poinits =, de A tels gupe
: I g

i
IE
% 4 = o e et oaan 5 o L
tes volsinages a.+ = V Zforment un recouvrenent de 4 o
£ &~
- 35" 3 s - % em e -~ 3 2 & Z P 7 e 5 = ; £ &
Liensenble B des points @ est finl, decne borud (prop.1) ; il existe
% = ‘é
< P 3 - P 3 o & T 2e 3 ) i - e =y @ 4
par sulte un sgscoloizve A tel gque 0L A L1 ef cue ji&;gz ¥V ; par
zq
=1 ] Z =
124 % o P Y % e b s s = =
suite A J/% g/%ig A CADE i i T =V % vV =V , ce qui
= & - am Gese

EN ST T AT Tl v < 2 < == 5 o faane = % 3
COR0LLAIZ.- Dans un espace lecolencnt convexs shvard. l’engenble des
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PHOPOSITION 4.—- Pour gu'une partie A dlun espace lecolcment convexe B

2oit bornde, il faout et il suffit guc, pour toute suite (xn) de points
de B , et toute snife (jg, ) de secaloires tendant vers O , 12 sulte
(A,x,) Ztende vers O .

Iz condition est ndcessaire. Zn effet, soit V un voilsinage Squilibré
ucleongue de O dans E . Par hypothése, 1l existe o > 0 +%el gue cxxn% Y.

pour tout n ; d'autre part, il existe n, tel que |A §<m pour nyn_

pour tout nz n, , on 2 done jfa Z, «EJL n% ‘Mw’ }‘*—* ,» puilsque

éﬁ,ﬁcf? l< 1 -

N

Lo condition est guffisante. En effet, si & est ure vertie non bornbe
de E , 11 existe un voiginage U de O gul n*absoxbe pag A § eelza entraline

que, pour tout entier n >0 , 11 existe = €4 tel que x %Eﬁ"@ . Hzis

- ? 4 e -
cette dernitre relation siderit = z&é U ., et mentre gue 1la sulte {E -?)
22 EZ ¢ Z

2. Image diensembles bornle par une sypiication mmitilindaire conbinue.
PROPOSITION 5.~ Solent B, {1€31i€n) et P deg cspoces loecalement convexss.
b

P 3 2 a2 s 3 Z oo 4% e 3 o
et £ one apnlication multilindaire continue de

B8 Ty
: i
&2 B,
B {'g( n} &?{3 no tiec bovrndés de E. a2t zSolit B o= it B : Plimare LIRS
i - Xe” S5 355 w.fb <. LA AR s BL oULY &3 £ i én’:_; R e L LD
= &sd
ezt _bornde dans F .

s ST AR

En effetisei% ¥ un

“’sem chague ikdice i un

(v
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COLOLILATI? 1.~ Bolent A = deux topolosics localencnt convexes
T— gL

compatibles avee la gtructure d'un cspace veetoriel T . Si @; est plus

f£ine gue %i y» tont cncerble borné pour %; est borné pour %Z,»

31 on désigne par 3192; les caopoces veetoricls topologigues obtenus
en munisgsant £ de 2 {% regpeetivenent, il suffit d'appliquer le
prop.5 & llapplieation identique de I, dans I,.

1
De facon imagée, on peut dire gue plus wune topeloszie (compatible

avec une sitructure diespace vectoricl) esgt fine, moins il v a
diensembles bornds.

On notera gu'il peut se faire que @; solt strictement plus
£ine gue %? , mais gue les ensenbles bornés goient les mfmes
i
pouy *Q% et by {exers.8).

COROLLAILE 2.~ Soit il un couc-cspace veetoricl d'un espace leocalenment

convexe I . Daons 1l'eopace guotient E/I1 , 1'inase canonigue de toute

L3

partiec bornée de L est bornde.

Q;

Il peut par contre y avoir des §a$%ies borndesn
pag contenues dans liimarse caﬁ@niéve d'unes portie bornde de I 3
cotrenent éi%,'los inages caiaéigaeﬁ des partics borndes de I ne

fornent pas néeessalrement vn systime fondamenial de parties borndes
de 3{5, (chap.IV,3 , exeres ).

3. Insembles bornés dans un espacc produit.

PROPOSITION 6.- Soit E = |

=9

locolcneont econvexes. Pour gufun enseoble D 2 soit bornd, il faut et

Lo condition est nieessaire dinprds la prop.5, pr Stant une anpli-
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de scalnives tendant vers U, chocune des suites (A nPL, X ) tend vers O,
done lz suite (-ji,nxn)' tend vers 0 , et lc eritlre de 1o prop.4 prouve
aque B est borné.

COROLLAIRC.- Dons un espoce locnlenent convexe Z , sl A et B sont des

engembles bornés, #A+B est borné.

In effet, AKD cst bornd dang T AE | et A+B eff‘f; 1%imoge de Ax B

a3y .1'7

3

49

npliention 1indaire continue {(z,7)—= 2ty de ExAL dans B .

4. Ensembles borndés dans une 1limite induetive f,.?fs*sgzzees lﬁealement convex
, e

?EO?@SZ’EIGZT 7.~ Soit B un espoce lecalement COUvexe , ;iﬁite inductive

é?ane uuite ero

fets
(]
L]
)
]
(508
()
e
Soa?

de gous-—cspaces vecioricls fermis de B

=

{chap.IT, 82). Pour gu'un cnsemble B & goit ‘%}ez‘né; il fout et i1

suffit gutil soit contenn &‘32’1‘” un deg sous egszcs "ﬁ et bornd dons ce

SoUS-—-cgpace.

: - : k
Tout revient {en vertu de la -'gjmpei%} &4 prouver que si une suite (xﬁ}
de points de L nlest egn%eziue dans oncun des sous-espaces I B, s elle ne
peut 8%tre bornde. Pour tout i_ndice n s 11 existe une infinité dfindices
‘m tels que xﬁﬁﬁﬁ 1 en effe‘?s‘, dans le eéas controire 9' comme chague x, est
.écntenu dans un des 39 , il existerait un indice g pn tel gue lo guite

izm) soit corz‘%;en ue dans Lq - On peut alors d6finir por réenrrence deux
1

cuites stricﬁement ercissmﬁes (mz,)gm?,} tclles aque xmk Eﬁ - et
2 '&7 s : > g{

. € E_ ~ . Cels 6tant, on o aussi -5; X %E s i1 existe done
mk n"'?"i . e i:iz, ﬂ%ﬂ, 2 : :

{chap.II, §2 1lemne 1) une suite croissante {Yf } é'egsefzbleg eonvexes

telle que ¥, soit um volsinage de C dans B, , que v E =¥,

¥ -2

et que %xm g; ‘w.* peur tout indice k . Lo réunion V des V. est alers
. : = 2 5 2 .
un *‘?3.:.%33.‘“’1[:@ de 0 dons B s et on 2 & % ¢ Y pour tout :izzéi“e k ; cela

prouve que 3,‘1 scuite 6?5 x&} ne CONvVerse Ppos vers u§ et por suite gue

t&” (‘, Z.

n'a2st pas bornde {prop.4).

Mgt

- 48 B49i
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‘In conclusion de 1a prop.7 n'est plus nibcessalrement exacte pour
unc linmite incuective d'un cnserble £iltront non dénombraoble de
sous-espoces ferméo (cf. Intdar., chap.IIl, § 1,exere.3).

5. Lgpgces guogi-comnplets.
J:IITIZTOT 3.~ On dit gu'un cspace localcment convexe £ est gusgi-conplet

g%l est odpard et ol toute parbic bornde et fermie de I est npn sous-

cspace complet de B (vour la structure wniiorme induite par celle de E) .

I1 cst elair que tout espace complet cst quosi-complet 5 nous verrons

an chop.IV des exemples despaces guoci-complets mals non complets.

Un espoce locnlencnt convexe métrmisoble gnosi-complet Z est complet '3

en effet, toute suite de Cauchy dons I cst contenue dans une partie
bornde ot fermde de © (cor. de 12 nrop.3), done eonvefub por hypothise.
Tout sous-espace veetoricl fe:mé dfun cepace guoci-conplet est Svidemment
quasi-complet. De mBme, il rdounlte aussitft &e 1= g“cp o7 que s8i E est
limite infuctive d'ume cuite croissante de sous-esvaces fermis En , qui

sont zuE guosi-complets, E est guasi-complet. Iufin, on a la propridté

saivante @

L}
20POSIRION 8.- Tout produit dlespoccs loecalepment econvexes guasi-complets

est gunsi-complet.

4 S = ¥

En‘effet, soit B =|{L ypaces gquasi-complets, et

seit B une portie bornfe et fermbe de E . Four chague indice ¢ , pr, B=A

est borné dans E , done K, qui est borné ct fermd dans E_ , est
conplet. OUr B est ferad et contenn donc llespoes conmplet §§ ﬁ . done

il ea%t complet.

o

On noters gu':m carace gquotient d'unm copace guasi-complet par u
soun-copaece vectoricl ferns nlecot pog ndecoeairenent quasi-complet

(chap.IV, § s exerc. J.
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PROPOSITION O.- Soient un_espace 1ocalemenﬁ convexe, Il un sous-espace
veetoriel de I tel gue tout point de E soit‘gdhérens & _une partie borunde

de Il . Alors toute application lindaire continue £ de U dans un espace

localenent convexe guasi-complet F pe prolonge dlune geunle monidre en une

application lindoire continue T de % dans F

En efict, 1'hypothisc entraine que II est partont dense dans £ , done £
prolonge d'une scule manidre en une anplieation continue T de T dans

A —— - o
comnlétd F de T . ilnis tout x€Z d&itant ndhdrent & une portie bornde B

& £(B). Or, £(B) ect borad dans F , done

- Q@
(¢ I ) ]

LB

de I ?(x‘) est adudrent dans
son adhéfence dans T est un sous-espace conplet de F , et par suite est

Ay : oz :
identiqgue & son adhérence dans F , ce gul prouve gque 2{zx)eF .

Exercices.— 1) Soit T un espace veethoricl uO?OlO”lC&G a gaue%e suy

un corps topologigue non digeret K o On dit quiune poartie B de E est

bornée si pour fout voisinage V de C dans £ , il existe ﬁ,%e,dans K
2l gue gqu:;V . Montrer qu'il existe alers um voisinzzge U de 0O
dans K %el gque U.Bc V . Iontrer gue l”ﬁa.ﬁzeﬁeg dtun eﬁsemkle
bornd est‘bsza@ec Ztendre 2ux enserbles bornds dans E les prepqig

sy

N
Wt
0

»5 et 6 1o notion dlespace quasi-complet et ses

hy

pridtde, ainsi
gue 12 prop.4 lorsgue K est un corps topolesigue métrisable. Si K
est un corps valué (non discret), monitrer que lienvelospe Squilibrée

d'un ensenble bornd dans £ est un cageﬁa ¢ b

(]

rné. Flus géndralement,

3

nontrer que si A cst nne partie bornde dans K {eeﬂsfairé comme espace

vectoricl & pgauche sur lul-m@me) et B une partic bornde dans T

A.B est borné dons B .

2} Soit T un espnce vectoriel %bre?@*iqa@ sur un corpe topologigue

mAtrigsable et nown digeret K « liontrer guc s'il existe dons E un vei-

w

sinoge borné de O , 1a topovlogie séporide associde & la topologie

5 &—Mi’ = . i = £
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de 5 cot nitrisoble. 81 K="R ou ¥= € 12 borne supdricure des topo-
logies locolcnent convexes moins fines que 1la topolozic de E (chap.IX,

3 J.CXercs ) peut Btre définic par une geule seni-norme. llontrer

€
gue 1o topolosie d'un produit infini dlespoaces loealcnent convexes
{non r&duits & 0) ne pout &tre dbfinie par une senle senl-norne.

-

3) Boit E un espace veetorisl
glgne métrisable non discret X . 1§
E e

topolozigue sur un cofps topolo-
ontrer que ci & est un espace de .
n

Baire et s'il cxiste un systdne fondomentol ddnonbrable dlensembles
bornds dans £ , il existe un voisinoze borné de O dons E .

5 -bis) Soit '% l'espace vactoricl sur R des fonetions nunm rigues
indéfiniment différentiables danc 1l'intervalle I= {G??} « Pour tout

entier n >0, on pose p,(f)= o?% (sil%epiéf{IZ)(x)%) {avec

f(O)(z)zﬁ(z)) s monirer gue les b, sont des normes suz"é » mais que

&

s

la topologic définie rar la suite des normes P, ne peut»étre définie
par une seule norme (montrer quec lc critdre de llexerc.2 n'est pas
vérifié)q |
4) Soit ¥ un espace vecioriel topolozigue nStrisable sur un corps
valué non discret K . lonitrer que, si (Bﬁ)'es@ une suite gquelcongue
diensembles bornés dans E , il existe ané suite Ej&p} de scalsires
telle gue 12 réunion des enseobles A B colt bornde (ntiliser le foit
gntil éxis%e}an systone fondamental ddnombrable de voizinages de 0).
5) Boit E un espace locolement convexe sdpard.
diune suite gtrict%m&né croissante (B

fernés.

s) Pontrer gue E n'cst pas mbétrisable {ntiliser 1a prop.7 et l'lexd ).

e s = ¥ 5T 2 4 e 2 o
b} lontrer quc, pour gu'il existe dens T un systene fondamenta
% A 5 Ty e e = e . = g D& = ) =
dénombrablc dlenscmbles bornds, 11 faunt et 11 suffit gue choecun des
I 3 $ 2 . > o 2 - 73~ =7 "I~ 3 %
“y GUBevce un systenc fondamental dinonbrable d'ensembles bornds.
2
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6) Soit ‘Et )L ¢ T ne fomille infinic dicepaces vee/toriele topolo-
ciguee séparés, non réduits & O, sur un corps topologique non diseret
K. Solt Z 1l'copace vectoricl somme directe c’ies‘.'f;’@ s % ‘6’9 1a topologie
sur E définic dons liexerc.7 du ehap.I, g1 .

Pour gn'unc partie B de I soit bormbe (pour f ) i1 £out et 11
suffit gue B coid comtenue dans un scous-espace pz-omn_t EEE 7

tEH

ot I eat une portiec finie de I , et ane scs projections sur chacun

des 3, ( L €H) soient borndes.

Lo )

un déduire gue si chacun des E& est un cspoce quasi-conplet, T est
gnasi-complet. :

T) Soit (Z £€T une f2mille dfespace localement convexes sépards,

et soit & 1",.@}4‘ ce somme directe topologique de 1z ::am.lle (i”a." )

&

de E soit bornde, il faut ¢t

&

(chap.1I, §2,ng3)o Pour gulune partie

e |

1l suffit que B soit contenne dans un sous-espace produld ” L de

z
Z , oh E cst une partic finie de H , et gquc ses projections ?csézg chacun
des E@‘(aé H) soient bcrnﬁés (atiliser 1ltexerc.5). . _
l En &éuuhe gue si ehncu.n des Eﬁ est un espace guasi-complet, E est
guas i-—co:zplet .

8) Soit I un ensemble non ddnombrable. Sur 1'espace vectoriel
Eafﬁfi) sur R , on considdre d'une part la topolegic localement convexe
12 plus fiﬁe "éf (éhap;ﬂ, 32), d'antre paxt 1o topolosie ﬁo définie
au cha I, Q1,c%ere.7 . On sait que % o% %2; sont distinctes
(ef.chap.II, § 2,cxerc. }. i‘ﬁan'&tre; guc dans E , les enszembles bornds

sunt les mEnes pour les topologies ‘Zf; 8t f (ntillger les exer.Ge% 7)
e

9y trisable sur le corps R , et soit
4 uns 2tion et compatible aves topoleo-
P A ba” & :‘l% Z mg'ﬁ 3 i -"vs o e
ie 2 -_’z.?c‘c—s :5 gL i u;ﬁﬂ e 3_, ¢ ?QU,r

.&j' . e ’ .
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pour tout entier n , on @ %lxﬂsﬂ %[. En déduire que, si B est ume
partie bornée de E , E%?B%K‘ ect L£ini (antrement 4it, B est bornde

por la distance 4). (lmiuonnef par liabsurde, cn remarquant que
dans le cas contraire, il exisierait une sulie (xn) de points de B

telle que Exn% P nlxﬂaig) - Donner un cxemple de pariie non bornds

dans E , pais bornde vour la digtance 4 {cfs exerc.2) .

Q9 2. Ispasces bhornolezigues.

. .

oo

1. Bfinition d'un espoce box cnoiosique.
11 résulte de lo aéfinition 'ies mi*ties borndes dons un espace locn-

: iemem: convexe B (¢ 1,44f.1), gn'un vaisinége guclcongue de O dans E

absorbe toutes les par%ies’b@rme@ deis en géndral un ensen b le convexe

absorbant les parties bornfes de I n'est pos nicessnirvement un voisinage

de 0 fof. 9 1,exerc.7) -

DEFINITION 1.~ On 6it gu'un espoce localcnent convexe E est bornologigue

i toute portic convexe de E gui sbsorbo toutes los poriics borndes de T

est un voisinose de O dans B .

Repargueg.— 1) Pour vérifier gulun espace localerent convexe E est

“f‘

bornolozique, il suffit de montrer gue tout ensemble convexe dquili-

'3

bré gui absorbe toutes les paoriies borndes e ¥ est un voisinage
de O dans E . m*;az:asons en effet cette condition vérifide, et soit

-

A un ensenble convexe abs sorbant toutes leg partics borndes de B

H
81 B eat un espnce zd’;lg, pour toute partic bornde B de I , il existe
fli 70 et ‘,}Lz} 0 tels que A?B«g A et m‘}zeﬁgé : en posant

A= E;Iiﬁ(ﬁfg.}wg)g on voit gue )».EQ AN(-A), et conme AM(-4)

‘e85t Gquilibrs, clest un volsinaze de O , donc il en est de mBme de A. -

2 3

51 & est un cspace réel, on montre de mfne giae liinitersection U des
guatre ensenbles A,-A,i4 ot ~1i8 absorbe %Lous les ensembles baméa 3
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i1 cn est de mBme de ll'intersection V de tous lcs enserbles e
(0L 0K 29 ), qui contient % U . Comne V est équilibré, clest un

|

voisinage de O dens £ , et A est donc zussi un voisinoge de O

iGA

2

2) Lo remarqgue 1) prouve gue 1l'hypothtse oue £ est bornologique
est Gouiwalente & la suivante 3 toute semi-norme sur © gui est bornée

dans toute pariie bornde de ¥ , est continue.

3) Pour culune partie convexe et Sguilibrée A de E absorbe toute

partie bornde de B , i1l suffit que A obsorbe j'encenmble des points

:
i
de toute snite Lendant vers O

nfahsorbe pas un ensemble horné B dans £ ; pour toub entier n , il
existe alors nn % €R  tel que X _En A Alors on 2 xmfn-n§ 3
la suite \xngﬁ} tend vers O ., et A niabsorbe pas les polnts de cette
snite.

4) On peut do espace borxnolegicue est

<

entidrement dé%

dopnde des S topoliegias

PROPOSIPION 1.~ Zout espace iccalenent convexe me%wiuable-egt bornelesl ous

C‘%

En effet, soi% 4 une portie convexs de I abso »bant tous les ensemb
bornds, et scit'{?ﬂ} un systeme rcnd“m ntal dcéeroissant de volsinages

. de U convexes et Sguilibrés dons E . Les engenbley fn forment encore

un systéme foandomentnl de voisinaoges de O dons E 3 81 & n'dtait pas un

x g’iﬂy/n et z;.i?f:‘% : compme nx €7V la suite éja}ig} tend vers O , meis

n n!
comne nxnéfgé‘ﬁ llenserble des nx n'est pas absorvé psr A | ce qui est
contralre & lihypothése.

[§

2e cette démonstration prouve, plus géndralement,
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2. Proprié%ée des espaces bornologsigues.

PROPOSITION 2.~ Soit (F )’é;I une famille d'espoces bornolorigues et

pour chague 2€1 , soit fb une application lindaire de FL dans un

oy

e

espace vectoriel ©

<
v
@
2
g
k]
e
(4]
]

manl de la topslogie localenent convexe

la plus fine rendant continues toutes les fon@%icns fz (ehap°II,§22),

.est un espace bornolo *1 QUG .

En effet, soit A un ensenble convexe dans £ , nbsorbant les parties
‘bornées de £ . 81 B, est un ensenmble borné dons T, £ (B,) est borné
dans £ , done il eximite p S 0 +el gue f@ {B%}g:;p& s ce qui entraine

A :
B p ﬁbié) 5 en diautres termes, £ (A) albso

bornées a: E& « Comme E@ est borneolesique, sd(é} est un voisinage de O

1, ¥

dans F, pour tout 1€l ; mails diaprds la définition de 1o topelogie de L
cela signifie que A est un voisinage de 0 dans E s Gf0% 12 proposition.

COR0LLAIRE 1.~ Tout espace gueticent dlun egpace bornolegigue est

X

bornologicue.
CORCLLAIRE 2.- Toute limite inductive dtespoces bcrmoiagiqaes est
'hcrnalegig&ee

En particulier, si Z est un espace vectoriel, 1a topologie locsle-

ment convexe 1o plus fine sur E , qui est linite indnetive des topo-

logies des ﬂ@usceﬁp es de dimension finie de 2 (chap.II,§ 2) est
une tepolozie dliespace bczvﬁlggiqaes- On voit done qu'il existe des

espaces vectoricls bornolegiques nom méirisables (§1gexerc°5}

Un sous-espn 2ce fermé ¢'un espoce bornolezique n'est pas nécessairement
bernolegique (chaparvgg s 8Xerc. J. On 2 %ousefois 1la provo ition suivan-
te @
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PROPOSITION 3.~ Soit I un espoee localement convexe, somme divecte

topologique de deux sous-espaces vectoriels Il et T . Pour aque E soit

bornolozigue, il faut et il suffit gue M‘gg T le goient.

Ia condition est ndcessaive, puisque ! est ioomorphe & ﬁ/L (coxr.1

de la prop.2). Supposons inversement que Il et Il solent des espaces bornolo~
gigues, et soit A un ensenble convexe dans I absagbant toutes lem parties
bornées ;‘les ensembles V=AM et W=ANDT ont respectivenent la méme
propriéi€é dang Il et I , donc sent des voisinages par hypothdse ;3 comme A
contient %N +-%ﬂ » gul est vn voisinage de O dans B , 1o proposition est

démontrée.

COROLLAIRE .~ Tout ﬁ"GQth diun nombre fini d'cspaces bornologigues est

bornolezigue.
On peut démontrer que tout produit diune fanmille dénembrable
d'espaces bornolegigues est bornolegique [exere.i).
Lo propriété 1o plus importante des egpaces bornoleogiques est la
suivante ¢

3
TH“O F“ 1.~ Pour ou'un espace &@””l&mﬁﬂ* convexe E solt boruoclegique,

il faat_et il suffit gu$il vérifie 1o condition suivante : toute applica-

tion lindaire u de E dons un espace lecslencnt convexe F , gul transforme

les parties bornfes de E en porties bornSes de F , esi continue.

i & est bornolozique et si V
est un voisinagafgmelcan@ue de O dans F , ul(¥V) absorbe toute partie bornde

I condition est nfcessaire. In effet,

==

B de ar u(B) ét@af borné dans F per hypothoése, ost obsorbé par V
il en résulté gus uiV} est un voiginoge de O dans Z , done cue u est
continue.

Lo condition est suffisonte. ZIn effgt9 considérons dang E la bose de

filtre 35 formbe des ensermbles convexes Gquilibrds gui absorbent les

parties bornées de £ . Les snsembles de B Giont absorbants, 35 est un
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un systime fondomentol de voisinages de 0 pour une topologie ﬁ; loca-
lement convexe plus fine que la topolozie %f de Z , et compatible avec
1a' structure dlespace Vectoriel'de B {ehapnligfgﬂ,ng ) 3 so0it 31 l'eg-
pace localement convexe obtenu en punissant E de 1o %opologie %; a
Soit u 1'applieation identigue de I sur Ej 3 comne toute partie bornée
de £ est por définition bornée dans E? » U tranciorme les parties bor ﬁé@g
; done est comtinue par hypothise. mais

T <

de E en parti bornées de B

oandy

son applieation ré

&)

iprogue est continue,

sont identiques,

Y]

ce qui signifie que E est bornolezigue.

: P = 55 e
COROLLAIRE.- aczenvﬁ an espace boraoclogique, F un espoce localement

gonvexe, u une opplieation 1lindnive de B dang T £i, pour toute suits

(a } de points de B tendant werg 0 ; L'enserble des points de la suite

(x,) est borné, u est continue dons B .

- - . - =1
In effet; si V est un voisinoge de 0 dans I » uf{¥V) absorbe 1‘e nsemble

des X, » pour tonte suite ‘3ﬁ§ tendart vers O “€?) wbﬂorbe done toute

o
s
&

partie borade de E (neﬁ ,Bernrgue 3), dVe& 1a conclusion.

On notera que si E et F sont deux e bornolozigues, une appli-
cation bilindnirve n de TxF dons hn espoce locnlement comvexze G .
gul transforme toute nartie bornde de ZxT en une partie bornde

de € s nlest pas nécessairement continue (awere.2).

Exercices.- 1) Lbntrer qguc tout produit dtume suite (& } dlespaces
(51 =TT

born <:~3..0f’=:;gg,ze,.a egt bornolegigquea. d= 4 Bn s monirer gue, pour
e

Al

une partie convexe A ée E a2bsorbant tous les ensenbles bornds, il

&

ne peut exister dans é:% une suite (Xa) telle gue x, 2if ses
n-1 premidres ¢ coordonnées nulles mais au moins une coordonnde

~d'%indiee » n non nulle).
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2) Soit E l'espoce comme directe TZ(JV) nuni de 1z topologlie loca-
lement convexe 12 plus fine soit P 1l'espoce produit R s 2 et ¥
sont bornologiques (exerc.1). A tout couple (x,y)e ExF , ok xz(én)y

ya(yn) » On associe le nombre f£{x,y)= 2: @n % * Liontrer gue 1o forme
@ 3

bilinéaire £ tronciorme tout ensemble bornd dons ExP enm un ensemble

borné dans R , mois nlest pas continue dons LxTF  (cf. 35 exerc.2).

3) Seit Z un espace vectoricl localcment convexe. Pour tout ensemble

convexe borné et Eguilibré B dans E , soit E_ le sons-espace veetoriel

: B _
de E engendré par 3 , et puni de la topolerzie pour lognelle les {;E

forment un systime fondaomentol de voisinages de C .
w

ion ecangnigue de EE doans £ ;3 pour que I soit borno-
>, 11 fant et il suffit gue 1la topolozie de T soit 1la topologie

o

Seit fB lianplics
3 ue

o
loczlement convexe 12 plus fine rendant continues toutes les appli-
ons EB s

4) Soit E un esvace vectoriel nétrisable sur un corps valué nen
i

les suites qui conversent vers O dans E est un voiginoge de O dans & .

&
3

In déduire gue si v est une appliention linmdaire de T dens un espacsa
vectoricl topelogique ¥ sur K , qui transforme Houd encerble borné en

un énsenble bornd, u est continue dans E .

5) Seient Z un espaece veetoriel topolozigue séparé sur un corps

valué non discret X , F un cspoce veetoricl mfirisoble sur K . Si n

“y

est une application lindaire continue de Z dans P %elle gue, pour toute

: 4 ;
partie bormée B de F , u(B) soit borns dams E ; nontrer que u est

un isonorphisne ¢e E dans P .
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§ 3. Lspaces tonnelds.

1. Définition dfun espoce tonnelb.

] = = Z
DEFINIPION 1.~ Dans un espace localencnt convexe E , on anpelle tonneau

un cuserivle convexe, Ganilibré, absorbont et ferns dons B .

30it p 1o jaugze dfun tonneau T,{ch&pcll,é 5) de sorte que T soit
liensenble des x€L tels gue pi{x)€1 5 dive gque T est fermé
signific que pour tout o € R , liensewble des xz€E tels que
p{x)< a est fermé, elest-i-dire que p est geni-continue infériecure-
ment (Topegdn., chap.IV, §6,prop.1).

I1 est clair que tout voisinasge convexe fernd et &guilibr

U
(1)
@
)
s
i
iy}
ta

=]

est un tonnenn s m2is un tonnesu r#eﬂ% pas ndcessairenent un voisinage

de O {exerc.2).

% = - = ~ z
DEFITIZIO0N 2.~ On dit gu'un ecpace localeoment cogavexe T est tonnelé si

tout tomnean dans B est un voisinase de 0 .

I1 revient donc au mfne de dire que toute seni-norme semi-continne

Ll

inféricurcment dans E est ccnuinu

PROPOSITION: 1.~ Tout espace loca 1cm£m% convexe E gui est un espace de

Baire ect tonnelé.

‘En éﬁfet, soit T un tonneau dans E § comme T est absorbent, Z est
réunion des ensenbles fernmés nT (n enticr >0) 1 en vertn du th. de
Baire; un aa aoins-ée cea engenbles 2dmet un point intér‘ enr, done T
admet un point intéricar X, - 51 XG=Q , on conelut que T est un voisinage
de O ; sizon, comme ~zgé,ﬁ et gue O est un point dn &eﬂment ouvert
dlextrépités x, et -x_ , O cst point intérieur de T (ckap.II, §1,prop.i5),

o
et 12 pfre conelusion subsistes

(" )
gms

COZ0LLAYIE=. - Tout espac alemcnt conveze ndtrigable ct complet est

tonnell.
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Il y o des espnces tonneldés qui ne sont pas des egpnces de Balre
{cf.cor.2 de 1o prop:2). Un esmce nCtrzc 2ble non complet n'est

pas ndeessairencnt tonneld (exefca,) 3 un espace loealement convexe
complet non métrisable n'est pas nécessairement tonnelé {exerc:3) 3

enfin, un esypoce tonnelé n'est pos néeessoirenent complet (exero.4).

2. Propriétés des espaces tomnelés.

PROPOSIZION 2.- Soit (E, )zéY' unc fanille diecspoces tonnelds, et pour
1

ci;agae +€1I , goit ‘fz: une awplicotion

inéaiza de E dang un esyace
16/

vectoriel £ . Liespace I puni de 12 topo laca?cne?% convexe la plus

£z
pius rendant comiinies toutes les foneciions £ est un esynce tonnels.

‘In effet, soit T un bonnesu dans E . Cémms £ est continue, £ (2)
est un enserbie convexe ferné danzs ¥, |, &quilibré et zbsorbant, cuirement
: 3 - A
di%t un tonneaun dans 3& s comme E% est tonneld, i%{ ) est un voisinwge de
0 dans E; pour tout ¢ , ce qui sgignifie gue % est un voisinege de O dans E.

COROLLAIRE 1.- Tout sspace guotient dtun espoce tonneld cst torrelé.

COROLLATIRE 2.- Toute limite inductive dlespaces tonnelds est un espace

tonnelé.

En particulicr, la topologic lecalement convexe 1g plus fine
sur un espace vectoriel E est une topoleogie dieapace tonnels.
On voit oinsi gu'il existe des espaces tonnelids gui ne sond

pes des espaces métrisables (g i,exere.5) ni des esysces de Baire

i
o~ h
G

&

(chep I, 31,exerc.7 et chap.II, 8 2, exere.6

Un sous-espace ferné d'un esvace tonnelé n'est pas nébeessairement tonne—

{chap.IV, § , exere. ). Yn 2 toutefois 1= proposition suivaate H

= =

PROPOSITION 3.- Soit E un espoce localement convexe, goume direcie topole-

zigue de édeux sous-espoces vectoricls I et T . Pour gue T goit tonneld,

il faut et il suffis cue Het U le soient.
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In condition est nécessoire, puisqgue il est isomorphe & IU (cor.t de

1z prop.2). Supposons inversement ague Il et ¥ soicnt des espnces tomnelés,
et solt T un tonncal dans E . Alors 11 est clair que V=TNIl et V=NH
sont des tonneaux dans I et I respectivenent, done des voisinages de O
dans ces egpaces ; comme T contient 1'encerble %V -+ %Y.’ , qui est un
voisinage de O dens £ ; 1o proposition est démontrée.

On peut démontrer que tout prodult dfune fanille quelconque

élespoces tonnelds est un espace tonneld {(cho eIV,g s EXerg. ).

3. Application : Position respective de deunx cnsenbles convexes.

e : = = : >
TUEQORVIE 1.~ Soient E un eswece localcment convexe séparé, A un ensemble

né

convexe, éguilibzé, 2t complet E . Alors A est shsorbd par

tout fonneau T de E »

En considdlrant le sous-espace vectoriel U engended par 4 , et le
tonneau IINT dans II , on peut se ramencr an cas ok A est absorbant,

antrement dit, un tonnecu cemplet et borné. Soit p la Jouge de A ;

comme, nour tout 2#0 éins T 11 exicte un volsinzge U de O ne contenant
pas x , et un nombre «>0 tel que «A C U (puisgue A est bornd), on a
p(x)fo 5 autrement dit, p est une norme sur E ; comne l'intersection de A
et de toute droite passant par O est fermde, 4 est 1‘ensér:1‘ble des x tels
que p(x.:) <1 .

Désignons par Eo l'espace normé obtenu en nunissent E de 1la norme p

les ensembles Ak (pour A > 0) forment un systéae fondarental de voisi-
neges de O dans Ed s donc, comne A cst bormé dans £ , la topologie ‘E;

de Ee est plus fine que 1la topologie ﬁ de E . liontrons que EG est un

espacc de DBanach. iIn effet 1zt voisinares }\,A de O pour fa son%
fernés pour f ;s done A, anl est conplet pour @ , est snssi conmplet
pour ‘5@ {chop.I, @Egprepaé}o In d'autres termes, 1l'espace normé E

& s =T {§ © »
est gunsi-complet, et por suite complet (9
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Cela étant, T &tont fermé dans I , est aussi ferné dans Eo done est

un tonneau dans Eo s nois comme Eo est tonnelé (props.1), T est un voisi-

nage de O dans E E, » ce qui signifie qu'ii abgorbe A .

La dénonstraticn ne fait en réalité usage qgue dn f2it gu'une
suite de Cauchy dons & cenverge vers um point de A , ce qui n'en-
tratne pas nécessairenent gue A soit conplet lorsque A n'est pés
nétrisable.

i

En porticulier, si dons I toute suite de Couchy est convergente,
le th.1 s'appligue en supposant seulenent gue A soit fermé, au lisu
de complet.

'GOROLILAIZT 1.- Dans un es pace lecolement convexze sépard T , tout tonneau

absexrbe toutc partic convexe et conpagte de T .
"In effet, si A est convexe st Laﬁﬁa@ﬁ dans & , son eaveloppe convexs

=

Sguilibrée est ﬁ@m@a@té, :eze aenplote dans E , dlof le corollaire.

COROLEAIRE 2.- Léhﬁ espwee kornclesicue guas «esapie% gt tonnelé.

En effet, l'enveloppc fermée convexe et dquilibrde de toute partie
bornée ect bornde, donc cempidie par hypothdse ; 11 zdsnite alers du
th.1 gue teat tonnean absorbe teutes les portles borndes de_E s donc est
un voisinage par hypethise. }
Ei y 2 des espaces bornolegiques non tonnelds (exerc¢2), mais
on ne connalt jusqguiici sucun cxenple dlespace tonnelé non
bO?EOngiG&%e 2

Ixercices.- 1) llontrer que le compidté dfun ésp&ce tonnelé séparé

est t@mael ' ;

N . ; i)
2) Dans l'esrace mbtrisaeble R -, soit © le sous—espace R”
= 2 e P 3 = % jf £ Fi = -
- somme directe des fzeteurs de R (munide 1o topologie induite

par la topolezie ﬁveéa t). Hiontrer gue E est un eg gace &étrls ble

N

non tonneld (considtrer les trazces sur E des cnbes de R ).
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%) Soit I un ensewmblc non dénombrable ; soit Z l'espace 1!‘ )
runt ée 1la topolorie (locnlenent convexe) WD définie dons l'ex.7
- 4

du chap. §1 ilontrer gue E , qui est coupleu pour %’ - n'est'
pos tonneld (considbrer 1llengemble des =x=(¢ )é E tels gque
;Zv g § £ 1 , et nontrer gue cet encenble Oat un tonnean ; puis
A& o X

]

uf liser 1lvexerc.? dn chap.il, § 2).

i
4) Soit E_ un espoce de Bonach dans lequel exlaste une famille
1 ]

(avgbbxiqacaent)lzave (a,) qui soit totale dens E . Soit B une base
de E_ contenant les a_ 3 on sait {ekap.II, 8 3,exerc.17) que B est

n
) une suite diélinents de B , distingis
dec o, , et soit C le complémentaire dons B de liensenble des e, °

S0it Fplie sous-espoce vectoricl de E@ engendrs por C et les e,
dfindice k g£n § B, est réunion des F, . Soit § la boule |x|ig1
dans Eo : montrer qu'il existe un indice n tel que Sfl?a soit

non moigre dens Z By oo En dédnire gue pour cette valeur de m Fn est
un espace de Boire ndtrisable et non compled.
5) lontrer que tout produit T = [ | I d'ezpaces de Fréchet

2
est: un espace de Balre. {Hemnrquer gue si €Aﬁ) est unc suite dien-

serbles Glénentaires done B {(Tep.z6n. .ctnp.I, $8,n%1) telle que
B &b 1l existe une portic dénombrable J de I telle que chacuh

3

des A, soit 2 B, X [ ] , 08 B C i
| o T : z%é‘”v
déduire guc =i on cholgit la cuite (A

(2
@
g...a
H’.ﬁ
Q
3
]
L0

o}

R) de sorke que lc diamdire &e

pr (Aﬁ) pour chocun des indices €J tende vers O , l'igtersecm

_tion de 1o suite {AE} n'est pos vide) .




; § 4. Lppneces d'applications lindoires continues.

1. Les espaces of (Z,F)
Dans tout ce gui sult, pour tout couple d'espaces localenent convexes
E,F (sur lc mlne corps de scalnires K , égal & R ou C ), nous dési-

b
gnerons par @f(E sF) 1'espace vectoriel sur K (non topolesigue) formé
des gpplicationg linéaires continues de E dans T .

o1 F1,Fo sont deux espaces loealenment convexes, ® une application
Lo
linéaire continue de F? dons F2 s B-—>YPsu est une cppliention lindaire

de ‘gféﬁqu) dans gg(Eﬁﬁg) 3 81 v est un jisonorphicme de F, dens Fs o

B—>uveu est biunivogue et liimage de géziﬂgFl} vor cette application
est identigue ou sous—espace des nnpliecations lindnires continues v de T
dens F, telles que v(I)c ¢(F, )=
o1 E?QEQ sont denx cspaces localement convexes, V¥ une applicat i on
.

lindaire continuec de L, dons B, 3 u-—>ue¥ est une applicziion lindaire
o
de QQ(EEQF) dang @5(21933 3 81 ¥ est un honmomorphisme de-“ sur E2 :

u-—suey cst biunivogue, et llimage de <ai(qur) par cette umplie tion
est identigue an ssaswégya@e des applications 1i égi%ea continkes W'ae
E1 dans P qui slomanlent dans le Sﬁﬂ@w&é?&@é * (O}

Iafin, soicnt B un espace localcamcnt eonvexe séparé, P un esgace loca-
lenent convexe séparé et complet. Gomme'%sute applieation linéaire conti-—
nue de F dops ¥ ée prolonge por continuité dtunc seule manilrc an complété
E de E - l“wnp¢ieﬂ%i0n u—=u guig & tout u.ang(&ef foit eorre5§cﬁdre

e - A
son prolongemont par continuité u 2 Z , est un isonorphisme de 1n struc»

: 3
ture d'espace vectoriel de cL(Eﬁﬁ) sur celle de &ZiﬁaP)s

e e




PROPOSITION 1.~ §4 ¥ ) Ide

of 12,7, J.M de 1 u__.:z.._n__a g 1'eopace produl (capoce de toutes
les appliaﬂtions de I dono T , muni de 1o topologie de 1n convergence
simple) gst contenue dans cC(L‘,I‘) et _cot Cgnicontinne.

On snit que W est Gonicontinu (Top.szén. ,chap.X, J,prop-'!) tout
revient & ddpontrer qne C(L‘ F) est ferns done 1'espace F* . Or toute

anplicction u -pulx) de P“ dens T est continuc ; pour tout conple de
points =,y e £ , ln relation unlx+y)-u(x)-uly;=0, vroie pour tout
u€£(2,§'); eot vraie aussi lorsquc u est adhdrent & .;C(L oF) dons FE
on voit e mfre au'on o anesi wlliz)= .ﬁ,utz)g, dfo# 1o conclusione.

Dianec facon ipnzée, on pent dire gue toute 1inite ginple d'appli-
eations lindairves continnes appericnant & U est cucore une appli-
cation linfaoire continue de & dans F .

THEORSE 1.- Sur toute partie Squicontimis E de of, (Z,F), 1o topelosie

 8e 1o comvergence sinmple dans E , 1o topelesic de 1o convergence siggie

dens ume portic portout dense de £ , et 1o ftopologie de la conversence
: : : ) > .

-

- uniforne dawo ics ties précompoctes de © , sont identiques.

It iden‘&it—" des denz premidres ‘&epolo cies cst une propriéié gzénérale
des enserbles Squicontinus (Top.sbn., chop.X, § 1% ,prope3). Dlnutre
part, soit & une pfzrtie précompacic de 2 ; comme H cot unif ormérent
Squicontinuc, pour tont voisinage convexne ﬁ’wrli‘i}ré V de O dans 'I-" il
existe un voiginore convexe Gguilibxé U de O dens I tel gue les rela ations
x-y€U entmment ﬁ(x)-n(y)ev pour tout uell . inis conme A est
ié A tels quc les 7
ensenbles 33."6 forpent um recouvrencnt de A 3 si .u et v appartiennent

M

précompact, 11 existe un nombre fini de points

4 H et oont teues que n(xi)-v(xi)é’%‘ pour tout indice‘\i s On curo
u(;).v(z)g}? pour tout X €A, cc qui oohdve de dbnontrer le théorbme.
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CONOLIATY! 1.- 84 un filtre @ sur o converge oinplopent vers

u G{(.,,I") dong une partie partout dense ce = @ conversze uniforms-
ment vers u, dons toute portic précompacte de T .

COZOLLATIE 2.- 8i F est complet, et s un filtre é gur II converge simple-

ment, en tous lcs points d'une portic poriout donse Il de E , vers une
gpplication u, de M dons F , é‘o se prolenge en une awpplication lindaire
continue u, de T dans T , et @-converge unifornément vers W, dans
toute partic prlécompacte de E .

 En effet, un tel £iltre est un filtre.de Cauchy zz»ou.r la strncture
s

bniforme de 1o converﬁence sinple dans E en vertu du th.1 3 comme F esnt
: < g $

complet, @ converge en tout point de B 3 le reote dn corollaire est

3

2lors 'conséguence de la prop.? et du thel

COROIDAILE 3.- Bi F est métrisable, et s'il existe une partie dénombra-

T

ble partout demse dans I , 12 structure vniforme (sur H) de la conver-

gence simple dans & est métrisable.

Eé effet, soit A nne partie dénombrable portout dense dans B , dont
nous supposerons les 614mentL rﬂﬁgés en une suite (a J. Soit dfantre part
{p ) une famille déaombrable de seui normEes Eéfiﬁigsani ia topolozie de
F . Sus gﬁ(“,&), 12 structure uniforme de la esﬂvérgeace sinple dong A
est dsfinie por lo fonille ddnonbrabile d*Scarts pﬁfu(am)dv(am))

(net n arbitraires) ; elle est done nétrisable, d'ol le corollaire,
puiéque 12 structure umiforne gufclle induit sur H est identique é%la
stzaétureyaniforne de la convergence Siﬁ@l@'&ﬂés E o

Renergue.- Bong les 6noneds du th.l ct de ses cox rollaires, on peat
<]

renplacer les nots "pariie partont dense? par "ensemble total? .

Ih effet, soit I un ensesble total dans I et I lc sous-espoce vecto-

]
Pete
M
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U
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6
,in topologie de 1a convergence sipple dans U ept identique & 1o
topologic de 1lan oconvergence cimple dons il . Zn effet, si xy
(1€ i< n) sont des points queleonques de A , et V un voisinoge

convexe et Squilibré de O dans F

(_)

relations u(xi)eV pour
nw

1‘“ )= Z.J‘» iz, ) € (Z | A, 1)y,

N?H

1€i<n et u€elH ; entratnent ul
¢s

(39

ce qui 6%ablit notre assertion.
G | # i : v 4 / v ‘ L
uzenple.- Goit o@ ltespace des f6nctions nundriques finies défi-

nies dans R et intégrables pour 1o wesure de Lebesgue (Inté 2 N
- ol
chap.IV) ; pour toute fonction f£eol .ot tout xe R , posous

- "-%Qﬁ
£(x) = é

- 5Y

| Ry
ot
i
{L‘)
b
i}
ffy
(W)
e
)
(9]
eﬁ'
J‘
0
o1
s
@
bz
(#)
i
p.
CU'
;;;
o
£9
it zﬁo >
P
%
Sk
&’\
fort

?? {£) pour tout zeR ,
et par suite, lorsque x porcourt R , llensechie des formes 1ind-
- . - - s all)

aires £ — £(x) est Saouiconfina. Soit D le sous-cspaces &

formé des fonctions continfinent diffdérentinbles et & suppor:

conpact ; pour une telle fonetion. £ , £! est intdgra 'bles et por <

suite on & , en tévram par parties
f@,}é
A SR ET
= = o8 DO }Z}’ ~
f€x; “T"”“‘j Itlyle™ day |
ce qui pontre oussitbt que, 3;.s:>:%:’§3“g nc x fend vers + oo ou Vers - oo =

-~ ; 4
£(x) tend vers 0 . Or, le sous-cspace g&ig} est dens€ dans of

1o conclusion préeddente reste done wvalable pour toute fonetion

intégra-ble £ ("théorlme de Lebesguef}.,

3. Les (5 tﬁpelagles sur les espaces @ix:ﬁ}s

Soit 2 un ensenble guelcongue, F un espoce localenent convexe
liengenblie f{é T} de toutes les applic ,%i:u..z; ge A dons F est un espa--
ce veetoriel (non topelezique) sur le corps d¢ senloires de F .

PROPOSITION 2. - Soit (5 un enscmble de porties de A . Pour gue, gur

A, F), 1o topolegie f@ de la conver-

niforme dans les ensembles de @ 8clt copnntible avee 1a gtructure
P g’ 'E'. = > :&;-A J.

an sous-cgpace vectoriel H se F

gence

i
M"

I
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d'ecspnce veetoriel de % y 11 font ct il suffit que, pour tout u € o?
et _tout ensemble M€ & , u(ll) poi% un ensecble borné dons F . Cette

topolozie est alors localencnt couvexe.

r A

. Iontrons d'cbord gue, sans oucune condition suv @ s 12 topologie
g(q est compatible avec la structure de groupec-2dditif de ﬂA,F).
©

En effet, un systime fondanental d'entourages de la structure uniforme
ZZ@ de 1o converzence nniforme dans les ensenbles de © eét constitué par
| les ensembles W(IL,V) définis connme suite : pour toute partie I 6_@

et tout voisinage V de o] daﬁs F , WI(l,V) est llenserble des couples
{u,v) tels que u(x)-vix)€V pour tout xell . I1 suffit de prouver

que {(u,v)—>u-v est uniformdoent cozztiﬁée dana g(éﬁ‘};cﬁfféﬁ) pour’
@4{5 s en effé‘f:; ai '€3f est vn voisinage synéitrique de O dons F %el gue .
T+UC.V s 1og relntions ulz)-ull(x)elU et vix)-v'(x)e T paaﬁ: tout xg 1l _
entrotnent (a{x}ﬂv{x}}u(a?(xpvfizz)} = {'u(:&}-uﬁ{z}};{v(x)mﬁ (x_))é T+ v
pour tout = €ll , ee gui Stablit notre asgertion. Un szfs%éme fondamental
cl.e voigsinages ée 0 dans %{&‘,E’) pour la %topolesie g

3

ensembles T(i,V) définis comme suit s pour toute pariie L‘l@@ et

s €8t Zormé des

tout voisinage convexe Gquilibré V de O dans F , T (I,¥) est liensenble
des u€ F (A,F} +els gue ul(x)E€V pour tout x €L o On observera

5

d'ailleure que lo strueture uniforme déduite de cetie topologic de groupe
est identigue & 1o structure unifeorne .

Cela étant, il cst clair que les ensenmbles T {li,V) sount convexes et

 Sguilibrés et ona T (i, AV)=AT(1,V) pour tous sealaire A 3 pour gque
f@, induise sur % pne topolozie 'lecalemen“s convexs eoapati“&la’avée ia
structure d'espoce vectoricl de. % ;, 1t 7ot ot 11 saf.z"i't'qae les ensen-
bles % N T,Y) scient absorbants (chop.II,Q 2,a% J. Celn signifie quc,

: =7
pour tout u £ % s tout cncernble i € & et tout voisinage convexe et

(>
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. a7
et 6quilitré V de O dons F , i1 existe A > 0. tel que Ane T(H,V)
autrenent dit Aul(l)eV 3 nais cela veut dive por définition que u(l)
est born$ dans F ( §1,46f.1), ce qul achdve lo dbronstration.
Lo condition de 1la prop.2 est vérifide C'i;'i“l‘"' lcs cas inportants suivants:
5@ est un sous-espace vectoricl quelcongue de f}-’-’(ﬂgF), © un
engenble cncleonque de porties finlcs de A . (Lorasgue @ est liensemble
de toutes lcs parties finies de A , la topologie g@ ntest autre gue

ia topoleozie de lo comversence simsle dans A).

N

03’@? ¢st un sous-espace vectoricl de llesypace % (A,F) des appli-

-

cations borndes de & dons T {ctest-l-dire les \,.,0331 ations u telles gue
u{A) soit borns dans F), et g nun encerble gucicongue de parties de A .
Si on prend en particniier (& = iﬁ} . ‘?;:C est 1o topolorie de 1a

conversence uniforne dong A .

En particulier, si F est un espoce nornd, 1o %opelosie de la conver-

gence uvhiforne dans A n'est awtre, cuy ‘i?egmce %(A,’E‘)ﬁ gue la

topologic définie par 12 norme 5&?3.%/ = znp §§a€x)ﬁ§ {Top.) éne

. X< h.
ehap.X, & 1,0%6). =
3° 4 est un espace topolosigue t‘épﬂ}?és P un espace localenent convexe

gépaxé, ﬁf un gous-espace vectoricl de liesspoce f(é;@) des opplications

continues de A dane F , e% @ un ensend parties :é’elativem‘:nﬁ

g..a
(48]
s
i

conpactes de E ; pour '%;oué: He G et toutc application continue u de A

doans F , n{f) est slors reclativenmcnt compacte dans F , donc bornde

On noterz por contre gue si A nfesct pas conpaet, 1o topologie de

'EQ
2\
—y
=
)
o
N
i
o)

1la convergence uniforne : 25t pos néecessairement
comopntible avee 1o structure diespoce veetoricl de g (A,7) .

Par exenple, si A=F=TFR

R
F...J
(4]
<
(o)
Jote
s}
o
=3
o)

G
L]
b
7]
&
<

v o

(3

i
i

A

St
0
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pour lo topoloszie de la convergence uniJOPLV, 2ornd des fonctionsg

continues u telles que gu(x)E(J pour tout xgPR , n'est pas un

enserble abgsorbant, puisqufil existe dans R des fonctions conti-

nues non borndes.

Lo plus importaonte application que nous Forons de 1n prop-2 est rela-

tive oux egnaces dC (C,F), ot Z et F sont deux espnces locolement con-
vexes guelcongues. Lo yrop.2 montre gue 1o ftopolerie ’%%5 (qu'on aprelle

enLore &:-é§~meﬁeseg7% sur @éfagé ) est conpetible arec 1o structure

®
@
Len]
ct
e

i

(48]

diespace veetoriel de @fé ) lorsgue nsenble de parties

bornées de £ ; en effet, pour toute partic bornde B de E , on sait gue
u{B) est bornde dans T pour toute cpplication lindaire continue u de E
dens F (3 1,prop.-5).

On peut pontrer gne cefte condition suffisante sur (5 est aussi
nécessaire pour gue la (& -ktopolozic soit compatible avee la
structure dlespace vectoriel de @@(B F (c&aparvag y EXerc. )

ous nous bormerens dans ce gui sult au cos od E et P sont des 28 paces
1acaleﬁenf convexes Seﬁuréﬁo Les G§-=tapolagies les plus inpartantes
sont ﬁlors les suivantes @

19 12" topologie de 1o convergence gimple dans £ , correspondant an sag
ok (G est llensenble de toutes les parties fimics de B

2% 1a topologie de 'la convergence compacte, corrcspondsnt au cas ok &
est l'ensenbie de toates les parties compactes de E ;

39 15 towalepic co ?responé!nc au eas o (& est liencenble de toutes

les narties bornfes de Z , topeclogie guion anpellera ancoze topelogie
de 1 converzensce bornde sur @Q(MEE} 1 est clair que cette topslesie

est 1z plus fine des (& -tovolegies sur of (E,F).

Soit J' un cnsenble de semi-normes définissant 1o topolosie de F .
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Pour une geni-normne pé T , soit V 1lc voisinoge de O dons F défini par
ply) < 1 - . bvec les nototions ci-dessus, 1la relation Au €T (I,V) est
6quivalente & Aulx) eV pour tout =xell , clest-i-dire & !)\,{p(x)s 1
pour tout xe€ il ; celz prouve que la @ ~topolosie sur g(:(13 ,F) est
définiec par la fanille de semi-nornes

u - sup P(&(X))
x¢l

ob p parcourt T' et Il parcourt (;f (ou seulement une partie @e e &
telle que tout cnsemble de @ soit contenu dans un konothétique d'un
encerble de @@ ) .
In partienlicr, si E et F sont des sspaces pornds, 1o topologzie de lﬁ.

-converzence bornde éur @6(“ P) est as%inie por 1o nornoe

i ag sup “m{x)gg
{CfcMa schap.X, § nGE"}s
4. Propribtés des (5 -Lopolesies..

PROPOSITIOT 3.- Soient B et F deux eswoces lecolenent convexes sépards

et g un enserble de parties bornbes de I . Dour cue iz & ~topologie

' @{3 (E,F) s0it sévarde, il fout ex il suffit que 1o rSunion A des

gnsembles de (& soit un ensenble totnl dons E .

Lo condition est su f:‘isgntee in effet. supposons-lz virifide, et soit
u }AG un Slénent de @{ (E,F) ; 11 existe alors ua point X, €4 tel que
ao(xg)fsﬁ s ©6 par suite un voisinage V de O dons T tel que uo(xo}éﬂ’
pour toud wseﬁble e @ tel gue X _€il , on aura agf;é“g"(ﬁg\}’L

La wé@.itipﬁ est ndcessaire. Suppocons en eji\,f gue le sous-espace
vectoriel fernd ¥ ensendrd par A ne scit pﬂs identigquc & E . Il existe

alors une forme 1lindéoire continue f suxr £ , non nulle et telle gue

£(x)=0 dans ¥ (ckep.II,§3,prop. ) 5 solt y 0 un point de F ;

9
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l'applieation lindaire continue u de E dans P définie par u(x)-f(x)yo
est fO, mois on o un €T (H,V) quels gue soient 1l'ensemble ME @ é‘s
le voisinage V de O dans F :

On ne change pas une gwﬁopologie sur ':[(E,F) si on renplace @
par l'un quelconguc des enserbles de parties suivanits

1° 1tensemble des porties de I dont éLacane ect contenue dans un ensen-
ble de 6 3

2° 1tensemble des rGunions .f;i icg de parties de @ ; on o en effet
TLUL,,Y) = TUL V)N TL,T) ; ’

30 1'ense'1blo deg envelopnes oazzvexesg éqziiibzées et ferndes des
parties de @ 3 en effet, comne u est linéaire 2% continue, la relation
n{xje V poar» tout el (V &%tont un volsinage ferns, éqail:?.bz'ér et
convexe) entraine u(y}é v pour tout fmin‘i: y de l'enveloppe convexe,
Squilibrée et fermde de 1 ‘

les enserbles de I ; en effet, 12 rela-

u
24

4% 1iengenble des homothétigues

A

tion u{xjeV pour tout el entratne ulx)€e AV pour tout xe€.A M.
On dit gu'un cnsemble (& de parties de T est soturd s'il ne change

pas par ltune gquelcongue des guatre opira

IS
(i

ions prdedientes. ap

L)

' exenple, liensenble des parties borndes de E est gaturéd 3 il en ,est‘
de mBre de l'ensemble des parties borndes de dimens{on finie, et
‘de 1l'ensenble des.parties pré compactes de E.

En général, si 6 est un ensemble de partics borndes de E |, le
plus petit enseable saturé de pa arties borndes de E qui contient @
est appels le goturd @ de (& ; soit @ 1'ongerble des réunions

finies d'ensenmbles de (& , @ liensemble des cuveloppes convexes

‘6quilibrées et fermfes des cnscmbles . @3 1¥ensgenble des
honothétigues des cnsenbles de 55% ;y on v8ziiic aisément que @
25t 1'ensenble des pariien des ensembles de (6, -
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Supposons que @’ coit saturé, et soit Go up sous-—-ensenble de @
forné de partics bornbdes, convexes, dquilibrées et fernbes, et tel
gue tout enserble de @ soit contenu dans un honothdétigue d'un ensem—
ble de '60 « Doit dtautre port 33 une base de filtre formée de voi-
sinoges de C dans F , telle que toub voisinage de O dans F contienne
un hormothétigue dfun ensenmble de jjj . Alors, les honothétiques des
engenmbles T (II,V) fornent un systime fondaomentol de voisinages de O
dans 55( ,F) ponr la @ topologic, lorsgue I porcourt @g et gue
V parcourt 5 . - :

Soit (& un enserble saturé de portics bovndes de B . Alors, si G’
ect un enseuble de parties bornées de I tel que Gc G et @ # @;é’g

terent plus fime que 12 (& -topologie sur

la {& -topolegie est girie
22T = e
a@(ﬁﬁf}e On peut en eifet supposer gue (5 e5t aussi ssturd. I
= s~ . - 5
existe slors un e%e*"ai_ el . convexe, Sqguilibré et fernd, et
Y~ 3 $ -

gui nlest econtenu dans oucun eunserble de (& . Solt V un voisinage
convexe, €quilibré et ferné de O S.a.ns ¥ , digtinet de T ; nous nllens
nontrer que l?enf‘crﬂbse  (3,V) ne contient auecun des encenbles

o

T{i1,7), guels gue soilent le voisinage ¥ de O dans F et 1liensemble

e (@ , convexe, Squilibré et fernd. 4n effet, soit Yo un point

Iromtidre de V , et soit « >0 +tel gue ay, €V 3 CGE&"" H n'est pas

contennt dons %; i , i1 exicte zzﬁg I %el qus %-— J - ZEn vertu du

th. de Hahn-DBonoeh, il exicte une forre lindaire continue f sur E |,

LQ

1
telle gue éf(x}é%i dans I et i’{}zg}> 2-; - Conzidbrons alors lloppli-

eation lindaize eez;‘%im};e ude E dons F , d6finie por u(x)zaf(x)ye :




Ay
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Supposons I' complet, et oolt z lc copplétd de I . Lous mvons vu .qu'on

pent identifiecr les espnces vectoricls non topologigues gé7(E,F) et

oL (Z,T)

: lorsquton f£alt cette identification, 1es/ég ~topologies sur

df(g,s) et sur <£:( ,E) sont alors identigues. In vertn de ce gnl précd-

de,

Z
on ﬁeaﬁ dize nussi que, si (o désign

£ , des cancenbles de & , 1 nun

y 1 = —2 5ot
est identifidé & 1l'espaee Qé:(ﬁgﬁé puni de 1o €§7~tepalcgiee
On sura soin de noter gu'en (héralg'aae portic bornée (resps rela-
tivement caap&eie} de §i%i85% pas %é&éésaireaga% conteanue dans
1iadndrence dune partie bornde {résya_;riee&aaeﬁe} de B (chapazvp
é',exercs Y. I1 faout done prendre garde ??iéeaﬁiii ies espaces
oL {E,F) ot L AE,F) lars@aﬁsm 1es nupit tous deux de 1o fopologie

de 1o convergence bornde (resp. de 1o topolog
A

esm@actc} 1n topologie sur @g;%*
fine en géaér 21 gue cellie sur =4 (B,F}.

On notera toutefols gue si £ est un eopace nerm@, tout ensesble
borné dans_g cst caatéa& dons 1 'adhdérance Qﬁug.eﬁsemble ?arﬁé £2ansg

& , savolr ume bauleoj De mlms, %i E cs% piéirispble, tout ensemble

iy

compact K dons I est contenu dans

CJ?
%«J
v
(»4 )
W
i3
=
W
o
[
o
5
0]
i
4
m
i’fl
M
i)
o
5
{h
(o]
&
i

4 . 3

z ~ 2
nct dans & : en effet, soit 4 une distones sur © , et pour tout
nt

“3

«'O
t -la

er-n , soit &ﬁ nne nartie 2inie de K tellc sae tont point de ¥

s0it & une distonce <€ 1/nde & 3 si B est une partie finie de B

tellie qﬁe %0&% 8 3 -~ & = nee < i/n de 3 s 11 mat
g = 1

clair gue X est confc n dons ZgiéEéEGEGé de 1z réunion I des B 3

et dlantre porit E cot prdeonpmet, enr on voit oussiibt que tout poini

de 1o rduniom des B d'indice pn est & unc diziancs /n de B,




3% .

On notera que nfme si T est ndétrisable (mois non normé), il peut
o
y avoir des cnsenmblzs bornés de E non contenus dons 1l'adhérence

dfun ensenble borné de I
Solent F1’E? deux eégaees lsealercnt
linéoive continue de Fz dons ?Q ¢ nlors
linéaive continue de 2. w;ééggu%x%§gg$
{Q -topologie, dans @5{3§E3)§Aﬁuni de la
pour tout voisinoge V de O dans Fn 4 la x¢

ola{l))c ¥

{chop. IV, §:

SEEeTCs

.

© une application

?

nvexes

u-20ett est une opplication
e '
g—?‘?y ‘ii—’ EE ? } 5 f“}ﬁi de 1(4;
(& -topolozie s en effet,
4
=a
elotion ulil)e o(V) entrofne

Soient E “Eg deux espoess lecolement convexes, ¥ une a2nplication -
lindaire continuc de &, dons Z., K: (resp. (5, ) un enserble de parties
corndes de E1 {resp. EI,,“% tel que éf“,; | :j?g;ﬂ}o Alers u —>ue® est une
application lindnire coatinue de e {E~,F) nmual de 1a @—tcpeleme,
‘z:'%aas g{:(;? P}, puni de la %g«-%sp:ﬁ@gié é 2 6ffet, pour tout voisinoge
convexe f**r_é rigue ¥V de 0 ;?::% ¥ et tout oncerbls ;;i, ’@ s 11 exists
'pfzr hypotihdse ‘é@ tel gue y{f };:331? : 3;%_1. relation ulyle V péz;:f_
tont yel m eﬁﬁraixze é‘eza_c' a{¥lx))e ¥ pour tout 3;32,2.3 . : :

In porticulier, soit I un sous-cspace veotoricl de Z , ¥ i*nnpliéa—
tion eancnigne de E sur /% , & un cnsecble de parties borndes de E .
zfaﬁp’iicazéon u==ue¥ est un J_sg':s.;igf_s*w ée agéﬂfusﬁ;, nuni de 1a
ig: )-topolesic, sur le socuc-espoee de @?:{&E‘*} iﬂmi de 1a (o -to;}el@'?m}
forné des a;apz.geatimzs 1inénires continues v de I dons F telles que
v{z)=0 dans I . :

Soient E un sapnce 3,.@435: S Vﬁ: convene, Z% un ensenble saturé de
parties '%::e%néﬂs de E , (G ) yiex unc Zenille dfespoces. loealcoont con-
vexes, F un cs_ﬂ@e veectoricl sux B e$ f,_; choague ©€ , S0it g
une opplication lindnire de F dans ¢ . Eunicsons T de 12 topologie
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locolencnt convexze 1a moins fine resdont continucss les &, » Alors 1o
@ -topolozie sur £(£ ,F) est 1o topolos gie la noins finc rendand¥ conti-
nues les nuplientions lindnires u —>g, o de {(E,}?) dans les espoces
7 - el 2
c«L (E,Gt) mnis ckacun de 1o (5 - opelwiea Ln effet, soit E une partie

finic de T . '9‘;’ un voisinoge de O’ dons G? pour tout zZ€l , V le voisinage

7

de O dans T d62ini par les relations g (y)e V, pour ze¢ H ; pour tout
e & y 1a relation w(i}C V Squivont & Y (a( ))C1z, pour tout

t€ B", et inversenent, la relation fg (u{ll))c V. pour tout v€ H7 est

79 rj{'é“ g
entratnde par u(l }CV , 51 on pose I 31\@” n .
[°3 iz
Zn particulicr,si F= | |G , (Z,F), nani de 1a (g -topols-
» te€F -~
= = o S 2 3
gie, slidentifie a licspoece produit gg@g} s, (2,6 ), 6 chacun dsa
- = L€ X
focteurs est muni de 12 (& -tovologis.

it

DX =t intcran 3 . < B e an 19 e a B e s =
soient maointcnanid LC;,, @af une fonmille dlespaces localeosent convexes

= P 3 4 -Q, ~ T T Jen o e e - =z & <A % o
L un espace vectox ﬁ.«:.L sur R , et pouxr chagne «€d ., soit B une appii-

Dans ces conditi

i &,eh,?
e
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En por ticalier, sl & est gopne directe Lopolosigue de 1o famille
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Tn effet, zoit Il un ensendle de @ 0 nn gin nage de © dans ® .
convexe, Squilibeé et fernd ; tout revient & mcn’szver gue, 8i T est
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On dit qu'un filtre sur un espoce locolenent convexe est hornd si un
de ses ensembles est borné.
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linGaire de 141 dons l'espace veetoriel J (m o) de toutes les opplien-
.tions linéoires de L-E, dons ¥ . On snit d'aillcnrs que réeiproyuenent,
vour toute oppliention lindoire v de E,é dans @f (B in 2}, i1 existe une
opplication bilindoire et une senle u de Ia,‘ L, dans F telle que

v(z)=u_ pour tout x€3, (Alg., chap.III, §1,prop.1).

PLOPOTIZION 1.~ Pour gqufunc opplication bilindaire n de L,gx Ez dong F

soit sépordoent continue, il faut et 11 suffit guc, pour tout =x€Z
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5 = = 5l - s
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Ccla réoulte aucoitbt de 1o renarque qui préedde.

5i G est un casenble de porties borabes de B, , on d6finit de la
> (o

. e 7~ %
néme fﬂgon 12 notion de mn tion bilindaire &, -hypoeontinue en persu- -
tant dans 1o A6£.2 les rBles de E, et de Z, . On dit que n est

(@1’ %)---hfrpocontiaue (o nynocontinue par rnnport & @1 et 2 @;‘ )

si unest als o:v.s @ ~hypocontinue e% @ -hypceontinue.

:_,;

Une appliention Ci-h"fyﬁﬁei’i?;lﬁt’,e veut B8%irc considbrée conne

(g @ )-hypocontinus, en prenant pour @g ltencenble des porties
finies de 25« :
Exemgle..n Soient B et T deux espoces lsecnlicpent comrexes, et con=i_

dérons 1’&;)1911@&'&:&0& bilindoire {z,uj-—= ufx) de EA a£ {(2,F) dans

F ; 21 on dbsigne por £ cetie application, £ est identigue & u ,
i3

et f est l'oppliention u —ulx) de {(2.F) decns T ; £ est done

sépurérsent eontinue quond on munit of (E,P) d'une topologie locale

nent convexe f plus fine gue lo topolozic de 1o convergonce simple-

Soient @1 un enserble de parties bornSes de E , Gz un easenble de

parties borndes de QE(EQF) (pour € ). On voit onscit8t que dire que

£ est @ -hypocontinue sisnific gue "Z’g est }51@23 fine gue la

. @ ~topol<>ﬂie sur ec (2,F) ; et “ire gue f cst 5 -Zﬂmeeontinue
signific gue Ies cneen @ nt des parties éqn.z.ccntmaes

de L (B,F).

DEPINITIOY 3.- OJoient :“i 53"2 sf 1trols espooss lecclsnent convexzes, @4

=

=

un ef;semble de portics borndes de E,. Op Git gu'un ensenible U dlapplice-

tions bilindaires glpordnment continuss de I, xE., eot Sanihvpoesntinn
P, - t = - Arnivrrnansantinnt =3 A AT Lpaaiere = e fg:
por roppoert o g {ou 2 ~cguinypocontinn) Si. ponr itoute g}fzrtie i€ S,
2 i e aesTRI 2
l'enceble des noplientions u_ lerzguc x porcourt i, et gus o pare@z;r%; I

est une portic Sguicontinue de o {E,,F).
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In effet, soit H un ensemble sCparbuent Squiconting u dlapplications bili.

aéaires de E1A Eﬁ dens F o3 11 fant prouver gue lersque u parcourt H et
¥ un ensenble er Qgg

b

» L'ensemble des applications lindaires u, de E,

nnb by f’-‘ 3 > Y = F oY s o0 7 Pl z

,é 8 ¥ est Gquicontinu. Copmnme hz €3t tonneld, il suffit pour cels de
montrer que pour toul waEZ , llensenble des v _(y) ¢
: : Sidnd A e

28% bornd dang F
¥

24 7 v o o o < Sty i 2 L >
(24,prop.8). Or, par hypotudse, 1'encemble des u, , of

¢ pour tout voisinage W

parcourt H
(v £ixe dans E.} est Squicontinu dans QZEE€QF}

o ” ‘g a2 o e - -4- -
de C dans F | il existe done un vois sinsze %1 de O dans By tel

74 53 : - e e s 2 . 2
V,)C ¥ pour tout unel ; por aillecurs, comme 2, est bornd

e : _ v 0. 2 A o ~
A >0 tel gue Abu? -y« Yna done Aw (I jJe W pour tout nelm

- 3 = Ala = SR e TEs e B s
est coy fn;zes gueis gue soient les = dfindics #£i . Zour 1€1€n-1

$

5.

Bi . ,L_Aira gque ua sst

= - 2 = - :
gigigéggacﬁ o ggesygc ontinue si, pour foug vszsin ge ¥ de O

dang F ot toute cuits de n-1 enze

m
;;
ﬂ)

5}

e
m
@ :

ie - ? e
g £ { gi%ﬁ 1);
?‘i. > 13 % 7 < A0S ! & 3 e e -~ s e : £ ne
existe un voisinage ¥, de O dans 24, tel que les relations x, € I,
I€ign-1), x €V  antrat eix % = i 3 n3
{1 = by % '?ﬂ envrarne &{Ea.«é s¥5 g0 ee oZy 45 bﬁ}é Vo Ogéé;m’i;‘t
. de 12 mBme nonidee 1'%guilypocontinuitd nar rapport aux G%s .
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2. Continuité et hypocontinuité.
PROPOSIZION 4.- Toute application bilindaire continue u d'un produit

EgX B, de dens esp_f_zce“ localement comvexes dans un espace localem-nt

comrexe F , est (@ ’ 6 )-h}[pocontinue pour tout ensemble (-, de

parties borpdes de B, et tout cnsemble @ de pﬁ,zf%ies bo_r_éées de B, .

zn efiet., étaz--’; Zonnd un vclc‘inave # de O dans T , il existe par
hypothdse un volninage V1 de O éans }z? et un 'V isinwue ? de O dans Ez
tels que u(x,y)€V pour =x€ V, et ye¥, . 5t i, est bornd dans B, ,
i1 existe .A}O tel sue }gu = J’ . pour xeil, et ye AVZ - on 2
aleors a(x,y)*u(ix,i yic ¥ puisgue A 5":’53‘?3' . On pontre ée n8pe gue

n est @&-hypoeomiaue. _ =

pmb\

Dire gue u est coutinue sisnific encore gu'il existe un voisinage vy

de O dauns L1 tel qae 1*1 mage de Ei", paxr }.Ea;@;‘ ication x-—:?uz est
an énse'mble équieaa#ina dans @55"@2 sF}o
in général; une applicaticzz bilindaire hypocontiane p':zr rapport &
1lensen ble de toutes les parities bornbes de 2, e‘* £ ltensemble de toutes
ies parties borndes de Eg n¥est pas ndcess ::emt ecntiﬁué dens L, = E,

~ {exere.2). On o senlement lesg gzoyri‘ii‘;éa zénérales suiva ﬁtbS F

P;;OI’G’Z?T’;‘IQEZ 5.— 80i% 1 une uj;piieﬂ"gzsaﬂe L,z.lu'ﬂm’m i’C g = mpseenﬁmua,

de ;‘?3%1‘2 dans F . Pour tout couple dlensembles &-@E @ s by @

u est continuc dans les ensembles M, X E, e% E, AL ; ek zz,m,e'e}reé,.—zent

_ 1
continne dons ?3%)( ;,‘ , © uf{il, £ £.) est bornd dong F o

&(“’v} u’(x{)i}ygj“‘ kﬂaggéb"‘xﬁ}‘ }:t}'@;@? :} =

o
Cr lﬂe"se"’c}.a des u, est Sguicontinu lorsque x porcourt ’3.2 ;5 done, pour

tout voisinege WV de 0 dons F , il exists un voisinage "fﬁ de O dans 52
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tel que les relations 5I1 2 y..-yccé,vg entrainent ux(y-yc)éﬁ' . Dinutre
DAYTE uv est continue dans E,’ , done il exiote un voisinnge V‘i de C dans
Vo . :

_.3 tel gque la relation :{axoé’fi entraine uy {z—-xo JE ¥ . Cela prouve la
: : ©
continuité de n dans £11 GEQ » ¢t on prouve de mlme gue u est continue

- dansg E,;ﬁfﬁg . um:ing copme lienses ’alc ges uv est Squnicontinu lorsque ¥,
5
parcourt Ii,, il existe un voisinage Ug-?de C dans E,g tel que les relations

B

Vo€ , x-x €U, entratnent i ('x-xg}é ¥ , ce gni prouve gue 4 est
o

am{oz‘tér csnt continue d ns E,-‘E?A's‘,iq :

Znfin, avee 168 notations préeddentes, il existe A> 0 %el gue
f'g,:lp«w,?,j : on = donc A,iz?fif?:i@ i pour tout xell, , clest-i-dire
Al XBE )T oo gui prouve gue uf{ll xIL,) est borns dons F .

4 =/ 5 4 5} 1 o

- On observers gus co éez?zﬂer réoultat est valak
?

senlemecnt supposée @;«hy;@ceemmm et gue
bornéc guclcongue de E_ .

=

POSITIOCT 6.- Joit K un ensemble g@ﬁ ; @a

<%

~Souihypocontiny diappli-
‘¢ations bilindaires de T,X I, dons T . Dour tout couple dlensembles

m€G, , m,¢€ @, , ot Squiconting dans I x E, st I, x1L, et

uniforminment Sguicontinu dans El’jx B 2

Il suffit de remorguer que dans la 4dnm ens*‘srq‘tfmz de 1la prop.5, une

fois W donnd, lcs voicinages ?1 :V, et U, peuvent par hypothlse 8tre pris
S fim
indépenfants de ueH .

Il vy 52 un ecos im;sauwni: dons leguel les notions &'hypocontinuitd et

de continuité coincident. Ious nllons cn effet dadmoniver ie théorime

suiva-nt :
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it g s : &
THZORIE 1.- Solont T un gepace topolomiguc nétricable, E un espace

localemént convexe ndtrisable et tonnelé, F un espace localement CoOnvexe .

pour tout ’GOET =

x -—%f(x,to) seit une spplieation lindnire continue de T dans P s

?O

Soit £ une application de Ex T dang F telle que :

20 pour tout =z €E , tvf(zc,,t) est une application continue de T

dans F . Dans ces conditions, £ est ume anplication continue de IEXT

I suffit de prouver gue pour toute suite {xn;tﬁ} de points del*esp&ee

aétrisable EXT qui converge vers {xsﬁ‘bg)

-~ f{xﬁsi‘;ﬂ} tend vers

f{xggﬁo}a Zn effet, supposons cetite econdition remplie et solt (Va},an
systire fondonmental de voiginages de €x3gt@} dans ERT 3 si f n'était
paz continue au voint ixgg%c}g i1 existeraii un voicinoge W de O daps ¥
: 35y % -ty e = P <= -3 - 2 £ <& 2 X7 .
etg.pa&z tout n , un poing (x5t )€ ?a tel gue S{XJ§?ﬂ) f{x6?50)$& :
comme 1s sunite {anﬁﬁ} tend vers Exga%ajg cela contredit l'hypothiss
gue f{xnaﬁd} tend vers ffxggtg} : : =
30it done ﬁt - l'applieation porticlle X->%{x,% ) de 2 dans T .
: n 1
Par hyvpothese £. est un 413ment de QZ{EEF} 3 en outre, pour toug
o
_ a - '
XET | ft {x} tend vers £, {x) lorsgue $_ tcnd vers & . Cela sipgni-
" b 7 o
£ie que lo sunite &3 €oOnvergze vers ft pour la topolozie ds 1a
&
n = ‘ (¥
convcrzence simple sur o {E,F} . L'ensemble des f% cst done Couicon—
- - = ey ﬁ
tinu, puisque E est tonnelsd €§z§3@30536}= Leln ntraine gue, pour fout

voisinage ¥ de O dans P , il existe un velginoge V ade C dans & tel que
i‘.%;é{x«:s;@}@ % pour tout indice n et g:méz« -2 €7 ; on particulier, 141
existe n, tel quc, pour n Zh, ftéfzﬂet@}%‘ﬁ - Conme % %%f{zﬁ§s; est
continue an noint tg s On peut sagﬁager n, 0858z grand pouxr §&9en ait
m,s:si f{ﬁa,%ﬁ}wfﬁ:aé%@)é? pour n} n, , dlcd f{gﬁ%tﬁ},ﬂza,'tg}éi’,&;yz?
ponr npmn, , ce qui démomtre leo théorbme. ' ‘ |

& = =
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On peut démontrer gque la ponclucion du the.1 subsiste guond, dans
les hypothéses, on suppose que E osﬁ un s pﬂceﬁe Boire (loxﬁl@mcno

Lt

l

convexe), au licu de supposer que est ndétrisable et tonnelé

{exere-3). Aucune de ces deur proprilditsds ntinpligue d?ailleurs

t..

trisables et tonnclés qui ne
chavagé .exercs }, et aussi
des sspaces loca nt convexes quil sont des espncss de Baire et

ne sont pas métrisables (3 3,cxerc.5).

P
r.'u
)
o
¢v)
b

otome en o conclusion du th.1 nc subsiste plus 81 on
sunpose seul,mtﬁt gue I est tonncld (exere.2).

iocalement convezes. Si

gt métrigable, E., nbéivisable et ftonneld, toulc cynlication biT néaire

Arent continue de Ejiig_ dans F est continue.

n
SITI0N 7.- Soient E sE~¢F troles esyaces localement convexes.

1
esh métriseble, B, pétrissble of tounelS, tout cpssmble H 4'appli-

«
=

8]
L]
©
L]
S
[
£a
@
Pt
af
-y
]
hd
5
O
0
3
fodit
(i o
(4]
: R
0
&3
(W]
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b
e
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&
ey
oy
&
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e
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7S 1%%&%23@% £ de &, dans

3 . % =3 % 7
r3 L2 & % 3 i3
= z LU= AR ¥ = LEXEFGS w7 @“1

est par ﬂvn°éche ég micontin ni lorsgue £ parcourt E ; celn signifie que

pour tout voisinﬁﬁe %“de Odans F , il existe un voisinage U de O &uﬁﬁ

tel que £ (x)€¥ gucls gue solent fE€H et €T ; on en éééui'i:

que l'ensenble des £_ (y) est borné dens F  (pour un y fixe), lorsgue m
<

narcourt H et agoe £ porcourt H . En effe

L Sy

»®
RE

4 o B - 3 ;
s 11 existe n, tel que xﬁgifg

{ "? £z 2 I¥ e : s : 3 :
z;y}% “ pour npn, et f£€H ; d'a-utre part, si mg N, s
,gq 2= ~ 2 2 An B e & X
ic des applicotions fz » o8 £ porcourt E , ent par hypoithise
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équicontinu 3

(z)e V7 pour tout zeV, et tout f€H

% 2
£ nrvevm on oura donc

L ]
jé,mfzm(y) e W b

(y)e ¥
b2}

et 1 , on 2 bien ﬂfx pour tout n

il existe donc un voisinage Vfﬁ de O dans F

fxm(}"my)ég pour tout €31 ,

en prenont pour .}‘u le mininmum des nonbres

tel que

s 81 Ay >0 est tel que

ce qui s'éerit
J\"m

et tout f£€H , ce gui prouve

(ngn,)

notre assertion. Puisgue 32 est topnnclé, licnsemble des fx est done
: , B s
&guicontinu lorogne n porcourt # ot que £ parconrt E (g%, ,prop-8).
Supposons que H ne soit pas Sguicontinu aou peint (0,0) ; désignant
ooy (S’En) un s}fs*-sf‘nﬁﬁ Zonéamentnl de voisinages de (0,0) dans ;'3'1;%; E. . 11
< : =
existerait alors un veisinags ¥ de O dong P , ef pour tout n , une fonec-
5 7 =y o f e S % £ -
tion fnéﬁ et un point Mﬂggﬁ;éi’ﬁ teln gue £ €f:§15,]a)§ P
ifensemblie des spplications ;?@.fi_ {zﬁgy} 'ea‘t &3 ,ﬁ1c ontinu en vertu de ce

gui prdedde iste done ua voigsinage
£,(x,,y)€¥ pour fout ye¥ et tout indice

& lthypothése, puisaue

: Iei encore, on peu t dér

uel gae

o} - e et tonneclé par 1'hypothise
gue 122 egt un espoace de Baire (exerc.4).
3. Proloncement diune avplication Bilindaire hwpocontinue.
515 cxg oy -1 BT s s = 7 “ 3 £ - o 7 37 k
PROPOSITIOCN .- Soient &I, E,,F 1rois especes localemont eonvezes sépords,
= - e 2 o 5 o o £ 4 w £ % .' e e <
P étont supposé cuogi-complet. Boicnd f.}‘:,s (rssp.b,) Ui Soug-espace vesto-
< e 8 2 7 i3 fomm T = = .“‘ T
riel nartout dense dc 2? {resp. E,), (5, (respe (&, } un ensemble saturs -
. = E “G@
Sk . ‘ 7z i oA =~ o -
de parties bornbes de G, (resp. G,) tel gue tout point de Z, {resyp- EZ}
oz Aqf’ +, e - = Sy NG = : 7 % 5§4 % - % ‘::f,’ = @‘\
soit adhdreat & un-ongenble de- (B (resy: (5, ). Soit & {resp” &_ )
. 4 . 1 .
= = ¥ 2 21 e ™ s n 2
l'ensemble dos adbdvences dans E, (resp- I,) des enccmbles de G =)
2 ~ @(r%pa\%




= Bf =

-

Alors toutc application bilindaive (@; 9 %-)-hx"gocontiuue u de G, %G,

dongs P se nrolonse d'une seule monidre en une apnlication bilindaire U

]
O

A parsin g‘t continue de 2‘1;{1‘-‘;,, dang ¥ , et cette application est

4 9 %)-—hypoe ontinue.

o,

Soicnt u %C et I, € @Z s comme u ect uniformSment continue da

I, & i, (propo-)), elle se prolonge é'une seunle moniére en une application

‘ 2 : = = c -
uniforménent eontinue n,, ., de Hyn I, dans lc conmplété F de F
.J ‘.L i
-~ ?9 l’: lem

hel) 3 en outrc, conme a{l&z;}g I-I;,) ezt un ensemhble

£
dndrence dans F ect un sous—-espoce compled par hype-
e i est mir gn gutre

= - % - ‘“C o =T E 3 & d e = & ‘
gue .si E’-;Z,g&::.ﬁ% 2t ILGE, o E,€e(& ot I €4S . le prolongenent

= = = s e 3 7 ® > = AT :
Uaee s ©8% 1a vestriction a H,x i, 4o 'Q..Oé.@f‘ ement Uy .+ - Comme
2 e ' = iz .
teut point de E. XL, est adhérent & un cnsemble de 1a forme M, #10,
$ = - S
. : , = -
e T c £o 4 NEae T £ 2 e PR R S ~ £
L els, , I, €45 ), on d6finit ainsi une application u de Gy E, dons

F;ei zel, ., y€&, , y*€E, , et si Z%@/ est un ensemble anquel
x est adnérent, I,€ (&, un ensemble contenant O et auguel ysy* sont
adhérents, llensemble W,= I +l, appariient & (g, ; 5i s (resp. t,t%)
tend vers x {(resp. y.vY) en restant dons #, {resp. H,), t+t* tend vers

= = 4 3 T 3 = o £ T 5 2 ) =0 By
vyt en restant dans i, , d'08, en possant &4 1a limite dans 1a relation

o
A
&
&
o
ofs
-Q¢
ettt
i
]
Yy
]
W
4
S
o
o
e,
0
A
o
o
Bepna®
-«
l“'n,l
(o
ey
o}
}mﬁ
D
o
I to
)
m
£

(z,74y%) =0lz,y)4alx,y') -

‘;ae u est une application tilin Soire. Tous allons montrer

gue 1 eskt = hypocontinue, et o fortiori siépnrdment continne ¢
‘-‘.} & 3 - Z
= <7
comme §€ {resp- 32}- est poriout dence dans E, {resp. E,) , u sera bdien

1z seule application bilinéaire sépardment continue prolonrseant u .

Seit Eigé %E ; par hy-ethise, pour tout voisinage fermé W de O dans T,
il existe un voisinage V de U dans G,, Ferné dans G. et tel que,




U\
e

: - 92 - :
pour x€ll, et yeV , onait u(x,y)e‘fl . Ltadhbrence Y de V dons E

)

=2
ect un voisinaze de O dans E2 i .301“5 U un voisinaze de O dans .1.32 tel

que U+UC.37 s €% soilt aéﬁfi . belU . Par 1 hypothiése, b est adhérent &
un enserble i, € @ , donc augsi & IL N(b+U) ; mois cet ensemble est
contenu dans (3;’,3.5’2(.'iI-z»U)B done dans T 5 comne ula,b) est adhbrent &
liensemble des ﬁ(}:g;);, oh xel, et ye&ll f’(n-}-‘l}” on o bien E(a,‘b)é'ﬁ’ :

e,q i wronve gue u em: @;ﬁ ~hynocontinue 3 on montre de mlme gue u est

%“”"ﬁ@“O“%T nhue. =

4. Ia | @i g éﬁe&}wtcgclegiea

Soient I_,; gE?WI*" trois espa oes lecalenent convexes, @ﬂ {resp. @ )

un enserble de porties bornées de o {resp. *2) . TJous désimmerons par

of

@40 :
f‘@g - @ }-—m"mc’sm,‘?nue de &?A E, dans o il est clair que clest un

& (&”“MF) l'ensemble aes( anplications bilindaires
s 4

espszee vectoriel. THous ap: sellerons (C @) tcgolcfgi sur
@C@ c 2, .A"’E‘} 1a .tcpclo*m@ de 1a converzgence uniforme aﬁns les enﬁem« '
4 :
‘b}_e; eei forme 3”1‘ : uq , Of& :gg @ 5 I, € @g, -
PZZGPOW.&IOZT 9.- La { @8 @ ~topolosic esth unc ftopologie Jocalement
@ (441 3 ’r)
&

Pour tout couple a'encerbles 1, € \%1 L, nE @% ‘et tout voisinage

convexe sur lfesnace 'vec‘toz'iel ; 4@

conveze Gguilibré de O dans F , coit T (NI1 9:1,~,,9N) 1lensenble des appli-

Lo

eations @ﬁ . @z J=hypoecontinuesg i ée L*‘,é% Lﬁ dons F. tellez que

tz(?‘;?%_l‘?_ T . Il est clair gue lecs encembles T (I ,.2 ;i) sont convexes
o
et Sguilibris, et forment un systime f,oﬂéazaﬁ'_{zml de voisinages de O pour -

1ia (@ s (& )-topolosie. DPour ddnonirer 1o Droposition, on voit, comme

S -8 S99 e ) ; - = .
dans 1s prop.2 éu %45 q1’il suffit de prouvew que les ensenmbles
FEifng ne % = <, 2y = 3 = 56 3 od = s =
¢ Lil 5ldn3u) oont absoxbonts ;- mols sela résulte immfdicterent du £ait
b o s R i 71 % = - = §o i %y
jue ice cnocentles ulll x 1L} sont Zornés édans F {prop-5)-
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= hF A

Comme on 1l'a remprgué plus hout, u(IfL,x 1.12) est bornd dés quion

punposc seulement u@ -hypocontinuc et ?z? bornd dahs; EE s 12
- (@ @2’) -topologic est donc compatible avee la structure d'espoce
veotw iel de l'egpace G%a (E, sE,3F) des applications bilinboires
@g ~hypocontinues, pour i,ams enscmble - Q':% de portiecs borndes de Dq

. Les espnces 313 ,L‘j et F étont supposds céparlo, si 12 réunion A1 deg
ensenbles de G" est un ensenmble total dans I:lf1 s 8t 81 Ii},‘, est 1o réunion

des enscpbles de @% , 1a (@ G )-topoloszic est séparde. In effet,

ai uo_{éo est une application ((§ 9@ '%«’mrpoeavztmue de E,xE, dans F,

4] existe {x vy JeE X telbue n {x_,y.)#0 ; cn ounire, comne u,
070 i 2 0 007 Yo

est continue doms B, , il existe x, €4, tel que zx:tﬁ(:;:,i gyé)%o 5 en pre-—

nant E&,é@? - Liaé @a et lc voisinase ¥ de O dons F tels que x;gﬁ? -

28T

- g7 : { ; "“"’% 2y 7
yggz‘dﬁ et %(x@ gye:i%u s 00 2 u tﬁéw{,?ggﬁm@),

Quand nous porlerons dans ce gui suit de l'espace E °E’)

“’*@@@

comme Atun espaece voetoriel topolorigne, il sern sou =efzte,mu qw“l est

‘mzm"i de 1la {@fﬁggi)wﬁop@},agiec

e A iy
Désisnons de mBme par o, (E,,F) llcepace @%{EWF} mant de la
C = r Dy s s '
5, —~topologie, et por o éwg =, T..EF}) liespoce gfz Ep «;£ (Z,,7))
L : @ Bg - : : g’é% .
muni de la @ topologie. Dang ces conditions, on 2 1a proposition

Al
.5,. - by y S S g3 ¢ ~% S = e a s S $.=
nue o C&f’ ;..,; ;fé. .w« aansg ¥ o, S0L ( u lilanplicotion }.iﬂdgg 1¥C censinue

RPN ITTRREIETINTN
— {}, e 7 ol Ga b By o 5 o s i 4 5 =5
x —u, de B, doms e {E,,F) 1 1'opplication u-—>»u ggh un isomor-
g .~ - < X
i
- = il _
5.2 =2 /> s £ 53 —:a ;“‘1 e =
phigne de o, e 5 085 :F) Sur un sous-egpocce veclhoriel de
e “~
P = %%,; =2,
e = 5 e :
a@% (L, 00y (B,,F))-
4 o
i S3
bt o5 E
Ty shnAvraloront s it e g d ARl ema T e e s T
Fius8 t’_’-;wﬁ:_;..:":é»«?}.w'..;f.*«_'; 28 "’Z_Z/gj—i ey '.»;f}; 1850msY e s 210 Q.;E‘ 2 quyu";'?é Feg¢Torie L
= £ b o < R B e S 7= p S s 4;_:;' = =
o5, 5,:E,3F) dos opplications (S, -Bypocontinues, nuni de is
-.@c == 77
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(G, » G )-topologie, sur ol (31 eE@:2 (E20F)) 5 en e2fet, of 1€

e C‘:QJ et 81 ¥V est un vo?gmnne de O dans F 3 1n resztion

u(il, x L)V Squivant 2 n (I, ) ¥ pour tout x €l .
Lgrsque .:;1 ,En, et F cont des espoces. nornds, on retrouve sinsl en

particulier (compte-tenu du th.1) 1'isomorphic des egpoces normés

J(L1 » oLIB,,F)) et o0 (B, ,5,5F) (qui et
¢f. Top.zén. 2ChaP. X, $2,c0r.1 de 1a Prop.4 ).

Y

5. Application : hypocontinuitd de lianplication (a,v)-_jwu :

r-[.

alors une isométrie ;

Soient I:’,F,G trois espeoees localonent convexes 5 11 est clair gue

l'application {1,v) = ven de‘@gwﬁ)xé{;{?g@} dans é(}:}’ﬁ) est

:
. PROPOSITION 11.- Solt (S un ens coble de portios borndes de I 3 ai on
munit g,{(“,f) et @;E,(“,C) de 1a @—f—"gog@}.a_nieg llencenblc des anplien-

tions tz-ﬁm»u de &f (5,7) dang ®£ {E,8) o3t dguicontinu lorsque v
Bareourt unc 33°r‘%;10 Sguicontinuc H de @gf.,w o

&n effet, soit II Q@ et soit W un voisinose de O dans G 3 par hypo-

thooe il existe un voisinage V de C dons F tel gue pour tout vel , on
2it vV @ 5 ot u@@{f(iﬁ- F) est %el que afi‘i}gv sy On 2ura gdone
via{ll) ) ® paur tout veH , diow 1o n» opos : |

fi}
p:a
&)
w8
[

PROPOSITIOT 12.- Pour i*oa'é:f* application i, @@g (E,F), 1lavplicntion

V —Veu, de @ﬁu,(}} Gzns %fﬂag est eam:&.aac guond on munit i{l‘f’ﬁ)'

et i(ugu, de 1a s,epo’.?.z:ng:i.v de 1a conmvergence. sirple.

L)

In effet, soit & u € partic finle de E , ot ¥ mw Voisinege de O dons G
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PROTPOSITION 13.- Solt (g nn enserble de portics borndes de T , et I une
paptio de ol (,F), bornde pour 1o (S ~topolosie. £i on munit o (F,G)
de 12 tobolo.ngio de 1o convergence bornée, ot o (£,8) de la (5 -tonologie,

llensemble des anplicotions v veu de of (F,CG) dons '{(E,G) est Saui-

continu lorsgue u porcourt H .
in effet, goit He@ ot s0it ¥ un voisin age de O dans G ; lorsque u
poreourt I s 12 rbunion 7 des Gﬁﬂ@mbleu ulil) ezt bornie donz F (§4,
prop.4). Lo relatin v() ¥ entratne 2lors v(u(ll))< ¥ pour tout
uell , diod 1la proposition.
Les prop.11, 12 et 13 entyofnent en poarticulier les propositions
prop » ,
snivantes
?1”’0"”0“1""" T 14.- Boit (S un cnoemble de parbics bormbes de ¥ . ZLes espuces
E,F) et e{(&,u) Stont munic de 1o @»"0‘;}010 ie, ef @g(r »&) de 1a
topolosrie de 1o convergence bornée, l'application aﬁv)«-g»tr@u de
of (3,F)x ng,c—) dans oL(E,8) est (T
désisnont l'ensenble des portlcs borndes de @éﬁﬁfs‘} et %@ l'sngemble

des partics égu.iecntiﬂaes de %{FQG
0P0SITI0N 15.~ Les espaces «S(E,F), of(F,6) et <£i2,6) &tont munis

de 1o topolosic de 1o conversence gsimple, lianplication (0,v) —>veu es

Rl 4

("3:! : %_)-h.:‘ﬁoeohtinue, CE; d4si~nont llencemble des parties finies de

L(E,F) et Q; llensemble des parties Sguicontinucs de o, (E,G).

Zxercices.— 1) Soient I, ,E.,F +roiz sspaces loeslement convexes.
61 (resp. g&) un ensenble de portics Lorndes de Ef {resp. EZ)
@ nn ensemble de partiecs bornbes de 1llcspuee 4 (% B ,I‘).’
Fontrer gue liapplication trilindaize (z v.u)—>ulx,y) de

,x,”,x o {Z, ,2,:F) dans W est { s ? J-hypocontinue 3
2 @ &, te = e, :

':our qa'elln soit (& , G )-hypocontinge, « 11 fant et il suffit que

.}; i ; - \»& e 5
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2) Soient £ et F les deux espaces localement convexes sdéporés
définis dens llexere.2 du @ 2 , qui cont tonnelés ; montrer que lo

forme bilindaive f définie dans cet exercice est (C 6 j-hypocon-
tinue, @1 (reop. \@3) ddeipnont llensenble des p'zr’cies bornéea

de £ (resp. F). |

' 3) Soient T un cspace topolovzque né tn@able, E un espoce localement
convexe de Daire, F un espace 10031@5{1@% COnvVEXE. '

_ 'SQi‘b £ nne mpplieatimde EXT dons P smatisfaisant ¢ uz conditions
du $h.1 ; momtrer gue £ cot contlaue dons EX T {c2. .I'o'ﬂ;gém_,
chap.1X, 35 ;ez;ercazi})

4) Soient B85 ,F i:rmg espaces loealc»; sont CORVEXES. 81 B, est
nétr .sable, et E., nn espace de Eaiz*e', tout ensemble sb §‘sz*emer:+ égui-
continn d'anplications bilindairves de E, X E dons T est éqaican"einu
dans B, xE, (ef. Top. g(’ﬁb, chap.X, §3,exerc.17). '
5) Seient E,F,G trois ésmees loczlement convexes séparz§5~ On sup-

nose les trois esye ces S IE,FY, L (F,8) et £ (E,6) munis de 1o

topologie ds la cezzverg nee compacte. Soleat g ~dil'gngenble des

arties compacies de o (E,F), "fﬁ},% llenserble des partics Gguicon—
tinoes de gg(}?',ﬁ%}»- lbntrer gque liapplication bilindaire (u,v) —> ven
de @g {Z2,F) « ®£ {¥,6) dons % (£,6) est ‘13525 “:’%} }J-bypoccntinue
(appliguéer le th. d'hAscolil. ;




