REDACTION N° 155

COTE : NBR 057

TITRE : LIVRE V - ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES
CHAPITRE II (ETAT 5)
ENSEMBLES CONVEXES ET ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

ASSOCIATION DES COLLABORATEURS DE NICOLAS BOURBAKI

NOMBRE DE PAGES : 53

NOMBRE DE FEUILLES : 53



e

il
, b
3 4 w ; i L)
b e e o deb Gy LiliEreny
O L i S BB @
o e ' =R
0 . Q. m@ O ime ey MR L m o
A G e e o 8
il ey . Mo LA R T
% w3 o 8 e L e
o @ S O i ’ o W
> ' (RS gd A oG 3 At
) pois o @ ey opd
8] S T i ol g =
iy 5 ° oy @i Lieed » S
i ' N ke e O o b B i M SR )
" @ B M g A
o el G ST eI :
(4 0 @ oy ‘o @ ey D diis e
o~ Q) W oSN v i S b
o e Ho & i L H
@® : TR ) i 3! @ wo.a 8 o
e 2 P 3) Lo S R O T B e By
B & = @5 g e g ) @
= o Yy 5] MY ) pd ) D) e
Q o LR e i SV s S Y ae
ST R o il o8 @0 sl
i X “ 0 @ @
SOHEE L o S 1 W,
M M i 0 : &3
9o Byl G g L
o B T i 0y )
: b R o e e ey el
N gy D e @ o
O | o B P i
g e
: V .v.ﬂé .w, ﬁw
P 5
@0 )
i () i
A b
& och
o s
3 S | W
o . o
0 Moo v
Q, o R AL
Q- o L ) M i
& S D A e
£ et 5 S0
wrd ) @ - M
& Y o
@ 0 &
&y L N F
e @ o]
ﬁ 2 i o v
| S o B
) S &
¥ il Lo
“(G. c & ! V.
| il &
,, o

ey,
%

.

phs conve
25}

o
N { il
¥ ey

@
e 3 e
et
R Y




0 : ¢ & i i)
t & H w3 g @ O W &
Fia THREL DR IR & . @0 ; S i o] - N
= 8 o By B e 4 . _ vl o
8 o R 2 S et hw o 58 oy £
s - : e ] %) R & o s B - - ) “ : by
v < L Me~a Gogd @ Q@ 0 Wit o)
i S . S < S AR R W e S v wed B QW
Foigd o n g e 8 Bele et el dlile o a B Val e e LS
® <« R ST = SR < TR & T B> f O @ : v
LSRR o Qg e ey e e W + @ : gy ey o v GERR O
. P e e e i LI = EIUR o SR 0, . ; ! @ ! PN
W N ! By I ﬁ& B & Ro) a0 m vl ikt Y R L o
= A U R M VAR . S o oy & e .@,@@. ¥ _
g b el g e e S R N o 8 B B
ol o) ! W N oSl s 5D . <7 B B T RS i\ g @ W w
o I G S 42 ol 0 ey e T, D e h o] Gy o S ey D
Q- ®| Qi e o b I ) o @ S ol prd oo RO s U
G SRRl e e e 2 © g T e e
Lo Y o : R ST DS ER ) S-S R & S 1 I O
Y = o QSR ) o) : o T . w :
==} B 0w 0 e e 53] -~ S W o j i i b Vod = fy : VA
) I B i o L i O S s TS B +2 A @ L
@ ® o © i @ r mﬁ SR o e : eH) 4 : ® hd @ - hési]
o S g + e A =) &} = & 4% i - ] o @ o W
%) > O s b w el £ TR ) w% e Al e O - T
R e e R : o ey G : e TR .
L= N AL SR (B T TCTRR - T s} £ ol b VR e e
© .8 0 O o g Lol L ” 8 @ 4
=] 8 © oy o) e o] o B EO8 N (] L3 SRR - I o &
> SN IR 8, Qe e . . o Guioo L@ £
UGS e s o e R S @ e e ) e
i wie i o B O B K3 i Oy 6!
& ) i R DR e L@ A T i ~oEo m @
AR RO e 4 e S o o & L TR
> O il W] ) e de] ) g b o W o) e o] o
e @7 Al ey g e O e D o, o) IR R S e
o R T e R T : FOTI @ o, I <
o W fai] o i o el b 0 L) T LR ¢ A
g + Q S @ g % o okl O o] ; -
el Ko = ) gL e w0 W Lo () et oW !
\3 { & 33 o 8 O 0y R N ) =l : 0 R o =
L N T SHE R R b iy o @ et
1 5 B W oo & R £ L £y st B ~ OO e ¥ I
e b (@] { @ 4 : e BRI ¢ O W T T ) w@
! g @ ! Ay e S SN o e )
b w M e R WD e :
g ® e @ o) o E e B LN R el
& T o e (&3] : Y ETai T mu_ s M - :
) ! g £l s £ ; o S TG o 1 R R £ @& i
® D, & LB e nw b B O Sonig R | Al , ACTRE Ee
T SRR oot @ ow w8 G
Qb R R e £ W fa RN ) 0, b WE e @
o M) PRI O alig oG @ R R _w oy
&3 (720 I o RN BRI o R S RGN RO O T R ce
R T B R < N e S T e W8 L e ) %) R S
2= 9 . e @ D LRSI e o R 1.2 £ D U - o S @&
O T B B S U R B R = e £ e o & i @
& PR TR o i o 5 Qo < SR et B R e )
e B RO VAN I b o alie o Sl > il G ) e O el 53 9]
B e B R e M e Lol I R W
o D T T e D Rl TR e G L G N el R @
@ ) 4% R RS e R g S i i o Finiet ) (HER (e
X Ca e o o o R N PG A Y I T e s o)
o L (SR O o®. E N R R S T & ) Z@ o R
¥ @ TRl e o @l Vg NGO s O LT B ,
5L R < W SN =g R I o S e o EBR I R A T e _
e pnt T S S SR 22 (e N {0 G T ) & MR ROl T SRR o _
) Q. 3 ) o 0 % e | T R gy & e bt LR bl
=t 0,48 : 9 i 0L A TR e e S Wy O ] (2 ,
o] 43 & S e VR R S TR O @ e @ im0 8D {
S I G T R @ B e e e g e Ry ™ ol
e gl S e e e 8 @ S R e
g bl e B D Y H @ e e Rl O e QoW
- BIN ) fial Fa TR = £ e vy ;b MO e R o BSRIN  Biei o] IR e 10 s NG S »




vecteur dirsctéeur t . 51 x et v sont deux,. points de 2 , l’ ensemble des

. g 3 }. Ar LG "V 2 e agss o '. ; »,7: i 1 ,

voints A % FRY ouAg0 ;20 et A #="1 (resp. ,;m/‘w, 70 et

S TR ) lorsque % ¥ y) est appel.é sepmena fermé -(resp. segment ouvert)
d*extrémités x et 4 ot noté parfois xy : il est réau ~it & un point lorsque
i e T o 4 .-..

XY . bndan, BY xyw . Infin, si x Fy o le segment) ouvert en x4, fermé

2n y est 1’ensemble des points A x + by ol A +l= 1 w20 , 1 >0

9 Ve .
£ 1. Ensembles convexes.
1. Définition 'd”&ﬁ.'éﬁséﬁf le gonveie. Définition 1. a*’f& im espace &ffine
E gur R 9 on_dif diu’un ensaﬁhlé Agé‘t “convexe §i, duels ocue ac‘:i 439 .’Lég;

S
PS

sty =tw@%‘ dans A .

y.

Sguivant & l& sutvenie -

A est GGZEV%X@ gl pour tout point zé4 , ﬁ@%g 3 ‘:::J_@ mur’ les ?'g;m%sﬁhéiiéj%

de centre a &t ds rappert A tel que O AL .-

TI‘

Eiem gl - 1. “"@ut@ var’ét }_iﬁéair’é &ffiﬁé-dé & est cam‘?ez{éa

2. Lés seules parties eom’uy@ non vié@s de R sont les ;gggéi}'élles'
€Tﬁp,ge;n.,chapwv § 3;\?0;;0}_}. ' '
'% " 501‘& E un es‘ﬁacé V%C‘taf‘i el, etg ag urnie ﬁemé sur E 3 1a bé@le fermée

% &orm e &es points x tels que é%x%gl est @sm‘fé}i% s CBr les relations

| ?gé‘l 5 %éy 4 1 entrainent; pour OgA€1 ,




g
M
& R <+ : Cul g
& e LW ! ,m. SO e .
<l i s : e : =4
I > K 4 S, N % W
& QA R oGm0 o L
P o] L) @ &g ] , : » j ) @b
- o i 4 B e M N ) 49 e B g
@ b, fegtc) LR G) B o Ko T e e e 8y ot RS
o I S R < 3 ity : o o M
QP .n. O 9 “Q 0 e e LR O el Q] o W
Q & Q i O 0 o Pt () o fy D ! 3 St 5
2 e o B S e} Qs Ri L R
Wy o) —~ O @ e W i ® o wef] e
S f o of w8 O & @@ NN . 9] @
e Q < ) i = e o 2 §
5 o o o of @ S e e B i R
3] g i) o) PN 13 b B ¢ R T T I 1 D of . e
D L S » ( A g Tt e nca e ) !
£ ~ o S RN - B i Qe DD e 1)
S @ D 4 07 i B o
N @ @ = W oo o
b ..:u Ly N 5 coad 5] : L 52 “ hle “ D
@ o~ @ i SR ) SR o TR RS bt B L I o 3
P OF @ > ! e i @ & e WO e ) @) (e,
o) JEE Y B 3 e T B g T gy T g
o W R Gy O » o RIS = PR T W S < e .
+ B L Tt L Bl el ¥ e LI el
Sp g by o ok e R o e Of e
V o WY@ -® : PRI E < i v A
3 ) [y ) ol &g o W @F... € o
M 4 & 4 M e o e 6. ;
& L0} SEAS o & 4 ~ i Lo o] WD o0 A
) R D it 0 VHRRRI RO L TG e P el
) o] ~D )] Rk &y b A ol O R g i @uﬂ
[ & o e 0 o~ il D ) <o) R
a o o @ Sog w8 8 Ry o
v L) H o ; ! S @ @ o w o of s
(L BRI S G R G £ S84l e o LS S
by W s o ) ) 4] J e ) £ LT [ty o e)
o T A JE S BRI T @B e BoEle o
SEN e ey M ak e e & [ B B : i
B S, ) o VLW N - 0 pe
- S ML ¢ A = A W s I o ) o8l il - U B €
) iRy X e a0 o e RN ST G T £
D Dby v el Ll S0 e e LW
0w 7Y LO BRI ) R | A &) ¥4 » R R o & <t B
4 BT e e g s e R o g
o B VI O R LD IR ¢ B /o) e R R S (1) e h i &) O 4 o i
; = o @ £y ®) (] & : faq B Lo RN <) L) e
0 J T S R R QY e g (e o oG e MU= | )
e B ! R = N T T SC T \ k\ N ) ag :
15! G ! B 8 O @ Bl g R T e y | =W 9
S QR (e} o < B T e el e et <
o L R TR B o N W W W e g\ e P e RO e <0
L = = tell e el e b L R it T 1 (R
e Gl S IR RS R T {0 TR ,.m ) R e ) B o @
o (UL > S0 ! R S R RN AN o Lt L N o el o R B O
(452 I ) S £ Wt i o R e 1 et I Ui
£ ko Y ) 4. R @B e Pl Cped g0l T U v S 3 o]
) apeet ¢ [N 4] 4 o R - LA ! P o § ] S
GEOF @i @ hD el RS LS4 Tl o R S B Wi )
i S §ny L sB B e o NG © b A B o] R W
& b B ) Ty iR Rl R T i) Ly e st G } ¢ H .
Gaf Ol SR ar R TR U S BRI ) T ISR T 7 R i m@ R 8
i %) m Wow ] O 49 T ST < B (1) ¥ : Of & COF e
i 1 i D = el A O (R o B LR i O S SR w IR P o) o @)
O ) S W0 e 3 e L R | 3D el Il 4 )
& £ O, o« o @ pes BRI o S I i B ey & g
| erd WL e o ol el e Wl
W = W el T el o = &) LeiE b e | i o e o T R T £
1O T IR B - o e £ L L e Rl 03 S Y
< YD TR . W, o D Lol o S e QM .
xS R Y IR R w3 o'V T T R bl il
P | IR 4] ) s o £ Bowss? R ] Nt ey D i) i Lo




o

=la

poSons

3

1)

W

3

T oun

es

done

NG

4

¥

<3
3y

o)
®

£%

.

T O s
il

Sk

reourt

convexrs

d

les convexes.

0]

o

o
168

rodu

-

o
B

Q)

‘engsembles

Soit

e

d’espaces affines, et

A

()
& &

Se-

roposition

=

4D,
et T <)
<}
o )
L et |

o
o -0
4 e
W
wd ?
; MWLE
W s
a B ﬁgz W
oA

A
A2
5
3
o B
[o N 1))
Fb) S
: o) )
et 3
8y 0]
fore : Wt
: [y
o Gy
@.i
e R @
)7 I S
o) A
frfi | IR
Pl @
L} m&.ﬁ?« g w
O &
H:??i
i el @
) B ¥
.Jl,..a s DR m@
ﬂ = Nm
5] o)
o] B o) G 3
o B
QN 4
ot B o) HRIR
=1 g o
R
W
<4 o o
51

cut

écti

£3,

Bour

éairs

on 1iné

ieati

pl

est une ap

r

-2
b

acurie des prog

"
3

ck

effet,

3
sy
&

%

ons p

2

pr

ésulte donc

i
<

1z propé

s
3

€4)

s

v

ey

e
S
]

%

gz

Sud

&t 5

fogs

e

2
P

£

i

Geg

(s

(Zop,zén. ,chap VT, §1,

aralléloione

Lout

est wn ensemble convexe.

ire arf:

ire,

nég

X

11

1

cation

i

ty e’est 1l'imege d%un pavé par une appi

A

de

33
(€3

e en vert

Sy
Y

€5t con

= ad

cons=

Eas

‘
ties
L2

ux_per

nsemble

1’e

H




ExE

=3

.

dire

cony

pe

est=3w

s/

S

~

slle envelop

.

appt

¥

id

Ve

8]

2 :
S ) i :
3 Wu @ T ) va:?ir.hrm o
t . ( 42 FTry @ i ¢
b g SR R Y =t @ m 6
A, A i ORI S o I 8 R
o 7 W u ﬂ 3 AR ) i
ik b g e w0 s W g o0
gl e € 0 BB e A e o H o m &
ks 0 @ bl - ; iy . o ! o
% 25 uﬁw ...ﬁ..w PN 0 . PO o) .“mw& @@é e Qm b e ﬁw D ,
N t@w £ @ o : - e o w i o &
S x © ) mm SO S T A ol N - A T
R Sl o : iy ol @ o RS UG
s D! BT g L D) el o~ W b S
® & ¢ ; \MM I : £) ol ped LA @) w, @ @
HoE e e eee o e sl ol e
P R S et %, .y .ﬁy. e i w S @ M
1 - e R S P e \u.-
4 wag B8 B e A
P o {y " ® - y VD . o
* & 48 /w% n_.:w .Q... ..Mu o O 4 ® Qi ﬁ @ &um Ll O M, i
0 0 : A i i o L peo @ b wd O i R o 16 )
% ® ® sl fm_w 4 ! ) 8 O e s ! n.vm ‘ﬂw ol
o o« Mw w,. b R R Rl 25 G
ket B < @ of o 42 @ _w f%@, "o ﬂ%m e mvc T
=1 R 5 W e Ky g @ BT s ,. e
e 4 w0 ! / B @ e
,mo_ % R i i H{wﬁw R R T D =g H N D &l Loy ML
‘,&W.. . i .uw ol L S l »Wv :.«9!_ fri ™ \Zhﬁuv, LY ...\,»V// % i .,, __...nu il
2 o) T o ¢ 0 e ” .L Q o~ w5 i LTy ™ o 3 ik
.4._ _M w8 .“M, “nw . wf. MW s " SN - i ZWW oell : fé g b &
el 9 .S o & 42 el , -} i
] e T o T - TR e R L w_ﬁyﬁé ol ol mw o
of = i@ ot g S @ . o Bl
o} BRITSH s L KR g s J e , % &
m,w_ M @ ,zee@.yﬁ ] ..W.HU_ ! “\..#v +m + ™ m W . Jm.w ) @
P I | w3 o T AR R > R = ST L B A
A fe - & @ B ) o) I 7). ) ,
D "W“ i %U S e.—”* o ..aﬁia S o P VT fiey @
S e e G L e e o on i R =
] o o -of & e T L b & oo
RS L R 2, P . S R T @
o b2 ....h &€ 3 bl @fw@ It @ o 2 ) ] Bt s
_. Q .Wd, Qo @ %ﬂ_ R o r.ﬂw Wﬁ%. W Sy Q) o] O -t
= Loy el e e SR < I e B 2
8 98 o @ Pl ] LRl £
s DS B e Oraby ‘Do @ )
A b et oo iy @ o 8 v )
¥ Y g Nord ..L L e . 1 i v
je3] .,.Hufyu muw a o o by} o ') o Loy ben | L R M_.W & @
00 B R T (1 Wy e e o) e E
”~ .n. A—zM g v 4 l~ ' io 3 v 5 Az ¥ ;,, N
£ [ e e S ey hHon ¥ ool oo £ .
b s s e AR e s o R e s i @
o= . » ¢ v el iion, ] R e
oS e guaE Sl e S CNRE S
ST e S R e et R R o B oo
e B B b M\é@ Y Nl el Sl
o ; i [ B N = . <E, . g y
IS S < ® o X, DLl L RTLRE
o o A i Rl Y e R e T
| 5 Yoy L« b P i L) @ s Mwﬂ g S = Mw A ;
e o e S b (D P A RS D e @ G
S ©f TR ol e a,.“, £ & 5 ;.mw ¥ - B £ w - i & s
P o A = S fil 9 iy - 3 o ! ! | e ;
,.4“ n m o, mm. J ® AR d @ Do el £ o a&%@ ,nm.u @
R - i b G ©.2 8 e Pia S g oA 9
3 & & o ¢ el ..,uw. o S ) o oo B Qi by e i | (4 pat] i
8 o & B aWE® B B R B el el e e e
e & o o ww a AR el e e Boa
~ . &4 @ W P W R N B et el Ol




W, tﬂv '( ’,/"./

——
S

A % AL " AR o . 4
4. CBres convexes.- DEL3

nition 3.- On dit ou’une partie C d’un wapdce

7 % P 5 2 o - S Sy 3 i P e " o Gy e ~
affine B gur R est un cone de sommet ». gi C egt gisble par les lomothc-

Mous suppossrons dane ce 1n° et dans le suivant gu’cn az eholegi comme

Un cbne C de sommet O est dit pointé si 0&C , épointé dans le cas

contraire. Un Ggﬁ@ pointé est, ou bien réduit su point O, ou bien réunion
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est un ebne paiﬂ CéﬁisiQEAesﬁ un cbne épointé. 5i G est un c8ne

e@ﬁvexe”éyaéﬁfé, C33‘§o§ est un cbne convexe pointé. far conire, Sl C
: i 5 Linl ; St ¢
esh un cBne convexe pointé, C M { 0} n'est pas aecessalremart convexe.
-4
Disons qu’un c8ze conmvexe pointé est saillant s’il ne cgntient?guéune

‘Proposition Q;m Pour qu’ qic&ne copvexe nointé C solt smillant, il faut

ét‘ﬁl suffit oue le chne_épointé C'. complémert de O par rapport & C soit

51 L c@ntieﬁt une droite passant par O, il ezt é*ié%gt cae C* est
non CS?'G ce. Supposons maintenant € saillant. Scient. x at ¥ éeug “Olﬁis

-3:'4“

de €9; Le segment xy es é_“teu' ﬁaﬁégcia:ﬁidce segment Cﬂﬂteﬁalt 0 5 on

- = | =
?urait, x. ( ‘5)v = 0 ip@u?‘aﬁ_Jg-tei que -z;éfiéél . dong y«qéy
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Proposition 10.- Pour Gu’un ensemble Lo E solt un cone convexe, il faul
ThE Roph - A T SN SRR S A b N 3 g (8 A L7~ - S % . L me
et 1l suffit due 1’on git C+0 & C et AC €. C pour tout A >0 .

B Y 3

En effet; la condition ACe C pour tout A> O caractérise les «bnes.

*
1 )

el % i et B B * SRS S o RSt -L % N i ] "t e 2 e : ~ = 7

51 C est conwveéxe, on &' C+C =3 C + 5 Cc C . Inversement, sl le cBne C

;ragve que C egt convexe. :
i
Ceay ‘3“;»\!%&3 e e 2 &y e nueve nesrn Yida. 1 £ 513 snace Seectoriel
Ww(OT @4_.).1{-761& So2e™ 21 L 88 un =GE“@ convexe nen vi u’-@& L& uCuS’aewyan VYeCctocrlier
= Aol et i 3 5 i g Tt
engendré por C gst X’ensenils C=C (ensenble des x-v 4 of x et ¥ parcourent
5 e = 25
; : ' £ SR
En effel; sl W = CsC , V est non vide : on & AV=Y pour toutkﬁxéo 5

C‘{ C+C'£:¥ , ce gui ménﬁ?%.gue V 'est un sous~ecspace

G-{C
vectoriel. Tout SOLa«& g ee ve ctériél csﬁtea ant € .con i ent evwdemMQﬁt v .

Corollszire 2.« 5i © est un_chne cenva e voiﬁte, le‘ﬁiuq grand scuﬁceepaee

1_véé£0riel égatéhu @aﬁs ok eQL l’ezserblé fﬁ{fC) ‘

En effet, 81 W = cfﬁ(ec W est'non vide : on & iﬁ,§_= W ur tout
3 s

w

% u, et 3?%25@23}% ‘a(C?“})ﬁﬁ;Q£§( .c) = W, ge-@ui-m ntre que ¥ esi un -
: saueéespace vedtorisl. Tout sequéspaﬁe véép iel céntenu éaﬂs € est: ev deme
 ment C@ﬁt%uL ﬁaa W, - _ _
Il eﬁt ciaiv que Si f est une ap mllc“tﬁeu.ligéaife'hémogéﬁe e E ﬁaﬁs
a6 ? ace vecL@“iek'F : i’ﬁﬁ@g@,ff(@} de t@&t?@%ﬁé convexe C dans B eSt.un
is V ' ééﬁég céﬁyéxe%i:éé;sémm@t?ﬁi'és
%?i5?@,3§ tqu de tous las

s&yaitéﬁe,@u lu1wmem&} ast




g 2 i A ! k = o R -1 a3 y VI T (Y = w‘ Y W o
Proposition 11.- Soit (szgfﬁ?vuﬁg fapille de cones convexes dang B ¢
le cbne convexe ensendré par la réunion des C, &8t identigue 3 1’ensem-

o .
P i e ; i . - 15 W . « a A
ble des sommnes 2, ¥ 904 J est une partie finie non vide guelcongue

: 167 ; '
ge 1 , et ot X, € CE gaur_ﬁouﬁ 12 €1 .

= =

L=

¢

in effet, l’ensemble C de ces sormmes est ¢videmment un cane conveye

contenant la réunion des C, et conterm dans tout céne convexe contenant’

1 © ' : e
'#e& Cz = v = el e

’*Qorulla re.=- Soit A une psrtie de B s le ¢8ne convexe eng@tﬁrﬁ par A

% - Eas g =
egt 1dep550“e-a l’ens&mnlc Leﬁ ce&bz:ais@gg'ilL«azres Qi s o c&

G EF
01y

i
g~ est une 1&@1;;& finie non vide Quelconque de points de A g&

g8 A, PO pour tout |
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