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3 1. Espaces vectoriels topologiques.

o

1. Définition d'un espace vectoriel topologigus.

P

DEFINITION 1.- On appelle espace vectoriel (& _gauche) topologique sur un

corps_topolozigue K (Top.gén.,chap.III, $5,0°5), un ensemble E muni dtune

structure d'espace vectoriel & gauche par rapport & K , et d'une topologie

compatible avec la structure de sroupe additif de E (Top.gén.,chap.III,
21,0%),

ot satisfaisant on oubre & l'axiome suivant :

(L) L'spplication (X 2 —> A x de KxE dans E est continue.

Une structure dlespace vectoriel & gsauche par rapport & K et une topo-

=

logie étant données sur un ensembls B , on dira qulelles sont compatilbles

si la topologie et la structure de groups additif de & sont compatibles,
et si en outre llaxiome (L) est vérifié. 11 revient au méme de dire

que les deux applications (x,y) —> xty et (A ,x) —>Ax do ExE

et de KX & respectivement dans E sont continues, car cela entrafne la
continuits de 1l'application x —»-x = {-1)x, donc le fait que la topolo-
gie de B est compatible avec sa structure de groupe additif.

Exemples.- 1) S0it B un espace vectoriel quelcongue sur un corps

topclosigque K . 1a topoiogie la moing fine (Tpg;gén., chap.I, 2)
sur E est conmpatible avec la's%ructure diespace vectorie%dfde £ 13
en est de mBme de la tonologie discrdte sur E lorsque %{est un corps
topologique discret.

2) Soit X un corps topologique quelconque, I un ensemble Quelcohque;
sur l'espacse vectoriel produit Ki (é&g,,caap.li,lgi,np4) la topolo-

sie produit est compatible svee la siructure dlespace vectorisl,

L]
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car olle est compatible avec la structure de groupe (2dditif) produit
(iop.gén. ,chap.1II, $2,n°9), et pour tout s(§ ) dans Ki et

: : + 1€1 g
ot tout A eK , ona A=z - (A E&)Zé ;2 ©® qui montre aussitét

(Top.gén. »chap.I,3 8,cor.2 du th.1) que 1l'application (A %) s A x
est continus.

3) Soit A un amnnesu topologique (Top.gén.,chap.IIl, § 5,0°1) K un
sous-corpe de 4 tel que la topologie induite par cells de A sur X
soit compatible avec la structure de corps de K ; alors la topoleogie

de A est compatible avec sa stiucturs d'espace vectoriel & gauche sur K
4} htont donné un espace topologique séparé G , sur liensemble

= (F, R)=E des fonctions nunériques continues dans G , la topolosis

de la convergence compacte (Top.gén.,chsp.X, ¢1,n%3) est compatible

5

3

rapport & R . En effet,

fred

avec la structure &f espace voctoriel ds E
soit v, oo point de E , A unc partie compacte de G , € un nombre >0
arbitraire. La founction numérique u, est bornée dans A ; soit

8=8up ! uo("c)é ; si v est un point guelconque de E , on peut écrire,

% c A
pour tout te¢A

= s . = g 2 ~ s i
U\.u{t)e.ﬁ, oy (t} Egg,}k% .%a{b}at-sib:%‘i‘% %ﬁ,aﬁno |
Par suite, si f‘.;wﬁh%é e et si %rv{’?.;)m‘%{t} %% e pour tout teA
on sura i,}s_u‘(t} A (£) ]| < (a+|A l+e)e , ce qui montre que 1'axiome

(L) est vérifié.

5. Lspaces normés sur un corps valué. Reppelons (;;“‘op.gén.gc}mp,lﬁl,éﬁ,n‘)z}

qulune valeur abgolus sur un corps K est une applicetion f — §§§ de K
dans ’R%_ , telle que }%g =0 s0it Squivalent & § =0 et qu'on ait
5 1

één ;: t& E..{ng et é% -&-akg%% | || ; une valeur absolue définit sur K
une distance %? an{ .o

t par suite une topologie sbéparée, compatible

3

avec la structure de corps de

=

"

w o

Y
!

=1 pour tout %?E(}; la valeur

absoluc est dite improore. et la topologic cu'elle définit sur K est
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la topolozgie diserdte ; si au contraire il existe of#0 dans K tel gue
lo| #1 , il existe B8#0 dans K tel que |8« 1 (il suffit de prendre
=g ' Ol ﬁ:a"1), et la suite (P2) converge vers 0, donc la topologie

de K n'est pas discréte.

Cela étant, rappelouns ’T("rog.gén. schap. 1! § 5Y n°3) que si E est un espace
vectoriel sur un corps valué non discret K , une porme sur B est une
application x —> || xz|| @ B dans R, » telle que la relation { xff =0
= [Al.lix}l pour tout

scalaire AEK , et | x%—y‘i < izl +llyll . Une norme définit sur E

soit équivalente & =0, et qulon ait [} A :x:é

une distance %i':iayéé , et par suite une topelogie, qui est gcompatible

~—7 oy

avec la structure d'espace vectorisl de B {iac.eit,}/;/’? 5oL Qﬁ parle

gt

esnace/nome sur K ! on 1@ canszﬁa re ;x:e,,,awz‘% %-, -‘ﬁ?mz; ,cie 1a”

=

stmct&r a spaee vectomel topol&yzsv

,’ &

définie~par sa norme.

On sait (Top.gén.,chap.IX, %5} e deux normes digtinctes sur B
peuvent d4Pinir la m8me structure dlespace vectoriel itopologique

sur E : il Taut et il suffit pour cela cue les deux normes soient
2 = .

Gouivalentes (log.cit., prop.7).

Exenples d'espaces normég .- So0it I un ensemble quelconque ; onsait

{iop. geﬁ,g chap.X, §‘.n 6) que sur ltensemble %Ku) des applica-
ions ’ocmees X«-(§ ) de I dans K , on définit une norme

ti

l=|= sup }% , et que 7
1€l 1* :

esrace normé corplet sur K si. K est coyplet. Lorsque I est un gspace

LY
3

K{E;g nuni de cette norme, est un

topolorsigue, l'ensemble o K(l) des spplicaticns borpées et comii-

rues de I da s K est un sous-espade forné de Jig(i) {(fop.sén.,
chap.X, §2,n°1). Un sutre sous-espace de g‘%gii} est lfensemble
ng(i) des familles x=( g@ ) absolunent scnmables (%op.gén.,chap.IX,

=

§ 3,n°6) ; on peut définir sur ce socus-espace une asulre norame,

£ 3

igxi;i,;;"' 2 l?, % , qui en général n'est pss éguivalente 2 la norme [[x|;

S

1L % .
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, gquand nous considCrerons l'espace L;(i) comme un éspace normé, c'est
itf_;'__toujours de cette seconde norme qu'il sera question, sauf mention expres
' - se du contrairs. L'espace norné L;(I) est complet si K est complet ;

en offet, soit (x ) une suite de Cauchy dans cet espace ; si ;nz(fjnb),

on a, pour tout €1 , %mf_ gno} %} " Fn li , donc 1la suite

(% - ) - - converge dans K vers une llIﬂl ?ﬁ . En éutre, pour toute
s

| §
me”

‘363 §
tire dlabord qutil existe une constante a;>0 s indépendante de J,m et
= =
t o s (‘(‘ 4‘
n et telle que %}% ¥5m¢» fnbléza, en faisant tendre m vers + o0,

¢ f |g¢m.dton 2 E] gorllx |, , 0

R e 1 7 § Lré

pertie finie Jde I , on & %y =% Il 4 ; on en

z

on en tire #
t€J

qui prouve gue z=( f )} appartient & L (I) en outre, pour tout & >0,

A

il existe nO tel gue pour n 3’30 , on ait Eg; ? ! € pour

~toute partie finie J de I , et par suite, en passant la limite,

fz-x, ] 4 £ & ce qui achdve la démonstration.

De 1a mlne manidre que dans la déf.1, on définit wn oo

1

pass vaectoriel
& droite topologigue sur un corps topologigue K ;‘9i‘on,z9m;,ﬂte~que tout
espace vectoriel & dreite sur K peut Etre considéré comme espace vectoriel
& ;aachejsar le corps opposé K de X (g&g}chap.ll.‘g1,n9ﬁ} et @ﬁé la
topologie de K est caMpatikle avec la structure de corps de K on voit
qu?on“peut se torner pour expeser les propriétés des espaces vectoriels
topologiques, & ne considérer que des espaces vectoriels & sauche, ou que
des espaces vectoriels & droite. Sauf nention expresse du contrairs, nous
supposerons toujours qu'il s'szit dfespaces vecltoriels & gauche.

51 K' est un sous-corps de K , et E un espace vectoriel topolosique
suf K. i1 est.clair que la topolosie de E est encore compatible avec la

structure Gd'ecpacse vectoriel de & par rapport & K', obtenus par restric-
g

tion 4 K' du corps des seslaires.
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La topologie d'un espace vectoriel topologique E , étant compatible
avec sa sbructure de groupe additif, définit sur E une structure
uniforme (Top.gén.,chap.III, 53); lorsque nous parlerons de la structure

uniforme d'un espace vectoriel topologique E , c'est toujours de cette

structure qu'il sera guestion, sauf mention expresse du contraire.

PLOPUSIION 1.- Pour tout x €5 , L'spplication A—> A x, de K daps

- B gst uniformément continue.

En effet, il résulte de l'axiome (L) que _A,-a>i&xb est une représen-
tation continue du groupe additif K dans le groupe additif B .
PROPOSIYION 2.- pour tout A € K, l'homothétie x —» A% est

uniformément continus daps £ .

Sn sffet, il résulte de (L) que x —gajiox est une représentation

continue du groupe additif B dans lui-méme.

E On notera par contre qu'en général, ltapplication (A ,x) — A X

n'est pas uniformbment continue dons KX E , comme le montre

lt'exemple oh K=£=R .

COROLLAIRE 1.- tour tout ueK gt tout point DEH , lalsimilitude )

X — axtb de & dans lui-m8me est continue. En outre, si az0, cetle

application est un honéomorphisme de E sur lui-méme.

4 a
La seconde partie du corollaire résulie de ce que X — « ‘x-a Y
est ll'application réeciproque de x —» axtb lorsque q#ﬁ .

COLOLLAIRE 2.- 81 A est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans E , A A

cst ouvert (resp. fexné) dans E pour tout A #0 dans K .

Conforménent aux définitions gbnérales, si E ot T sont dcux espaces
vectoriels topolosiques sur un corps topologique K , une spplication
biunivogue f de E sur F est un isomorphisme ds l'espace vectoriel topolo-
gigque E sur l'espace vecioriel topologique F si T est lindaire et

bicontinue. 11 résulie en particulier du cor.1 de la prop.2 que si _y%O
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appartient au gentre de K , lt'aomothiétie x —» yx o8t un gubomorphisne
de la structure d'espace vectoriel topologique de £ .

Remargue.~ Lorsque lce topologies de E et ¥ sont définies par des normes,

un isonmorphisme f de la structure dlespace vectoriel topologigue de E

sur celle de F n'est pas nécessairement un isomorphisme de la structure

d'espace normé de E sur f‘-elle de F ; en dlavtres termes, on n'a pas
pA =BT AE I AT 2 AT b ¥

» N il S
nécessairenent {i £(z)l| = |z || pour tout xeE .
2. Voisina~es de l'oricine dans un espace vectoriel topologigue.

Dons tout le reste de ce chapitre (1'appendice excepté), on ne congiddl

rera plus gue des egpaces vectoriels topolosigues sur un corps valué
‘ o
¢/{a”1, exemple 5) (cf. exerc.9).

- CUonsidérons sur un espace vectoriel E par rapport & un corps valué K ,

une topclosie compatiblc avec sa structure de groupe additif. En vertu

= de lfidentité
Az A x ) =(A - Ay )x g+ A&, (x-x 3L - 4, ) (x-%)
l;axiome (L} est équivalent au systdme des trois axiocies suivants :
(L}?:) guel "gue soit xoe k-, }e.w_g’);‘xc
} gucl gue soit Aoé X o x ﬁjs,@z est continue su ppint x=0 .

M 7
Nttty

est_continue su point A=0 .

&
<

{L ) Liapplication (A ,x) —> A x est _continue au point (0,0).

It
iious allons oblenir des conditions éguivalentes pour le filtre des

voisgingges de O dans E :

PRCPCSITION %.- Dons un espace vectoriel topologioue E sur un  corps

valué non diseret K , il cxiste un systime fondamental (§ Ge voisinases

de G , satisfaisant aux conditions suivenies :

(1) kour tout Ve &S , la relstion (A] €1 entralme AV V.

(Lﬁ) yuels quo soiont V€ & et x e& , il existe un nombre a >0

tel gue la relation {.}ﬁ,! < o gntraine joG:_g»v :







';I‘,=

(LLLI) tmols que soient V €& et ,/1,74«0 dong K , on_a Ave B (inva-

riance de @T' par homothétie).

Ql

tel que W <& V .

Inversement, soit B un espace vectoriel sur XK , et soit @ one base

(L:’E.V) Pour tout V& & , il eoxiste W €

de filtre sur B satisfaisent aux conditions précédentes. Il existe alors

une topolorie (et une seule) sur B , compatible aveg la structure d'espace

vectoriel de B , et pour laguelle g est un systéme fondamental de

voisinares de O .

40 soit E un espace vectoriel topologique sur K , et soit J{ 1le filtre

= ., —'.

dos voisinaces de O dans B . Comme toute nomothétie de rapport #0 est un

@

o 5 » Zo « - P s . 7w A S

homnéomorphisne de B our lui-z8me (cordition gs_z%?)) )T oot invariant par
<

= e 1 : = ~y =

toute homotihbéitic de rapport ;EU . La condition {Li} nontre gque l,} satis-

fait a ( } ; enfin, en expriment la condition (L!__), on voit que,

i1l

pour toul vcz.sz.na{;e ¥y e ﬂ , i1 existe un nombre o > 0 et un volsinage

g ‘ = . : =

We JJ te?as que 1s relation . gi £ o eatraine A W C V . Posons alors
=

U= AW ; comme K n'est pas discret, il existe A€ K tel qus

et A ZL«Q ; par suite U est un voisinage de O dans E , et pour

; e} . H Lar S A o i Cm ."”J H

A tel que | j;,g 1 , on a 6videmment Uc U . Soit {& 1l'ensen-

ble des voisinases V de O dans B tels aque AV < V opour tout N €K

tel que ﬁ j;% £ 1 ; ce qui précdde montrs que ’:5 est un gysitme fonda-

mental de voisinares de 0 dans B , et saiisfait sux axiomes (L7),(LE8.,
H I ¢ It

et (Lgil} ; i1 satisfait enfin & (L

systémes fondamentaux de voisinages de 1'41lément neutrs dans un groupe

) en vertu de l'axiome (G‘V%} des

topoloricue (Top.gém.,chap.III, 31,n%2).
2° soit maintenant E un espace vectoriel sur K et (& une base ds filtre

i E satisfaisent & (L2 " % 5t (17 Liaviome (LY
sur isfaisent & { .,) (L ) (LIH) et ( }.V) Liaxiome ( I) montre

Al'sbord que pour tout Y€ & , ona -V=V et "0€&V ; ces relations et

(L;‘i; ) prouvent que (S est un systime fondamental de voisinages de O
iy ‘ o et
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pour une topolggie sur E compatible avec la structure de proupo additlf

de B (Zop.sén.,chap.1II, g1,n02). Comme d'autre part, les axiomes

(L

1,, (L}l) et (L'T ) sont des conséouences inmédiates de (Lg) et (Lix),

A

1a topologie ainsi définic satisfait & l'axiome (L), ce qui achéve la

démon
Remargues.- 1) 381 K est un corps digcret, les conditions (Li) et

stration.

(LEII) sont vérifiées pour une topologie guelcongue sur E . On en

I

conclut aisément, en raisonnant comme ci-dessus, giie si E est un espa-
ce vectoriel topologigue sur K, lc filtre des voisinagges 1T ds 0

E satisfait & . (
dans B satisfait & (LIII} ot (L2

i
de filtre Q; sur un espace vectoriel £ par rapport & K satisfail aux
) et (’-,}

i 7
3

V ; et réciproquement, si une base

deux senles conditions (LT _
e oo 2o

c
e voisinases de O pour une tapc?arlﬂ compatible avec la struciure

"l 2

fest un systéme foncamental

e

liespace voctoriel ds B .

~

-

2) La condition

Y

Lgi} peut s'expriner de facon plus imagés en disant

gue tout peint e B peut 8tre amené par une homothétie de rapport

sssez petit (et #0) dans un voisinare arbitraivement donné de O

{cf.n%7). On en conclut ern particulier gu'un espace vectoriel topolo-

£igue sur un corps valué non discret est vn espace non discret. On
voit sussi que si K est non discret, tout voisinage de O, dans B

enrendre l'espacs E toul entier.

%) Dans ud espace pormé sur un corps valué {non discret), 1'ensemble

des boules ouvertes (resp. fermbes) de cenire ¢ est un enseabls de

voisinages de U gqui satisfait aux conditions \4 ), {L ) {LITI) et
La condition pour gu'lun groupe topolesigue soit ségarg : ~\\(L1V

stapplique en particulior & un espace vectoriel topologique ; en disgutres

&

termes (Top.sén. ,chap.lil, § 1,cor. de la prop.2) :
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PROPOSIVIOL 4.- Pour gu'un espace vectoriel topologigue E sur un corps
valué K soit séparé, il faut et il suffit que pour tout point =x#0 de E ,

il existe un voisinase de O ne contenant pas x .
PROPOSITION 5.- Toub espace vectoriel topologigue séparé E de dimension 1

sur vn corps valué non discret K est isomorphe & K (corps K considéré

, comme cspace vectoriel topolosique & jauche sur lulameme)
Soit a%o un . po.mt quelconque de E ; nontrons que lfapplication linéair

A — A& de K g Bur E=K.a est un isomorphisme. Comme cette applica-

tion est biunivoque et continue (prop.1), il suffit de prouver qu’elle
est bicontinue, c'esteaadz.re qQue l':.mage pay cette /appllca‘tlon &fun
voisinase quelconque de O dans K est un voisinage de O dens E . Pour

tout a > 0, il existe par hypothése un ¢lément § 5 e K tel gue

o< i% ol L a ; dtautre part, E étant séparé, il oxiste dans E un voisina-

se V de O ne contenant pas § a , et on peul supposer que la relation ‘

[yl < 1 cntraine ;,:.V < Vv (prop.3) ; ?aev , on a @ore

{§ I<ltlka s san&%uga on aurait ( % %ﬁi}% a)= § a€eV contrairement

& l'hypothése ; l'image par ltapplication A — .)\. a du voisinage

g%g <L o de O dans K contient done V , d'ol la proposition.
flezargue.- 11 est clair que la pfop@sition n'est plus exacte si on
ne suppose pas E séparé. Elle est inexzacts également lorsque K est
un corps valué discret. En effet, soit K' un corps valué non discret,
et K le corps discret oblenu en munissant XK' de la valeur sbsolue
izpropre ; K!' est un espace vectoriel topalogiqge de dimension 1

sur K , mais n'est pas isomorphe & K, - E.infin; nous verrons au § 2

que la prop.5 ne s'étend aux espaces de dinension finie > 1 que

moyennant une hypothése supplénmentaire sur X .




=10 »
2. Couplétion d'un espace vectoriel topologigue.

. )

201t B un cspace vectoriel topolo ique séparé sur un corps valué K ,
et soit i le groupe ao.dltu coaplété du groupe topolozique B (mb.ge;a.,

chap.III, § 3,th.2) ; soit X1 corps valué complété du corps K (Top.gén.,

chap.IX, § 3,prop.6). L'application bilinéaire (A ,x) —> A x du produit

K®xE dans E se prolonge par continuité en vne application bilinéaire de

A ~ P

KxE dans E (Zop.sén.,chap.IlI,& 5,th.1) que nous désiguerons encors

par (A sX) —> A X ; en vertu du principe de prolongemem des identités

A

on a encore 1.x=x et L (@ x)=( A u )'-’ DOUT ek, peK ot xek ;

& & - £ & 3 C‘\

donc la loi externe (A sx) —> A X déFfinit sur E une structure d'espace
a2

s
BE5

vectoriel par rapport & K .. COTDS = ¢ la topologie de E . iious
dirons cue l'cspace vechoricl topolosique #i ainsi d6fini est le
complété de l'espace vectoriel topolozigue & .

Sous-espaces Vectoriels el espaces cguotiecnts d'un espace veétoriel
toepolosigue. '
301t & un sous-espace vectomel dtun espace vectoriel topologique E ;
il est clair gue la topologie induite sur s par celle de B est compatible
avec la struciure d'espace vectoriel de Il ; quand on considére i comme
; cspace vectoriel topologique, il stasit toujours, sauf nention expresse
du contraire, de l'cspoce oblenu on munissant @ 42 la topolosie induite
par celle de £ . La structure uniforme déduite de la topolosie deil est
slors identique & la structure uniforme induite par celle de & (Top.gén.,
chap.III,$ 3, n®2).

sur l'espace vectoriel quotient E/M , on sait que la topologis

;iiuotient de celle de E par ¥ est compatible avec la structure de groupe

" agditi® (Top.sén , chap.III, 32,n%) ; montrons qu'elle est aussi

s

compatible avec la structure d'espace vect emel ciest-d-dire que

©

= % f for 2 SR s
l'application (A ,%) -w..>4x,:~: de K x(Efii) dans E/M est continue



- 44

(en désipnant par x —> X l'application gmmigme canonique de E sur E/M).
Ox (To;[;.gén.,chap.l,§ 9,th.1) il suffit pour cela de montrer que l'appli-
cation (A ,x) —>Ax de KxB dans E/M est continue, puisqu'on peut
identifier les groupes additifs Kx(#fi) et (KX E)/({O} % i)
(Lop.sén. schap.1I1, g 2 ,pTOD. 19). Or, cotte application es‘t composée de
1t'applicatio: can.nique de & sur .b/m et de 1l'application (A ) - XX

de KxXE dans B , qui sont toubes deux continues.

Quand nous considdrerons ﬁ./m comme espace vectoriel topologigue, il
sera toujours sous-entendu, sauf nention expresse du contraire gqutil es%t
moni de la topologie quotient de celle de £ par 4 . (n ssit que, pour
que EfH soit géparé, il faut et il suffit que M soit fermé dans B
(Top.gzép. ,chop.11I, §2,th.2).

Soit B un espace vectoriel topologique non gséparé, et soit 1 l'adhérenee
de l'orisine dans E (intersection dcs voisinages de 0). On s2it gue N est
un sous-groupe du sroupe additif B (Lop.sén.,chap.llI, 3 2,n°1) ; dlautre
part, i est invariant par toute homothétie de rapport #FO (Cor.1 de la
prop.2), done i est un gous-espace vectoriel (fermé) de £ . L'espace
vectoriel guotient E/R , qui est séparé, est appelé l'espace vectoriel
séparé associé & l'espace non séparé E .

Exemple.- soit I= {a,’o] un intervalls compact dans R , et s0it E
1taspace vectoriel (sur R ) des fonctions répglées dans I (Fone.yar.
réelle, chap.ii, g1 ,ngf;}, 8 valéuré aaz;s’g?{ . Pc%_r tout a >0, soit
V_ 1l'ensezble des fonctions x€ & telles que L [x(t)ldt < a.0n
vérifie aussitdt que l'ensemble des ‘ég satisfait aux conditions
(Lg),(L;l),(Lgn) et (L3,) de la prop.3, donc définit une topologie
compatible avee la struclure d'espace vectoriel de E . ligis cette

topolosie n'est pas séparée, car toute fonction x nulle dans le complé-

mentaire d'une partie finie de 1, est r&-1lée et appartient 4 Va pour




T
pour tout >0 . L'espace séparé associb & E est donc llespusce des
clogses dc fonctions réglées, relatives 4 la relation d'équivalence

Jrgjx(t)-y(t)ldtl =0 .

5. Produit d'espaces vectoriecls topologigues.

Joit (Ez) c1 upe famille quelconque d'’espaces vectoriels topologiques
z

sur un corps valué K , et scoit B l'espace vectoriel produit des E, .

OU

_Un sait (Top.gé .»Chep. 111, § 2,n°%) que la topolosie produit de celles

des E$ est compatible avec la structure de groupe additif produit de
- ¢celles des E@ . :lontrons en outre que cette topologis est compatible avec
la structure d'espace vectoriel de E ; il suiffTit pour cela de voir que

e 3

lfapplication (A ,{(x )} — (A x ) ds Kx% dans E est continue, ou
encore (Iop.gén., chap.l, §8,th.1) qﬁe,' pour chague indice % ,
{A.,(x })) —>Ax,_, est une application contihue de KXE dans E ; or,
cettc application est composée de (A ,xz, ) «ﬁ%_h.x et de
A,x) = WU JIT x), qui sont toutcs deux continues.

Quand nous congicdérerons B = ;i?; 5 comme un espace vectoriel topole-
gique, il sera toagours sous-entendu, saufl mention expresse du contraire,
gulil est muni de la topologie produit de celles des E

/ e

,PnOPOBi '10H 6.- Dans l'espace vectoriel produit E= ‘ { E ; 18 sous-
1T

| espace F , somme directe (als.,chap.II, §1,n%7) des E, est partout dense.
£space BOTNR U AT0O50 A\ill., 3 5 ’ E5L _pariout dense
¥n effet, F est l'emsemble des points =x=(3 1)16 . tels que les X,

'soicnt nuls & l'exception d'un nombre fini dfentre eux. Soit yz(y1) un

point quelcongue de E , ot V un voisinace quelcongue de ¥ ; ¥ contient un

cnsemble élémentaire (Top.gén., chap.I, §8) || V. ,08 V =5
\ pour lcs indices ¢ du complémentaire d'uns partie finie H de I ; et ol

V ost un voisinege du point y pour les indices t€H . i x=(x )

" est le point de F tel que x, =y pour 1¢H , ¥, =0 pour z.%ﬁ, x

appartient 4 V , d'ol le proposition.
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6. Somme directe topolosigue do S0US-~e88DPaces .

Lorsqgu'un espace vectoriel topologique géparé B est somme directe

d'une famille fime (i, )1<1<n de 80(1"'@-.)!)&033 vectoriels, l'application

canonigue (x,) — Z %, de l'espace produit S \ 4 sur E est continue,
£21 t=4
mais n'est pas en ;f,ene,z‘al un _homémpmor hisme. Une condition nécessaire

pour que cette application soit un homéomorrhisme est cue les Ly soient
>

formés dans § , car les sous-cspaces compos 'mtu du produit ﬁ { mi sont
=4
fermés dans ¢e produit (corme prouauits d'ensembles fernmds, les sis Gtant

séparés par hypothdse). iinis cette condition nlest pas suffisante.

DHFILITION 2.- Soit % un espage vectoriel topolosigue sur un corps malud

¥ . of soit (3. )1 <3 une famille finie de sous-espaces vectoriels

de B , telle gque E soit somme directe des i

Y
directe topolosizue des ml gi_l'application canonigue (x.) —_— Z X3 de
= .

d=4
1l'espace produit i Mi sur & est un homéomorphisme (et par suiie un

On dit que E est somme

isonorphisme pour lo structurcs dfespace vectoriel topologique).
11 revient au nbne de dire que 1'aiplication réciprogue de
% - :
(xi) — Z %, est continue, ou encore que, pour chague indice i, llgp-
t=4
plication x — ki(x) gui, & tout =xeE , fait correspondre son composant

dans ml : st continue.

8i B est somme directe topologique d'une famille finie (ﬁa.) cAen
de sous espaces ; et si chague sal est soume directe topolo -igque dfune
fa:;zlle finie (ﬂ. .) jyeu, de sous-espaces, E est gomme dirsete topolo-
cigue de la famlle (m, .) o 1<4<n et /e H; pour chague i .

Lorsqno E est somme d;arecce topolozigue de deux sous-espaces i,H ,
on dit encore que Ii cst un supplémentaire topolozigue de i ; l'application
canonique de B/l sur I (Alg. ,chap.I1, §$4,0%) est alors un isomorphisme

{pour les structures 4! espace vectoriel topologique).
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DAFIHITION %, On dit qu'une application linéaire continue u de E dans

lui-m8ne est un projectevr (continu) si on a we=u .

PROPOSITION 7.- Soit E un espace vectoriel topoloigue. Pour gu'un sovs-

gspace veckoriel ii de E adiette dans E un su lérentaire topologigue,

il faut et il suffit gu'il existe un projecteur continu de E sur i .

Lz condition est évidemment nécessaire, car llapplication qui, & tout
x€E , falt correspondre son composant dans W (pour une décomposition
de B en somme directe topologique de i et d'un sous-espace fermé N) est

continue dlaprds ce qui précdqde et est évidemment un projecteur. Inver-
sement, soit u un projecteur continu de E sur # , et soitl N= u(0) son
“NOTEU.

Lihypothdse u(x)=x pour tout =xell = u(B) entrainc que HNE = {0} :

dtautre part, pbur tout xX€BE , on a ul{z-u(x))=u(x)- 2(x}=0 done

x-u(x)€ N , ce qui prouve que E est somze directe de M et I . Enfin,

comme u(x) es% le cozposant de x dans & et x-u{x) son composant dans N , -

les Geux applications x —>u(x) et x —x-n(x) sont continues en

vertu de l'hypothése, diol la proposition.

Etant donné un soué=espace vectoriel fermé M d'un espace vechtoriel

‘ﬁ> tepoiogique séparé E , il n'existe pas nécessairement de sous-espace
éi"‘ vectorisl fermé supplénentaire de id ; & plus forte raison il ntexist

pas néecessairement de gupplémeontaire topelocigue de i dans H

(2 2, exer.2 et Appendice, exerc. 11 b)).

7. Ensembles bornés. : -

pEFINITION 4.- Dons un espace vectoriel topologique £ sur un corps valué

non diseret K , on dit ou'un ensemble B sst borad si, pour tout voisi-

‘pare Vde O dans E , il existe A€K tel que A 30 st AB <oV

TS = a ‘i
(ou. ce qui revient au 28ne, B C A V) .



r

“

___— lieparque.- soit K un sous-corps non discret guelcongue de K , ot

-159
be facon plus imagée, on peut dire qu'un ensemble ost borné guand
on peut l'asener par uno homothétie ds rapport asgez petit (etlﬁo)
gans un voisina e arbltrdlrement donné de O .

- Bemarques.- 1) 5i B est un espace normé sur un corps valué, les

boules lxll<:cz (a»0) forment un systdme fondsmental de voisina-

ses de O invarisnt par homothétie. Pour qu'un ensemble B soit borné
dans & , il faut et il suffit qu'il soit contenu dans une de ces

|

boules, eu, ce qui revient au méme, que L5 l[zl] <+ oo ; auntre-
ment dit, B doit 8tre borné au sens de l= théorie des espaces
metrlques (égp gén. ,chap.IX, $2,n°2), ce qui justifie la terminclogie
iffuite. on particulier, toute boule est un ensemble borné.

2) Un notera cue dans un oespace vectoriel topologique 1T peut
3 § }

¢ Taire qu'aucun voisinar~e de U ne soit borné (exerc 6)

soit m l'espace vectoriel topolozigue obienu en restreignant & K

le corps des scalaires de B . slors les ensenbles borndés dans E sont

identiques aux ensembles bornés dans E ; in effet, soit V un voigina-
ge de O dans E tel que la relation § g £ 1 entrafne v v,
31 B est borné dans £ , i1 existe J&é K telque B AV ; dlautre
part, il existe PEK  telque {pl| > [)L! ; on a done p”’J\,VCV,

¢t par suite B < pV , ce qui prouve gue B est borné dauns E, ; la

réeciproque est évidente.

Tout ensemble réduit & un point est borné, en vertu de la condition

(LEI) de la prop.3 . Toute partie d'un ensenble borné est bornée.

PROPOSITION 8.- I!adhérence d'un ensemble borné B est un ensemble borné.

En effet, soit v un voisinase quelcongue de O, W un voisinage ouvert

:'symétrique de 0 tel que WHIc.V ; il existe A #0 dans K tel que

e JL & ; pour tout point =xe¢EB s 11 existe un point Y€ B contenu dans
2tAi , done BoBrAic AGHi)c AV .
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Remarque.~- Soit B un espacc vectoriel tepolorique non complet, B

vy

son complété. 5i B est vn encemble borné dans E , son pdiéroncc dans

A e
I est un ensesble borné dans £ , tout voisinage de U dans E étant

~ : .
.« 1la trace d'un voisinage de O dans E ; mais i1 ne faudrait pas croire

A Z que tout ensemble borné dans E soit nécessairement contenu dans

1 'adhérence d'un ensemble borné dens E (hppondice, exerc. 3d)).
R e e s el ’

PHOPOSITION 9.- Soient E. (1€ign) et F des espaces vectoriels topolo-

siocves sur K , et £ une apphcatwn rultilinégire continue de f E

dans F . Soit (1 ¢ n) une partie bornée de Ei , et soit B= 'ST.B.
ltimare £(B) est bornée dans F .
n cffet, soit W un voisimage guelconguc de 0 dans F . Par hypothlse,

il emste pour chague indice i un voisinage V. de O dans Ej tel gque

f(T" v.)c W, ctun AAC dans K tel que A;B,cV, . On en déduit
b- 2T 3 i

aussitdt que, pour =x;e€B; (1£i<n) on-a

f(js.,[ X, s zxz,...,.)»_axn) =4\1J\.2) ...Lnfixg,zy,..gxﬁ}ew , antrement

dit '/\'4-‘)"2;“ ..A_nf(B) < W , d'ot la proposition.

e

En particulier, si I, et E sant deux espaces vectoriels topolagiques

2
ayont =8ne structure d'espsce vectome} {non -topolo; -.)ique) , 6t des

topoloriecs %2 > %f% telles que ‘gi soit plug fine que sz"'

l'application identigue de E, sur .E;a st continue, donc tout ensenble

borné pour fﬁ est borné pour ¥ . Dtunme fagon imagée, on peut
<z

dire gue plus une topolorie (compatible avec ume strvelure d?espace
merseesomenr It s - anenre AR e Py

£

voctoriel) est fine, moins il v a d'ensembles bornés.

PROPOSITION 10.- Soit E= | ZI £  le produit d'une fam iille (B ) .'ospaces
6

voctoricls topolorigues sur K . Pour gu'un ensemble B B soit bormé,

il faut et il suffit gue, pour tout tcl , pT, B soit borné dans E .

La condition ost nécessaire d'aprdés la prop. & pr, 6tsnt une spplication

lindéairc continue de E dens E@ . Blle est su i‘f isante ; er effet, soit ¥
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un voisinage Quelconqu@/ de O dans E ; V contient un ensemble ¢lémentaire
Tj‘ V ,o08 V=8 sauf pour les indices d'une partie finie H de I ,

pour lesquels V, est un voisinsge ouvert de O dans B, telque pV, CV

pour || €1 (prop.3). Pour chague z&H , il existe Aﬂ 40 dans K

tel que Ji% pr,B < V_ . Soit )L malm_ des .)L ( z € H) de plus petite

veleur absoluec ; on a done [J)s. j\_ } £ 1 pour tout ~eH , dloh
M)LaprtB =(J\La .ﬁfi )(J‘i.b prﬁB; = S{L pour tout 2 &€ H ; il en résulte qus
‘A BV

COROLLAIRE 1.~ 81 B, ot B

sont deux ensembles bornés dansg un espace

J 2
" . ¥ectoriel topologique B , B,#B, et B, UB, gont bornés.

En effet, B, AB, est borné dans ExE (prop.10), et B,+B, est

ltimege de B, XB, par l'application linéaire continue (x,5) —> =ty
de BAE dans B, done (prop.¢) B,+B, est bormé. D'autre part, il est
clair que lfenscmble B!=B, U % 0_} cot borné, et on a B';UB?.C

— B;iﬁg ;- done B‘,Eu Bg est borné.

JUROLLAIRE 2.- fTout onsemble fini egt borné.

ROPOLLTIOH 11.- 81 B est un ensenble boxné, la réunion dos onsembles

B £ i 5 2 - % 4
AB , ob j)«,; < o (o pombre réel >0 guelconmgue) est un ensemble borné.

En effet, soit V un voisinase de O dans B tel que la relation E;J») <

entraine £V CV ; supposons que l'on alt B < yV ; on en tire

AB (;_:juv pour tout .)L tel que f A ég g - Ur, il existe par nypothesa
un 8lénent peK tel que fgg > c,gy’ ; on o done ;}"ﬁ)wvc;'\f pour tout
A tel gue ‘}\,{ < , et par suite A B < pVv pour ces 6léments A .

Cn it culun ensenble 6 dc parties boranées de E est un svsteme fonda-

=

'~ mental d'ensembles bornés =i toute partie bornés de E est contenue dans

N un cnsembls de G

Dans un espace pormé, les boules de centre O et de rayon entier forment

un systéme fondamental d'ensenbles bornés.
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PROPOSITION 12.- Dang un cspace vectoriel topoloszigue séparé B , tout

cnsenble préconpact cst bornd.

En effet, soit A un cnscrble précompact dans E , V un voisinaze arbitrai-
re dc O dans E , W un voisinage do O tel que (W C W pour “A, ! £1

(prop.3) et gue U+ V . Par hypothése, il existe un nombre fini de

points Xié 4 tels gue les voisinages x;+. Tforment un recouvrement
de 4 ; si B est l'ensemble fini des X, , ona done A C Bt . iicis B est
borné (cor.2 de la prop.10), donec :Ll existe A €K tel que ,/g,éo 1
EJ\.{{ 1 ot )iB c. W ; par suite )s,A C}L BrAllc iV , te qui
dénmontre la proposition.

CORCLLALIE. - Dans un egpoce vectoricl topologique sépard, toute suite

Fd

de Cauchy est bornée.

Un sait en effet que l'ensemble des 'points dfune telle suite est
5.1 o
précompact (Top.sén., chap.II, 2° &d., € 4,n%2).
PROPCSITION 13.- Soit (x ) une suite bornée dans B . Pour toute suite (4 )

« d'éidments de K tepdant vers O, ls suite (J\_nx ) tend vers O dans B
G n : 3
En effet, soit V un voisinage de U dans E tel que la relation [A[< 1

entraine AV V . Par hypothdse il existe «w<€K non nul et tel que

| ux_ €V pour tout n ; dlavire pard, il cxiste un entier n tel que

{ nl < lal pour 1 » n, ; on a donc, pour tout nrn_,

..k_x. ={jin )(L&;’x JEV pulqua\A u‘*ﬁga.
ixercices.- 1) Soit £ un espace vectoriel topologique sur un corps ®xX
valué non discret K . Pour que l'application ().. X)) —> Ax soit
vniformément continue dans un voisinage de (0 O) dans ll'esgace KXE ,
il faut et il suffit qu'il existe un voisinage V de U dans E , tel
qu.e— lss ensembles _A_'V - o, parcourt l'ensenble des éléments ’7‘0
de i s forment un cystéme fondamental de voisinages de O dans B .

Lorsque E est géparé, monirer que ss structure uniforao est alors
SCTTiSalLEG.
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2) soit @ un ensemble de topologies compatibles avec la structure
d'espace vectiriel d'un espace vectoriel B sur un corps valué K .
ontrer que la bornc suplricure dcs topologies de é eat encore compa-

tible avee la structure dfespace vectoriel de B .
3) Soicnt E,F deux cspaces vectoriels sur un corps valué X , £ une
: : o 3 = :
application lindaire de E dans F . 8i ¢ est une topologie sur ¥
conpatible avec la structure d'espace vectoriel de ¥ , montrer que
) O ; = :
1'image réciproque par £ de la topologie 6 (Top.gén.,chap.I, 83) est
compatitle avec la structure d*espace vectoriel de E .
9 4) Dans un espace vectoriel E sur le corps R , on dit qu'un ensemble
8 est 6t0ilé et symétrigue si les relations x€S et |A]< 1 entral-

nent _}L X€S ; on dit que 8 est fguilibxé nar rappport & O si, pour :
tout x eE il cxiste o >0 tel gue la relation E.}L! < o entraine
A X, &5 . Dans 8 , 1l'ensemble €T de tous les ensembles &toilés, symé-
triques et équilibrés satisfait aux axiomes (L%) ,tiiﬁ Yot (L III) :
montrer que si & est de dimension infinie sur ® “I ne satisfait
pas & l'axione (LEV). Pour cela, s0it (en} une famille l:.’sre inf:.nz.e
dans E ; pour tout n , soit A 1'ensemble des points Z t;e; tels que
‘tit gf 1/11 pour 1ign ; so;b‘s A la réunion dss ﬁ‘iz X B un sgcus-sespace
vectoriel supplénentaire d.e l'espace engendré par les e, C l'ensemble
atB ; aontrer gqutil nfexi te pas Glensenble U &t0ilé, synéirique et

équilibré, tel que hi  C .

5) Soit B l'espace vectoriel sur K des fonctions numériques continues

dans ‘Ir-= LG,11 . Pour tout couple (B ,c) de nombres tels que ) >0

C<e €1, soit VS ¢ l'ensemble dss x€E tels que \x(t)‘(< S
3

sauf dans up ensemble cuvert dont la scmme des lon‘ueurs des composantes
connexes soit L € . sontrer gus les V. forme m’: une base de Filtre
@ sur £ ssotisfaisant aux conditions de 1a prop.3, et définissent

sur E unc zopclof"a.c cozpatiblc avec la structure d'sespace veczcme}. de
e E .
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montrer que cette topologie est géparse.
n'est borné ; en outre, quels que soient

.

weun voisinage de O dans £
ot e tels que 0 < b>)

;‘ A, , ot AizVS‘E

pour 1< 1<n (considdrer une parcition coa51aue de 1lfenité convenable

2

G

7
0Le1 , il existe un entier n tel que

oit K un cozg v"luéfnon diseret) K 1le produit dlune infinité

f
o A
o
=24
o
&
o
st
(O]
()
O
U
o)
5 %
[6)]
<}
&)
0
et
g/
‘.-J
M/
ot
Uy
ot
0.
=\
O
ol
Q

igues iden igues & K

; montrer
M -
gue, dans Kq s aucun voisinsge de O nie

s
t borné.

=
7) Soit K un corps topologique sépard et non discret quelconque.
Généraliser aux espaces vectoriels topelogiques sur K les propriétés

démontrées dans le 5 1 pour les espaces vecioriels topologiques sur

/\?
les corps valués {Pour lsa cemplétion, on supposera gue K est un corps ;

#

pour les propriétés des enaambles bornés, on observera gque, pour tout

voisinage U de O dons K et pour tout aek , il existe {Le K non nul
t tel que (,LaéU}

8) Soit (Ei)mI une famille infinie

D

uelcongue a'espaces vectoriels

topologigues séparés sur un corps ?alaé K . Boit ¥ 1l'sspace vectoriel
{non topoclogique) produit des E . B06it %i la topologie compatible aveec
la structure de groupe additif de 7 . Dbour laquelle uﬁ systéme fondamen-
tel de voisinages de 0 est formé des procuits 'Eﬁg'v; » Of , pour chajue
tel , V. estun voisinege gueleongue de 0 éans E, (topologie stric-
toment rlus flne que la topologie produit 2 cf.Tog.gén.,chap;III,‘§2,-
exer.22),

a) idontrer que l= topologie ¥ niest pas compatible avec ia structure
d'espace vectoriel de F si K n'test pas discret.

b) Soit E le‘sous~espace vectoriel e F somme directe des Eé . tiontrer
gue E esit fenmé dans F , et gue 1ia topoilogic induite par Tf sur B

est compstible avec la structure diespace vectorisi de E . muni de cetts

topologie, on dit que E est la comme directe topologigue des Eb
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c) Dédvuire de b) que si chacun des B, est coumplet, B est complet
(cf. Zop.gén.,chap.1II, @3, exerc.8).

d) 8i K est non discret, montrer que, pour gufune partie B de E soit
bornée, il faut et il suffit que B soit contenu dans un sous-espace
produit 7 | B, de B, ot H est une partie finie de 1 et soit bornée
dans ce uougggspace (dans le cas contraire, montrer qu'on peut former
par récurrence, un voisinase V de O dans E tel qu'il n'existe pas
dfélément A,rO de X tel que B —AV).

“} Boit B un espace vectoriel topologigue sur.zn corps valué non
scret K . Soit B une partie de E telle gue, pour toute suite (x,)
de points de B et toute suite \Jg } de scalaires tendant vers O 5

{..JA

la suite {cgnxn) tende vers O . ilontrer que B est borné dans E .

Q 2. Variftés linbaires daps un ospacs

vectoriel topologigue

e

1. Adhérence dtune variété linéaire.

Rappelons (Alg.,chap.IX) qu'une variété lindaire affine (ou simplement

P

variété lindaire) dans un espace vectoriel E sur un corps K est la tzrans-

formée par une translation quelcongque dtun scus-espace vectoriel de E .

PuGLUSLYTI0N 1.~ Dans un espace vectoriel topelogique E , l'adhiérence

dfune variéité linéaire est uvne variété linédaire.

En effet, touls translation étant un hcméémorﬁhisme de E , il suffit
“de démontrer la proposition pour aﬁ sous-espace vectoriel V de E . Ur,
tapplication continue (x,y) —> xty (resp. (A ,x) —> )\ x) appligue
VAV dans V (resp. KXV dars V), donc elle appliquse VxV dans ¥V
(resp.. KExV dans V) (Top.cén.,chap.I, §4,prop.1) ce qui montrc que v

est un sous=nSnace vectoriel.

COROLILAIRE.- Your gu'un h;perplan soit fermé dans un gspace topeolocigue E,

il faut ot il suffit gue son complémentaire dans B git un point intéricur.
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Lo condition eet évidemment nécessaire. Réciproquement, si un hyper-
pPlan H n’est pas fermé¢, son adhérence est un sous-espace vectoriel (prop1)
distinet de H et contenant H , donc nécessairement l'espace E tout entier;

avtrement dit, H est partout dense dans £ , ce qui démontre le corollaire.

Ltant donnée unc partie 4 d'un espace vectoriel topologique E , rappe-

-

lons que le sous-espace vectoriel V ensendrsd par A%st 1'enserble des

combinaisons linéaires des éléments de A (4lg.,chap.II, §1,n%)
l'aduérence de V dans £ est, dlaprds la prop. 1, le plus petit sous-espace

vectoriel fermé contenant A ; on dii que c'est le sous-espace vectoriel

ferné enrendré par A .

e

i, on dit gu! 1}1..

f..n

que

DEFINITION 1. Duns un espace vecioricl topolon

cnsenble A est total si 1o sous-espace vectoriel fermé encendrd par A est

ntigue & B (ou, on d'autres termes, si 1l'cnsenble dos combinaisons

fanille (az)teZZ de points de E sstiopolosicuement iibra =1 guel que
soit » €I, le sous-espace vecicriel fomé sns

dtindice 1# 2 =2 coniisnt pas =

linéaires dtélénments de A eutv;%j%sut dense dans B .

11 est clair gue toute partie partout dense de ¥ est un ensemble total.

f/uu svstude de sénérateurs de E est un ensemble total. Par exemp;s,

st X esb non discret, nous avon va ‘(g 1,n%2, remarque 2 suivant ia

prcp,;) gue tout vciggﬁage de U ensendre I'espace E , et est par suite
: =

7

un enseﬁbie’total.;,/

De_ce_fait,/il/éésulta que 81 X est pon disc ret, une variété lindaire
aoé;ﬁafﬁgﬁiwienaa~,aﬂs E re peut conitenir deo point intsr ol - clost
A
par suite un ensemble yare denz B ’?ag,@eu.gkuwp,IY,ggﬁgnoi}p
phrrnzvion o, Darg un gopace veciorisl _QQIFQ;?&G 5 , on g8i% gu'une

2ndré par les a

e G
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Une famille topologiguement libre est libre (au sens algdbrique ; cf.
Alq.,chap.ll,g 3,prop.1) ; la réeiproque est inexacte, méme pour une
famille libre finie dans un espacs séparé, si on ne fait pas d'hypothése

restrictive sur E ou K (ef.cor.3 du th.2)

Liensemble des éléments d'une Pamille topologiquement libre est appelé
partic tcuolonche cnt _librg de E . Toute partie d'une peritie topeclogigus-

nent libre est topolo-iquemecnt libre ; toute partie réduite & un point
#0 est topologiquement libre si 'espace E est sépars.
Bemargggg,a 1) Au contraire de cs qui se passe en Algébre pour les
parties libres d'un espace vectoriel, on notera que l'ensemble des
223 parties topolo»;auement iibres dfun quace vectorisl topologiqus E

n'est pas inductif en général pour la relation dl'inclusion (exerc.1),

et gu'il n'existe pas nécessairement dans £ de partie topologiquement
libre mazinmsle (exerc.z).

2) soit V un sous-espace fermé de E , <éi)ze:1 une famille topologi-

quencnt libre dans l'espace quotient EB/V . 8i a, est un élément

quelconque de la classe & , la famille (a, B est topologiquement

1€l
libre dans E , comme il résu ae de la déf.2 et du fait que l'applica-
tion canonique de E sur E/V est continue. Hais, si W est le sous-
::? espace vectoriel fermé engendré par les &, , on peut avoir
VAW £ §0 (exerc.t).

R

2. Droites et hyperplans fermés.

mear

PROPOGITICH 2.- Dans un espace vectoriel topologigue séparé E sur un

corps valué non discret K , tout sous-espace vectoriel D de dimension 1

* est _isomozxphc § KS ; 8e facon précise, pour tout 2#0 dans D , l'appli-

veation A —> Aa de K, sur D est un isomorphisme.

Cette proposition ne fait que reproduire sous une autre forme ls

{

g 1 Z
rop.H du g'i - -

o
.*"‘




_24.,
S TR b hasias > A A .
THEOLESE 1.- Soit B un copace vectoriel topolo~igue sur un corps valué

non discret. Pour ou'un hyperplan H goit fermé dans B , il faut et il

suffit gu'il soit défini par une équation de la forme f(x)=a , ob F gst

une_ forme linéaire gontinuc non nulls.

La condition est évidemment suffisante ; montrons quielle est nécessai-

i
* que H est un hyperplan fermé homogéne ; l'espace
rs vn espace vectoricl topologique séparé de dizen-

o
e
Pt
frode
o
£
c+
|mte
Q
=
(é
O
[
fete
[t
I
®
=)

de E sur E/H est continue.

“

oy 2 - - = - D 5 %
nlappartenant pas & H

; le couposant de xX &8 sur

s 3

asiderit dinne scule rmaniorg [‘(v'i
3 uCé— L L m@ uuU. ¥ uci-.iﬂf_(,l‘i\c aks L

tout revient & prouver gue T est continus. Or, on a

%} l'application x —» £(x} e&st composée de l'application
= @{x@} feﬁzqé_/ et de ¢ ; comme la premidre de ces applications est

continue G'aprés la prop.2, le théoréme est démontrs.

COROLLAIRE.- Pour tout sous-esvace vectoriel D de dimension 1 supplémen-

D

taire d'un hyperplan fermé H , B est somme dirccte topoleosigue de H ot de
.

n effet, si xb est un point de D non nul. nous svons vu dans la
démonstration précédente que lfapplication x —> f(x)x. est continue
dans B , et f(x)zG est le composant de x dans la décomposition de B

en somme directe de H et de D .

— Remargues.- 1) Le théordne 1 ne s'étend pas au cas oh le corps K est

2 5

4

digcret. Par exemple, si K désiene lo corps R muni de la valeur abso-
lue inmpropre, le plan nunérique ‘Eg (nuni de sa topologie ordinaire)
est un espace vectoriel topologique sur K , mais la forme lindaire
(2,7) — v n'est pas continue dans '??% ., bien que 1l'hyperplan
§§3{§K3} scit fcrmé. Le cor. du th.1 ne s'étend pas non plus au cas

o0& KX ost discret (exer. 6).

2) On peut doaner des exemples Clespaces vectoriels topolosiques sépa-
rés sur un corps valué complet, dans lesguels toube forme linéaire
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continve est identiquement pulle (exerc. 2) ; dans un tel espace,

tout hyperplan est donc partout dense (cor. de la provn.1).

i
« 0L

NN

s-gspaces vectoriels de dizension finie. o ¢;n~“"

VIt 2

/‘/Sm

est isozorvhe 3 oA

(2%

i »
i ORELE 2.- Tout espace vectoriel topolorigue séparé E de ﬂ1n6351on
K

¥

finie n gur un corps valud complet eif non discre

a

S H0

n ] Q
K= a de facon précise, pour toute hagse (e de £ sur X 1'ap lls “uf
s ¥ Po-roh-4 Aty 7

i1£i€n
& ¢

: e * n 2
cation lindaire ( } ) —> 4’5 § 183 est up isomorphisme de K gur £ .

Socs

= & C)’.,r ity

La prop.2 exprime que le th.z est vral pour n=1 ; raisonnons par eaf

,,» 4})

récurrence sur n . Soit H le sous-espace vectoriel de B engendré par

fets O
A { P&y

; L'hypothése de réourrence montre que l'application -

O Al en
o e,

=i ? n-4 (.
) ; 8. oot isonorphisnm irH L L
(fliééii = —-:>.g.,,a,z $;e; est un isomorphisme de KS sur H 2

sous-cspace I , isomorphe & un DZO¢th dfespace complels, est gomplet

{Top.zén. ,chap.11, ? 5,prop.4) ; par suite, i1 est fermé dans E (Iop.gén.,

Pt £4-00 Lot cniig

e - - :”’ 3’ b 06 4 2
chap.Il, ¢ 3,prop.6). Soit Dg le sous-espace Ke  supplémentaire de H
4

dans B ; E est gomme directe topologigus de H et de D {(cor. du th.1),

dohe Hloppiicntin (% ) L ove o X ik '

ionc l'application . ) 5 S, S de R K Buy B oest
APE &21W§iéﬁ, e G e Bt EE s £r

unl iscmorphisms.
Li*hypothése qus K est complet est sssentielle pour ls validité

d
e - < . 2 . 3 N Gos iy . 2
sion fimiec sur K , dans un espate vectorisl topologigue cuel goagus F
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CORULLSIRE 2.- Dons un espace vectoriel topologigue géparé E sur un corps

valué cooplet et non discret K , tout sous-espace vectoriel F de dinension
finie n est isomorphe & K° et fermé dans L .
5

La premiére partie du corollaire résulte aussitét du th.2 ; comme F

cet couplet, il est ferné dans B (Lop.cén., chap.II, & 3,prop.6).

COROLLAIRE 3.~ Dans un cspace vech_risl topoloigue séparé 4 sur un corps

Yalué complet et non diseret K , toute partiec libre finie est topologi-
guement libre.

CCHOLLAIRE 4.- So0it B un espace vectoriel topolozigue sur un corps valué
complet non diseret K . Soient V un sous-sspace vectoriel fermé de B ,

W pn sous-espace Vectoricl de dimension finie de E ; le _sous-espace V+W
est _fermé dans B .

En effet, l'espace quotient E/V est séparé ; soit @>1Yhomomcrphisme
- tn s S

al & o(e(W)) . or,

¢{W) ost de dimension finie dans Q/V , done (cor.2), o(W) est fermé

czronique de E sur E/V

fom
]
&}
(@
£
(6]
L]
Q
6]
e
L2
Q
(eh)
at
(o)
6]
o
O

dans Q/V s+ 0 par suite VHW est fermé dans B .
22 Un observera que si V et W sont deux sous-espacss vectoriels fernés

guelcongues dans un espace vectorisl tapoxaglque separe E sur K ,'

Vi n'est pas nécessairement fermé dans E (chqp 111 § ,rexerc. ).

PROPOSITION 3.- Soit E un espace vectoriel topolosique séparé sur un

iet et non discret K . Scit V un sous-espace vectoriel

fermé de codimension finie n dans E . Pour tout saus=e§pace W supplémen-

taire de V dezmg £ , E est somae dircclbe topolosioue de V et de W

£ 2

En effet, %/V est un espace vecioriel topologique sépardé et de dimension
= - ; - = n , : -
n sur K , done &/V et W sont tous deux iscmorphes a K, et ll'application

canonique de E/V sur W (Alg,,chap.iigé 1,0°4) est un iscmorphisme de g/v

G

sur W (cor.1 éu th.2). L'application qui, & tout =x¢ s fait correspon-

-~

Cre son composant sur W dans la décomposition de # an

0

omne directe de ¥

e R .
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et de W , est donc continuve, d'oh la proposition.

Pour n;>1 , 12 prop.3 ne s'étend pas au cas ot K est un corps
valué non complet (exerc.H).

4. Espaces vectoriels topologigues localeuent précompacts.

lious diroms qu'un espace vectoriel topologique E sst localement
précompact s?'il existe dans B un voisinage précompect de O ; un tel

copace est donc géparé.

L ; . : .
THEORRE 3.=- Pour gu'un espace vectoriel topologique E sur un corps

valué coaoplet et non diseret K scit localement précompact, il faut et

il suffit que X soit localement compact et cue E scit séparé et de

Llors igcalerment compact.

)
et

dimension finie sur K . Liespace E est

Les conditions sont évidemment suffisantes, puisqu'en vertu du th.2
E est alors isomorphe & Klsl ., qui est loecalement compact. liontrons
qu'élles sont n 'cessaires. iious savons déia gue E doit %tre séparé ;
soit V un voisinace précompact de O dang B ; V¥ est borné (ié.; 1,prop.1i1),
conc, pour tout voisimage W dc O dams B , il existe A #0 dans K tel

e e
que J\V C W ; cela signifie que, lorsquse A parcourt K s les ensen-

bles AV forment un systiume fondamental de voisinages de é , et _comme |
\ E est séparé, l'intersection des~nA,V_H(J&,pa:¢our$ant ) est réduite
:au point-ﬂ-;

50it € un hombre réel tel que 0<s<32= , €t o un élément de K* tel gque
!a.fés 3 par hypcthése, il existe un nombre fini de points ai (1 €£i<n)
de V tels que V soit contenu dans la réunion des veisinages a;taV ;
si 4 ect le sous-ospace vectoriclde dimension finie ensendré par les a:
on a a fortiori VC wtaV . Supposons alors que B soit distinet de d ,
et coit b un point de C ¥ . Comme M est fermé (cor.2 du th.2), l'ensem-
ble des M_l pour ious les A tels que b+AV rencontre i , admet une

- . : = 3 . #
borne inférieure & > O (puisque les AV oh /{,z parcourt K 5

5 = £ =Z
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formcnt un systime fo ndaaont@“ de voisinasee de 0). Il existe donc un
pmntjéuebun MKK tels que b-ye UV et d{JHQiMﬁﬂ ; posons

X

O L /,-',
z€Ud et teV ; on en déduit Dbsytpztplat ; Ou encore b-patpz €i ;

§L (b»") On & x eV donc X € itaV

, clest-é-dire x =ztat , avec
J

b

conmme ip&zié’s !5Lf‘$ e(1+e)d £ & , nous aboutissons & une contradic-
tion, ce qui démontre gue E est de dimension finie sur K . Il résulte

1 . S -~ il S e 2 - -
alors du th.2 que £ est isomorphe & K ; donc est complet, et par suite

localenment compact ; or, cela nisst po

ssible que si K lui-m8ne est

local

caent compact

(Zop.sén. ,chap.I, 310,prop.11), ce qui achdve la

démonstration.

<

w2 th.3 ne s3'é%end ras su cas ob K =st pon complet ou discret. Par
exemple, R est un espace vectoriel topologique localenent compaet et

de dimension infinie sur le corps () (muni de sa topologie usuelle)
ou sur le corps diseret obtenu en zunissant @ de la topologie dlsé'é
Exerc1ces.- 1) Dans l'espace vectoriel topologique & = 1§ﬁf sur le

corps K , on désirne par e, (neXN ) les éléments de la base canoni-

(N) 1 ’
. ! - s R 5
que de l'espace K . On pose 8,=6, 5 &p=e t a 8, bpour tout

nx1 . uaontrer gue, pour tout n , lcs a; tels que 0Ogignm fomen‘t
uvnc famille (topologiquement) libre dans B , mais que la famille infi-
nie de tous les a, n'est pas topologiquement libre. $i V est le sous-
espace fermd '?{ab ; 1es classes é3 des a, dans g/v forment une famil=

le topologiquenent libre (n ;;?} ; meis le sous-espace vectoriel

-Termé W engendré par les a_ d'indice n > 1 contient V

n Z :
2) Sur l'espace £ d4fini dans llexerc.5 du %1} montrer que toute

Yorme lindaire continue f est nulle (remarquer gue si une fonection

continve nundériguec X est nulle dans 53 4 z sgufl dans un intervalle

ﬁ

de lonrueur £ § , on a ,Axg*\!s > pour tout AeR ; en déduire
L& >
gu'il existe un voisinasse YQ € de U dans E , dans leguel f est

nulle).
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montrer que, dans E , il n'existe pas de famille topologiquement libre

neximale.

9 3) Soit K un corps topologique non discret et satisfaisant &

1'axicne suivant :

(KTb) Guels que soient les voisinages Uet V ds U, il existe A€ K

non nul et tel gque Jb((jv}° c-Uint (E; el ,

{rout corps non discret SatlSAal ant 4 l'axiome (KTa} de l'exerc.13
e

de Top.gén.,chap.
les th.1 et 2 et la pro

ortiori a (KTb)). sontrer que
.3 sont valables pour toul espace vectorisl
topologique séparé sur X (ef. g 1, exerc.9). ;

4) soit K le corps topolorique obtenu en transportant au corps
Q ( \f—g} la topologie Qe Qz’ par l'spplication (x,y) —> =xty \]”2- .
2) Soit E l'ensemble (Q (K{E) muni de sa structure dtespace vecto-
riel sur K et de la to?oloﬁie induite par celle de N . wmontrer
que E est un espace vectoriel topologique de dinension 1 sur K , qui

wlest pas isomorphe & K .

]

b} Soit F llespace vectoriel topologique EXE sur K ; dans F
i’hyperplan EX § q} est fermé, mais il n'existe aucunme équation
de cet hyperplan de la forme f£(x)=0 , ot f est une forme lindaire
continue.

5) Scit K un corps valué non discret et non conplet, et soit E le
sous-egpace vectorisel topologigue Ki+Ka de E s Ol za%&i; soit F
l'espace produit KxE . Dans F , le scus-espace =K X {o} est
ferné et de codimension 2 . Soit W le sgous-espace supplémentaire
de 4 engendré par les points (0,1) et (1,2) ; montrer que F n'est

pas somme directe topolosigue de i ot de W .
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6) Boit K le corps Q(J2), muni de la topologie disecréte. Dans le

-
pod

f\

g

plan numérigue RS , soit E la comme (directe} du sous-groupe GQ
et de la droite /d bguation y=0x , ob U est jrrationnel. On A6Finit
cur B une structure dlespace vectoriel par rapport & K , de la manidre
suivante : si (x,0x) est dans D , on pose (rfstZ)(x,ﬁx)a((r+s j?ﬁxg
G(r+5w(§}) ; si (xz,y) est dans Q} , On pose

(r+e {2)(x,y)=(rz+2sy, ry+tsx). 5i on munit E de ls topologie induite
par celle de '?22 , cette topologie est compatible avec la structure
dtespace vectoriel de E sur K . Dans B , D est un hyperplan fermé,

mais il ntexiste aucun sgus-espace supplémentaire topologique de D .

L“"?

é 3, Espaces d'applications lindaires continues

1. Dspaces dlspplicatbions dans un sroupe abélien.

Yﬁf Soit B un ensemble guelcongue, G un oroupe sbélien topologigue, noté
’Y &F .
- pdditiver e S€ = {B,8) de toutes les appli io G
a ement. Ltensemble i#,6) de toute pplications de E dans G
E

jdentioue & l'ensemble preduit ¢ , est dome muni de la structure de

croups abélien produit de celles de ses facteurs.

PROPOSITION 1.- S0it Qg' un ensemble gquelconcus de parties de E .

cur l'ensemble F (#,5), la topologie de la couvergence uniforme dans

los ensombles de (5 (Top.gén. ;Cﬁuth§ §1,n°2) est compatible avec la
&

structure de sroupe de E? (5,6) .

Rappelons gu'un systéme fondamental dfento la structure uniforme

t.

=
by
O]
»

[
L]
it

de 1z convergence uniforme dans lec ensembles de (c; est formé des ensem-
bles W(a,V) définis comme suit : pour toute partie A € S et tout

voisinese V de 0 dans G , W(A,V) est 1'ensemble des couples (u,v) tels
que u(x)-v(x)}eV pour tout x€4a . wontrons gue (u,v) —» utv est

unifornément continue pour cette siruciurs : en effet, si U est un volisinage

“z

FaA 3 e oAy - 131437 I o Ay = f =% ;
do C dons G tel que U0V , les relations u(x-u'(xJe U et vix)-vi(x)eU

-
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pour tout xze€A eutrdinent {(u(x)rv(x))-(u'(x)v'(x))cU+Uc ¥V pour
tout xz€ A , ce gui établit notre assertion. On prouve de méme que

]’ﬁ}:mllcatlon u —> -u est uniformément continue dans 4 (8,6), d'ot

la proposition.
On notera que, pour la topolorie de la conver
ensembles de ('»V ; bn systéne fondamental de yoisinases

groupe topologique f? (E,G) est formé des ensembles T (A4, V) définis

comme suit : pour toute paz-"“e Ae & et tout voisinage V de O dans
G, T(a,V) est 1'ensemble des u & & (E,6) tels que u(A) — V .

Supposons maintenant que E lui-méne soit un groupe abélien.

PROPOSITION 2.- Solent B un groupe abélien, G un groupe abdlien itopolo-
2igue séparé, (z un ensemble do parties de E el gque tout &lément
do E pppartienne & un ensemble de (& &

&

ngins. Dansg ces conditions,

i

1l'ensenmble %ﬁf(ﬁ: G) de_toutes les reprisentations de E daons G est umn

sous-groupe fermé du proupe sépard dczg (E,G).

En effet, soit u, un point ds 7 (E,G) adhérent & %{E,G), et
soient x,y deux éléments quelconques de 2 . En vertiu de 1fhypethése;
on peut supposer gu'il existe un ensenmbls A4 € @ contenant & la fois
%,y et xty (Top.gén., chap.X, $1,n%2) ; pour tout voisinage symétrique
V de O dans ¢ , il existe une représentaticn u de E dans G telle que
w(x)-u,(x)eV , u(y)-uylev et u(x%‘y)«uo(x+y}£ V , d'ch , comme
ul{xty }~u(x)+v( ), ucvw} u, (,53»0_ (7} €VHV+V , ot comme V est arbitraire
et ¢ séparé, on a uo(x+3’)=uo(x)+ac(;z} , €& gui démontre la proposition.
On notera gue si ¢ ost un groupe gomplel, u{g
(Top.gén., chap.X, §‘i th.1), done il en sst de mbue de 5@{35{;).

lisargue.- Supposcns que &8 et G soient munis difunestructure de groups

& opérateurs, relative au n8me ensemble dicpérateurs S2 ; supposons

- y : = e
en ocutre que pour tout opbérateur A €52 . 1l'application x —> .)%., b 4
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soit continue dans G ; pour tout voisinage V de O dans G , il existe alors
un voisinage W . V de O tel que AWV . Soit alors 5@0(3,(}) l'en-
senble de toutes les représentations de § dans G pour les structures de
groupg & opérateurs de B et de G , clest-i-dire telles que u(ux)=ou(x)
identiquement. Cet ensenble cst un sougs-groune fermé de fﬁgj (b‘,C—}.

En effet, pour tout x€E et tout a¢ 2 , soit A€ & un ensemble

contenant & la fois x et ax ; pour tout voisinage V de O dans ¢ 3
eyiote un voisinage W de O contenu dans V et t6l que ok V ; si
n, £ J’,.J (E,5) est adhérent & % (E,6), il existe par hypothése
u € gff’ (E,G6) telle que u(x)- u (x)e W et a(ax,au (odx)éw » diod on

tire n (cs.x)«»&u. (zx)€ aiHiWc WV , co qui démontre la’ prcpcs.gtz.on./

ST R e

2. éguicontinues de %&9 (B,G).

Dans cs no » B et G sont deux pgroupes abéliens topologiques séparss,

F5( E,G) 1'ensemble dos zeprésentations (continues ou non) de E dans G

PROTOSIVION 3.-_kour gu'une partie L de FE(#£,6) 80it équicontinue, il

fout et i1 suffit gu'elle soit éguicontinue au vmoint x=0 ; elle sst

glors uniformément dcuicontinue.

Le condition est évidemment nécessaire. Inversement, €i elle est

vérifiée, pour tout voisinage U dc O dans G , il existe un voisinage V

de O dans E tel que 1l'on ait u(x)e ¥ pour scut ucel et tout x &V

-

On en déduit que la relation x-yeV entraine u(x}-u(y)=ulx-yleu ;

‘pour tout uel ,; ce qu dénontre la proposition.

PROPOSINICH 4.~ Pour toute partie éqoicontinue L gg F2(8,5), 1'aghérence

3

L de L dans l'espace produit & est contenu dans F2(x,6) et et est

éguic conmﬁue S

La premidre partie résulte de la - Drop.2 ; on sait dlautre part que T

est éouicontinue (Tep.gén.. chap.X, § 23, prop.7).
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PROPOSITION Y.~ Sur toute partie égquicontinue L de g%’(E,G), la topologie

dc la converpgence sizple dans E , la topologie de la converpence simple

dans uvne partie partout demse de E , et la topolosrie de la convergence

uniforme dans les parties précompactes de £ , sont identigues.

L*identité des deux premiéres topologises est une propriété générale
des ensembles éguicontinus (Top.gén., chap.X, & 3,n°2,prop.3) . D'autre
part, soit A une partie précoupacte de E ; comme L est uniformément

équicontinue (prop.3), pour tout voisinace symétrigue V de O dans G , il
existe un voisinase symétrigue U de O dans E tel que lces relations

=
x-yeU entrafnent u(x)-u{y)eV pour tout uvel . Lais, A &tant précom-
pact, il existe un nombre fini de poinis xig A tels que les ensembles
x;+U forment un recouvreuent de 4 ;rgi u et v appartiennent 4 L et sont
telles que u{gi)mv(zi)éﬁf pour tout indice i , on en déduit que‘
u(x)-v(x)€ VHV+V pour tout =x€A ce_qui'aehé?e de démontrer la propositig

iQOHGLLAIBE.- 81 G est complet, tout filtre sur L gui converse simglement

dang une partic partout dense de E gonverge uniformément dans toute partie

'%Qrocamgacte de E yers une représcntation continue de E dans G .

e En effet, un tel filtre est un filtre de Cauchy pour. la tcpologle de la

" conversence simple dans E ; en vertu de ls prop.5, donc converge en tout
point de E puisque G est complet ; le reste du corollaire est alors une
conséquenee'des Drop. 4 et 5 |

=/
On notera gu'une partie relativement comnacte de §£>(E G), pour la

?‘topelsgie de la convergence uniforme dans les snsenbles de Q§ .3 Dlest

'

ssairement Sguicontinue (ef. Appendice exerc. 3c). Lorsgu'on

<z S s : = = &
sur g€ (8,5) la topoleogio de la convergence simple, le th. de

;"J = C o % ! S = E
K chonoff et le fait que gﬁf(ﬁga} est fermé dans l'sspace procuit G

e:‘:_oﬂ
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PROPOSIVION 6.- Your gqu'une partic 4 de G (E,G) goit relativement

coapacte dans 5%?(@,@) pour la topolosie de la conversence simple,

il faut et il suffit gue, pour tout =xe& £ , l'ensemble M(x) go0it

relativenent compact dans G .

cette condition est vérifiée ot si en outre i est équicontinu,

M est ausci relativement compact pour la topologie de la conver-

sence uwniforme dans les parties précompactes de B {(prop.5).

3. Espaces d'applications continues dans un espsce vectoriel topologigue.
i

t E vun emsenble quelconque; F UL g5Dace vectoriel topologigue

S c—’
(& rauche) sur un corps valué non discret K . L'ensenble (Esf§ de

b

toubes les applications de E dans F (identique 4 l'ensemble produit P )

est ici muni d'une structure dlegpace vechoriel & gauche sur le corps K
{produit de celles de ses facteurs).

PROPOSITION Y.- Boit (5 un ensemble de parties de E . Pour gue. sur

un_sous-sspace vectoriel H de l'espace é?J(E,F}, la topologie de‘la

gconversence uniforme dans les ensembles de (e, goit compatible (§§1,noﬁ}

avec la structure d'espasce vectoriel de H , il faut ot sil suffit gue,

pour tout weH gi tout ensemble A€ (& , u(A) soit borné dans F .

-

En effet, il résulte dc la prop.t que la topologie de la convergence
uniforme dansg les ensembles de ﬁ; est en tout cas compatible avec la

structure de grouve additif de H . Considérons alors le systéme fondamen-

tal de voisinages P (A.V) de lfcripine dans H , et cherchons s'il peut

isfaire sux conditions de la prop.3 du é 1 . 81 le voiginege V de O
dans F est tel gue la relation Eg& £1 entraine pvav, $1 ast
clair que si u € T (4,V) (c'est-éi-dire u{a)c V), on aura aussi

e - L L)) o EF’“% £1.Deudue, ona T(a,AV)= AT(a,7).
PFeste 1

&
o,
Q
e
@
03\
i J
bl
‘.Jn

A ae 7 X s SR e B a0
la conditionm (L"_) du §1 : cetie condition sifnifi
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ici que pour tout ue R , tout ensemble A€ (2; et tout voisinapge V
de 0 dans F , il existe A #0 dans K tel que A u €T (4,V), clest-a-
dire Au(B)c ¥V . Un on déduit aussitbt le proposition.
5i au con.ralre on suppose le corps K discret, la topologie de la
convergence uniforne dans les ensemble de {é est oO'O_,jC s compa-
tible aveec la structure d'espace vectoriel ds 5’2’ (B,F) tout
entier ; en effet, l'ensemble des parties [ {(4,V) est invariant
par toute homothétis (% 1, n 2, remarque 1 suivant la prop.3).

La condition de la prop ;6, est vérifide dans les cas inmportants suivanis:
4% Cn prend pour (’5 l'ersenble de toutes les parties finies de E ; |
alors u(A) est fini, donc borné dang F (E 1,cor.2 de la prop.1U) pour
tout v & ?’(ﬁzﬁ) ; la topologie sur {_,?fwizﬂg?} est alors la topologie
o de la convergence gimple, et f}?’(g,?% muni de cetle topologie, niest

= - = = = _,’j
autre que l'cspace vectoriel topologique prodait F .

C & étant un ensenble quelcongue, F un espace voectoriel topolosique,
on prend pour (& liensemble gga (E) de toutes les parties de E , autre-

ment it on considdre sur g% (E,F) 1la topolosie de. la convergence

uyniforme ; si alors on prend pour H l'ensemble % (E,F) des applicationsg

bornées u de E dans F , c'est-a-dire telles que u(E) scit bormé dans F,
74 4

65(5:; F)} est un sous-espace vectoriel de E,F) (§ 1,cor.1 de 1la
prop.10) et il résulte de la prop. é que la topologie de la convergencs
uniforme est compatible avec lao %‘cmctara (}.%éspace vectoriel de %(E,F}.
En particulier, si F est un espace normé, ou cbtient aimsi sur
l'espsace 5?) (E,F) des applications bornées de E dans F% la topolo-.
gie définie par la porme || uff = SUp ) u(x) ’E {Top.gén. ,chap. X, %23
Un notera par contre que, sur l*énre*'zble de toutes les applicg» :
tions co:.tinues d'un espace tsp{)}.sﬁieue non compact E dans un espace

e 2

normé F , la topologie de la converg -ence uniforme n'est paz compati-
bie

£
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en général avec la structure d'espace vectoriel de cet ensemble,
car il existe en général des applications continues non bornées
de E dans ¥ (il en est ainsi par exemple si on prend E=TR ,

F étant un espace normé sur R ).

3% S0it £ unm espace topologique séparé, F un espace vectoriel topologique

séparé ; prevoms pour (5 1'ensenble des parties rclativement compactes
de B (autrement dit, nous considérens sur 57 (£,7) la topologie de 1la
gonversence compacte (Iop.zén., chap.X, § 1,0%3)). Alors, sur le sous-

espace vectoriel g {E,F) des applications continues de B dans F ,
la topologie de 1la convergence compacte est compatible avec la siructure

d*espace vectoriel » ¢ar pour toute application continus u de E dans F
et tout ensemble A g relativement compact ; w(A) est relativement
compact dens F , donc borné (§ 1,0°7, prop.12).

4% Supposons le corps valué X_commutatif (et non discret), et soient &

et I deux gspaces vectoriels topoloriaues quelcongues sur K ; 1l'ensenmble

c{:’ {E,F) des applications lindaires continues de & dans F est alors un

espage vectoriel sur K . 8i & est un ensemble quelcongue de pariies

bornées de B , la topologie de la convergence uniforize dans les parties
de (S est compatible avec la structure dfespace vectoriel da oé}(E,F},
car pour toute application lindaire continue u de # dans F , et toute '
partie bornée B de & , u{B) est borné dans @ {?g’i;ao?,prop,‘/)‘

50it &’ une partie de (G telle que tout ensemble de (s soit contenu

i

Jdanc un ensemble do la forme 2, A iAi , of 5_6%—{_ s A G @ . Alors,
¢ i
on a un systéme fondamental de voisinages dans oC (E,F) en se bornant
aux ensembles T'(4,V), o a€ (57 | car les relations u(Ai J— v

entrainent u( Z_giiﬁi) o Z (JL,V 3
P2 7 i




ay

57

Hemargueg.- 1) Lorsque B et F sont deux espaces normés sur un corps
valué commutatif K , la topologie de la convergence uniforme dans les
rarties bornées de E est compatible svec la structure d'espace vectoriel
de %?(E,F) (Top.gén., chap.X, §2,n 2) ; on sait en outre (loc.cit.)
quc dans ce cas, cette topolosie pout &ire définie par la norme

ﬂ uf = sup E{u{x}ﬁ ; et que C{?’.zF ), muni de cettc norme, est

ecﬁwlek ioruque F est complet.

3

On notera gu'en général, lorsque % et F sont deux espaces vectoriels
logiques séparés sur un corps valué (commutatif) complet K , le
fait que F soit gomplet n'entraine pas nécessairement que %f (E,F)

le soit quand on munit cet espace de la tcpologie de la convergence

: ; — e :
uniforme dans les ensembles dfun ensemble (g de perties bornées de E,
oéme lorsquion prend pour Cj semble ds toutss les pariies bornées
de B (0 4, cxerc. 5) .

w: corps valué non commutatif K ; soit ¢ le gcentre de K , et désignons

rar E et FO les espaces B et F considérés comme sspaces vectoriele
0

topolosigues sur le corps € . Lisnsembls éigéﬁsﬁﬁ des application

G

peontinues de £ dans ¥ est un espace vectoriel sur € mais non sur K ;

on peut le considérer comme sous-espace vectoriel de llespace

L (&, ?o) des applications lindaires continues de B dans FO, Consi-
C 2

dérons dans E un ensenmble de partiss 1 ; 81 C est un @rps

giscret, la topologsioc de la conversence uniforme dans los ensenbles

de (& est compstible avec ls structure d'espace vectoriel de c/\(da,Fe};

= . = D e - =
6t a fortiori avec cellede of (E,F). Il en est encore de méze lorsque

C est non discret, car dans ce cas on salt { §1,n°7) que tout enseable
borné dang E est aussi borné dans 5 et vice-versa. On notera que

ﬁi
3
z

o]
afzif,?} est alors un sous-espacs vecioriel formé de cfﬁ( E,Fy

=
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si tout point de E appartient 4 un ensemble de G§ au moins ; clest
ce quli résulte de la remargue qui suit la prop.2 .

%) Soient B et F deux espaces vectoriels topologiques gérarés, et
supposons en outre que I soit complet. Alors, toute application
linéaire continue de E cans F se prolonge par continuité d'une seule

manidre au complété *K de B (Top.smén., chap.III, R 3, n%4). On obtient
ainsi unc application linésire biunivoque canonigue de g{?(E,P
sur of’(E,g:” qul permet d'identifier leurs structures dlespaces
vectoriel’ non topolo: 1g,g’sur le centrs C de K . En outre, si G es

un eneemble de parties bornées de B , la topologie (sur <xf (E,F))de

-la convergence uniforme dans les ensenbles de (& est identifige
{au moyen de liapplication canonigue précédente) avec la topolegie

a : : . , : e
(sur c(?(ﬁ,F)) de la convergence uniforme dans los adhérences dans E

des ensembles de (S (Top.gén., chsp.X, § 2,prop.5). Si (G est
liensemble de Loutes les partics bornées de E (resp. l'ensemble des

parties précompactes de £), on évitera ds confondre la topologie ain

définie sur o{f(ﬁ3F} avec la topologie ée la convergence uniforme
<%

dans toutes les parties bornées de B (resp, dans les ensembles rels-
= B »-Q._\
N P Ex
tivement compacts de E) ; on sait en effet {g 4 ;} gufun ensemble

25 e et

borné (resp. compact) dans E n'est pas née eﬂsg¢zemont contenu dans

l'adhérence d'un cnsemble borné (resp. précompsct) dans E .

&

On notera qufon peut appliquer aux parties équicontinmes de G{)(E,F)

3 2 P4 2 : 0 5 BN 2 ¥ Z z
lcs propositions démontrées av n 2. £n ouire, dans 1l'énoncé de la Prop.5,

rour unc partic H de <{:(E,F), on peut remplacer les mois "partic partout

donse dans E"™ , par "ensenble total dans E" . En effet, si A est total

dans £ , sl V est un voisinaze de 0 dans F , et/ X. {(i<ign), des points
de 1{1 , les reia:tlons u(x JEV pour £igr entrainent u(Z A.x i) =

e
-

A

¢
£

‘25 J&.u(x ) € 22: iJ&. V) ; la topologie de la ccnvergaﬂce szmple dans

=4 (=4
est donc identique (sur H) & celle de ls convergence simple dans le

«“ = = e

t

s1
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le sous-espace vectoriel i engendré par A , qui est partout ¢cnse dans E
par hypothése.

PROPOSITICH 8.~ Uoit K un corps valué dont le centre C n'est pas discret.

Pour gqu'une partie H de l'espace vectoriel o/ (E,F) (sur C) soit bornée

pour la topolorie de la conversence uniforme dans les ensembles de @ -

r

il faubt et il suffit que, pour toute partie A € {}: ., 1a réunion des

ensembles u(4) , ofh u parcourt H , soit bornée dans F .

-
~

%n effet, dire que H est bornée dans o (E,P) signifie que pour tout
ensexble A€ @ et tout voisinage V de O dans F , 11 existe AE€EC
non nul et tel que AH T (4,V), ou encors que Au(d) V pour tout
vwe H ; cela sipgnifie évidemment gue si B est la réunion des u(a) pour
ueH ona AB <V , donc que B est borné dans F .

COLOLLAIRE, -~ rour tout ensenble de parties bornées de b toute par-
ped S >

bl
tie éguicontinue de oé (BE,F) est bornée pour ls topolorie de la conver-

gence uniforme dans les parties de (5 .

En effet, si H cost éguicontinue, pour tout voisimage V de O dans F ,
il existe un voisinage U de O dans F tel que u(U) &« V pour tout ueH .
si Ae(@ , il existe Aec tel que AA ¢ dong
a(A A)=Au(h) — V pour tout uweH , 6t par suite la réunion des u(a)
pour u€H ost bornde dans F . V

4. Applications linéasires continues d'un espace guotient.

PROPOSITION 9.- Soient E et F deux espaces vectoriels topologigues sur

un_corps valué nen discret K . Spit # un sous-espace vectokiel fermé

de B , v l'application canonigue de B sur #/u , {g un ensemble de

partics bornées de E ._B8i, & toute spplication lindairc continuc u de

==

B/ dans ¥ , on fait correspondre l'apprlication lindaire ue¢ de E

dans F , op définit un isombrphisme de liespacs of {E/&;,F), nuni de lg
=1 £ -
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topolopig de la converpence uniforme dans les ensemblesfde 9 6 ), sur

le sous-espace de of . (E,F) formé des spplications linéaires continues

de E dans F , nulles dans M , l'espace of (E,F) &tant supposé muni de la

topolorie de la convwergence uniforme dans les ensembles de @

En effet, uo9 est continue et nulle dans i si u est continue dans
E/i s €t réciproquement toute application linésire continue de E dans F -
nolle dans & , peut s'éerire d'unc seule manidre u o9 , of u est continud
dans E/I.i (Zop.gén. ,chap.1, 9 Y,th.1) ; l'application u —>usy est
donc bien un isomorphisme de la structure d'espace vectoriel de
oL (Efii ,F) sur celle d'un sous-espace ds < (E,F). Cet isomorphisme
(it canopigue) est bicontinu en raison méze de la définition des topologi
de o[ (E,F) ot de Lefu , F).

51 K est diseret, ia proposi‘cioh reste valsble sans aucune

hypothése sur l'ensemble @ :

5. Applications linéaires continues d'un produit.
soit (i,
« (ml )i £igs

sur un corps valué non diseret K , et soit £ = [/ ., leur produit ; nous
ACS A <

identifierons canoniquezent chacun des i;ii au 'sous-espace composant corres-

ne suite finie d'espaces vectoriels topologigues
%

pondant dans E , de sorte que E peut &tre considéré comme somme directe

topolorique des g, , et pr‘(x) ; bour xe B , comie le composant de x dans

le sous-espace i, . Pour toute application linéaire continue u de ¥ dans

&

un espace vectoriel topolosique F (Sul" F} soit ul la restriction de u

& i, ; on a pour tout xeE , u(x)= Z ul ;{z)), et par suite 1l'appli-
cation u a-?(u. ) est unc applica z,iogwli’ b aire biunivoque de lfespace
CJ{f( ;£) =sur }.’eupace produit T (;,é(u F) ; cette application et soa
application réeciproque seront dltes canoniques.
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PROPOSITIOL 10.~ Soit g 5 un ensemble de partics bornces dans s
(1 £ign), et soit 6 ll'ensemble des parties de B de la forme T‘b{‘ Ay
=4

ou’ A € C‘} pour 1<£ig<n . Liaspplication canondique de (L,‘) sur

i'm O(,(u.,i{‘) est_wn isomorphisme guend on munit fh5(1&:,3‘) de_ls topolo-

& 43 :
gie de la convergence uniforue dans les ensenblies de @ ; 6t _chacun des

el (Lii,‘F} de la topolorie de la conversence uniforme dans les snsembles
de gi 5

in effet, la relation u(xié’v’ pour X €
pOUr X, & 4 ,:mve sement, ; Tes rolations u
u{xje V,+
5.

Soient B Eg ;2 trois espacss vectoriels uGQQlQ"lQ{)@" séparés sur un

~'corps conmutatif valué non discret K . Soit g,! {resp. & 2} un ensembls
de parties borndes de E, (resp. Eg}, tel que tout point de B, {resp. 82}'
appartiezﬁ.e 4 un ensenble de (5@ (resp. @ 3 }. Etant donnée une appli-

cation bilindaire u de E,i;% E, dans F , nous dirons gque u est géparément
L

> s i e : s = <
continue relativement & g 4 gt (5 , sl elle satisfait aux deux condi-
tions suivantes :

1C pour tout cnsemble i € g l'ensemble des applicatiors linéaires

1 17 =
vy — ul{x,7), o& x parcourt u ; est ¢guiconting - ;

7}
4
2° pour tout emsemble iy € g ; lienseuble des applications linéaires

x —ul(x,7}, o 7 parcourt ;ézig, est équicontinu.
Compie-tenu de la prop.3, ces caﬁditions- équivaleni aux wEiz suivantes
guels gue soient le voisinage W de © dans F et liensemble borné
; 11 existe un veoisinage V2 de O dans 3322 z‘;elyqaé les relations

: o = = s
entrainent a{:f:;,g 3&2} EW ;




4 =42
a9 quels que soient le voisinage W de O dans F et 1l'ensemble borné
82 ,g s il exieste un voisinage V4 de O dans B, tel gue les relations
ey < £ g X l > Yo
x, €V, , %, B, entrainent u(x, ,x2)€ Vi

C,D

51 v est gontinue dans B, R ;t'ig » elle est séparément contlnue quels

que soient los cnsembles 61 ct g de parties bornées ; en effet,
pour tout voisinage W de O dans F 11 existe alors un voisinage ‘if,t de O
dans B, ot un voisinare V, de O dans B, tels que x, €V, ,x2€V2 entrali-

nent u(z,i,xz)e,w - Or, si B, est borné dans E,, il existe AEK tel

£
ATE

que AB, e;:;_v1 2 pou.r %, €8y ot %y er JM on a alors

x, ,xg)zu(l x,i,../"u, 2)6 W puisque A x, €V, ; on montre de méme gque
la seconde condition et vérifiéde.
llous verrons par la suite des exemples dlappliecations bilinéaires
séparément continues (par rapport & ltensembls C de toutes les
partiss bornées de E, ¢t & l'cnscnble 6@ de ‘coutes les parties
bornées de E ); zais qui pe sont pas continues ( 4, exerc.4).

N *ous désis gnerons par u et u les applications partielilies

y—-%u(x,y) et x ,u(x,y)

“".<” continue relstivement sux cpsembles de parties borades G = G .

Lee ue
i 2

il faut et il suffit gue les deux conditicns sulvantes soient vérifides :

© lorsqu'on munit Df (B,,F) de_la topolosie de la conversence uni-

forme dans les partiec de @'21 » 1loppiication lingaires x —>u, de B,

dans G(Ii(Ez:F) est_continue ;

2° lorsquion zunit o(f(E .F) de_ia topolosie de la conversence uni-

forme dans les parties de @i , 1'application lindaire ¥ ~>uy de By
dass o (E,,F) est continue.

ie gue pour tout vo:zss.a.a

3 2

En effet, dire que x —» u, est continue sign

-
' et pour tout engemble borné B ¢

7

nage w e U dans E

35‘?
At

» i1 existe un




,g»“

A voisinage V1 de O dans B, tel que la relation xe;v1 entraine

™y

u(x,y)eA pour tout ye B, , clest-ii-dirs que l'ensemble des applications

.

f‘)
Cw
ay , oG ¥y p‘fcouft B, , est équicontinu. On ftraduit de méme la seconde
£ 7

PHOPOBITION 12.- Soit v une application bilinéaire de E,xE, dans F .
19 231 pour tout yeE, , v, gst continue dans K, et si l'application
3‘uﬂ>1%7 de 52 dons q(f(E;,a) est continue, alors, pour tout emsemble

B, € Qgg » U gst continue dans B XE, .
2° 51 u est séporément continue relstivement 3 (&, et (G, pour

tout couple d'ensembles 81é.Q§; : B, €€E%Z » B_est continue dans BXE,

et dans E,X By , et uniformément continue dans B?><Bg .

19 a3 x, et x appartiemnent 4 B, , y et y & E, , ona

u(x,y)-u(x,,y, )= =u, (x-x )+uy(x}=uy'{x}, Par hypothdse, d®s que x-x
o ' '

est assez petit, -w. (z—xo) (yo fixe} est aussi petit quion veut, puis-
o
o
que u, est continue ; dfautre part, comme y —~= u_ est continue pour

4

O

Y

el

iz topologie de lo convercence uniforme dans les ensembles de Q;; 3
dds que y est assez voisin de b (X)auy (x) est aussi petit qu'on
o

veut pour tout x&iB? - d'oh la nremxcre partie de la proposition.

© 11 ne reste & démcn@rer guc la continuité uniforme de u dans EAI\B

Or, si x et x' sont dans B,, y et y' dans B,, on & a(x,y)-ul(xt,y') =

i Xg(y) : (X‘?“- les hypothdses ontralnent que u_ ,(y}
ef ¥

&

(resp,‘ o %)) est arbitrairement petit dés que x-x' (resp. y-y')

¥

)

b1z
of
est arbitra

[

rement potit, y (resp. x') étant arbitraire dans B, (resp.Baé.

Lous allons maintenant ~énérsliscr sux fonctions bilinéaires séparé-

ment continues le théoréme de prolongesment des Tonctions bilinéaires

e

cntinues (I¢p. gen zc:ay 112, 55,0h.1) :
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PROPOSITICE 13~ Soit P un espace vectoricl topolo:ioue géparé et complet.

"I

soient

i,(; deux sous-cspaces vectoriels partoutl denses de £ ,h.z respec-

<

tivement. Soit @;_v {resp. @ } un ensemble de partiss bomeea de G,

(resp. G,) tel guo tout point de B, (vesp. B,) goit adhérent & un ensem-

<

&
dsns F , séparément continue relativement & @; et @2 ; cette applica-

ble de @1 (resp. @ }. So0it u une application bilindaire de Gq xC—Z

tion se prolonge d'une ssule manidre en une application bilinésire u de

B, X E2 dans F , séparément continue yelativement & l'ensemble {3/ des
adhirences des ensembles de @“L dens B4 et & 1l'ensemble @; des adhéren
ces des cnsembles de @’z dans B, . ( :

fn effet, pour tout ZG,G,;, u_ ost une application linédaire continue

V/’f-»,de C’r2 dans ¥ , qui se prolonge donc par continuité ern une app‘l_icatic}n
+~lin6éaire continuve u de £, dens ¥ . Soit y_ un point de k,, B, un ensen-

ble appartenant & @; ot tel que y & E’e ; 0 ly,) est done limite

<3

de u X(y) lorsque y tend vers y, en restant dans 'B?' . 4zis cela signifis

que llapplication X —» :éf (}; ) est limite simple des applications

xpﬂi,axigr} de ¢, dans F F lorsque ¥ tend vers ¥, en restant dane B, . Or,

L

£ =

la famille des applications linéaires X’“’f}%x(gf}=§}.¥(2{) est éguicontinue
lorsque y€B, ; lorsque y parcoart,‘B’é , les applications x——ﬁﬁx(y)' '
forment donc un ensemble éguicontinu d'applications lindaires de G,! dans
F (prop.4). En particulier, pour tout y_€ B, , x —-—9‘5}2(5’0) est continue
cang G‘i et peut donc &tre prolongée par céntimzité en une application
linéaire continue de B, dans F , que nous noterons x —» E(x,yo)'. 11 est
clair que la fonction U asinsi définie dans B, X E, est bilinéaire ;
¢fautre part, lorsgue y parcourt fﬁg , 132s applications linéaires

z —sulx,7) de E, dans ¥ forment un cnsesble gouicomtinu : en effet,

»

soit W un voisinage ferné de O dans T ; il oxisto un voieinare V 43 O

&
B
i
[
iy
g
0
fond
o
L]
g ﬁ

(y)e® pour tout xeV et tout yeB, ; or,
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1'adhdérence V de V dans E, est un voisinage de O dans cet espace, et
comne W est fermé, on a ul(x,y)eW pour xeV et ye 'E'a .

Un peut naturellement dans le raisonnement pfécédent permuter les r8les
de i, et de E2 s €@ qul donne un second prolongement de u en une applica-
tion bilindaire W' de &, *E,
les aspplications y — u'(x,y) ds E, dans ¥ forment un ensemble équicon-

dens F , tel que pour tout ensemble 31661 .

tinu lorsque x parcourt E . La proposition sera démontrée si on prouve
gue uf=u . Soit (xo,yo) un point quelconque de E,XE, , B, un ensemble

de @i tel gus X, € ﬁ’i ’ 82 un ensenmble de (% tel que yoe -Eg . Comme

ufg,y’)' est uniformément continue dans B, X By (prop.12), elle se prolonge

22

x€B,, E’x(yo) est limite de u(x,y) lorsgue y tend vers ¥, ; on a done

Ex(yo)zv(x,yo) ; d'autre part '{{(xo,yo) est linite de '&X(yo) lorsque x

tend vers x_ ; on a done E(zo,yo)=v(xo,yo}, et par le méme raisonnement,

Zian’ U

on prouve gue E'(xo,yc)zﬂxogyo)-

,
o2

Exercices.- 1) Soisut (E ) une suite infinie d'espaces vectoriels topo-

- logiques séparés sur un corps valué XK , et soit B l'espace somme

cirecte topolorique des En (% 1,exerc.8). iontrer que si, pour tout n,
o, est une application lindaire continue de Eﬁ gans un espace vectoriel
t0polegique F , alors il existe une application lindaire continue u

et une seule de E dans T qui coincide avec U daﬁs.tout sous-espace En’
En déduire cue si on munit chacun des espaces Q{?(En,F} de la topo-
.iegie de la convergence uniforme dans les parties borndes de En
(resp. de la topologie de la convergence simple), l'espace <of (E,F),
2uni de la topologie de la convergence uniforme dans les parties

bornées de E (resp. de la topoldgie de la convercence simple) est

~

isomorphe & l'espace produit | | 18,7 (ef’géé, exerc.5).
n a =

V&
9
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2) Soient E un espace vectoriel topologique sur K , F = TT E un
produit d'espaces vectoriels topologiques sur K ; soit @ un ensemn-
ble de partics bornbes de B . .iontrer que l'espace C::C (E,F), muni de
la topologsie de la convergence uniforme dans les parties de C; s est
isomorphe & l'espace procduit 'ﬂ'oé’(ﬁ r ), oh chajue oC (E, 7 ) est
nuni de la topologie de la convergence um_for'ne dans les parties de (5.

3) Soient £,F,G trois espaces vectoriels topologiques sur un corps
valué non diseret X ; soit (5 (resp.<] ) un ensemble de parties
borndes de E (resp. F) tel gque pour toute application linéaire continus

ndeEdens P, u( @ ) &< . On suppose les espaces of (&,F)
et o[ (E,¢) mnunis de la topclogiec de la convergence uniforme dans
lcs onsenmbles de (6 ot o[ (7,8) de 1la topologic de la convergence
unilorme dans les ensenbles de 5,3:/ .

a) iHontrer que pbur tout u, GOC(E,F), l'application v — veu, de
cf(}?,;}) dans OC(E,;}) est continue, et que pour tout v, € L (r,G)
l'application uw —»7V ou de QC(E,F} dans o[ (%,6) est continue.

b) montrer gue méme si on prend pour 6 et . ¢~ ltensemble de toutes
les parties bornées de E (resp. F), llapplication (u,v) —>vou de

ef(f:‘:,l?) x L(F,5) dans o (E,G) n'est pas nécessairement continue
(prendre E=F=G , E 4tant comme directe topologique dlune fanmille
infinie d'espaces identiques & K).

§4. Tual dtun espace vectorisl topologique.
| Dans ce parscraphe st le'suivant, le corps des scalsires K sera un corps

5 = Z :
valué (commutatif ou non) non disdét (cof. sppendics)

o of

1. Définitior du dual d'un espace vectoriel topologigus.

On sait (Alg.,chap.Iil, $ e 4) que le dual d'un espace vectoriel E (& gauche
sur un corps K est l'espace vectoriel _(a droite) E* sur K constitué par

voubes les Tormes lindaires sur E . Par sbus de lanzage, lorsque B est
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un espace vectoriel topoclos:igue sur un corps valué (non discret) K , nous
appellerons dual de E lc sous-espace B! de iﬁ% constitué par les formes
linGaires continues dans E ; E* lui-méme , lorsgu'il anra & intervenir,

sera appelé le dual algébrigue de B , pour é&viter toute confusion.

On notera que B' peut 8tre réduit 4 O , néme si K n'est pas lui-méme

-

réduit & 0 (@ 2, exerc. 2).

PROFPCSITION 1.- Pour toul ensembie & @e parties bornées de B la topo-
2

lo-ie de la conversence uniforme dans les parties ds @J est ¢ompatible

avee la structure d'espace vectoriel (& droite) de BE' sur X .

En effet, cette topolodie est compatible avec la structure additive
de Ef (_3 3,DTop.1).
guelecongue, ct soit T (a,0) llensexble des formes linéaires x'e€ E'

& ;i: A gst un ensemble ds {:'5' , &« un nombrer réel >c

"tellcs gue )<»,“ >l$~ o pour tout x ed ; on sait que les I(A,cx,)
forment un systéme fondamental de voisineges de O -dans E' pour la topolo-
sie de 1a convergence uniforme dans les ecusenbles de @ . Pour tout
x'eg B' , il existe un noumbre 8 >0 tel qus §<x,x*>e< B pour tout
X¢é A , puisque A est borne}; 'si _)\_6 K est tel que \j\_l < -é- , on aura
§<x,x'§){>§¥ <x x’>! .< a pour tou. Xé€A , clest-a-dire
A e T(s,a), ce qui acheve la démonstration. '
Rappelons que la topologie de la convergence uniforme dans les parties
ds @ est gépardée si tout point de B apparticnt & un ensemble de G
En particulier, la topologic de la comvergence simple dans B (éorres¥
pondant au cas oh 6 est l'ensenble des parties finies de E) est compa-
tible avec la structure d'espace vecioriel sur E! et est séparés ; nous

la désifnerons sous le nom de topoleosgie faible sur B' et par 1la notation

" ,B) . Les notions correspondant & cette topolosie sur E!' seront
cnées par les qualificatifs "faible® ou "faiblement® (par exemple,
Jyon dirs "adhérence faible® dfun ensemble dang E!' , ou g*“1'jQI'L;ca;t;zl03:1 faible:

ment continuet ;
e = |

B
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de E' dans un espace topologique). Pour tout ensemble @ de parties
bornées de E tel que tout point de i appartienne 4 un ensemble de @J
la topologie de 1a convergence uniforme dans les parties de g est

lug fine que la topologis faible sur E .

Lorsque E=K, est de dimension 1, toute forme lindaire sur E , étant

de la forme .f > &c ; est continue, donc on a BI=E = Kd . La topt

losrie faible sur E? est alors identicue & la topologie définie par

la valeur absolue sur X ; en effet, si z'{ % )= EJ&,; la relation

§3§?{’f}§ £ o est identique & } L] £ u ; et inversement, si }}”gg %,
G

on en tire ?. e ’%.
% 3 Lg’% |21
€€ , la forme lindaire =x'—> x,x'>sur B

est Paxbleheat continue (Zop.gén., chap.X, $1,n%) ; elle est par suite

Cy
Q
=]
e
Sn
&
@]
ook
()
L]
")
e
()
4
:
ol
(<
‘Gi
o))
e
<«
{2
(.4}.
O
O
fooet
[
s
)

0T cie plus Tine que la topolosgie

La forme bilindaire (x,x *)-><<:x x‘;; nlest pas continue en général

dons K x L' , m8 eme lorsqulon munit B de la topologcie de la convergena

ce uniforme dans l'ensemble ds tcut 8 les parties borndes de E

o

{of. éxerc.4, n05 et chap.III, S :

)
uiemargue.- 31 lc corps K est complet. ltapplicstion gui, & toutle

forme linédaire continue x'é¢ E! , fait correspondre son prolongeneht

ot
£

‘ 2 2 F + I’i\ 3 5
.par continuiitd au conplété £ de E |, es igomorphisne de la strue-

W

é
ol
Qa
it
[0
£
)
£
Q
@
«
o
o
Y

- . = 5 £ - f
rectoriel de B! sur celle du dual (E)Y'. 51 on identifie

Y et (B}t par cet isonm norphisme, on notera que les topolories Tfaibles

= Ty . e :
o(B*,E) et o(B',E) sont en général distinctes, la premiére étant

zoins fipe que la seconde ({cof. cor.2 du th.2).
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2. Insenbles polaires et sous-espaces orthogonasux. Co/ s Vol

/

f el : : : Z ; : =
DLPLILINION 1.~ Btant donndée une partie quelconoue ii de B (resp. pne partie

cuelcongue k' de B') on appelle ensezble polairc de M (resp. M') et on

désirne par i° (resp. °) 1lepsemble des x'€ B' (resp. deg =x€EB)

tels que .<:y zT N i<f1 pour tout =<€# (resp. pour tout =x'E€li'),

Your toute partie ii de B (resp.

i#d' de B!') la relation ij;gfi entraine
i i \
WoN . = 2 (resp. d&iﬂ?oggg 1

est un gous-espage vectoriel de E sf xig Vv® . on a par hypothése

.

PRk ) B 5 s - ; S H ;"/ '.,4 = i
§<x;4-;v>§g'2 pour tout Ké’if ; donc aussl | L AX;X > ié pour tout
ANEK . Comme K n'est pas discret par hypothise, on déduit de 14 quion a
nécessairenent < x,x' >=0 pour tout =x€V ; la réciproque étant immédia-

te, on voit que V° nfest autre que llensemble des x'€ B! qui sont ovtho-

: . : o
~onaux (Alg.,chap.II, §4,n°%) & V . rar abus de langsge, on dira gque V

est le sous-espace dc £' orthogonal 4 V (gfest 1l'intersection de B! et

v’v

-:0dn. gous-espace de EX orthO”aﬁal &' V) . On nontre de méme que si W' est

: e -0 - -
un sous-espace vectoriel de E' , W'~ est le sous-espace de E gorithogonal a
Wi,

=30 { ; le sous-espacs vectoriel de &' (resp.E)

En particulier, on a g°

orthosonal au sous-espace de E (resp. BY) réduit & € , es (resp. E)
¢ . P - g. 3 > . =z Q 7 +
tout cntier. On noters par conbre qu'on peut avoir RBP- #£ {0} ;

cels sipnifie donc que pour tout =x£C dans B , 11 existe x'e€ &' tel que
<ix¢xﬁ;> ﬁ@ ; en d'autres termes encore, on peut dire gue deux éléments
distincts de E sont toujours séparés par une forme liné:

Bien entendu, cela entrafne que la topolosis de B est géparée, mais

cette condition n'test pas suffisante {% 2,8xere.2). (n notera gue tout

soug-egsnace Gl'un cespace & dual séparant & un dual séparant.

. &. & el = = = e
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sux chap.ll et 111, nous étudisrons une importante catéorie d'espa-
ces vectoriels topologiques les espaces localement convexes séparés,

pour lesgyuelles le dual est toujours séparant.
PROPOSITION 2.~ 81 M ot N gont doux parties de # telles que M N on a
N u° .

PROPUSITICH .- Pour toute famille (& ) de parties de E , l'ensemble

polaire de 1z réunion des M  est l'intorsection des 68,

PLUPGSITICN 4.- Pour toute pertie i de B et tout A €KX non nul, on a
LR K

(L#)° =’ A .

Les démonstrations de ces propositions sont des conséquences immédiates

de 1a 36F. 1 . lous laissons au lecteur le soin d‘'énoncer les propositions
correspondantes pour les ensembles polsires de parties du dual Ef .
5 A et s 0,0
11 est clair cue pour toutepartic ki de £ , on a 8 < (4 ). ; pour
les espaces localement convexes séparés, nous caractériserons au
+ > ’ e = -,-O O P ? % - = 00
ciap.III 1l'ensexble bipolaire (i~) de @ , qu'on note aussi u .

#9%94° ; cn effet on a

11 est focilc de voir qu'en gbndral on &

o fe v

4999=(u°)°° 5 u° ; dtautre part comme < i°® , on a
00 000 - ‘ 0

u® — u°°)%=u , dome si°%%=i

PROPOSITICH %.- Pour toubte partie i de E , ¥° est faiblement fermé dans E!

et on a (H)°=m° . Pour toute partie m' de B' , u'° est ferné danms & ,

e P - 2z s S - 4 — 0
et si &' désirpne l'adhérence faible de 4! dans ', on a (it ¥O=ut",

#n effet, pour tout =xei , l'ensemble {x}o des xte E' tels que
<x,x'>)< 1 est faiblement fermé, puisque clest l'image réciproque de
1'ensenble fermé } ? ‘ < 1 dans K par l'application Vfaiblement continue
xt — X, x> . L'ensenble u° est ltintersectio: des ensembles {x}o
lorsque x parcourt #H , donc est faiblenent fermé. D'autre part, si
x,€H , la relation l<x,x‘>} £ 1 pour tout xcM entraine

}<xo ,x*>}$ 1 puisque x' est continue dsns E ; on a done (@)°> a° -
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et comme M , (F)°=4° . La seconde partie de la proposition se

démontre de méne.

PROFOBIVICH 6.~ Soit fé un ensemble de parties bornées de E . Pour la

topolorie de la convergence uvniforme dans les parties de C; les
homothétigues des polaires des ensembles de @ formeat un systéme fonds
montal de voisinaces de O dang B! .

En effet, considérons un ensemble [ (A,c) , formé des x'¢ E' tels
que !<x,x'> ka pour tout xe¢lh , A étant un ensemble quelconque de
{

; on sait que ces ensembles forment un systéme fondamental de voisi-
nages de O dans EBY . Or, si- AeK est tel que 0 < é)&,i £ a , la rela-

=4 :
tion x' € (A A4)%°=2°A entrailne Gvidemment §<}zzx?>%§ M‘_l <<
& =~ )
pour tout xe A , d'oh la proposition.

5. Ensenmbles éguicontinus dans le dual d'un espace vectoriel topologiqus.

PROPUSITION 7.- Pour gu'une pasrtie du dusl B! d'un espasce vectoriel topo-

o

solt un ensemble &

lonigue B cuicontinu (pour la topologie considérée

sur B), il faut ot il suffit gqu'il scit contenu dans l'ensemble polaire

G'un voisinagce de O dans B .

in efffet, dire qufune partie HB' de B' est éguicontinue signifis que

e
¢l

pour tout o >0, il existe un voisinage U de O dans B tel que

%<:{,:~:*>i < @« pour tout xeU et tout :ié Ht {;B;pz‘op.i) ; Sk )LeK
est tel que !./\. g pa,ona done }<,}Cﬁx,x=>;ig l_]\_"i‘ B
pour tout xeU et tout =x'e H', ce qui signifis c;ue H' — (_)\,_i U)O.
La réciprogue est immédiate.

On a déja vu (§ 3,cor. de la prop.8) que dans E', tout cnsemble équi-
continu est bormé pour la topologie de la convergence uniforms dans les

®

enseubles d'un ensemble quelcongue @ de parties bornées. En outre :
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U 1 : 7 S ;
THEOREUE 1.- Soit K un corps valué (non discret) localement compact, et

B un espace vectoriel topolosigue sur K . Pour tout voisinare U de O

dars B 1'ensenble polaire UC éo U dans B' est faiblement compact.
R e , R —— i e

sn effet, comme ° est équicoutinu et faiblement fermé, il est aussi
fermé dans l'espace produit KE (§ 5,prop.4). Dlautre part, pour tout
x€B , il existe A €K non nul tel que A xel , donct<}b x,x’>g<’ 1
pour tout =x'€U° , ou encore §<x§x’>§< %j{’ﬁ'% pour tout x'€U° ;
cela signifie gue les projections de U° sur les espaces factcurs de KE
sént bornées, donc relativement cor ipactes par hypothiése ; le th. de
Tychonoff (Yop.gén.,chap.I, 2® 6d., ¢ 10,th.3) montre alors que U° est
relativement compact déns Kgi done compact puisqufil est ferme darns

s
2
= &

cet espace.

/J;.

On aura soin de noter qu'un ensemble borpd dans Ef pour la topclo -16%

de la convergence uniforne dans les edsembles d'un ensemble (§ de

‘“j) parties bornées de E , n'est pas nécessairement relativement compact

. pour la topolocie faible (exerc.5). Il est en effet faiblement

A - E :
borné, donc relativement compact dans 1lfespace produit K~ , mais son

adhérence dans cet espace produit nfest Pas nécessairement contenue

)

ire qz?&ﬂ eagsuale faiblement
[ inponun UAsae <4 §1n%9)
borné dans B! est faibleonent - rLCQJﬁuCue E?autze DaTL neaa avcns

p.

ans E' . On peut donc seunlesnent

déji fazt remarqaer qutun ensembls fziblement compact dans &’

n‘est pas nécessairenent éguiconting. (Appendice, exerec. 3c.)

=

PROPOSITION 8.~ Soit Qg un ensemble de varties borndes de B . 8i on

nonit 1le dual B! de E de la topolocie de la conversance uniforme dans

les ensembles do (5 , la forme bilindasire canonigue (x,x') ;<x x‘;}

L}

est siparément continus relativement 2 licnsenble 5% et &4 l'lensembls

-

es partvies éguicontinues de EB?.

2 /
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In effet, soit B un ensemble de @; ; ¢ un nombre > 0 guelcongue,
Soit4{ un élément fo de K tel que } J&{:gjﬂ ; les relations xz€B ,
Vs t B°A.  est un voiginage de O

o >

x'e B .JL wtr a0t 1
entrafnen <x,x/ < AL
dans E' . De nBuo, si H' oot une partie dquicontinue quelcongue de E' ,

t, il existe un voisinase U de O dans B tel que ;Hic uo'? les Pelations

;fx~é Al s Z'€ H' cntrafneunt done <<;x, ;>1<; !jl! / ; ce qui

acheéve la dénmonstration,

4. Dual d'un espace guotient. Dusl d'ume somme directe tonolagique.

FPROPOSITION 9.- Soit V un sous-espace vectoriel fermé de E , o ‘applica

" tion canonigue de £ sur BV , Qg‘ vn enssmbie Ge parbies borndes de B .

i
5i, & toute forme lincaire continue u sur E;V'g on fait correspondre

to forme 1indaire continve wuwep sur B , op 44finit un iscmorvhisme de

1

llespace dual (3/V}? de E/V » muni de la topolosie de ls converrence

- uniforme dans les engembles de @{653 ), sur le sous-espsce V° ds E!

orthozonal & V , muni de la topolomis de la conversence uniforme dans

les ensembles de (&

ela découle aussitdt de la prop.Y du ¢ 3, compte-tenu de co que

des structures

%—J
£
]
’tﬁ
?«-J o
O
("5'
'«J
)
]
&
\L
o
i
o
{
et
;
L
fout
i
fete
n
£
O
3
el
o
éa
QW
fu

P
~ie faible o((z;:/W}ﬁ £/V) sur ls topolosic induite sur V

topolorie faible of(E£!,E).

11 suffit d'appliquer la prop.Y au cas oh s est llensenble des
parties finies de & .,
£ a > O -
; on a &videmment Il =E7,

'application canonigue de E sur Eﬁﬁﬁ la prop.y montre que le

b
il
A
=
&
R
ot
'.)
et
fo
ok
O
e
o
fed
O
£
e
0]
e
]
fomed
o

y

» convergence uniforme dans les

 IAS ama o o d o Ll Ubaeatie B bl dtd it b AL Cote it s Anbiing
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les ensembles de '@(Qg ), est isomorphe & E' muni de la topologie de la
convergence uniflorme dans les ensembles de (g: . On remarquera en outre
que le dwal de E /il est géparant par définition de Il . L'étude des topolo-
ies sur le dual d'un espace vectoriel topologique peut done toujours
se ramecner auv cas des duals séparants.

La prop.10 du § 5, appliquée au dual d'un espace produit, donne de
m8me la proposition suivante :

PROPOSITION 10.- Soit E un espace somme directe topolosigue de sous-

23
cspaces i, (1€ ig¢n), identifié canoniguemert & l'espsce produit

TT %, . 8oit (& un ensemble de parties bornées de B iel que pour
: i

{4 “5";”’
btoute partie Be€ (o ; Llensemble | i pr.{(B) soit contenu dans un
‘=1 = ’
- Y DR Qaﬂ 2 ~ &
ensemble de (5 . Soit B, le sous-espace 2. 4 , supplémentairs
A apee 1 TEL g mEaa

; 7
de s, . Le dual B' de E nuni de la topologie de la conversence uniforme

dane los ensembles de Q; est somme directe topologicue des sgus-espaces

I, regpectivement orthoronsux aux Ei ; Dour chsque indice i le sous-

espace ﬂg de B' est isomorphe au dual de i, , muni de la topologie de la

e

®
y o

convercence uniforme dans les intersections svee i, des ensembles ds Q;

0 Rk Lo o
et _le sous-espace . , orthogonal & @i s €53 _6mal & zﬁ Ré :
Y '#é
La prop.10, appliquée su cas ok Qé’ est l'ensemble des parties
Tinies de E , montre entrs autres que la topologie o(B',E) est identi-

e

que au produit des topologies faibles o{(H,_ % ).

;)

¥

s <y

2. Sous-espaces vectoriels d'un dual.

o
-t

V! du dusl d'un sspace

--,}",.i,g = e - 2 (3
TINOBB4E 2.- Pour tout sous-cgpace vectori

acend

““¥octoriel topolosigue £ , l'adhérence faible V' de V' dans 5! est érale

= e

£

' au sous-gspace (v19)° orthoronsl su sous-sspace V'!° ée E orthoronal 3 V1.

11 revient au m8me de dire que V' est l'intersection des hyperplans
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Ces hyperplans sont évidemuent faiblement fermés, donc ausgi leur inter-
section ; pour montrer que cette intersection est identique & V' , i1
suffit de prouver que, pour tout x’%V’ , i1 existe aeV'®° tel quo
<a,x'>750 . Par hypothése, il existe un voisinage faible U' de x' ne
rencontrant pas V!, c'est-é-dire qu'il existe un nombre fini de points
;€ E et un nombre o >0 tels que pour tout J'¢ B! satisfaisant aux
inéralités %<ai$x‘»y';}3 £ o pour i ign , on ait y7¢vf . Soit
W' le sous-sspace vectorisl faiblement fermé de B! défini par les n
équations <ai,z'> =0 (1£ign) ; par défini?ian, Ut contient la
variété lindaire x'+W' , donc cette dernidre ne rencontre pas V' .
Ce dernier résultat peut encore s'exprimer scus la Fforme x'% Y-
par suite (alg. ,chaep.1I, § 3,prep.9) il existe un hyperplan H' dans B!

contenant V'4+W' et ne contenant pas x' ; mais comme H' contient W' s

11 a une équation de la forme a,2'> =0, oh aeV'® est combinaison

lindaire des a; {il=., chAp.11, §4,n%) , ce qui achdvé la démonstration.

COROLLAIRE 1.- Dans E!', tout nyperplan faiblement fermé E! a une

Sguation do 1z formo <« 2,x' > =0 , gh &€k .

Bn effet, on ne peut avoir H!%=E0 ; Sans quoi on en ddéduirait

Hi=H'=(H'%)%=E' on vertu du th.2 ; il existe donc dans E un point

rwie- ;8»%5'0 tel que <a3x'> =0 pour tout x'ec H! ;'Nco.rme li'ensenble des

x! € B! tels que <a,x5> =0 n'est pas E' tout entier, cfest un
; }hyperplan, gui est donc identique & H' .

Un peut donc encore exprimer le th.2 en disant que pour tout sous-
espace vectoriel VY E' , l'adhérence faible V! est 1l'intersection

des hyperplans faiblenmont fermés contenant V' .

COROLLaIGE 2.- Toule Forme lindaire faibloment continue dans E! es

de ls fomme x' —><« a,x'> , ou' s€k .
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b effet, si u est vne forme linGaire #0 faiblement continue dans B' ,
u(O) est un hyperplan faiblement fexmé dens B!, donc (cor.1) il existe
a€B tol que u(x')= a,x'> pour tout x'e€ £ |
Remargueg.~ 1) 8i le Gual de £ est géparant, une forme linéaire faibla-
ment continve dans &' peul se metire sous la forme x! ——-,:><a,x />
d'une maniére et d'uns seule, puisque si < a«b,x'> =0 pour tout
x'e B ona a=h ;
2) Le cor.2 nontre que si E n'est pas complet, les topologies faibles
A
o(B!,B) et o{B',E) sur B' sont distinctes, puisqu'il existe alors
sur B! des formes lindalres continues pour la seconde topologie et
non pour la premidrs.

CUROLLAIRE 3.- Tout soum-em,ace vectorisl faiblement fez‘me V! do B est

isozorphe au dual de liespace guotient /SI*O . 2uni de 1a topologis
faible.

#n effet (cor. de la prop.Y¢) ce dual est isozorphe au sous-sspace
(v1°)° de B' , qui est identigue & V!

COROLLAIRE 4.- Pour gu'une famille {}:;) soit Popolomicuement libre dans

&% puni de la topolocie faible,; il faout et il suffit gue pour ’cou‘t indice
x ,ilexiste a, € B telgue (a,, x' > 0 ot <.a£§ x! >—»(}
pour tout 7 #» .

En effet, cet tte condition exprims qutil existe dams E' an hypsrplan

faiblenent fermé contenant les x*ﬁ ‘dfindice ;-‘5 2 et ne conienant pas

xt, (cor.1) ; dtapriés le th.2, cela équivaut & dire gue x', n'apper-
tient pas au sous-espacs vecioriel faiblement fermé engendré par les x;

dtindice x

S

COLRCLLSIRE 5.- Soit E un espace vectoriel topologigue & dual sdparant

(n°2). Pour gu'un ensemble A' soit total dans le dusl E' munide ls

topoloic Faible, il faut et

1 suffit gue, pour tout x€E el gue zfiﬁg

i
i1 ariat § H - S L5y
iiexiste x'e€A' telgus x,x'> #0.
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in effet, soit V! le sous-espace vectoriel engendré par A' ; d'aprés
le th.2, la condition V'=E' est 6quivalente & (V'0)°=E' ; comme V'°
doit &tre orthoronal &4 E' , on a d'aprés 1l'hypothése V'Ozép}- et réci-

proquement, ce qui démontre le corollaire.

6. Transposée d'une application lindaire continge.

Soient E et ¥ deux espaces vectoriels topologiques sur un corps valué
K non discret, et soit u une application linéaire continue de E dans F .
Pour toulte forme linédaire continue y' sur F , l'application y'ou est une
forme linéaire continue sur £ . Lispplication y'—7%u , qui n'est
autre gue la restriction au dual F! de F de la transposée de u d&finie

: . * ;
en Algdbre (comme application de F% dans B ; ef.Alg., chap.II, §4,n°9)

est donc une application linéaire de F' dens le dual B' de E ; par abus

de lapnzage, clest cetic application gue nous appellerons la Lransposée

de u et noterons ‘u ; elle est caractérisée par 1'identitd en xcE st

yie P!
10 a3t > = Lx, buly) >
51 v et v sont deux applications linéaires continues de E dans F

¥
on a f(m»v): Cot Ex S b(Jku}=¢i,zru pour tout scalaire A appartenant
au centre de K . 81 € est un troisidme espace vectoriel topologique sur
K , v une application lindaire continue de & dans F , v une application

- . : . g i g
linéaire continue de F dans & , on a (von)= “a ofv .

PROPOGITICH 11.~- Pour Gtoute partie A dc B et toute application linéairs

continue u de Edens F , on & /?' , /i/wﬂiififf/}?f
o | e Y L
(2) (u(8))® = 6% °) . & ‘“ vuy CHPTT]S

Clest une comséguence évidente de (4) et de la définition des
ensembles polsires.

Ls relation (2) cntraine par suite que 5&({&(&}}0) A
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PROPOSITION 12.- Soit 6 un_engenble de parties bornées dans & , 4~

- 7 / g, .l - -~
un cngemble de parties bornbes dans F i @ et EE:J étant invariants

paxr homothétie et tels que pour toute application continue u de £ dans
P,olle ) — ¢¢” . Doaus ces conditions si on munit B' (resp. F!)

de la topoler-ie de la converrence uniTorme dans los ensembles de /‘\5’

(resp. % ), pour_ toute application lincaire continue u de & dans F 3
&

u est une spplication lindaire continue de F! dans E' .

En effet, lorsque 4 parcourt @ 5 A° parcourt un systéne fondamental
e . o

de voisinages de O dans B! {(prop.6), et comme wu(a)é < , (u(a))® est
un voisinage de U deons F! tel gue gu((u(ﬁ))o) — 4%, atot 1a
proposition.
' g Rk

On peut appligquer la prop.12 en prenant pour (& (resp. <} ) l'ensen-
ble de toutes les parties bornées, ou de toutes les parties précompactss,
u dc toutes les parties compactes s ou enfin de toutes les parties finies

%

ds & (resp. F). Cc dernier cholix prouve gque :

COMOLLALRE.- Your toute application linc¢aire continue u de E dans F ,
k

u est _une application lindaire faiblement continue de P! dans B!

Les ensenmbles de parties (5 et %’ étant supposés satisfaire & ls
méme condition que dans la prop.12, nous désirnerons par cf(F‘ ,E1)
i'espace des applications lindaires continues de F' dans K', pour les
topolories respectives de la convergence uniforue dans les ensemblss de
ﬁj et dans les encembles de G_; . La prep.12 nontre slors que l'épplia
cation u —s Eu est une application lindaire do 1l'cspace c_,[j (B,F)
dans cc (F',8') ; nous désirnerons par ‘{:H l'imace dfune partie H
de eC(E,F} par cette application.

Un notera que u—> tu n'applique pas en génédral QC (8,F) sur
oL (F',E1) ; avtrement dit, une application linéaire continus de

F' dans E' {pour les topologies envisagdes) n'est Pas nécessaire-
. ment




B0
la transposée d'une application linéaire continue de E dans F

(ef. chap.III, © 3
PROPOSITION 13.- Soit Gg (resp. % ) l'ensemble de toutes les partics

bornéss de E (resp. F). Pour toute partie H de L(E,F), boraée pour

e g

1z _topolorie de la conversence uniforme dens les cnsembles de @5 s

1'ensemble “H est éguicontinu dans céi(?',E’).

11 Pfaut prouver qu'étant donné un voisinace U! de O dans E', il existe
un voisinage V! de C dans F! tel que gu(vi)c_:; U! pour tout uwueH .
(o peut supposer que Ut=B° ; o B 6{2; (prop.6) ; comme H est borné
dans QZZ(E,F) par hypothése, pour la topologie de la convergence uniforme
dons les parties de (& » la réunion C des ensembles u(B), ok u par-
court H , est un ensenmble borné dans F (prop.8) : vi=C® est alors un

voisinage de O dans F' , et on a ku(GOE{:;BQ ; pour tout ugH , car
g . (u(B))° pour tout ucH .

PROPUSITION 14.- 30it u une apnliecation linéaire continue de E dans F :
ASECITIT Tlprmse ’

O
si u(k) est partout demse dans ¥ , %u ost une application lindaire

bivnivogue de F' dans &!

Je
En offet, dire que “u(y')=0 signifie que y' est orthogzonal & u(E)

(prop.11) ; si u(B) est partout dense dans ¥ ; la relation

é1@;1(:;’):0 entraine done yi=0 .
Au chap.IiI, nous montrerons que,; pour les espaces localement
convexes séparés, la réciproque de la prop.i4 est exacte
{cf. Appendice).

PROPCGSITION 15.- Soit v unc gpplication linésire continue de E dang F ,

telie gue u(E) soit partout dense dans F . Soit & (resp. & ) un

ensemble de parties bornées de £ (resp. F) invariant par homotiétie et

telgue wW(® )X . rPour que ©

G scit un isomorphisme de F!
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§é§§ E'" lorsqulon nunit B (fcap. F*) de la topolorie do la convergence
4 ’/ Ll ] 2 - & x L3
sniforme dens los ensembleg de (5 (vesp. <)), il faub et il suffit que

pour tout ensenble B € G , il existe un encemble A € 45 kel quse
B = (u(a))°°

12 s 4 » -
vn effet, lorsque A parcourt CE; , les ensembles A° forment un systéms

fondamental de voisinaﬂas de 0 dans B! (prop.6). Les imagses réciproques
T ensembles a°N Eu(F) lorsque & pafccurt 651 sont les

ensembles (u(a))® . Comme %u est bivnivogue (prop. EJ} “polir Que L

[

4
s0it un isomorphisme de F' dans £' , il faut et il suffit, en vertu de la

prop.6, que pour tout cnsemble B 6<3j il existe A € tel que
b Pl Py L0 .00 :
(2(a3)%= 8% . or cotte relation eniraine B B = (ulA)) Cimt

o . SR ) . iy ; :

TECIproguanent, conae MO =y bour toute partie de E , la relation
L 00

Ch )

-,
ot

entratne (u(a)i®c 8% .

il F est i'espace quotient de E par un sous-espacs vectoriel

Termé W , et 9 ltapplication csmonique de E sur F AR transposés t@
nfest avtre que l'application canoniqae de w° dans B ; clest un'isomcr»
phipne si on munit B! ds la bO@Ongle de la convergence uniforms dans les
ensewbles Ge Q§ , ot F1=¥° 4 1a toroxo ie de la conversence uniforme

dans les ensembles de o( (S ) (rrop 9} . 'ff@‘w?ﬁ; ﬁgilzlﬁf;jfxyh

PLOYUSITION 16.- Soient E et F deux espaces i dual séparant ; Do&r-gu’uné
gpplication linésire continue u de £ dons F soit biunivogue il faut st

ii suffit gue 5&(?*} soit faiblement dense dens B! . ?

En effet, la relation (1) montre que la relation u{x)=0 enirains gue
i
x est orthosonal & V= "u(F'}), et réciproguement en veriu ds l’uvpathege
n e 50
F*“:%G% . 31 u est bivnivogue, 7O eat donc réduit 3 O, et par suite (th.2

V")=U , autrement dit, 6&{?'} cot Taiblement dense dans £'. Récipro-

2 SF s =0 Pa oy = = = = 7 -
guement, s8i V=E' on a2 V =(¥) = %Gf dtaprés linypothise, donc u est biumi-

yogue,
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2 5. Espaces vectoriels topologiques métrisables.

4. Propriétés des espaces vectoriels topologigues métrisables.

FAAA

Soit B un espace vectoriel topologique métrisable sur un corps valué
non digeret K . L'origine admet alors un systéme fondanental dénombrable

x'/i e voiginages dont 1'intersection se réduit 4 O . On peut toujours suppo-

,”oe'ﬂ en outre qu'un tel systéme (V } est tel que V +V +q &V, 5 ot que

n+1
la ‘relation g A} <1 entraine )g_ Vn e (§ 1,prop. 3) Inversement .

PROPOSITION 1.- Soit E un espace vectoriel sur K , et soit (V ) une suite

gécroissante d'ensembles possédant les propridtés (L ) et (LII) du Si s

tolle que V.., ‘Vn-i-’é e V s i _guc ltintersection deg v, se réduise & O .

Alors, si ( A ) est _une suitc 4'éléments de K tendant vers C, los ensem-

bles A T fomen* un systime fondamental de voisinasses de O pour une

topologie metmsablei gompatible avec la structure d'espace vecltoriel de E.
#n effet, pour tout A,J-o dang K , il existe m tel que I'A‘m \ :§ i_)g_i
donec J‘Lmvﬂc‘; A v {en raison de (Lf‘i)); Cela montre aussitdt ( §1,

prop.3 et 4) que les ensembles Am‘fn forment un systéme fondamental de
voisinases de U pour une topolosie sur E séparée et compatible avec la
gtructure d'espace vectoricl de B ; comme ceo ensembles sont en infinité
dénombrable, la topolosie qutlils d6finissent est métrisable (Uop.gén.,
chep.IX, § 3,prop.1).

On peutl en outre définir ls structure uniforme de E par une distance
inveriante d{zzy}::%xay&; X o }x! étant une fonction numérique 20

dans E , satisfaisant aux trois conditions :

o

3 gwxg ==lz§. - hj lfxé-;grgfg }vxi +§y£ ; ¢) la relation |z} =0 est
éguivalente & x=0 (Top.gén., chap.IX, 33 ,0°1). En outre, 1'hypothdse
que pour tout Vn- s, la relabicn !J\,E < 1 entraine )L‘Vn C V, montre

aussitbt, conpte tenu de la Géfinition de %xi (iop.gén. ,chap.IX, é’i,

prop.2) que lton peut ioujours supposer que la relation %J\_E £1
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entraine A*y }qg lx . Enfin, la condition (L ) du g 1 sipgnifie que

t

pour tout xbéiﬁ ; %J@f’% tond vers C avec A . aneraement, si la

fus fonction ix% a cos propriétés, elle 4éfinit une structur@ topologique

hétrisable compatible avee la struciure d’espaca vecnorlel @ B,; 8l Vﬂ
l'ensemble des x €8 tels que |x | 16?3, on constate en effet
3 $
8it6t que les ?a vérifient les conditions de la prop.t .

hemargue.- Leos espaces popmés forment une des classes d'espaces vecboriels

nétrisables les plus importantes, st il est clair gqu'une norme vérifie
les conditions que nous venons 4'énunérer. iMais il faut nolter que la
tepologie d'un espsce vectoriel métrisable B ne peul pas boujours 8tre

'8éfinie par une moxme (cf. 1, exerc.6) ; nous étudierons plus tard

dfizportants exzcmples d?espaces fonctionnels qui sont des espaces vecto-

ricls nétrisablcs meis dont la topologzie ne peub &tre définic par une ﬁégg
Tout sous-cspace vectoriel dfun cspace vectoriel topologique métrisable

E est métrisable ; il en est de méme de tout espace guotient Ef? de B

par un sous-espece vectoriel fermé V {Téa.géﬂ.achap.zx5 ?},Q?op.é). Tout

prodult d'une famille dénombrable diespaces vectoricls topologigues

=

métrisables est nétrissble (Zop.gén. ,chap.IX, 92,cor.du th.1). Le
complété E d¥un espace vestoriel tap@ opicue métrisable est un espace
?ﬂcueriel métrisable sur le corps v al?é complet K

Boient B un ensemblc qu91003qae, F un ecspace vecbcriel métrisable,

<2§ un ensemble dénombrable do parties éekﬁ/; tel gue E soit la réunion
Ges ensembles de Qgg . Soit H un sous-espace vectorisl de ifespace

S%‘{E,F} des applications de E dans F , tel que pour tout né;ﬁ et tout

A £ Q; ; u{A) soit borné dans F ; alors llespace vectorisl B , muni de

ot
A}
c‘i\-
Q

)

ologie de la convergence uniforme dans les ensemblss de (S

est méirisgble ; en effet, si 4 est une distance conmpatible avec la

-3
7

topoloric de F , la structure uniforme de H sst définie par la famille




15

_65
des Scarts E;A(u,v}: d (u(x),v(x)), ob A parcourt l'ensemble dénom-

y(
brable Q; .

Les conditions précédentes sont remplies en particulier dans les

cas suivants

420

i B est dénombrable,

>, (),

: llensemble des parties fimies de & ,
H un souc-espace ?Guuor701 quelecongue de 7 (E,F)
2° B oest quelcouque, 655 réduit au seul ensemble E (topologie de

la convergence uniforme), E un socus-espdes vectoriek de l'espace

iéi(@,?? des applications bornées de £ dans F ;

© & est un espace topolopique localement compset et dénombrable

If.:."‘ e S 7 2 < = 2 A Sl 5 ~ i
; 5 une suite crolssante dc parties compactes de B

dont la réunion est E , H un=sous- »4_$/c$4%ec§ﬁrie¢fdaxi egpace
> (B,F) des spplications gontinues de £ dans F
4° E est un copace vectoriel égpaiagi@ae dans lequel il oxiste un

suiskéme fondamental démombrablo de parties bornées, (5 est ce

-

ig
systonme, H un sous-espace vectoriel de l'espace c{j(m F) aes

o1
(]

appiications lindaires continues de B Gans F .

Dans un espace vectoriel métrisable, les ensembles bornés déterminent

el

On

1z topologie ; de fagon pr

(34

e 3

t E un ospace vectoriel métrisable. Soit V une partie

foels

» PROPOSITION 2.~ So

[N
g»v

" de B telle gue la relation §¢if {1 ontralme AV < V. Si, pour toute

guite (x ) tondantvers O dans F il oxiste un o#0 dans K tel gue
t ;

=

~uX €V pour iout n, glors V osi un voisinare de O dons E

En effet, soit (% / un systéme fondamental déeroissant de voisinsges
de O dans E tels gus Eit{é;? entraine _ﬁ,V,CZ,V ; 8l (4 ) est une suite
dféléaents de K , non nuls et tendant vers 0 , les ensemales Jkif

"":‘4

% £

f@raenz encore un systéme fondamental de voisinsges de O

i 7 = : i
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Cela étant, si V n'était pas un voisinage de 0O, il ne contiendralt aucun
des ensenbles JKIJQQ ; i1l existerait donc une suite (am) de points de E
g -
telle que a_¢& .)va et a gﬁv . Lo suite (Js a, ) converse verc 0
& :G» n

n
dans E , mais il ne peut exister BL.CUL f:r./;éu dens K tel que a.JL e, € v
pour tout n : en effet, comme fL aﬂ tend ve};s O dans K , on aurait
4 partir d'un certain rang, IIJJ";. ?}{ ,.)L; 8’11) £V , contrairenent &
la définition de (a/} ; novus aboutissons sinsi & une conclusion absurde,
ce qui établit la pz*g@ositiow.
PROPOSITION 3.~ Soient E un espace vectoriel méirisable, {Bn} une suite

guelconaue de parties bornées de B . 11 existe slors une suite (A n}

Oy
5
e
(o
i

de_sealsires %{) telle gus ls ¢ deg onsembles A B goit bornde.

v ~
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En effet, soit (‘J } un systéme fondamental décrcissant de voisingges

rra—

y ¢ o =
ds U dans E , tels gue la relation %J& £ 1 entraine ,}g_Vm . T‘ia 3

Par hypothése, pour chaque n , on peut déterminer une suite {@m)

(2=1,2,...) de scalaires #0 tels que % By V5 ot en_raison-de-

~IThnypothésesur los Vo =5 '3 SUpposer ‘ '
aypot er PE V ;OB peut toujours supposer que | "1 " G‘ﬂmz
pour tout m . Prenons slors “‘;{“n:“‘m ; €t meontrons que la réz_mmn B

des A an est bornée ; en effet, pour tout indice m , on a

-

amfﬁac, ‘Jm pour tout n ; comme on & | pour n 232, ona

P it

i i
| G Z 10
nn 155 | mn |

2 3
fortiori ‘ALnEn =0 B c V. pour n>a; dfautre part, il existe un

nn on @
ft€ K non nul tel que g,,v_g% i zf‘h pour 1< ngm ; comme on peut

supposer }g»b! €1 ,onsuraasssi uBCV , ce qui démontre la
‘ m

ok

2. Fonctiong lintairgs définies dars uvn ospace vectoricl métrigablie. -

i

PUOPOSITION 4,- Soient E un espace vscitoriel nétrigable, F un espace

¥ectoriel topoloriguc guelcongue. Four gu'une application linéaire u

Ge E dans F socit continuwe, il fauv et il suffit gue pour toute suite (sz}i

de points de E tendant vers O , la suite {u(zn)) scit bornée dans F . J
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La condition est évidemment nécessaire, sans hypothése de nétrisabilité
sur B (31,prop ). Pour montrer auleclle est sullisante, considérons un

voisinaze V de C dans F , tel que j .)x! 1 entraine )LV - ¥ Si

gﬂ

W :‘h/jﬁ,(V), la condition EAE < 1 entraine aussi A W v ; d'autre part,
gi la suite (xn) de points de E tend vers O, il sxiste par hypothése un
élément af() dans K tel que au{xﬁﬁa{&zﬁ)é VY pour tout n , d'oh

ax € W pour tout n . La prop.2 montre donc que W est un voisinage de O
dans E , clest-&-dire que u est continue,

THEORBUE 1 (Banach).~ Soient B ot F deux espaces vectoriels métrisables

bx)
@
@0
B

¢t complets. ZTouite appl ion linéaire continue v de E sur

homonorphisne.

11 fé,u"t: prouver que l'image par u de toubg ensenble ouvert dans E est
un ensemble cuvert dans F . Hous munirone chacun des espaces K,F d'une
distance conpatible avec sa topologie et invariante par translation (no‘i).
Lious utiliserons la notation Br('x) pour éésipgner, dans un sspace métri-
que, la boule fermée de centre x et de rayon r .

Le théordme résuliera des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 5.- Soient E un espacé vectoriel métrisable, F un espace

;gge“teriel nétrisable et complet, E ¢t F étant munis de disbances compa-

tibles avec lem" tovolorie et invarisntes par transiation. Soit u une

application lindaire continve de E sur F . Alors, pour tout pombre r>0,

il oxigte un pombre o >0 tel gue 1'imace par u de la boule B £(0) de

t-’ii

goit dense pa,r rapport & la ocme E (0} ge F .

$6it V un voisinage de O dens B ; i:e}, gue ViV B_(0) et que

g}q,«g 1 entrafne AV < V . Soit dtautre part o un élément de K tel que

Ec.l > 1 ; alors la réunion des ensembles 'V est E tout entier, car

pour tout x¢E il cxiste Be€K 1tel qus {3&; - ot sl n est assez grand

GO \refandfin, L Y Lo
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pour que | Bl<! al on 2 aussi xX€aV . Par suite
{ E s 5
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ensembles u(anV):anu(V) est F tout entier ;

Baire, l'un au noins des ensembles
, 5,th.1 et

; comune -u(V)=u(V) , on a -ulVv ?ﬂafvs
zﬁj+uiV} ; conmme ce

(Tgnaﬁén,,chap.lxs

de
u{V+v},

/
dn

c1l

de O dans F , ce qui démontre 1s

Cn notera gu'len raison de lfinvariance

-3 ); et par

voit gue

propesitioca.

u(B_(x)) est dense par rapport & Bg(u{z;).

PROPOZITION 6.-

Scient

la réunion des

comme F est un espace de

Z}- ra - ” -
au(¥) =2 un point intérieur

suite u(V) admet un point

dernier

des la distance par

conplet. Soit u
suivante :

guoel gue soit ls nombrs
(ﬁb@&ﬁﬁuﬁ /ge r) tel gue pour tout

une spplication centinue de E dans

s,

»

&=

dtoh résulte que O

engemble est contenu

a(B_(0)] est un voisinage

translation,

E et F deux espaces méiriguss, B &tant suprosé

, ayant la propzriété

il eziste un nombre p_>-0

"

par_rapport & la boule Bs(u(x)}.

a >r , llimare u(B_(x)) contient ls boule B, (u(x))

Soit en effet

oo

2,
=4
D=0

ry=r , et a=

nombre p {avec

B (u\x)) pour tout =x¢E ; en remplagant p_ par inf(pn,

On

on peut toujours supposer gue

soit Z? un point de E , et solt ¥ un point de B (u(x ).

r/+o<>

%

xek , llipage

u(B.(x)) soit dense

Dzns _ces conditions. pour tout nombre

(r, ) une suite infinie de nombres >0 telle que

. Pour chague indice n , il existe un

llm

.!;ﬁ

— QI.?. =

montrer gue y appartient & u(B (x ))

lious allons déterminer par récurrence uvne suite (x )
@e E telle que pour tout n 3
(Tiz 1),

u(x )eB, (y)

nt1

1

) tel que u(B_ (%)} soit dense par rapport &

3

-

T

i X
E) bour 3-'1>‘3 3

Hous alleons

de points
n;>O -
, on ait XaﬁBfn(Knbﬁ) et
xs sont déterminés pour 41 ign-1 et



Be
satisfont & ces relations, on a veB) (u(x:(l 1)) ; comme l'image de
- 5 :
B, (x 1) par u est dense par rapport & B_ (u(x 1)), il existe un
n & Dn N~

point x¢€ Br (x_ ,) dont 1'image u(xn) appartient au voisinage

4
n ﬂ“f
B, (3) dey.
n+1
La suite (Xn> est uno sulte de Cauchy dans E , car la distance de xn
8 x najoré i 4 = s , Qui. esv arbitrairezent
kD est majorée pa Tt s 4 atp 2.9 8% ent

petit dés que n est assez grand. Comme B est complet, la suite (x,)

converge vers un point =xX€ E , et la distance entre X, et x est majorée

w .
par > T =a , donc xeB_(x ). Comme u est conmtiaue, la suite (u(x,))
= m b

converge vers u(x) ; mais on a u(xﬁ'}g B (y), done y=u(x), ce qui

Ot
achéve la démonstration.
Le th.1 entraine les consdéquences suivaniss :

COaCLLAIRE 1.~ 81 E et F sont deux esnaces vecloriels métrisables et

conplets, toute application lindairc corbinue ot biunivogue u de E

sur P est un isomorphisnme.
En particulier, si E et F sont des espaces nornés complets e 1§

s f

existe un nombre a >0 tel que [u{x)| z4. |[x

R\
L

2 lxil pour tout =z €E .

CORCLLAIRE 2.- 81 E et F sont deux espaces vectoriels métrisables et

complets, pour gu'une application lindaire continue u de E dans F

s0it un homomorphisme, il fout et il suffit gue ulE) soit fermé dans F

La condition est nlcessaire, car si u est un homomorphisme, u(E) ,

iscmorpho au quoticnt E/ "u%(i)} , cst conpist (Top.gén., chap;IX, §5 5

prop.4 ), donc ferad dans F . La condition ast suffisante, car si u(E)

&
k3
$]
i~
M
0]
ot
by
o
[
Q
=
o]
fredo
¥
®
e
;
&
L
S
£
8
ot
»
al
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CUROLLAIRE 3.~ Soient E un espace vectoriel, ¥ et ¢ deux topo-
» 1 )

losies sur B compatibles avec sa structure d'espace vectoriel et pour

chacune desquelles B est métrissble et complet. £Si %Z et %% sont

conparables, elles sont identigues.

kEn effet, si B, et E2 sont les espaces vectoriels topologigues obtenus

en munissant E de %§7 et Lg l'gpplication identique de lT'un de ces
L

Av chap.lII, nous donnerons dos exomples d'espaces E sur lesquels

il ¥y a deux topologies distinctes conpatibles svec la structure
d'espace vectoriel, non toutes deux méitrisables et pour chscune

desguelles E sst complet.

CONCLLAILE 4.- Soient B et F deux espaces veclhorisls méirisables el

ra

complets. Pour gu'une application lindzirs u de E dans F soit continue,

,mé.
il faut et il guffit que son sraphe dans l'espace produit E xF goit fers

La condition est nécessaire, le graphe d'une application coantinue
dens un cspacce séparé Gtant toujours fermé (Top.gdn.,chap.i, 28 éd,, §8,
cor.? de la prop.6). Pour ®oir gu'clle est suffisante, remarguons quiclle
entraine que lo graphe ¢ de u , sous-espace vecloriel femmé de lfespacs
a6trisable et complet BAF , est lui-mBme métrisable et complet. La
srojection gz —1953}(25 de G sur E , est une appiication linéaire conti-
n&e‘e% bivnivogque, donc un isomorphisme {eor.1) ; comme son application
réeiprogue est x —> (x,u(x)}, u est continue dans B .

Cn peut encore expriner ce corcllaire en disant gue si u est une
appiication linéaire non continue de E dons F , il existe une
suite de poinis {zﬁ) de B qui converze vers 0 et est telle que

la suite (u(xn)) ait une limite ¥#0 .




~Fde 1a comversence uniforme dans un ensembl

69

COROLL,INE 5.- Boit E pn ecpace veetoriel métrisebls et complet. Si V et

W sont deux sous-espaccs vectoriels fermés suppléuentaires dens E ,

s

0 - - 4 O Y. 3 ’
L est sonmame directe topologioue (§ 1,0°6) de V gt de W .

tn effet, VxW est un espace vectoriel métrisable et complet, et
l'applicatiin (y,z} ~—>ytz de VxV sur E est continue et biunivoqus,
donc un isomorphisme (cor.1).

2. Espaces de fonctions linéaires continues définies dans un espace

=

vectoriel métrisable.

PROPOSITICH 7.- Scient B un espace vectoriel métrisable, F un espace

vectoriel topolozique guclcongue. Si F est complet, llespace =~/ (E,F)

" des applications linéaires continues de B dans F , muni ds la topolOg

N———

& de partles vornées de E,

e
contenant toutes les parties compactes de E , est cvmglet

Dit en effet @ un filtre de Canehy sur 3{? B “‘} pour une telle
topclog;e Comme F est complet, {@ converge simplement dans B vers une
appllcatlon lin&aire U, de E dans F ; en eutr@, conme <@* converge uni-
formément vers o, dans toute partie compscte de E , u, est continue sur
toute partic compacte de B , ot ltimage par u, d'uns partic compacte

de E est donc compacte déns F , et a fortiori bornée Gans F . En parti-
culier, pour toute suite (Xh) de points de E tendant vers U, la suite
(u(zh)) est bornée dans F ; cela prouve {prcp.3) gque ué est continue
dans & , donec appartient a c{:(E, F) .

CUOLLAIRE.~- 3i K sst un corps valué compiet, le dual B' d'un ecpace

¥Yegtoriel métrisable E sur XK , muni de la= tcpologie de la converszence

uniforme dans un cnsemble G; de parties bornées des E , gcontenant toutes

lss partics compsctes de E , est complet.
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llous avons vu (§ 3, cor.de la prop.8) que dans cgf(E,F) tout ensemble

éguicontinu est borné pour la topologie de la convergence uniforme dans

un ensemble gquelcongue @; de parties bornées de E . Lorsque E est un

SN
espaee vectoricl métrisable et complet, cette propriété admet une récipro*

“ﬁEUﬁLum 2.~ Soient E un espace vecbor¢el metrlbable ¢t _complet, F un

m y

/
)

espace vectoriel topologlque4gepare queiponqgg. i une partie H est

bornée pour la topclorie de la convergencse simple, elle est équicontinue

(et par suite bornée pour la topologie de la convergence uniforme dans
un ensemble quelcongue de parties bornées de B).

Soit V un voisinage de O dans F , W un voisinage fermé de O dans F
tel qgue WW .V et que la relation % i%. ;{ 1 entratne AV W .
Soit U 1fintersection des ensembles “é(V} lorsque u parcourt H ; nous

Erms e

allqns nmontrer que U est un voisinage de O dams E . Soit T 1ltintersection
des ensenbles "3(%} lorsque u parcourt H ; cfest un ensemble fermé dans
E . Pour tout x€E , l'ensemble des u(x}, ok u parcourt H , est borné
dans F par hypothése. Si a€K est tel que gag >1 , il existe donc un
entier n tel que u(x)e<§%§ rour tout ueH . Cela signifie encore gue X
epparticnt & l'ensemble oP ; en dfautres termes, £ est réunion des
ensembles fermés o°T lorsque n parcourt l'ensemble des entiers >0 .
dais B est un espace de Baire, done (l'op.gén., chap.lX, §5), 1l'ud au moins
des cnscobles fermés a?T S et par sulte T lui-méme, a un point intérieur
yo'. Comme on a -T=T , -7, okt susol point intérieur do T , et par suite

0 est point intéricur de THT et & fortiori de U, par définition de W .

COROLLAIRE.- Dans le dual d'un espace vectoriel métrisable et complet,

toute partie feiblement bornée est éguicontinue.

Un notera gque le th.2 stappligue plus généralement au cas oh

l'espace vectoriel topologicue E est un espace de Baire

{non nécessairement méirissble).

ey



i
i
i
i
E

- est fermé, on aurait

-

i

~J

4. Continuité des applications bilindaires.

THEOBEME 3.~ $3oient B un espace vecltoriel mébh

risable et complet, F un

egpace topolocique métrisable, G un espace Ve

toriel topologigue séparé

guelconoue. Soit f uue application de ExF

st

ng G telle gue :

W

3¢
; o
d 1Y pour

x ~>f(x,y ) soit une spplicat

ion linéaire continue de E

tout yoeiF 2

dang G ; 20 pour tout 206;£ . y—‘ﬁaf{xsir} solt une application continu
de ¥ dans & . Dans ceg conditions, ¥ gst une spplication continue de

= B PO ‘ AT e 5
50it 4 une distance conpatible avec Tol-
S PECES = L T PSP L £ ooy 3 o
sinage fermé symétrigue de O dans G , &t .
T s . N Ay e ek - N =y N LN 2 - %
Pour tout xXe B , désignons par gix,; la bDorue supérieure des nombres

et supposons que pour tout voisinage V ds =

g{x} > pte . Soit 7, un point quelcongue ds
on aurait done f(xgga}nf(xgb)é,ﬁ

—=> £(x,b) sont cont:

#..h
i
g

x «-gaf{z,yo} et x
aussi, & la limite £(x,
cette relation est vrale pour tout Ve tel gue
déduirait par définition que

Cela étant, 1/pg(x) est une fonection semi-¢

finie en tout point 4

o
fa
-
i

4jg soit bornée

E ; comme B est un espace de

., 11 existe eV tel gque

#(y,0) < ote ;

2 3 7 Eu
; neis comme les fonctions

ues par hypothése, ot que W
¥, )~-f{x ,b)e W ; comme

d(y,:b) < pote , on en

g(xa};; p+e , ce gui est absurde.

o

cntinue inférisurement et

Baire, il eoxiste un
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Comme 2z —» £(z,b) est continue dans E , on en déduit qu'il existe un

voisinage U'< U de 0 dans E tel que ze€U' et d(y,b) < r entrainent

f(z,y)e WHHW . bnfin, si x, est un point quelcongue de E , la fonction

’
¥~ £ x ,y) est continue dans F , donc il existe r'< r tel que la
rela@io“ d(y,b) < ' entraine f(xo,y)«f(x ;DYEW ; dlot on déduit que
les relations x-x €eU' ot d(y,b) £ r' entrainent .

r(x,y)- &fyo,b)€;V+” HiT , ce qui démontre la continuité de £ aun point
(%5,b) qui est quelcongue dans ExF .

CORCLLAIRE.~ Le hypothises sur B gt G étant les mémes, supposons gue F

g Ce g &

S0it un esnsce vectoriel métrisable. Soil £ une application bilindasire de

EXFT dang G telle que : 1° pour tout y.¢ F , x wﬁyf{xgya} soit vne

s t@‘)
spplication lindaire continue de B dans 6 ; 2° pour tout x, e;E ¥

.YV} soit une application linéasire continus de F dans G . Dans

ces conditions, T est une application bilindsire continue de ExF dans 6

&

En paruxeaize =y On %Qlt gue si £ est géparément continue relativement

3 4 £ ‘C{t)"d 3 - I S A =1
4 des ensembieu quelconques (E; ; <. 48 parties bornées de E ¢t F res-

oot N e D /L C > Oz o it S S o T
pectivement {(cf/ $3.,09%), f oot continuedens E4 P .
S/ 7 3 Pt B A i E

YT oo 3 2 < e I o 1 B " .
J Le th., 3 el son corollaire stapplicguent plus

complet {Top.zém., cHap.IX, 55, exerc.2: /b)), ow'si on'ne suppos

plus P 'métrisabls (T4, exerc. 4}.
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Il revient au néme de dire que la topologie de E admet une base
dénombrable (Top.szén.,chap.I, 2). Bn effet, si (Un) est une base dénom-
brable de la topologie de 8 , et a, un peint guelconque de Uri , l'enseumble
des 8, est partout demse, toul ensemble ouvert non vide contenant un

des Un . Inversement, si (an} eat une suite de pointes formant un eunsem-
ble partout dense dans E , et si d est une distance compatible avec la

~topolozie de E , les boules de ceutre a, st de rayon 4/m (m et n entiers
arbitraires) forment unc base de la topologic de B : en effet, pour tout

point X, €L , et tout voisinage V de x, , il existe un entier p tel ¢ ue

(s}
la boule de centre X, 6t de rayon 3{9 soit contenue dans V ; dfautre part,
il existe un entier n tel que da(x, 28y ) < 1/2p ; la boule de centre a
et de rayon 1/2p contient x, et est contenue dans ¥ , ¢e qui prouve notre
assertion.

On déduit aussitdt ds cétte remarque que tout scus—éegace dfun espace

nétrisable de type dénombrable est de type dénoibrable. La déf.1 montre

de type dénombrable est de type Génombrable. Bnfin, si (E. ) cst une suite

dtespaces métrisables de type dénombrable, leur produit E = ﬁ. E, est
de type dénombrable, car si (U_ ) est une base dénombrable d%la
topologie de E ; ©0 a une base de la topolo~ie de B en considérant
les ensembles élémentaires produits d'un nombre fini dYensembles

Umk . (k parcourant une partie finie GQ@lCGEQﬁe Jd de M ) et des Eﬁ

X

O

d'indices n é;J (Top.gén., chap.I, 2° 6&d. ©8,n%

Sy

5i lc corps valué K {(non disecret) est dc itype dénombrable, pour qu'un

bty

espace vectoriel méirisable E sur K soit de type dénombrable il suffit

qufil existe dans E un cnsemble total dénombrable. En effet, si (a,) est

un tel ensemble, l'ensemble des co:binaisons linéaires % J&?a ;
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leg Jé appartiennent & K , forment un ensemble partout dense dans K .
5i 1 est un ensemble dénombrable partout dense dans K , toute combinaison

- » & =3 o~ 1. 2 > s i 3
iinégire 2@ Jikak peut 8tre approchée erbitralrenent par une combi-

J
naison linéaire 2 , o les (£, €L ; ces dernidres étant en
t k k { £
infinité dénombrable, £ est de type dénombrable.

PRUPCSTVION 8.- Boient B un espace méirisable, F un gspace métrisable

[ ; . —, o . .- -z - B .
“de_type denombraglej (& une fanille céénombrable de partlmv compactes

= '3

, telles gue tout point de E gppartieumne & un ensemble de &

s

ces conditions, llespace %?(&;?} des applications continues de B

F , muni de la %topologie de la converrence uniforme dans les ensen-

de (& , est un espsce nétrisabls ds type dénombreble.

Soient @ et 4' des distances compatibles svec les topulogies de E

+ T respectivement, et supposons les ensemnbles de 53; rangés en une

e

suitc (Kq} qufon peut supposcr croissante. La structure vniforze de
%f(ﬁg%ﬁ' st définie par la fanille dfécarts gg{fgg): ?%g r'd¥(f{x},
g(x)) , donc est métrisasble, Pour toul sysiéme de irois entibrs s (n,p,q),
désignons par A, liensemble des applications continues £ de B

.4 £
dans ¥ , dont la rescrietion & K, ost telle que la condition

al{z,y) €.1jp pour deux points quelconques de K , sniraine

ai(£(x),f(y)) < @fq,, comme toute spplication continue g?un espace

PR ot o i P i

Srra

connact dans F est uniformément ccnt&muc pour n et g fl?@S %f(E,F}
i =
- ©s8t ion des & o /p variable;. Bi on pfO&FG gaeg dans chagque ensen
Sﬁfu |
ole A , il existe un ensemble dénombrable B tel que pour
§ 2 a!} : i'l';}};q
toute fonoction fea, _ . , 1 existe une fonction geB; 5.4 satisfal-
i~ 3 z

2
sant & la relation Sm( lz rhunion B de tous les snsembles

T T <34 Fe % o = P = {E& "
B gera un ensemble dénombrable paritout demse dans (B,F). Or,
n,D.0 : ~
s 2%
= = = ¥ 2= 7 8 % R £
il oxiste dars K un enscemble fini (s.), - . _ . de points tels gue
Z Z LTI As’T

tout point =xc K_ s0it & une distance L1/p de 1l'un des a&; ;

2 = oy =
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dfavbtre part, il existe dans F un ensenble dénombrable (ba) tel que tout

point de F so0it & uvne distance <f@/q ‘un des bn . Pour toute applica-
tion i —>p(i) de 1'intervalle fﬁ 37 de N dans N ;, désignons par

Hp l'ensgemble des fonctions fé.A n,p,q telles gque l'on sit
d’(f(&i),bp(i)} < 1/a pour 1<igr ; les enseubles H?sont en infinité
dénombrable, et toute fonction fé'ﬁn,§gq appartient 4 un Hp au moins.
FPour chacun des HQ non vides, soit g, une Ponction appartenant & Hp >
ev soitv B l'ensemble des g ; aovs allons voir gue cet ensemble

i
n,0,Q
ond & la question. n effe:, si F

=)

(&3]
n
e

une fonction quelconque de

o »

A » 11 oxiste p tel que FfcH
;2,0 p

pour 1€ igr ; mais pour tout =xg Kﬁ ; 11 existe un i tel que

d(x,a,) < 1/p , d'of d’(f(x},f(ai)}‘ £ 1fa et at(g,(a; )8, (x)) < e ;

on en tire d’(f(x),gg(x)}ég f!g pour tout xE€K , ce qui achdve la

a3 2 f b
on a done 4 af(gi),gp(ai;)gg %/q

démonstration.

Renargue.- Un notera qu'on a utilis

e

exclusivement dans cette

3

dénonstration le fait que chacur des sous-espaces KB est compact eb

)-!

otrisable, et que la restriction de f 5 chacun de ces sous-espaces

¢

est continue. Il est done inutile &

oD

supposer que E lui-m8ne soit
nétrisable, et la proposition est encore valable pour ltespace

des applications de E dans F dent 1s restriction 4 chacun des Kn

est continue.

PRCPOSITION 9.- Soit B un espace vectoriel ;ap@lgniauewtel gu'il existe

dans E un enseable dénombrable partout densa. S0it F un espace vectoriel

»*"%topolorigus guelconque, H upe partie &ouicontinue de afkﬁ,?) ; sur H ,

la structure uniforme de 1a 2 _gonverrence simnle est métrisable.
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in effet, si D est uyle partie dénombrable partout dense de E , 1a
structure uniforme de la convergence simple (dans &) sur H est identique
& la structure uniforme de la conversence simple dons D > (§ §,prop.5),

donc est définic par une infinité doﬂOﬁquLlC d eﬂart , et par suite
est nétrisable. = . {.i“. Ty,

'COROLLAIRE.~- 8i K gst un corpgrvalué localement compact, et s%il existe

dans E unc partie dénombrable partoud se, ll'ensemble polsire de tout

(D\

veisinare de O dans £ est un espace compagt métrissble pour la topologie

faible o(B?,8).

PROPOZITION 10.~ S0it E un espace vectoriel métrisable de type dénombrabl

sur un corps valué de type dénonbrable. I1 existe dans le dual E!' un
ensenible dénombrable partout dense pour la topolosie faible of(EY,E).

Henarquons d'abord que si U est un voisinage de O, 1'ensemble polaire

W g PEa .
U est métrisable pour la topologie faible {prop.yY) ; d'autre part, si D

‘est uno partie dénombrable partout dense de E , 1z topolocise faible

'”«msur U° est identigue 3 la topologie de la convergence simple dans D ;

conze K est de type dénombrable, la prop.8 montre gue o° , uni de la
topologie faible, est un espace métrisable de itype dénombrable. Cela
étant, soit (U;) un systéme fondamental dénombrabls de voisinazes de O
~dans B ; B est la r union dos casorblcs U s car pour touve Torme
linéaire continue x!' sur E‘, il existe n te; que §<:x,xi>>15;1 pour
wout X€U, , ce qui signifie que x*€Y_ . Comme i1 existe dans ehacun
des UD un ensemble dénombrable partout demse pour la topologie faible,
la réunion de cec ensembles est une partie de B! dénombrable et partout

dense dans E' pour cette topologis.




¢
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Remargue.- Liéme s'il existe dans B une faiille dénombrable de

partics bornées dont la réunion est E (par exemple si B est normé), et
sl on considére sur E' la topolosie de la convergence uniforme dans les
engembles de @ s qul est métrissble, E' n'est pas nécessairement de
type d nombrable pour cette topologie (chap.III, exerc. )
Lxercices.- 1) .dontrer guc la somme directe topolorique dlune famille
infinie d'espaces vectoriels nétrisables et complets (§’f,o::erc.8)
n'est janais métrisable (se ramener au cas d'une fanille infinie dénom-
brable, et montre que l'espace somme dirscte topologique n'est pas un
espace dec Baire).

22} Soit E un espace vectoriel sur un corps valué K , muni d'uvne topo-
logie compatible avec sa structure de groupe additif, pcui' laquella B
est un groupe métrisable ; on suppose en cutre gue, pour tout A cEE

T o> A ox soit continue dans B ; et gue pour tout -xoéE ,j\,__;j\_xc

soit cont@nue dans K . sontror gue si lfun des deux groupes méirisables

w

;B esct conplet, la topologic de E cst compatible avec sa structurc
dtespace vectoriel (rsisonner comme dans le th.3). :

b} Pour itout nombre rdel e>0 , soit Ga le gﬁoupe topologique “R/& 2
et soit G le groupe topologique produit - 7:5“ ¢ (o parcourant ltenm-
senble des nombres '>U). Pour tout x &£ "Fé ;s S0it "ca(x) l!'image canoni-
que de x dans G, ; l'application x -eg»(ta(x)) est une représentation
binnivoque et continus de R sur un sous-groupe H de ¢ . L'image réei-
LrogQue ‘é par ¢ de la topolosie ds H est par suite une topologie compa-
4 tible avec la sitructure de groupe de T ; soit E le groupe topologique
obtenu cn munissant R de cette topolosie. uontrer gque ll'application
{)\, ,x} —= Ax de RxE dans E n'est pas continue, mais que, pour
tout A_ER , X — }g,oz est continue dans E , et que, pour tout

vég

i 2 < _—
X, 5 A — A x, est continue dans K .




%) Soit E un espace vectoriel métrieable sur le corps K , d une dia-
tance invariante par translation et compatible avec la topologie de B ;

on pose |x| = a(0,x) . Lontrer que, pour tout entier n , on a

% §xg.<j% %-%. En déduire que, si B est une partie bornée de E ,

4. L S, |

ggppixg est finie (autrement dit, B est bornée pour la distance d).
& D

(Raisonner par ll'absurde, en remarquant que dans le cas contraire, il
existerai uit ¢ pointe 3 telle l 5
sterait une suite (z,) & points de B telle que }xn}lg; n\x_n__1 )

4) Soient B et F deux ospaces vectoriels métrisables, et soit u une
application linéaire continue de E dans F . Si, pour toute partie bornée
Bde F, u(B) est bornég dans E , u est un isomorphisme de E dans F .

5) Soient E et ¥ deux espaces vectoriels métrisables et complets, et

soit v une applicatién linéaire continue de B dans F . uontrer que, si
 uniest pas une application de E sur F , ul &) est'maigre dans F (en

raisonnant comme dans le th.1, prouver que, si u(E) n'est pas maigre

dans F , pour tout voisinage V de 0 dans E , u(V) contient un voisinage

de O dans F ).

6} Soicnt E et F deux espaces vechoriels métrisables et complets, et

3 %; une topolegie séparée sur ¥ moins fine que la topologie donnée

Potn

80
| %; gur cet espace. wmontrer que si une application linéaire u de E
dans F est continue pour la topologie éé? sur F , elle est continue pour
la topologie %fo (utiliser le cor.4 du th.1). En déduire que si C;
et ?%’ sont deux topologies distinctes sur E , pour lesquelles £ est
j_métrisable et complet, il n'existe pas de topologie séparée sur E moins
fine que %2_ et %; .

7) &) poient B un espace vectoriel nmétrisable ot complet, d une distan-

ce sur B invariante par translation et compaitible avec la topologie,

} et H deux sous-espaces vectoricls fermés tels que BN z{§}, :
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.ontrer que, pour que .+l soit fermé, il faut et il suffit que, pour
tout entier n , il existe un entier m tel que les relations =x€l ,[;-/', ViV
a(o, x)} 1/'11 entrczlnen’c d(x,y) 1/m (utiliser le cor.H du th.41).

b) #ontrer que, si en outre K est de type dénombrable, et si E est
dimension infinie et a ua duval séparant, il existe dans E deux sous-
espaces vectoriels fermés M,F tels qus HNN :,ZO} et que M+N ne
soit pas fermé (se ramener su cas ol il exisite dans B un ensemble dénom-
brable partout deuse ; & l'aids de la prop.i10, montrer gutil existe
‘dans le dual E' une suite (a’) formant un ensemble total pour la
topologie faibleo, et alm’nrmaement librse. BSoit Vk ie sous-cspace

de E orthoconal & 1'ensemble des a; dtindice ix2k Pk un supplémen-

taire de V 4 bar rapport & V x 3 choisir dauns Pk une base de deux

éléments xI;-yk de sorte que si 4 est l'adnérence du sous-espace
en;gendré'par les Xk ; B l'adhérence' du sous-espace engendré par les Tycs
4 et H répondent & 1a question ; on utilisera a)).

8) 80it K un corps valué commutatif et non discret, 8 un ensemble

: infini quelcongue. | |

- %';a) Soit Dz(an) un ensemble infini dénombrable d'éléments de § .

¥ Pour tout A EK ol que !.,L i::\’ 1 , soit DY 1781ément de l'espace
normé C% ( ) des applications bornées de S dans K , tel que
u_)t(an)::/\.ﬁ (neN ) et u ) (v)=0 pour Eﬁ%l} . montrer que la
famille des u e est libre.

b) En déduire que toute base de l'espace vectoriel ' % K(S) est é&qui-
potente & x° (en utilisant a), montrer gus toute base de %K(S)'

a une puissance au moins égale & celle de X ; remarquer d'autre part

ot

que %K(a} est équipotent & K° , et utiliser llexerc.14 de Als.,

chap.II, g 1).
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LIVRE V
ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

CHAPITRE II (Etat 4)

ENSEMBLES CONVEXES ET
ESPACES LOCALEMERT CONVEXES.

Sommairs;

véfinition et propriéiés des ensembles convexes. 1. Définition d'un
ensemble convexe. 2. Intersection densembles convexes. Produit -

~ d'ensembles convexes. 3. Enveloppe convexe d'un ensemble. 4. Cdnes

LA

(X}

convexes. 5. Espaces vectoriels ordonnés. 5. Points internes dfun
ensemble convexze. 7. Ensembles convexes dans les cspaces vectoriels
topclogiques. 8, Cbnes convexes maximsux. Y. Points fixes des snsem-
bles convexes compacts.

Fonctions convexes. 1. Définition d'ume Ffoncition convexe. 2. Fonctio
gonvexes positivenent homogénes. 3. Fonctions convexes dans un
sspace de dimemsion finie. '

Espaces localement eonvexes. 1. Espaces locslement convexes réels.

2., Définitiom dfun esbace localement convexe par des semi-pormes.
5. Structure uniforme et comylétion é'un espace localement convexe.

4. Sous-espaces vecitoriels, espacess guotients et espaces produits
d'espaces loczlement convexes. Y. aApplications multilindsires conti-

nues d'un espace localsment convexe dans un espace localement

®e

convexe. 6. Kspaces localement convexes complexes.

Ensembles convexes dans un egsvace localement convexe. 1. Foints
internes et points intérieurs d'un ensemble convexe. 2. mnveloppe

- conveze dfune partie d'un espace loczlement convexe. 3, Espaces

LX)

tonnelés, 4. épglicatiené Position respective de deux ensembles

convexes. 5. Espaces sarnglea;ques. 5, ﬁxtension aux espaces localsn
ment convexes complexes.

Hyperplans d?agpui d'un ensemble comvexe. . Le théorime ds

Minkowski. 2. Séparation des ensembles convexes. Hyperplans dY%ppui.

3. aspplication aux variétés linédsiresz. 2. Prolongezment des formes

linéaires positives dams un gspace vectoriel ordonné.
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6. Application : dérivées des forctions & valeurs dans un espace

localement convexe. 7. Bxtension aux espaces localement convexes
complezxes.

§ 6 : Points extrémaux des enpembles convezes. 1. Facettes et point

extrémaux des ensembles convexes. 2. Variétés d'appui d'un
ensemble convexe. 3. Points extrémaux des encembles convexes

compacts. 4. Génératrices extrémales des cbnes convezes.
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LIVRE V
ESPACES VECTORIELE TOPULOGLQUES
CHAPIYRE II (ktat 4)

ENSEMBLES C OI\WEXES ET ESPACES
LOCALEYENT CONVEXES.

s e s s e e

§ 1. Définition et propriétés des ensembles convexes.

Dans les $31 et 2 de_ce chapitrs, il me sera gue

vectoriels ot d'espesces affines sur le corps des pozbres réels R

comme espace homoséne (alg.,chap.I, §7,2%) d'un espace veetoriel T ,

tel qus O so0it le seul opérateur de T laissant invariants tous les

points de I . Cn dit que T est l'espace des trenslstions de E ; le trans-

formé d'un point acB par ume tramslation L ¢ T se note attb

(ou L +2) ; si 2 et b sont deux points quelconques de E , il existe une
trazzélat;cn et une seule transforment a en b , qulon note b-a ; on a
g8=-a=0 , g-~b=-(b-a) htent donné un point acE , 1'application x —> x-2
est une application biunivogue de B sur T ; quand on identifie E & T par

cetlie application, on dit qu'on considdre E comme espace vectoriel en

@ dans E. Inversement, tout espaece vectoriel T pout
- 8tre identifié & l'espsce affine correspondsant su sous-groupe %‘G} de T
 (Alg.,chap.I, 3 7,n%). Lorsqu'on fait une telle identification, les

variétés linésires de E son: identifides aux parties de ¥ obtenues

par Lranslation & partir des sous~-cspaces vectoriels de T (appelés encore

alors variétés linGeires homogénes) ; ls dimension {affine) d'une variété




T T T TP T e

Y

linGezire affine ost égale & laydimensicn du sous-espace vectoriel dont
alle est transformde per translation. Etant donnée une famille (x,) de
proints de £ , et une famille ( )%. ) de scalaires nuls sauf pour un nom-
bre £ini d'indices st tels que Z ,/l. = 1 , on pose

Z _) x =at Z Jst (x -a) , pm.,nt qui ne dépend pas de acB ;
o.a ait qu@ ce pemt est le gentre de pravité de la famille (x a) lorsque

chaque x_ est affochs do ls masse (positive ou négative) A . Lien-

senble de tous ces uﬁ‘?ﬂ‘tfﬁ‘zﬁﬁ de gravité {(pour itous les choix possibles

o

des A tels que gi,; ./i 1) est identique & la variétd linéaire affine

14
engendrée par la .;mﬂi,:.},e} {x..)
Rappelons encore que s8i a est un point de B I - un vectenr #0 de T

{

» <. o P % 4 2
l'ensezble des points s+ A b , oh 4 2

-
=4
€
n
o
P
AV
&
-
o
o
]
(]
o]
®
o
HI

demi-droite fermds {(resp. demi-droite cuverie) dtorigins & et de veeteur

dirscteur k . 51 x et ¥ sont deux points de E , i'eunsemble des pointe
j&;x;’:%;-iy ;. 08 x>0 s 70 st Jé,%ng;z-’i (rosp. A >0 s L2>U0 et

A+ @ =1 lorsque x#y) est sppelé gesment & (resp._sesment ouvert)
d"’ex%rézaites x et y et noté _parfcis xy ; il est rédult & un point lors-

que x=y . Enfin, si x#y , le_sepmert ouvert en x , fermé en y est

1'ensenble dss poinis _Az’r“y o A+ $®=1, ]{!}0 s L7V .

1. Définition d'un ensexble convezxe.

s

DEFINITION 1.- Dams un espace gffine E sur R , on dit gu'un ensemble 4

ggt convexe si s Quelg_gae soient les peoints =x,7y ds 4 ,

=

ie segment

g L3

Cette définition ’qz;ivaut donc

&
points X,y de A ot le nombre véel 4 18l g
z= A xH{1~-A)y appartient 4 4 . Il revient au m8me de dire gue pour

tout L tel qgue O<ACT ,ona A




i
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Enfin, comme (1=-A)at Az = a+A(x-a) , vne autre forme de la défini-
tion 1 est la suivante : un ensemble A est comvexe si pour tout point
ac A , toute homothétie de centre a =t de rappér‘i; A tel que O <AL
tfaﬁsfome A en une pariie de A .
Exenples.- 1) Lisunsemble vide est conveze ; il en est de méme de
l'ensemble zéduit & unm point quelcongue de B .
2) Toute variété lindaire affine de E est convexze. _
7 . 3) Les seules partios convexes non vides de R sont les intervelles
(Lop.gén.,chap.IV,Q 2,prop.1). -

4) 501t B un espace vecioriel et g‘g x ég une norme sur E ; la boule

fermée B , formée dos pointe z tels que f| = §< 1 est comvexs, car
los relations [zl <1, ||gf <1 eontrafnent, pour 0SA K1,
fA=+(-Dy < A=l + C=MJfirle b £ (=A7=1 (er 82,0% ).

Sy
PROPOSITICHE 1.~ goit (z, ) ume famille do points d'un ensemble gomvexs A;

tout genire de pravité Z ..4’%.% x,

3
L]
L&)
b

, Bffeclés de masses positives

.‘1 3 3 =
A (telles gque 2, ,/{ﬁ =1), appartisnt & A .
i ,b £ : =
On peut évidemmeht se borner au cas ou' liensemble dfindices est un
2

\. . - : . = i Z >
intervalle fini E*& gp? de N , et o0& Jai > U pour tout indice i :
&

lz proposition est trivi%le pour p=1 ; Gémontromns-la par réecurrencs
3= P—"L X

. =2 5 — St : : 1 TY e .;Li € % .
sur p . FPosons o= cZ; A i;’ 0., et v= % ey X; ; lthypothése

£

Z; A E = y«yéo{"!- gsc)xp le point Z ﬁ;is:

£z

la 4é&f£.1 .,

ég récurrence cniraine qus y¢ A4 . gﬂmm’% j‘vgﬂ“ 22 et

; appartient & A d'aprés

=5

s

(]

PROPOSITION 2.- Sodent E et F doux espaces affines, f ion

i

lindaire affine de % dans ¥ ; lfimace par £ ds toute partie convexs de

o ¥

2 gst uno partie convexe de F ; l'imese réciproque par f de toute partie

convexe de T

eze de E .

? i'i"f T
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La premiére partie résulte de ce que 1'image par f du segment fermé

dlextrémités x,y est le segment fermé d'extrémités £(x),f(y) . On
déduit de 13 que 1'image réciprogue par f d'un segment fermé de F con-
tient le segment fermé aysnt pour extrémités deux quelcongues de.ses
points, d'0od la seconde partie de la prop.2 .

On notera en particulier que le transformé dtun ensemble CONvezxs

par une honothétie cu uvne translation est convexe.
CORCLLAIRE. -

ies_parties convexes nop vides d'u

ne _droite D contenue

D ello-m8ne, et les demi-droites

En effet, il existe une application lindaire affins biuvnivonus
s 1%

de R sur b .

501t H un hyperplan daus B , g{x)=0 une équation de H {g appiication

linéaire affine de E dans R ) ; on sait {Alg.,chap.IX) que les demi-

vriguement fermés (resp. cuveris) définis par H sont les

parties de E définies par 1l'une des deux relations g(x) ) 0, g(z) < ©

(resp. g(x) >0, g{x) <« 0). Comme ce sont les images réciproques de

Ed

demi-droites par une application linéaire affine, on voit que :

 PROPOSITION 3.- Les demi-espaces &l?sﬁﬂé;ﬂéﬂsﬁﬁ&xermes {resp. guvert s)

définis par un hyperplan sont des ensenbles convexes.

Rappelons qu'une partie dtun espace effine est dite d'un méme coté

€résg gtrictement d%'un mBme ofté) d'un hyperplen B si elle est eante»
rus dans un demi-esnsce slgdbriag uement ferms {resp. ouvert) défini par B

PROPOSITION 4.~ Soit H pe byperplan dans & . Pour gu'ume gattie convexe

A de % goit strictement d'un méne coté de ® , 1l faub et i1 suffit gue
A ne rencontre pes H . '
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Lz condition est évidenment anécesmaire. Inversement, supposons-la

remplie, et soit g(x)=U une équation de H ; soit 2 un point de &4 ; on a
g(a)#0 par hypothdse. Pour tout point béa , g(b) et gla) ont le méme
signe, sans quoi il existerait un point x du segment fermé d'extrémités
a et b tel que g(x)=0, et on aurait donc x€HNA contrairement &

1'hypothése.

2. Intersection d'onsenbles

convexes. £Froduit d'ensemblss convexes.

PROPOSITION 5.- L! d'une famille guelconque de parties

convexes de E est convezxe.

La proposition est évidents & partir de la 4éf.1 .

COROLLAIRE. - d'un snsemble convexe st d'une variété

chgoue 7€ I , soit A, uns partis

e
gue, pour tout 1€l , A  soit convexe daps E .

ble 4 =T {I A  poif conyexe dsms E= || E_,
1€

En effet, chacune des projections PT, est une gpplication linéaire

: =4
affine, et on & A =DPr 4 et A = fh‘ pr_ {A1, 7 ; la proposition

1€l
résulte donc des prop.2 et § .

COROLLAIRE.- Dans liespace B

; tout paraliélotope (Top.gém., chsp.
VI, § 1,n%3) est un ensemble convexs

En effet, ctest l'image d'un pavé par une application linéaire affinme,

n

et un pavé de K" est convexe en vertu de la prop.6 .

PROPOSITIOR 7.- Boient E um sspace vechor

iel, & gt B deux parties
convexes és £ . Uuels gue soient les nombres réels o st $ l'ensemble

aA + BB (ensemble des ax+By , oh x parcourt A et y parcourt b) est
copvezs. :




l'ensemble des combinaisoms linésires

Bn offet,; aAtfB eat l'image de l'ensemble convexe AXB d¢ EXE par
l'application linéaire (x,y) —>axtfy de ExE dans B .
DEFINITION 2.- _donnde une

_partie cuslcongque A d'un espace affine &
on sppelle enveloppe convexe de A l'intersection des ensembles convexzes

contenant A .

parties convexes d'un espac

PROPOSITION 8.~ goit (a ). une famille de

affine & ; Llenvelobpe convexe do la séunion \J) 4, st identioue &
' 1€ e

2o XX 08 x e A Ngt
Wi v AL i L e
J\L,y 70 pour tout z1¢ I (.3;_% =0 gauf pour un nombre finl dfindices)
et 2 )\. =1 .
T 4l &

En effet, l'ensemble U de ces combinaisons est évidemment contenu danps

tout ensemble convexe contenant la réunicn des & ; 6t d'autre part

L

ona A e € pour tout ¢ ; tout revient & prouver gue C est convexe.

Scient x= Z Aox y= 2, (., ¥ deux poinis de C , et o un nombre

1  © z <

tel que 0O<La<1 ; posons ¥, = g,j% +(41-a) it - pour tout ¢ , et soit

J la partie (finie)} de I fommée des indices ¢ %els que Y,#0 ; on peut
A X +{(1-%)p, g

derire axt(l-a)y = Y 2 obh z = - AL

' %%r vt LR _FAOK,
appartient & A, pour tout T E€J ; ccmme

Y, = G ZI _/Lb +(i-a) 2, (U =1 , ls point ox+(1-a)y appartient
L€ .

ey tel

& C .

~ CCROLLAIRE %.- L'enveloppe convexe 66 le réunion ds deux ensembles convex

4,B est la réunion des enmsembles h A+{1-A )B . lorsoue A parcourt
llntervalle [0,1] .

COROLLAIRE 2.~ L'enveloppe convexe d'uns partis 4 de E est identique &

1'enserble des combipaisons linéaires ., A

Jule

X, ., o8 (x ) est une famille
5 & % s
finie quslconque de points de 4 . f;% > 0 pour tout i et Z A 5=1 .

&




- 101 -
La dimension de la variété linéaire affine engendrés par un snsemble
convexe A , lorsqu'elle est finie (autrement dit (Alg., chap.IX) 1le
rons sffine de A) est encore appelés laz dimension de lfensemble convexe A
i B est une partie quelconque de E , le rang affine de B (lorsqu'il est
défini) est égal & la dimension de l'enveloppe conveze do B .

4. COnes _convexes.
Un dit qu'une partie C a?un espacs affine E sur X est un ebne de

sonnet x, g1 C
Tous supposefens dang ¢8 ng et le suivant guion a choisi comme origine
Gans E le sommet du c¢lne que lfon considére ; autremsnt dit, nous muppo-
serons que E est un espace vectoriel et quand nous parlerons de c8aes,
il sera sous-entendu gque leur scmmet est au point O . Le complénentaire
de O gar rapport 4 un cbne C seras appelé'cﬁne épointé : on peut encore
ceractériser un tel ensemble comme réunion & demi-droites cuvertes
diorigine O .,

PROPOSGITION 9.- Pour gufun ensemble C C 7B s0it un cdne convexe. il faut
*AA == ORISR S TS e _-’ SRS

et il suffit que 1'opn ait CHC <G gt AC < C pour tout A3 0 .
 ®n effet, pour tout cbne ¢ (de sommet ng on a :ﬁwc=c pour tout
x>0 ;s 88 0.0CC ; 81 C est comveze, on a C+0 s-éﬁ +»%€ < C . Inver-
sement, si C satisfail asux conditions ds 1!'énoncé, clest éviderment mn

céne, donc on & A C=C pour A >0 ; il s'ensuit que pour O <A <1

=

on & JKC+€1w4K)Gz€+§ <. C , ce qui pr

COROLLAIRE 1.- 351 C st un c¢bne convexe

par C est'lfensemhle €C-C (ensemble des z-y s O x et ¥ parcourant C)
En effet, ei V=C-C , on a J§V=¥, pour wut \ﬁ,§¢ et

ViV = (G+0)-{C+0) — C-C = V , ce qui monitre que ¥ est un sous-espace

vectoriel, ot tout sous-espace vectoriel contenant C conitient 4videmment ¥
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COROLLAIRE 2.- 8i C egt un cBne convexe, C f\(-»C) est_le plus grand

Bous-espace vectoriel contenu dang C .

En effet, tout sous-espace vectoriel comtenu dans G est évidemment
contenu dans CN(-C)=W ; d'autré part, on a A W= pour tout J\.-‘O et

W (CHC)N(-(C+C) )= € N (-C)=W , ce qui prouve que W est un sous-
egpace vectoriel.

FROPOSITION 10.- gi C est un cbne convexs ne contenant sucune droite,

..200e _cpoiuve compiotement de O par rapport & C est conveze.
kn effet, si x#0 ot 17,/;0 sont deux poinits de C , et 0<A L1, on s

L x+(i-A)yeC et la relation A x=-{1-A) entralnerait que la droite
passent par O ot x sersit contenuve dans ¢ contrairement & l'hypothéss.
Il est clair que si f est une application lindaire homogdpe de E dans

un espace vectoriel F , 1l'image £(C) de tout cBne convexe dans E est
un cbne convexe dans F . |

Toute interssction de cBnes convexes (de sommet O) est un cBne convexe
ou est réduite 4 O . Pour tout ensemble A E contenant un point #O
au moins, 1t intersactiozz de tous los clnes eﬁnvexés contenant 4 (il en
existe, ne serait-ce que E lui-méme)} est donc le plus petit cbns convexe
contenant A ; on dit que c'est le clne convexe epngendré par A .

PROPOSITION 11.- _goit (C ) une famille non vide do cbnes convexes

C k1
dans B ; le cone convege enpendré par la réunion ijz ¢, est identigue
: EUT AT
e} .
4 Lllengemblo des sommes 2 x  of x & C pour fout cel {z =0
: tel 5 BT :
souf pour un nombre fim diindices).

e

 &n effet, l'ensemble C de css sommes st évidemment un ofne contenu

é
dans tout cfpe convexe contenant la réunion des C_ , ot on a CL & ©

pour tout < ; 1l est clair dfautre part que C+Cc G , dons C est un

cine convexe, ¢s8 gul établit la propesition.
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COROLLAIRE 1.- 81 C, et ©, Wm@, C,+C, est le clme
convexs engendré par C : U 02 "
COROLLAIRE 2.- Soit A une partie de E
le_cbne convexe engendré par 4 est iden_é;ﬁgg_a & 1l'ensemble des combinai-
mlméaireg Z }n
points 4 A&’gm% “)‘"17 0 g» r tout 3

11 suffit de ryemarguer que le chne CONTORE engendré par A est aussi

le clne convexe engendré par la réunion d_aa demi-droites d'origine O
passant par les poinis de A .

PROPOSITION 12.- S0i% A uvne periis copvexs de

uz _point #0 . Le gbae convexe engendrd v

des demi-droites ferxmées dlorip U psgsapt par les points ru de A .

Bn effet, la réunicn C de ces demi-drcites st identique & la réunion
des ensembles A A& , lorsgus . parcourt Lfintervalle i@ + m[
Tout revient & prouver que € ast convese or, si Ax et @ ¥y sont
deux points de ¢ (AU, H2U , ¢4 , yeA), suoposons par sxemple
que A £ [t . Alors A x et £ ¥ appariicanent tous deux & la réuniom
des ensembles g4 of 0o g w i zglis cet ensemble n'est sutrs gue
it enveie;sg;e convexe de %» a,} et de i h {eor.1 'z;a"?a prop.8) ; donec tout
point du seggzﬁem dlextrémitéa Az ot u Yy est de ls forme o0z , ok

p 20 et zecha , ca qui démontrs ls proposition,

sg.~ 1) Un noters que si g@% : le ofns convexze C engendré
Par 4 ne contient pas de droite, sinca i1 existerasi: un point x#ﬁ
de A st un nombrs A L0 tel que QL X £ A ; mais O appartient au
segment dfextrémités x et A x , donc on aureit Oca contrairement
& l'hypothdse. On voit donc que dans s cas, le cBne &pointé ecomplé-

nentaire de U dans C est convexe {prop.10).
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2) soit A un ensemble convexe gquelconque dans E ; considérons,
dens 1l'espace F = Ex R , l'ensemble convexe A, = Ax {1},
et le cbne convexe ¢ de sommet O engendré per A, , c'est-d-dire
1'ensemble des points (Ax, L) de T , o A parcovrt l'ensemble

des nombres » O et x parcourt A ; 1l est clair que A, esi l'in-
tersection de C et de 1'hyperplan B X {1 j dans ¥ . Tout ensem-
ble convexe dans E peut done &tre considéré comme la projection
sur E de l'intersection 4'un obne convexe de sommet O dans F

et de lthyperplan B x i'i} A

5. Espaces vectoriels ordonnés.

Soit E un espace vectoriel sur R ; on dit gu'une structure dtordre

sur B est compatible avec la structure dfespace vectoriel de E si elle
satisfait aux deux axiomes sulvants : | |
(£0;) Le relation xg y entraine =tz < y+z guel gue soit z€E .
_(15021) Lo relation x > 0 entrainme Ax > 0 pour tout sealaire A 20 .
~ L'espace E , muni de ces deux struetures, est appelé gspace vectoriel
 ozdonné. Un notera que l'axiome (EOI') signifie gue la structure d'ordre
st la structure de groupe additif de E sont cempatiéles, autrement dit

que E , muni de ces deux structures, est un groupe crdomné {(Alg.,

chap.VI, g 1).
11 résulte en particulier de la théorie des groupes ordonnés que
les relations x £y et =tz € ¥z sont équivslentes. De méus
on déduit de (EGH) que ies rela‘aiozzs' x< 9y 8 AZX X Ay
sont &quivalentes pour tout scalaire A >0 : en effet, la rela-
tion Ax { Ay est équivalente & A(y-x) ‘,} 0 , donc eniralne
A ‘i(z’t(y—x)} 20 , qui est équivalente & X LYy .
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PROPOSITION 13%.- 8i E est un espacé vectoriel ordopné, l'ensenmble P des
éléments >0 de E est un cGne convexe dans E . Inversement, gsoit P un
¢bne convexe dang un espace vectoriel E , tel que P N (-P)= {O} = &1

existe alore une relation d'ordre et une seule dang E (savoir la

relation y-x€P) compatible avec la structure d'espace vectoriel de E
pour laguelle 1'ensemble des éléments positifs soit identique & P .

La premidére partie est immédiate, cer les axiomes (EOI) et (EOII)
entralnent PHP < P et LPC P pour tout JL; 0 {ef.prop.9). Réeipro-
 quement, si P est un clne convexe, les relations PH+PC T et :

PN {ei’)s .{0} entrafnent gue la relaticn y-xe P dans E est une relation
dfordre dans E compatible avec la siructurs de groupe additif de E
et la relation APC P pour A 3 o éigz‘zifie gue liaxiome (EOII) est
satisfait.

Si_ P est un clne convexe guslcongue dans un espace vectoriel E sur
R ; PN(-P) est un sous-espace vectoriel # de E (cor.2 de la prop.y).
Liimasze canonique P! de P dans ll'sspace guotient E/E est un clne convexe,
et l'image réciproque.de P' dans E est P ; donc on g PP M (-2 )= {0} ; ‘
et P? dé&finit sur EfH une structure dfordras écmpai;ibla avec la struec-
ture dfespace vectoriel.

- On dit gu’zme forme linéaire T sur uvn espace veciorisl ordonné £ est
positive si pour tout x >0 dame E , ona #(x)>» 0 . 8i 'f n'est pas

identiquement nulle, il revient au méme de dire gque le cdne convexe P

des éléments » O de E est gontepu dans le demi-sspace fermé f£(x) >0
défini par £ . I est clair que, dans le dual slgdbrique E~de B , les

formes lindsires positives Porment un clze conveze (cf.chap.I11,$ ).
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6. Points internes d'un engemble gonvexe. .
DEFINITION 5.~ Etant donné un ensemble convexse A dans un espace QZ%EQGZ
lgggi Bgur B , ondit gu'un point X, €& est point internme de A gi,
' polnt =zed distinct de x, , l'intersection de A et de la

bxemples.- 81 A est réduit 4 un poind X, s %, 881 point interne
de A . Dans un segment, tout point distinct des extrémités est
point ianterne. Tout point d'une veriété lindaire affine est point
interne de cette variété. £i un ensemble convexe A4 esi symétriocus
e {c.8.4. 81 =A=4), 0 ezt point interne de A . FYour tout espace E
5ii_' de dimension infinie, il exists dans B des §ﬁseﬁbles convexes non

vides n'esyent gucun point interps (sxerc.4).

PROPOSITION 44.- Boit A un ensenmble comveze, V ls V&f&ét?mliﬂeaifﬁ

izt % €A soit point interne

toyte droite D passant

par x, et

gnne un ssgment ouvert suguel sppsrtient x

La condition sst évidemment suffisante. Pour voir guielle est
nécessairs, supposons 4 non réduit & X, , ol considérons le clne convexe
C de zommei X, engendré par A ; pour toubl point x££ C distinet de Z5 2
= = v;‘ - ' % % ~ Y & w 2
il existe un A >0 tel gue xcé-}g{x«zﬁ Je A ; par suite il existe

@® >0 tel gus = «y{zax J&A puisque :=z¢' ezt point interme de A ;
*

cels entraine que la droite passant par x %, et x ezt tout entiére conte-

&

nue Gans C , et per suite (cor.2 de la prop.y) C=V ; d'ol la proposi-

: tion.
11 revient au méue de dire que le cBne convexs de gommet Z .

engendrs par a est une variété lindsirs.

OROLLAIRE 1.- 81 le somzet d'um cBne convexe © est point interns de €,

o =

C est identique & 1s variéitd lindaire a7fipe quiil engendre.

<< e
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COROLLAIRE 2.- Soient A gt B deux ensembles gonvexes tels gue B A ;
8L A ¢t B gcmsendrent la méme variété lingaire affine, tout point
, point interne de A .
PROPOSITION 19.- Soif £
Bi X, & 'ensemble convexe AC E , £(x,) est
point interne de f£(4) .
En effet, 8i zcA est tel que f(z}ff(zoj ; l'image par £ de la
droite D joignant %, ot 3 est la droite joignant £(x,) et £(z), et

une application linéaire affine de E dans F ;

comme DA contient un segmant cuvert suquel appartient x. , 1!'image
par £ de ce segment est un segmert ouvert contenu dans f(E)f\f(A) et
auqaai appartient f{x ¥

PROPOSITION 16.- Soient A un epgemble copvexe, x_ un point interne de A,

* 0

En effet, soit ¥ un point queleoﬁqaa de ce segment ; ¥ est l'imsge

de X, Par une homothétie £ de centre x et de rapport J& tel que
0<KAL 1 ; onadone £{A) = A et les variétés lindaires affines
envendrées par A et £{a) sont idemtiques. Qra-f(xc)zy est ?oint interne
de £(4) (prop.i5), donc aussi de A (cor.2 de la prop.i4).

CORCLIAIRE 1.- Liensembie B des points internes d'un ensemble copvexe A

:,est une extrémité.
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by effet, 8'il n'en éteit pas ainsi, x serait point interne de A
d'aprés la prop.7 .
Hemargue.- Si G est un cbne conveze ds sommet *, » €t x un point
interne de C , tout poiunt de la demi-droite ouverte dlorigine X,
passant par x est interme dans C , car toute homothéiie de centre

X, ¢t de rapport > 0 transforme C en lui-méme.

PROPOSITION 17.- golent E et F deux espaces affines, A (resp. B) un
ensemble convexs dans & (resp. F). 81 x ¢st un point interne ¢

~ un point interne de B , (x,7) est “__,,--«‘_ AxB e réc;groguemen

En effet, soit {u,v} un pcz.n‘t de A xB distinet de (x,y) ; supposons

par exemple que u#x . Alors, par définition, il existe r >0 tel que
le point x+ \(u-x) sppartienne & & pour | Al ; 81 vAy ilexiste

de méme rt tel gue y—r}u?ay; appartismne 2 B pour j.)s. 5 <rl o8l

zu contraire v=y , on & g+ A(v-y)=y pour tout A ; & toutes Pagons

le point (x+}§.(a=x},y+i(v§y))=<:§,3)+ ﬁ..{(zzﬁ%(x,yn sppartient & A xB
pour ,2\;4 mm(r,r’ ), ce qui prouve la premidre partie de la proposition
La zéeiprogue est uns conséguence immédists de 1s prop.15 .

COROLLAIRE 1.- ppient 4 et B deux

ensenbles convezes dans un 2space

y de A , ¥ un de B Q.U_eg.l.g

ax+By est point interne de aA+fB .

Cela résulite vémss,ita‘{; é&s prop. 17 et 15 .
COROLLAIRE 2.- gojent s ,p;_-u-,‘, e 8 , %, ua mint interns

convexe A E ; zlors %, @z’%’ aussi point interne du cbne

de sommel o engendzé psr A .

En effet, on peut supposer gue X,=0 ; le elne ¢ de sommet a engendre

par A& est 1'ensemble des points a—r.}i(x»sa} - m!z. A 70 et xea .
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' Soit S le segment fermé dfextrémités %a et f»%a ; alors C contient l'en-
semble St % A , car pour - %g}z é% et Jé€ '?2’ A, on peut écrire

J 1 ] ol T . g i
A aty =(1a,u)a+y>x , avee m <UL 3/2 , et x == g appartient & A

puisque U ( = }L 4 5 . Comme O est point interne d

@
w®i>

5 et de %-A , i1 est
aussi peint interns de St %' A (cor.1), donu de U puisque St = 2 Aet C
engendrent le méme variété linéaire (cor.2 de la prop.14).

1.

PROPOSITION 48.- Dans un @g@&u@ vectoriel iopologique B sur R

g

Ensembles convexes dang les espaces vectoriels ropologigues.

A

g cOne convexe ; est un
1S iﬁfﬁ’c J.

#n sffet, soit 4 un ensezble ConTEES s vur tout A tel gue O <A
1tapplication (x,7) — A =+(1-1)7 est-c@za‘tinﬁ;@ dans ExXE et eppli-
que Ax A dans A , donc (Top. gén. ,chap.I, g5 prop. 1) elle appligue
ZIxE dans Z , ce qui démontre que 2 est counvexze. On prouve de néme
que si € est un cbne convexe de sommet O , On 2 GiccC et ACCC
pour tout A > 0 =

¥ROPOSITION 19.- Dansmesae%vsghazi% tupelogigus E » goit A pn

epcenble convexe sysnt gu moins un point 3riérieur z, . Pour tout peint

ziréliités %, et xz est point

D

in effet, soit y un point de o8 segment, ot soit £ 1'homothétie de

centre ¥ qui transforme X, en % ; si V sst un voisinage ouvert de Z,

contenu dans 4 , £{V) est un voisinage de

™

, donc contient um poiat

#{z)e & par hypothése ; ithomethétis z 45 conire £{z) qui transfome 2
£ &

o
r
¥\

“_:hﬂ"
o

Dot

en y (et qui est de rapport A tel que : transforme alors V

en un voisinage de y contenu dane A ; dfot la proposition.
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COROLLAIRE 1.~ 5i l'engemble conyexes A contient au moins un point inté-

rieur, llensemble ds ses points internes est identigue & 1'ensemble de

ses points intérisurs.

En effet, i x est point intérieur de A , ot V un voisinage de x
contenu dans A , pour toute droite D passant bar x , DNV contisat un

segment ouvert auquel appartient x (chap.l, 21) done x est point interne
de A . Inversement, si 4 possdde un point intérisur X, , pour tout point
interne x de A , il existe + > 0 tel que y~x+t(x=x ) appartienne a4 ;
comme x est alors un point du segment ouvert dlextrémitss x, ety , x
est peint intérieur de A dYaprés ls prop.19. :

COROLLAIRE 2.~ 84 A Dpoints inté-

zicurs, l'intérieur de A est identigue 3 1'inbérieur de & , 1ledhérence
de A est identigue 8 l'adhérence e A .

&n effet, tout point frontidre x de A est adhdrent & A diaprés la
prop.19 ; d'autrs part, il ne peut 8tre intérieur &2 & s car il serait
alors point interne de X (cor.1), dome il appertiendrsit & un segment
ouvert dont une extrémité serait point intérieur de 4 s €t l'autre appar-
tiendrzit 8 £ ; en vertu de la prop.19Y, x serait alors point intérieur

de 4 , contrairement & 1l'hypothdse.

i & A ik
DEFINITION 4.- Dzns un espace vegtorisl topologigus sur R on appelle
SOXbe copyeoxe un ensembie convexe fermé evant au moins un point intérieur.

L*adhérence d'un emsemble convexe sysnt su moins un point intérieur
eat dome un corps convexe.

PROPOSITION 20.- Soient B

Shsgio e Convexs non

per A . Pour @@Aaw;g_mmmwde & soit voint interns
; intéricur & & par rapport & V ; 1'ensenm-

ble de ces points est denss par reppert & & {et par suite est non yide),
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Un peut se borner au cas of V est un sous~espace vectoriel de E ;

alors, comme E est séparé, le gous~espscse V est isomorphe & un espace

n
rE . On peut donc se bormer au cas ou' E=V=R ; comme A engendre E ,
il existe mnt+1 points de A formant un gystime affinement libre ; par
une translation, on peut supposer que ces points sont llorigine et les

o vecteura e (1 i(n} d'une base de B . A contient alors tous les
Y

points QZ A- % ¢ oh J\- 20 et 0K Z,;j‘-k $ 1. (prop.1) ; par
suite, il contient aussi le parallélmmps cuvert formé des points tels
que O <ﬁ £ 1/n pour 1< k< n ; ceci montre qus l'intérieur de A

ntest pes vide ; la nmposmion résults alors des cor.it e‘t 2 de 18.
prop.19 .

Dans un espsce vectoriel top

sur R _,' un enserble copvexs gui engsndre B peutl avoir tous 568
points intermes, uais aucﬁzz point intérisur {
8. Clres convexes maximaux. ‘ :
Sai‘b E un espace vectoriel sur : 'E% . On it guiun cBne convexs C
(de sommet 0) dans Z est Boximal stil st élément meximsl de l'énsemble
/

des cOnes convexes #E , ordomné par inclusiocnm.

b 4 ]
g : - 2 5 : /
THEOREME 1.- Pour gu'un clume comvexe C soit maximel, 11 faub et il

guffit gu'il soit identiouwe & un demi-espsce fermé d6fini per unm

En effet, sci% H un hyperplan passant

par 0 , et C un des demi-espaces fermés uéfbms par H; 81 x ¢¢,
-.1-?enéem‘ble des paiﬁ%s Az oty ; ©h 3‘1} G et ¥eH , est le demi-espace
ouvert ccmplémenta:s.re de C , dome tout clme convexs contenant C et 'xo
ast édentzque 2 E .
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monirons que la condition est pégessaire. Prouvons sn premier lieu

que gi C est maximal, on 8 CU(-C)=E . En offet, dans le cas comireirs,
il existeralt z¢ E tsl que z¢c et -z #G . Le cdne convexs C, engen-
dré par C et z est alors distinct de C , et -z n'appartient pas & C, ,
car C, est l7ensemble des polants Azty , svec AU et ye€C , et la
relation -gz=Az+y donnersit -(4+Ajz=y , donc on aurait -z €C
contrairement & l'hypothése. On aursit donc C,,#E et C ne serait pas
maximal. » : .
dontrons en second lieu que si z est un point non interne de C ,

-zeC . Supposons le contraire, eft montrons que dans ce cas le cBne
convexe C, engendré par -z et C serait distinct de C et de E , contrai-
rement & 1l'hypothése. in effet, s'il n'en Sbsit pas alnsi tout xe€E
pourrait s¥éerire x:--).z—&jy avec i} o et yel , d'od .z+£-x = }y ’
gi A ;’0 s et par suite sur - toute éemiuﬂz*@ii;e cuverie d'céigine z st

de vecteur directeur xﬁ'e e i ol aursit des peints de G . Hais par
hypothése il y a au moins une demi-droite cuverte 4! origine z qui ne
gontient aucun peint de.C ;, et on vérilfis sans peine ‘que son vecteur
&iraateur ne peut appartenir &4 C , iR

Ces propriélés montrent en premier lieuw que C sdmet des pointav

imernes : sétzs quoi 6n§ aurait C=-C=C J(-C}=E conirairement & la
définitibén. Soit ¥=C({-C) ; on sait que V est le plus grand sous-
espace vectoriel contenu dasns ¢ {cor.2 de ls pra§,§}. Nous allons
montrer que E/V ~ est de dimensibn T ce gul m@ntmrgque k' eét ua
' hyperplan contenu dans C ; comas C engenire E , il a au moins un point
5:°¢v , donc est un demi-espace formé 44fini par V .
 Supposons que E/V ait uné dimemsion >1 , et soit £ 1'application

canonigue de Ersu.r BJV ; C'=£{C) est un cbos convexe maximal dans E/V 5
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ayant des points internes (prop.i5), tel que C'U(-C’):E/V et
Cti(-C! )= {O} . So0it X, un point interne de C', o6t considérons un plan
P passant par O et %, ; soit D=PIC* . Comme tous les points de C' &
l'exception de O sont intermes (puisque C! (-C?) est réduit & O et que

C* est maximal dans B/V), tous les points de D sauf O sont internes ;

si on munit P de 1l'unigue topologie zéparée compatible avec sa structure

f

d'espace vectoriel, le complémentaire D' de O dans L est donc puvert
dans P (cor.1 de la prop.19). Le complémeniaire de O dang P serait done
réunion ds deux cnsembles ouverts D' et -D' sans point commun, ce qui
est zbsurde, car on sait que dans un plan z@ le complémentaire dlun

point est connexe (fop.zén.,chap.VI, $2,2° ). ; «
| | .Q.F.D.

Z_ Bemargue.- Etant domné un cfne convexe dans E , 1l n'existe pas

toujours un edne convexe maximal le contenant {exerc.4).

gue u{K)< X pour tout

uel .
weEL .

Désignant par ¢ lfazpplication idsntiqus ds B sur lui-néme, nous
2

Alors il existe un point x ¢ X isl gus wix J=x, pour touh -

poserons, pour tout uée€ [ et tout entisr n>0 , u = %{ei—u+,..+un'1).

&

11 est clair gue o est une application lindaire affine de B dans luie

an{ﬁ}c: K pour tout n et que u_ est contipue danes X . Soi% I‘; li'ensem-

n
ble des produits 4d'un nombre fini dispplicatiocns de ls forme Y s oé
ueD’ et nest un entier >0 ; il est clair que ?1 est, comme [ ,
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un ensemble d'applications linéaires affines de E dans lui-méme, dont
les restrictions a & sont continues, deux & deux bermutableg et telles
we v(K)C K pour tout v < I’ - De ces deux dernidres propriétés
résulte que 1'eusemble 33 des ensemb“i es v(K), o& v parcourt 1"
est une base de filtre; on effet, si v ot w sont deux éléments de I"
oL a, en posant upevwewy § u(K)*’%r(w(A})w— v(i&} et de la mame maniére
w(K) < w(k). Comme les engembles de 5 sont comnsots par hypothése,

lenr intersection 4 est un emsenmble compact nop vide ; d'asutre. part
lez v(k) ot we '[" » Bont comvexes, dorc il en est de méme de A,

Prouvons maintenant gque pour tout v« i’ s ona v{A)=A . pour

tout wel" : oo & v(w(k))=w(v(k)) c;wix.}, deme  v(4) cw(k) s 6t
par définltion de 4 , cela entrafne V(A)_ - 4, Suppbsons qufon ait
v{A)#A ; 11 existerait dorc un point xzes tel que xg’vfa} ; comme
v(a) est compact, 41 y auralt par suite un voisinage U de v(A) dans K
tel que Z£U . Or v(U)n K est un voisinege de 4 s Puisque v est |
continue dans X } d'aprés la définition de 4 comme intersection dfen-
senbles compacis, il existersit um w e 'f’ tel que w(X) — v(U)
(Iop.gép.,chap.1,2% 44, 310,8h.1) ; on surait dome v(w(k))e y , et
par suite x’év(w(K)) ©e qui est contradictoire avee 1g définition de
. Nous allons montrer ma: Intenant qus pour tout Z€A , on g u(x)--}a"’
 bour tout ue' ce qui établira le théoréme. En effet, comme u, € I’i
bar construction, op & u, {A)—a » donc pour tout eatisr g >0 i1
existe Z.€ A tel que B, (z }=x . On peut done éorire

(1)~ x=u(x)=u,(z, )-mu a(2,))= 2z -u Hz,)) o

Cr, soit Vv un voisinage quelcezzqw de 0 el que LUV V pour o sfcs‘t;
comme K est bormé, ainsi que K-K , il existe o ¢ tel que K-K C aVv .
Comme (z JEK 1a fomza;.e (1) prouve qus x-u{z)e &y, ;




Il suffit done de prendi'e n»a pour avoir x-u(x)€YV ; comme l'espace &
est séparé, cela montre que x=u(x), et achdve la démonstration,

COROLLAIRE,- golent K un ensemble convexe compact dans B , T° un groupe’

&

- dlapplicaticns linéasires affi

ntinvnes de B dang lui-méme, tel gue

nes oo

w(K)C K pour tout ue 1’ . On suppose en oubre gu’il existe dans T

‘un_sous-groupe sbélien distinomé A el gue ['//A soit gbéliien.

alors i1 existe up point x €K %al gue u{x,J=x  pour tout uwe L .

Le th.2 montre d'abord gue l'snsemble 4 des peints x €K tels que

v(x)=x pour tout v € A , n'est pas vide, puisgue A  est abélien.
£n outre, cet ensemble est évidemment conveze et fermé dans K , done
c\qmpaet. Soit u guelcbngue dans J° ; pour tout ve€ A , oma’
wrate A . dome v(u‘i(x))m"iix) pwf tout xea , et par 46finition
de A , cela prouve que u{A}sAy ; en cubre, si w, et ué sont deux trans-
formations de [° telles que uwy=u,v , 0 ve A en»a,. pour tout
e &, u, (x)=u2(v{x))=n2_(x} ; cela montre gue les restrictions & A
-des transformetions de I forment un groupe isomorphe & un groups
quotient de I'/A , donc gbélien. L'application du th.2 & ce groupe
et & 1l'ensemble e@mpa,e‘t convexe A prouve slors le corollairs, . |
Exergices.- '1'} Dang un espece vect riel Esur R ; on dit gutun
enseable 4 est Stcilé per repport & C si, pour tout ZX¢A et tout
nombre A tel que O P ve 5 },, Z sappartient & 4 . Soit A un
engemble étoilé, tel que, géu‘r tout =zeh , il existe >t tel gue
U xe¢ A, Hoptrer que si, pour tout couple (z,v} de points de A ,:
%{x-&-y} appartisnt & 4 , 4 est conveze. Donner un exemple dfensemble
6t0ilé non convexe A tel gue %({m%} C,éa .
2) Soient A un ensemble convezs ; P un ensemble quelcongue conte-

nant &4 . dontrer que, permi les ensembles convexes contenant A et
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contenus dens B , il existe au moins un ensemble meximsl.

3) Soiert B et F deux espaces affines, A un ensemble convexs dans
% admettant dee points intermes, f une application linésire affine
de E dans F . uontrer que tout point interne de £(A) est 1'image
par £ d'un point interne de A (considdrer 1'image zor-f(xo) d'un
point interne de A et utiliser lz prop.1b).

4) Soit B un espace vectoriel sur R admettant une bgse infinie
dénombrable (e ) . uoit G llenseuble des points x = 2 § e, tels

nz4

que, pour le plus grand indice n tel que § ,#0, on sit § >0 .

Hdontrer quo G est un cbne convexe nfayent sucun point interme, tel
gue € N(-C)= {0} et C U {-C)=E ; en déduire que C est I'enSem‘ble
dee &léments > 0 dans E , pour une structure d'ordre pour laquel-

le B est totalement ordonné. montrer gu'il n'existe aucun c8me con-
vexe maximal‘contanant C ; en d'sutres termes, sur ll'sspace vecto-
riel ordonné E , il n'existe aucﬁne forme linéeire positive non
identiquensnt nulle. ,

5) Soit E un espaée affine sur R ‘ s £ vne application ;nitmivoque
de B sur lﬁi-m&e ; montrer que si I ?ima.ge psr £ de tout ensemble »
convexe dans A est un ensemble conveze, £ est une application liné-'
aire affine (remarquer gu'un segment fermé est 1'intersection des
ensembleg convexes qui contiehnent_ses extrémités). |

6) Solent &, (1 < 1<p) un nombre fipi dlensemblés convezes dans
- un espace vectoriel_‘ E sur ‘R ; soit W, le sous-espace vectoriel
paralldle & la variété lin%aiz-e affine engendrée par A {1€igp).
81 W eat le sous-espace § E‘!’i , montrer que la va.riété linéaire
affine engendrée par llemsemble convexe 2; }t A {ou! les )\.i

_ i
sont tous #0) est paralldle & W .




7) Soit A une partie queleconque d'un espace affine de dimension n
sur R . dontrer  que l'enveloppe convexe de A est idantique & l'ensem-

ble des points Z)Lixi,oﬁ x,€h et J; 20, Z ./\. =1,

bzp i =0

(On 6tablira d'abord le lemme suivant : sl les p+1 points x, (0£1igp)

forment un systéme affinement 1ié (c‘@at a-dire s'il existe une rela-
tion 2; ﬂixi =0 o0& les ﬁ ne sont pas tous xmls et Z Bi-o),

=0

et si x=2a. ,oé.lesc. sont >0 et Za-‘t,alorsil
ii i =

exigte un indice k ot p mombres v, {ifk) telsqus v, > 0,
Z, Yi-'i et x = % Y3%; 5 pour g;;,;;ﬁ, on comparers ceux 4es nombres
i,/ 8, qui sont déﬁnis) b e,

8)} a) soient 2, (i<igr) r >unt @ﬁs@m’bl@g convexss dans un es-
pace affine B dé dimensicn n sur R ; on suppose que r-1i quelcongques
des Ay ont une intersection non vide ; monirer que les r ensembles A,
ont une inmtersection non vide (s0i% %, un point de 1'intersection
, ées Aj d.‘mdice JFLl ; il existe r nombres "f”’.z, non tous nuls tels que

Z A.-G et 2;: A, %<0 j grouper dans ces équations les termes corres-
hipomci.ea,m: an£= A 37 0 et ceux corrss fizm aux A 3LV ).

D) Soit @ un ensemble d4fensemblss

Mmontrer que, pour que 1° intergectm des snsenbles A (—:@ s0it mnon

Lol

oavexes. compacts dans E .

vide, il suffit que 1f intersection de o1, quslconques d'entre eux

soit non vide.

ltenveloppe convexe dfun emsemble cuvert sst un cnsemble ouvert.

B | tout snsexzbls convexe cuvert mon vide

10) Hontrer que, dans R
st honéomorphe & R {utiliser l'exere.12 de Top.gén.,chap.VI, 92).
11) Boit E un espace vectoriel t@g@lmi@&% sur R , et soit 4 un

corps convexe dans E . Pour chaque x&4 , soit V(x) la réunion

des droites passent par x et contenues dens A ; montrer que ¥V est
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est une variété linbaire fermés, et que pour deux points quelcongues
x,y de & , V(x) et V(y) se déduisent l'une de l'autre par translation.
En déduire que, si W est le sous-espace vectoriel déduit de 1l'um gquel-
conque des V(x) par translation, et si ¢ est llapplication canonique
de Esur B/W , on a A ='$(B), ok B est un corpe convexe dans E/W "
ne conlenant aucune droite. ‘

12) soit & un ensamblé convexe fermé non borné dans Rn . Pour tout
point xg&& , montrer qu'il existe au moins une demi-droite fermée
d'origine x , contenue dans A . L'ensemble C(x) des demi-droites fer-
mées dforigine x , contenues dans & , est un clns convexe 'fermé dans
r B | vour ﬁéu;: points quelconques 'x,y de A , les cbnes donvexee
¢(z) et C(y) se déduisent l'un de 1fautre par une translation.

13) Boit € un cbne convexe ds sommet O , _fermé dens R2 , ne conte~
nant aucune droite. Montrer que le complémentaire par rapport & la
sphére & p.q Go llensemble CN Sn«f
(faire une projection stéréographique d'un point de C N &5, 4 , &t

est homéomorphe & R B

utiliser ltexerc.42 de Top.gém., chap.VI, §2).
81 G posséde un point intérieur, montrer que ¢ N 530 est homéo-

morphe & le boule fermée B, (méme méthode).

4

14) Soit A un corps comvexs non borné dans 'Rﬁ , ne contenant sucune
droite. ﬂantrei que la frontidre ds A est homéomorphe & R =1
{utiliser les exerc. 12 et 13},

' 15) sontrer que, dans “R-n, y f_eou_r» gu'un snsemble convexe éoit
fexﬁé,. il faut et i1 suffit que son mtez*sestiég avec toute droite D

soit un ensemble fermé (cof. &3, exerc.i1) .
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§; 2. PFonetions convexes.

i. Définition d'une foncticn convexe.

Soit A une partie d'un emsemble B , £ une fonction numérique finie
définie dans & , G ls graphe ou ensemble représentatif de la fonction ¥
dens l'enmsemble produit E xR , formé des points M = (x,2(x)) , o&
% parcourt & . Bénéralisant les définitions données pour les fonctions
d'uje variable réelle (Fonet.var.réells, chap.l, 34) nous dirons gufun
point (a2,b) de E xR tel que ach eost gu-dessus (resp. strictement
au-dessus, su-desscous, -Gesscus) de G si on & b £(a)
(resp. b>f'a), b<f(a), b{£(a)) .

1e_partie convexe E d'un es

strictement au

s

pece affine E

ion numéricus finie £ , définje dans R ,

est convexe (resp. sirictement convexe) dens B gi, guels oue soient

les points x,x' de H , tout point du sesmant B, distinct des extré-
nités est gu-dessus (resp. strictement su-dessus) du graphe de £ .

avtrement dit, la condition pour gue I soit convexs (resp. stricted
ment convexe) dans H est que 1'on ait 1%inégalité

(A x+(1-A)x') € A 2{z(1-1)8(x")

(resp. FA x+(1-A)x') & A £(xM(i-A)e(xt) )
pour toul couple de points distlpets =x,x' de H et tout A tel que
0<AT

la 4éf.1 montre que, pour que f soit convexe (resp. striétement :
convexe) dems H , il faut et il suffit que, pour toute droite D —E ,
iz restriction de £ & HND soil conveze (resp. strictenment convexe)
dens cet ensemble. Soitf t =>atth uneg représentation peramétrique
de D , la variable, % décrivant R ; si I est la partie convexe de T
correspondsnt & H M D dans cette représentstion paramdtrique, il

revient au méms de dire que la foncticn t — £{at+b) est conveis

= e = : e




|

fonctions d'une variable réelle (Fonct.var. mzz réells, chap.l,-g«%ano L

pombres réels gus O -{A 41 et 2.ty =1 ,on 8

dessovs {resp. strictement au-dessaua ) du centire de gravité des points

~ gquelcongue sur R .

19

/tc.;"

e
(resp. strictement convexe) dans I .

Pour gu'une fonction f soit convexe dans une partie convexe H de E ,
il faut et il suffit que l'snsemble des points de E x T situés au-
dessus du graphe de G soit convexe ; on peub dans cet énoncé remplacer
les note "au-dessus® par Ystrictement au-dessus®™. La démonsiration est
tout & fait analogue & celle ds la proposition correspondante pour les

.,

nous lazssom su lectsur le soin de lz dé&velomper.

De méme, compta tera de la prop.? du 8 1, on démonire, comme pour les
fonctions d'une variasble réelle, la propositiocn suivante :

PROPOSITION 1.~ %'om £ une fongtion COnYEXE

dans une partie convexe H de E . Pour toute famille finie. (xi ),i €igp

Lo

de » 2 2 poinis distincis ds H

§ 53-533 b@;{»t@ fdaz.sllf’ (-ﬁ& ‘3 €i¢p ge D

Lzt 14 i

f(z hx) ¢ 2 Ae(xg)
=3p é;‘-@ - '

7% = o f \
{l&&y. , £ 3 ,kizi) < 5 .}vifﬂxi;~. )

4 124, ;
#n dlautres termes, l‘image par lfspplication =x - (x,2(x)) de tout

centre de gravité des points X; affectés de nasses ‘A’i > 0, est au-

(z;48(x;)) affectés des mémes masses.
ious lalissons enfin au lecteur le soin e vérifier que les. pmp,2 » 3y
et 4 de Fonet.Var.réelle, chap.I, §4~:,, sont encore valables pour des

fonctione convexes définies dans une partie. convexe dtun espace vectoriel

2. Fonctions convexss positivement homorines.

I}ﬁFIEEITICaK 2.~ Un dit gu‘ uvne fonetion nuréricue finie p , définie dans

un_espace vectoriel B sur W , est positivement homogéne, si, pour tout

xeE gt tout A >0, ona p(Ax)=ip(x) (ce qui entralne p(0)=0).
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11 revient au néme de dire que le graphe de le fonction p dans lfespace

Ex R est un cbns ds sommet O .

Toute fonection iinéaire homogéne d&finle dans E est une fonction
connexs et positivement homogéne.
PROPOSITION 2.- Boit v tme foncsb:.ozz convexe et positivement ggmggéne
définie danhs B . L'ensemble A des points xecE tels gue p(x) <1

est_un ensemble convexs, contenemt O , oul emgendrs B , et domt tous

les points sont internes. Réeciproguement, solt & un ensemble convexe

contenant O , engendrant B , et dont tous lss polsnts sont internes ;

il existe alors une Tonction com’ex@ positivement homogéne p et une
seule telle gus A goit identigue & l'eupssmble des =xef Hels gue p(x)i.

40 Lg Ponction comvexe et positivementi homogdne p étant donnée,

soient x et y tels que p(x)<1 , p{yi<1 ; on & p(Axt(1-A)y) <

< Ap(xk{1-4 Jo(y) CA+(1=A)et pour © <A 4 » donc l'ensemble A
est convexe ; il contient évidemment l'crigine U de B , et pour tout
xe B , il existe A >0 tel que _,{xééil, puisque p{Azx)eAp(x) ; on
en déduit que 4 engendre E et que O est point interne de a . Enfm , 81
%0 est un point gquelcongue ds 4 , om a p{z) <1 , é‘.onc 1 exis*ta
> 1 tel que p(px)=pp(x) <1, autz'ezsseﬁt dit tel que fLx€ & ;

le point .z , appartenant au segment ouvert d?extrémtés 0 et [.Lx 3

est point interme de A {9 1,prop.16), ce qui achdve de démontrer la
premiére partie de la propositimnf fm outrs, pour tout er ; 1'ensem=
ble des p > 0 tels qus pxea est 1'intervalle © <p <-z-5' (1/p(x)

étant pris égal & + o0 lorsque p{x)=0), done on peut écrire

p{;ﬂ;):‘ﬁ/g'}%ﬂ p (en prenant p(x)=C lorscue 'sup, o = + oo }.

2° Ltensemble comvexe A étant donné ot possédant les propriétés .
énumérées dans 1'énoncé, poscms, pour tout x#0 dams B, p{x)=1 /g:stg 0

(avec ls comvention 1/+ <o =0)}et p(0J=U . Pour tout x¢E ,
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1'ensemble dee AD O tels que A x €A est un intervalle non vide puls-
que U est point interne do A , et cet intervalle est ouvert, car s'il
était majoré et contensit son extrémité a , le point ax appartiendrait
& A ot ne serait pss point interne de A . Comme p(A\ x)=Ap(x) pour
tout A > U en raison de la définition de p , on voit que a est identi-
que & ll'ensemble des xcE tels que pi{x) <1 . rout revient donc &
prouver que p est comvexe. Or, soient x et y deux points de E distincts

ds O ; solent o et b deux hombrss >0 tels que ax et By appartiennent
& A . Pour tout A tel Que V<LALT , il existe un nom‘bra Y tel gue
y(Ax+(1-A)y) eppertienne av segment fermé é‘extrémités ox et By ;

on satisfait en effet & la relation
' v{d x+{1~Ady) = puxt(i-5)8y

en prenant Y = ﬁ/(‘%a— i.'éi‘) efc__ 5 = ”}TE:;ZTT : c6 qui donns bien
' = £ | »

0oLt On a dmc, puisque & est convexe,
f‘i, :
BAxH(1-A)7) § 1Yy =5+ L5

Cette relation e.yant lieu gquels que =oisnt a«(’i/p(x) gt ﬁ{‘t/‘p(y) :
on & p(d x+(1-A)y) < A plx)H(1- Xip(y} ce qui achdve la démonstretion

On dit que, pour ume fonetion eanveze et posx. tivement homogdne p '
'déﬁ.nie dans E , l'ensemble A des xé:Ejé.;els gue p{x)L 1 est 1'___§;

cateur de la fonction p , et p la Jauge de 1llensemble convexe 4 .
Remargues.- 1) Pour une fonction pesitivement homogdne P , on note-

ra que 1l'hypothdse que p est convexe ezt équivalente & la condition
(1) p(z+y) < p{x)rply)
pour tout couple de pomts X,y de E .
2) La premidre partiec de la démustm‘&wn de la prop.2 montre
gue pour toute fonction convexe of positivement hoz_nqgénev D, ‘1ten-
'semble des points xcCE tele que_’ s(x) €1 est ~e:ozive_xe.
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%) Pour qu'une demi-droite d'origine O soit contenu dens l'indica-
teur d'une fonction convexe et positivement homogéne p, il faut

et il suffit que p(x) < 0 pour un point de cette demi-droite.

DEFINITION 3.- Un dit qu'une fonction pumérigue finie p définie dans

un_espace vectoriel £ sur R st une semi-porme si elle est positive,
convexe, pogitivement homogdne et telle gue pl-x)=p(x)

11 revient au méme de dire que p satisfeit aux trois axiomes @
a) p(x)# 0 pour ‘tcu’a ZeE
b) p(Ax)=|i]p(x) pour tout xeE et tout LeR,
¢} plxty) € p(x)ply) quels que scient x%€E et yegB .

Une ngorme sur E psut donc etrfs garactérisés comme une seni-norme
't@lle que. la relation p{x)=0 an“tmime x=0

PROPOS ITTOEE 5.~ Peour g ?u.ne fonction convere el paﬁzﬁ’wsmem homogene 'c

id

Cels résulie anssitﬁt de la prop.2 et de ls ﬁéf,?; :

3. Fonctions convexes dens un espacs de d

PROPOSITION 4,- Soit E un espace vestorl =i

clne épointé convexe et cuvert de sommet x_

V un_engembie ouveri convexd
~Mxo' , et soit 8=CNV .8i £ egt une fongtion COnVEexRe et majorée dens S ,

£(x} tend vers une limite fipie lorsgue = Lend vers %, en restent dans S
Pour simplifier 1'écriture, nous pouvons sz:;pp oser que X, =0 . Posoos

= 3,’ .8sup f(x nombre qui est fini ey hypothdse ; i
Xéixggz‘%g (z) , a s ni 1 ¥p s¢ ; nous allonms

5

raisonner par l'absurde, sn supposant gu’

e

i existe un nombre o >0
tel que, dans chague voisinage de U , il existe un point y appertenant
32 S et tel que F(y) £ B-a . Soit = >0 un nombre tel que s(% , et

s0it U un voisinage de 0 tel que AUcU pour Al 1 et tel gue

[ T,
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% ¢B%s £(z) < pte ; 1l existe par hypothdse un point aea(U Nns) tel

gue *(a) > B-¢ . Comme la fonction £ ost convexs dans le segment ouvert
Alextrémitdés 0 et 2acUNS , on a, pour tout p tel que O0<p<t ,
f(pa) 2 (2-p)£(a)-(1-p)2(2a) » B-3e . Cela étant, lorsque y tend vers O
en restant dans 5 , le point x=y+ -%-(paey) tend vers aeS , done appar-
tient 8 S dés que y est assez volisin de © dans 8 . uals comme pa appar-
Yient au segment ouvert dlextrémités x et y , et que £ est convexe dans
ce segment, on a q,

#(x)-£(y) > Us(ea)-2(y))
ou encere i : » .

£(x) > £(ea)H(E ~1)(2(pa)-2(3))
Meis par hypothésa, il existe dans tout ?@igiﬁgg% de U un point y tel
-3¢, £{pa)-£{y) 3> a-3c > &,
et par suite £(x) f{ga}%—{-g- -1} & > B-3s + (% -1} -5§= : or, le dernier

que £(y) £ B-a , d'ol , comme f(pz) >

)

S

membrs éé cette inégalité est arbiirsirsment grand,; en preﬂant p assez

petit.. Eaué cbtenons donc une contradiction avec 1'hypothése que f

sst amjorée dans 8§ . ' | ‘

~ On notera que ila p?syssiticﬁ gevient inezacte si- 0n ns suppose plus.

(ﬁ:w £ majorée dans S , ou si on remplace V par un ensenble ouvert con-
vexe dams E , auguel X, est adhérent, umsis nfzppartient plus

{exerc. %B)) .

 PROPOSITION 5.- Toute fomction conveze définie dans une partie convexe -

E d'un espace affine E de dimension finis est continue dans l'ensemble

points internes de H .

_ On peut évidemment se bormer au cas ok la dimension de B est égale
& la dimsnsion n de E ; toubt point interns x_ de H est alors point
>4 X

intérieur de H et réciproguement. Hontrons qus F(x)} tend vers une
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une limite lorsque x tend vers X, en restant #x ; on peut appliquer
la prop.4, avec C = f % } , 8L on prouve qu'il existe un voisinsge
convexe V<. B de x, tel que f soit majorée dans V .

Prenons une crigine dans E , et soit (ak)ifzk:sn une base de ¥ ;
pour chague k , la fooction % ~%>f(xb+tak) est convexe dans un voisi-
nage de © dens R , donc continue dans ce voisimage ; il existe done
n nombres ey > 0 (1<k<n) tels qus £ix +t.ak) scit majors dans
lfintervalle% %y Lf;ak ; 81 V est 1'ensemble des points x-x‘+ 25 tey

tels que 25 .L—n-<1 V est un voisinage conveze de X, dans lequel £

4 .
est nmajoré en vertu de la prop.1, ce gui établit nctre assertion.

snfin, la limite de £(x) lorsque x terd vers % sn restant rx est

o
égale & f(x ), puisque pour toute droite D passant par x, , la restric-
tion de £ & D/ H est convexe, donc continue asu point X, , qui appar- °
tien§@~é'uﬂ segment'ouyert contenu dans  DAH par hypothése,
Une forme linéaire non continue sﬁr un espace vectoriel topologique
de dimension infinie donne un gxsmple de foncticn convexe non conti-
nue dans un tel espace. ~
Bemargue.-lSoit & un ensemble convéx@ et compact dans '?Qn ; et séit
H sa projection sur ?in‘1 (identifié & la variété coordonnée fgid);

;i = -, D=
H ost un emsenble convexe compact dens T=° =

. four tout point
uelB , l'snsemble dez points (u,z) de projecticn u qui appartiennent
& A est un segment fermé ; sclent f%{&? 8% fgiuj ses extrémités
(avee £,(u) €f£,(n)). La fonction £, est copvese dens H , car le
segment dfextrémités (u,fi(u}) et (v,£,{v]) est contenu dans a _
par'définition,’quels que soient u et v dans H , et par suite est
au-dessus du graphe de f1 par définiticn ; on voit de la méme fagon
gue f2 est concave-dans H . L'ensemble 4 est donec l'ensemble des

points (u,z) eR? tels que ueH et f.(u)gzg fz(u) -

g o
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kixergiges.- 1) soit f une foneticn convexe définie dans un ensemble
convexe HCE . ' ‘

a) dontrer que si f n'est/pas constante dans H , elle ne peut
atteindre sa borne supérieure dans H en un point interne de H .

b) liontrer que l'ensemble des pointe de H od £ atteint sa borne
inférieure dans H , est convexe. '

2) a) Soit H un ensemble convexs relstivement compact dens un espace
& de dimengion Timie n sur W . #ontrer qulune fonction convexe dAéfi-
nie dans H est minorée dans cet ensenble,

b) En déduire que si A est um enserble convexe de dimension n dans
B, X, un point frontisdre deﬁgﬂ . £ une fonction convexe dans L

lin .inf £(x) est finie ou égale &8 + <o . Si X, €4 , montrer que,
’ «:—;‘lxc,x-gw

G
pour toute droite D passant par X, et rencontrant A , f(x ) est au

(o]
ncins égal 4 la limite de £(x) }Qrsave % tend vers x en restant
dans A nb.

3} a) do0it & vn ensemhle conveze de dimension n dans T{n s tel que
l'origine 0 soit point frontidre de 4 . Four tout x40, on désigne
par A {x) la borne supérieurs dse ¢ » O ), tels que pxea , et on '
pese pl(uj)=0 , F(x}=1/,{ (=) v(p{x)z«% oo 5e A(=)=0) . uontrer que
l'ensemble C des points x of »(x) est fini est un‘cﬁne convexe dé
sommet O s ot que p est une fomction convexs @t,positivement homogéne
dans € . :

b} Déduirs de a) : 1% un example deg Topction convexe non majorde
définie dans un demi-plan ouvert da RZ ot ne tendant vers aucune
limite au point 0 ; 2° wmn ezempl@ de fonetion convexe majorés, défi-
nie dans un ensemble cuvert et borné de E%g &t ne tendant vers aucu-
ne limite en unm point frontidre de cet onsemble (prendre pour A

un disque fermé)
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4) soit B un ensemble ouvert convexe dans R° , ot'80it G un ensemble
de fonctions convexes dans H .,

a) Soient K,K' deux ensembles ouverts convexee contenus dans H et
tels que K c k' , T'CH . On suppose gue les fonctions de G sont uni-
formément majorées sur la frontidre de K' et uvniformément minorées sur
la frontidére de K ; montrer que l'ensenble G est éqaieonﬁipu dans H
(se ramener su cas ob n=1) .

b) G étant supposé quelconque, soib & un filtre sur ¢ qui converge
simplemént dans H vers vne fonction finie fc ; montrer que %% conver-
ge uniformément vers £ dens tout ensewble compact contenu dans B
(utiliser a}, en remarquant que pour tout cube XK contenu dans H , i1
existe un ensemble M da Tiltre F el que les fonctions appartenant
4 ¥ soient uniformément bormées dans X .

5) &) On considdre l'ensemble X (&) cos parties fermées de /E:J?Qn,
muni de la structure uniforme déduite de la structure uniforme edditive
de Fan‘, per le procéds ds liexerc.y és Top. én.,chap.1i, 32 . Hontrer
que, dans cet espace, l'ensemble ,yLQE} des parties convexes fermées
de B est}ﬁn ensemble fermé. En déduire gue si K est un ensemble compset
dens E , 1'ensemble des parties convexes fermées de ¥ contenues dans K
est un ensemble compact dans % (E) (ﬁf@fagsgéﬁ,;chap,zl, 2%ea, 24,

exere.
b) Seit F un sous-espace vectoriel de E ; montrer que si K est un

¥

ensemble compact dens B , llapplicatica ( —»

€

MF de liensemble des
partles convexes fermées de E contenues dans X ; dans 321(3}5 est
convinue.

¢) Pour tout ensemble convexs gompact A dans B ayant O comme point

: ; o ‘ )
intérieur, soit P, la jauge de A . Monirer gue si &ZG(E) est llen-
f ;
semble de ces enseuzbles convexes, l'agpplication 4 —2P, est un iso-
uorphisme du sous-espace uniforme G{E} de ¥ (s) dans l'espace

tﬁc(z,za) des applications continues de % deng R , muni de la

%

structure uniforme de la convergence compacte (Top.zén., chap.X, $1).
,,,&_- e - : > - -
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| symétrigues et ensendrent E ; glors (S @8t un systime fondemental

- e =
g 3. Espaces localenment convexes.

1. Espac 31 ement convex els.

DEFINITION 4. Un dit gu'un espace vectoriel topclogique £ sur le corps R

est localoment convexe sfil existe un systéms fondamental de voisinszes
de O dans & , formé d'emsembles comvexzes. Lz topolosie diun tel espace
egt dite logcalement convexe.

Soit V un voisinage convexe de U dans un espace localement convexe B ;
d'gHrds la condition (L§I) du chap.I, 21 (gul exprime que pour tout
%€ E , l'application A ->Ax de R dens E est continue) pour tout

point xO#U dans & , 1ltintersection de la droite passant par O et %, con-
tient un segment covert suquel sppartient ¢ ; en ¢lantres termes, l'en-
semble convexe V gngendre £ et 0 est point interpe de V. (3 1,n06)

Dfautre part, V N (-V) est un voisinage gonvexs et sggétiigue de 0 ,
donc les voisinages convexes el symétirigues de C forment un sysiéme féada—
mental dé.voisinagés de ce point.

Inversement : - |

PROPO;ITIOE 1.- gcit E up_espace vechtoriel sur R . Soit (& une base

de f;m§;§ sur E , .nvarzantem;arvaoma hegrgg formée dfepsembles gonyexes,

~§bi§§£§ges de © pour une topologie locslement convexe compatible avec ls

guructure d'espace vectoriel de E .
11 suffit de vérifier que les conditions {Lg 3{L3f},( LTI} et (LEV}

de la prop.3 du c¢hap.I, 31 sont satisfaites. Clest évident pour (LIII)

par hypothése, et‘{ngj est vérifiée parcs que ehaoaa ensemble de 5

étant.symétrique, admet O comme point intsrne et engendre & (5 ,props14).

Comms chaque ensemble Ve est symétrique et convexe, la relation

'xeV entraine )\ xeV pour tout A tel que iif < 1, ce qul signifie

que (L”) est vérifiée. Enfin, comme V est convexe, on & V+V=2V , donec

is ﬂ@hg;uioﬁ (LE?} est vérifiée en prenant W = f-? 2 .
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2. Définition d'un espace localement convexe par des semi-normes.

Soit E un espace localement comveze sur R . Pour tout voisinage
convexe V de O dans E , O est point intérieur de V , donc l'intérieur
0
¥V de V , qui est identique & l'ensen bl@ des :goim internes de V

(31, cor.1 de la prop.19) est wh-enseuile—convexe ( e 1,cor.1 de la
prop.16). Si @& est un systéme fomdamenial és voisinaces convexes et
syuétriques de U, liecusemble @,a des intérieurs des ensesbles de &
egt donc un systéme fondamental de voisinagse cuverts convexes et symé-
triques de O, dont tous les points sont intermes. Les Jauges de ces
ensembles (§ 2,092} forment un ensemble I ds semi-normes sur E , ot
chacun desvvoisinages de" @o est défini par ume relation de la forme
x) <1, o D¢ I"l . Comme 'G;o est une base de f‘iltre, 1'intersec-
tion d'un nembre fini de voisinageé ¥, € @, (1<ig< n) contient un
ensezble W de @a ; 81 p; (1<1 n¥ est la jeuge de ¥, , ¢ la jeuge
de W , cela signifie que llon a q(x) ‘;'sf;,up p.(x) pour tout x €E ,
ar aprés la définition d'une jauge (39 2,n92}. Bemarquons encore gque

, X p;oei Ga est
invariant par homothétie, les ensemblss de G,; sont donc encore défi-

81 p est la jJauge de Ve &  , la jeuge de AV est

'nis par les relatioms p(x)< A , cf p parcourt [° et A 1l'ensemble

des nombres >0 .-
Inversement :

PROPOSITION 2.- Soit B

iel sur R , et solt ' un
E . Scit (& 1'ensemble des

ensembles convexes don' chacun sst d4fini zar une relation de ls forme

iz} <L A s P parcourant T et A liensewble dos nombres >0 . Alors

l'ensemble (5 des int ersectiaas fim : d'ensemblics de @ est un

systéme fondamentel invariant par h@ﬁc ‘a,:z,e; de voisineses ouverts,

convexes et symbétriques de 0 bour une topoliogie localement convexe

ecmgat:a.‘%ale avec ig stmcture d'espacs vectoriel de E .
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¥n effet, soient Vi (1< i gn) n ensembles de @’ y géfinia par les
relations' pi(x)< J\,i respectivement; et soit W = m Vi3 W est

symétrique, et pour tout scalaire e >0 , ail est l'ensemble des x€E
tels gque pi(x) 4 a}\. pour 1<ign-; done @ es% invariant par homo-
thétie. D'antre part, W est 1l'indicateur de la semi-norme ,sgp (37 pi,);

la prop.! montre denc que © est wn systéme fondamental de voisinagas

‘de 0 pour une topologie localement convexe sur B ; comae tous les points
de chacun des ensembles de (& sont internes, ces cnsemblos sont cuveris

{¢1,prop.19), ¢e qui achdve la démonstiration.
On dit que 12 tepologie pour laguells _@' est un sysiéme fondamental

- de vois mages de O est définie par l'ensemble de gemi-normes I A

31 pour toute semi-norme pel” et tout o >0 , is semi- norme ap
appartient encore & |’ {atgquel cas nous dirons pour abréger que 1 et

invarient par homothétie) chacun des vcismages du systéme C; peut

~encors e‘bre défini par m:z nombre fini de f@l&tlﬁﬁw de lg formes

pi(x) <1, ok pel (1 ign). _
Hotons que lorsgue la ﬁopologie de B est définie par l'epsemble de
semi-normes iy , on a un systéme fondamental de vo ismar‘es de O dans E

en considérant les ensembles dont chacun est défini par une re.s.ation de

- la Torme sug p(x) <A ; ok H parcourt },'emsamble des parties finies

de ' , et A liensemble des nonbres >0 . En ef ffet, le voisinage de
0 défini par les relatioms -pi(x} < ‘gif*%@ A ; (1€ i< n) est évidemment
contenu dans le vcisinage défipi par les relations pi(z;} 'd )&i {(1€ign
Fosonsg pH(x) = sug p(x)Y pour toute partie finmie Hde T  ; py est ‘
sucore une semuzzersze, et la ‘nome supérieure ﬁﬁm nombre fini rezelcon-

gue de fonctions de la familie (p } appsrtient enccere par deimuzon

e

cette famille. La i’am.}..,;e (pﬁ) de,” nit done la mime @opclcg,ie jocale-
ment conveze que |° ; on dit que clest la famille de semi-normes

=



e
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obtenue ob SALBEREE T' ; e qui préocdde montre qu'on peut toujours se

borner of on wemt aux topologies localement convexes définies per des

famiilies pglturies e Kﬂﬁi*ﬂﬂmﬂé '
Ezesnlen.~ 1) Un espace pormé sur R nfest autre qu'un espace locals-
ment convexe dont la topologie est dé mie per une poule norme. En

partimlur, comue la topologle de R ? peut 8tre définie par une
noInG, RE est un espace localement convexe.

2) Goit & un sspace vectoriel queldongue sur R , ot soit S
i'ensenble de foutes les semi-normes sur E . La topologie définie
sur & par €2 peut encore &tre considérée comne ’ce’lle dont un éys-
téme fondesental de voiainages de O est formé de tous les ensembles
convezes, 3yaéﬁr§.quss et engendran"a  ; il est clair que c'est
is plog fige de tovtes lee topologiss localement convezes sur E
(ef. chap.X, $ 1,exerc.4). Cotte topologis sst géparée ; em effet, 8i
(e‘) est une base de B , et si, pour tout x = ; gve dana £, on
pose p(x) = Z.' l? l, p est une porme sur & , et la topologie qu'elle
définit est lsoins fina qué celle définie par &4 |

3) soit ( g ) g1 me famille queleongus de tcpologies localment

_ convexes compati‘blea avee la structurs d'un espace vectoriel B ;

| goit I; un ensembie ds semi-no.;tifnes définissant la topologie é
{pour chague 4¢l). Si @ est la tcpologzie localement convexe

' définie per l'ensemble de semi-normes [’ = J ; 11 résuite
de ls prop 2 que ‘ﬁ est la borme %@;meu*’@ égé topologles ?f

X Bn particulier, lorsgu'une topologie localement convexs f,’ est
définie par un enaenble I" de semi-normes, pour ch.aque semi-norme
Pe 1"; y 80it f ia 'bopologie localement convexe aéfinte par
la ggule nﬂ-nom P ; alors ‘E’O 8% Dorne supérieure des fp

lommppnmonrt"[‘o
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PBOﬁOSITIOH .= poit E un espace vectoriel localement convexe, dont

la topologie est définie par un ensemble [° de sem-normeg.- Pour gue

k soit @6paré, il feut et il suffit gue pour tout =xAU il existe une
semi-norme pe [’ telle gue p(x)JU -

PROPOuITILN 4,- Soit E un espace vectoriel locale'nent convexa, dont

la topologie est définie par un emsembls T' de semi-pormes. Xour

quiun enwemble A goit borné dans E , il faut et il suffit gue

sgp p(x)v {+ oo pour toute semi-morme pP €T .
% e
Cos deux propositions sont évidentes & partir des définitions.

PROPOSITION 5.- rour gu'un espace localomont convexe B goll méiz;i_s_ablg,

il faub et i1 suffit gu'il solt séparé ot gue sz topoldeie soit définie

gar une famille dénombrable de semaz*wﬁw

La condition est évidemment suffisanie WM@E’W@G@G@

‘chap 1,%3.5,prop.1). Elle est nécessalrs

ar dans un espace localement

v.?)

convexe métrisabls E il emste un sysidne fondanmsntal é.enombran}.e de

vo.;siaages de 0, quion peut suﬁpasez‘ mmm%, convexses et symetmques :
1es jauges de ces voisinages forment un snsemble dénombreble de semi-
normes définissant la topologie de E

3. Structure uniforme et complétion d'un sspace localement convexes.

Soit E un'sspé.ce localement convexe, défini par un ensemble [ de /
semi=nomes; Comme p{z-z) € p(x-y)+1( y-z) pour toute semi-norme
D e, T {(puisque p est convexe), ia i’g&mw::-,c:;z p{x-y) est un écart sur
B, et i1 résulte aussitGt des ééfini*tiam que cet ensemble d'éc‘:arts
dérfinit sur E ls siruvcture uniforme ds oeb & espace vecitorigl topolog;que.
En particulier : : | .

PROPOSITION 6.- 81 l1a tomlogxe d'un espase &ocaiemenﬁ gonvexe £ est

définie par un eusemble [ de semi-normes, iouilc semi-norme pe "

est uniformément continue dans B .
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COROLLAIRE.- Pour toute semi-norme pé& |’ et tout nombre a >0 ,
llensemble des xe¢£ tels gue p(x) < o est l'adhérence du yoisinage
ouvert” V de O formé des x tels que p(x) L a .

En effet, l'ensemble considéré est fermé en vertu de la prop.6 , et
si p(x) = a , tout point y du segment ouvert d'extrémités O et x est
tel que p(y) ¢ o , donc x est adhérent a ¥V .

8i T' est un ensemble saturé de sem$anormes définissant la topologis
de E , les ensembles définis par ‘p(x)g A, ok p parcourt ' , et

) l'ensemble des nombres > U , est donc un systéme fondamental de
voisinagés fermés et convexes ds U dans E .

Supposons maintenent que E soit qépé”o‘; en vertu de la prop.6 ,
les fonctions pe]’ se prolongsnt par continuité au complété 5 de E
{(Lop.gén., chap.IIl, Q3,tB.1) ; soit Eé 1'onsenble de ces fonctions
prolongées. Daprés le principe de proloagement des inégalités
(Tog.gén,schgp.rv,§ 5), les fonctions de E? sont des gemi-pormes
sur i ; en outrse, si, poﬁr toute fometion pe ]’ , on désigne par i)
son prolongement & % , les fonmetions T(x-y) forment un systéme

e

dfécarts définissant la structure unifoime de & {*top.gén. ,chap.IX,
ﬁ s
§ i,n )) 3 E est done Aocalemaat couvezs, eg les fonctions de 1’

forment s ensenble de semi-normes d fin ismamt la &03910?19 de E_,

4. Sous-espaces vecﬁewlelsg espsese ﬂa@@&e, its et vSDaG%S roduits

d'espaces locslement comvexes.

11 est clair que tout sous-espacs veo ¢qﬁl@£ ¥ ¢fun espace localement

-convexe K sur R est un espace locslement

E‘n

convs "a’} gi T est un

engemble de semi-normes définissant la %opologis de E , l'ensemble des

“2:‘,3

restrictions & V des semi-normes D e'z* Céfinit la topologie de V .
S0it ¢ l'application cancnigue de E sur l'espace quotient B[V 3

pour %tout voisinage ouvert symétrique et convexe U de U dans E ,
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9(U) est un ensemble conveze et symétriqus dans BN ( §1,prop 2) ;
comne les ensembles ¢(U) forment un sysiéme fondamental de voisinages
ouverts de 0 dans E/V : E/V ast/lccalemenﬁ convexe. En outre, si p est
la jeuge de U , pour tout zc¢EBJV , 1tehonible des A >U  tels que

A zeco(U) est identique & 1'ensemble des . > U tels qu'il existe %€ B
pour lequel on a A xeU et o(x)=z ; i1 en résuzte que la jauge p de
9{U) est domnée par la formule

@
©

13 plz) = inf p(x)
.

o

; -
x¢ alz) _ ;
-1la topologie de EfV est donc définie per ls famille Ges semi-normes p

lorsgue p parcourh I? .

2 2 : 2 I Lo Gmenm P I ORI o e A
¥n particulier, si E st un espses LOCEBLSEENTY [OQVEeEe Don aspar

et llespace séparé E/N associé & E o5t localement convexe,

Plus perticuliérement, cgnsiég;em& v espe

©3

1 localement convexe E

défini par ia donnée d’ung seuls 53 e D og pour que £ soit

C-'}

sépars, il faut et il suffit gue corme (prop.3). Si p

nfest pas une norme, illadhérencs B ds © dans B st ile sous- -espace
o . s

va@teriei miiﬁ}'; liespace séparé zssocié B/H est alors un
espace poré & fini par la norme B correspendant & p ; on a iei
p{x)=p(z)} pour tout % appertensat & la classe x modulo N .
Sedt enfin {ﬁ } = une familié‘dﬁﬁggaegé localement convéxes.
v vin 3

£

L)

Soit H une pertie finie quelcongue de i, et pour éhaque 1e 8 , soit

31 un vaasinsge convexe ouvert ax 9; métrique de U dans Ez.‘ Lisnsemble

U= {TE‘% oh W=U opour tE€Het W=4g pour @’éﬁgesﬁ‘ﬁ

1€l ¢ * : o
-gonvexe, ouvert et gymntrique dans *7 espace produit E = | | Ez
teXL

( $1,prop.8) ; dene E est un espace localemeni convexe. En outre, pour

‘iae _}L } O soii tel gue j% €:v:.zl}éﬁ s 21 faut et il suffit que
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|

- 13y =
)kx1 ¢U pour tout z¢H ; la jauge de U est donc donnée par la

| formule
(2) p((x,)) |

it

sup p (x )
ce

5. Applications multilinéaires continues ¢’un espace localement conyexe

PROPOSITION 7.~ 8Soisnt Ei (1€ 1<n) et ¥ , ot1 espaces localement

convexes. Soit ,P N {1 1<n) un ensenvle saturd de somi-normes d6fi-

rnissant ls topolo

wamem 5

zie de E, et T° un sosemble ssturéd do gemi-pormes
définigsant la topologie de F . Pour gu'une applicsbion multilindaire u

2% ,
de B. dans F soit coatinne, il faut et i1 suffit gue po toute
s -

‘semi-porme ¢ € ' ., il exziste une sexml-norme P, £ 1 pour chagus

i
indice i , alnei gu'un nombre a > U iels gus 17o0p =it identiguement
' | af : " fwr Y. T ¥
(57} Q(Q\X_% 52{2’-. ogxﬁ)} é @;Qp’i '»,‘.ﬁg,',, £ e gk.?r.z;baa@n(xn) e ;
Ls condition est ndcessaire. Bn effet, par hypothése pour toute

semi-norme ge ] et tout B> ¢ , il sxziste a nombres @y >0

(1€ i<n) et, pour chagque indice i , ups ssmi-norme r,€ T, tels que
les relations pi(xi} < ey {pour 1<€i<4n) eantrainent

y "
s £ o : =1 £ aw g ¢ z 5 .
Qih(x.# 9X2’ T & e ’Xn)} g § & SOlt alGrg ”Q.E‘*_“E gren 2.&:‘&3) {‘ {::L .I Ei m poiﬂt

s

: ) Y ; :
guelcongue, et pour chague indice i , sci® A, un nombre >0 tel que
gue, i
e ; % s g ¥ ';’ iren it ; s oo
A ip(xi) & @, ; comme ces relations stécrivent piiﬂ.lxlj £ @

on 8 g(u(ﬁﬁxﬂfu&xa,“,,)s_nxﬁ}} £ B,

uLx, . : ves g é ;'g.}; nE‘« ’é—*f‘,.% ;&" | ¢
g{ul 4:?‘2: ’,Z’k)} < jk.g-}‘-z,"‘)'—n, ela dtani, si p,

indice i au moing, on peut prendrs Lf arbitrairenent grand, done

(x, J=0 pour un

o

qlulx,,x, ,...,xé)}ze . 8i eu contraire tous 1

on peut prendre A § =% /pi(xi}g et dans tous les cas on obtient

1'inégalité (3) avee ' a g :
: 11 "z o8 0{_%_

ss':;i{xi) sont #0 ,

fl

e
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Réeciproguement, supposons que ls condition de l'énoncé poit vérifide,
et montrons que u est continue en tout point (01’92""?°n) . On peut

écrire

n
u(Z,i ,XZ, see ,xn)'U(c1 ,02, P ,cn)z L.‘;Z;). u(rjﬁ ’ P ,Ciw,-! gxi‘ci,xi+1 g .,In) .

Les conditions pi(xi-ci) <r (1<€i<n) entrainent pi(xi) Qpi(ci)‘l'r,
d'od, en vertu de (3)

: : b T‘T ‘
q(u(cﬁ.,,ciq.,x1 CiaXy qaveesX ) Sar | (pj(?j)+T)

et finalement

; "W pon
y: ’ RSO, ‘
q{u(xﬁ,xz,..,znjau(cq,ez,.b,cn}} Sar. f%z {7 (pi(ci)+r))

? 5 : K ¢
Comms le second menbre de cette relstion est un - poelynocme en r sans
temme constant, donc tend vers 0 avez o ; ta proposition est démontrde.
8

CORCOLIAIRE 1.- Pour que u £0it contihue, 11 faul et il puffit gue,
pour toute semi-norme gq ¢ I , la fong!

bornée dans un voisinase de O dans

Fasese9%,)) goit

La condition est évidemment nécesssirs, ot la premidre partie de la

démonstration de la prop.7 montre gue ¢

]

e condition entraine l'iden-
tité (3), donc la continuité de u .

COROLLAIRE 2.- Four qu'une epplication nultilinéaire u de & = || B

ted 25 .
dans un ¢space normé F goit conbinue, il feut et i1 suffit gu'il existe
un voisinage de U dens E dont 1l'imsce war n soit bornés dagg F . :

_;Ei Un notera gue ce corollairs ne sféiend p2s au cas oh F est un

espace localement convese quelconqus. lrar exemple, si & est un

aat

espace localement convexe dans iéqaa; aucun velsinasge n'est borné
(chap.ﬁ,§ 1,09 ) 1l'applicaticn identigue de¢ ¥ sur lui-m8me ne

transforme aucan voisinage en eusennle borné.

PROPOSITION 8.- Sgient € ot £/ deus Lopologies localement comvexes

patibles avee la

gtructure dsspace vectorisl de & ;, 8t _définies

respectivement par deux enmsembles satursa [ , I’/ 4de semi-normes.

i &‘ :
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Pour ous ¥ soit moips fine que %' , il faut et il suffit gue, pour
toute pemi-norme pe¢ T , il existe une semi-norme q ¢ I/ et un

nombre a > 0 tels que l'on ait identiguement
(4) p(x) < a.alx) .

En effet, cela exprime que l'application identigue de B , muni de

la topologie G’ ; sur B ; muni de lz topologie i , est continve.
COROLLAIRE.- Pour gue € soit moine fine gue %/ , il faut et il
suffit que toute gemi-norme bpe [° soit continue pour la topologie %‘.

- Bn effet, la condition (4) exprime que p est continue & ltorigine,
et alors p est continue en tout point x, ; puisgue 1fon a

|p(=)-p(x) | ¢ p(x-x,) < e.alz-x;) . |

Remsrgues.- 1) Deux emsembles ' , T’/ de semi-normes sur & sont
dite gouivelents lorsqu'ils définissent la mBme topologie. Si &
et ]/ sont saturés, ls prop.S montre qx.ie, pour que T° et TV
solent égquivalents, il faubt et il suffit que 19 pour toute semi-
norme pe [ , il existe une semi-norme g e 1/ et un nombre a 4
tels que p a.g ; 29 pour toute semi-norme ge [/ , i1 ‘exiéte '
une semi-norme pfc T et un nombre b tels que g < ‘b.pg 5 ‘
2) La topolgogie % dtun espace localement convexe E est définie

par l'ensemble [' -de toutes les semi-normes continues pour T
- W

(autrement dit, que cet emsemble est éguivalent & tout ensemble T
de semi-normes définissent € ). En effet, on & évidemment ' T°
{prop.6), donc la topologle définie par }’"‘w est plus fine que

g’ ; mais le cor. de la prop.8 monire qgque cette topologie est
moins fine que ¢ , ce qui éteblit notre asssertion.

3) 5i on munit un espsce vectoriel & sur ’?:; de la topologie loca-
lemont convexe lg plus fime, toute aygiicatiom linéaire u de E dans

un espace localement convexe F est continue, car pour toute
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semi-norme continue q sur F , q(u(x)) est une semi-norme sur E ,
et pour la topologie de E toutes les semi-normes sont continues.

6. Bgpaces localement convexes complexes.

S0it E un espace/vectoriel topologique sur le corps C des nombres
complexes ; rappelons que la topolegie de E est szuesi compatible avec
la structurg dfespace vectoriel réel de E chienue en restreignant & K
le corps des scalaires. Nous désigneroas par B 1tespace vectoriel topo-
logique réel ainsi obbtenu, et nous diroms que cet espace est 2sgocié & B .
On notera que, dans Eo , 1fapplication z;ﬂf>ix  (gui n'est plus une
nomothétie) est ua automorvhieme (topologique) u de E, tel que u 2(x)=-x .

Inversement, soit é un espace vectorisl topgl@giqua sur R st

supposones qu'il existe un automorphisme u (tcpolcgique) de FQ tel

que v (x)=-x ; on sait (Alg.,chap.VIII) qufon peut alors défi-

e _ . :
pour tout A = atip et tout xeF , Az = axtfu(x) . En outre,

nir sur ¥ une structure d'espace vectoriel sur & en posant,

l'application (a,B,x) —raxifu(x} de ﬁaaﬁ-FQ dans F, étant
continue, la topologie de F, est compatible avec la structure
d'espace vectoriel sur C ainsi définie ; si om Gésigne par F
1tespace vectorisl topologique sur € qu'on 46finit de cette
maﬁiére, F_ est liespace vectoriel ré@l‘aaaﬁﬁié & F.

On notera gu'il n'existe pas toujours un automorphisme u de
FG tel que u?{x)zcx : gar exemgzay on ne peut pas définir ée

structure d'sspace vectoriel complexe sur un

o
o
]
"
&
®
o
@
o
d-
[
=
X

o

e
i

&

e

de dimension impaire sur R .

Rous dirons gquiun espace vectoriel t@pfz

ment convexe si l'espace vectoriel topclogligue résl associé E, est

locelement convexe. Un salt (chep.I, 9 1,prep.2) quiil exists alors un
systéme fondamentel de voisinsges W de O dams & , tels que la relation
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“de {3 dans E est continue pour cetite topologis
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|| 1 dans C entraine AWC W ; si V est un volsinage convexe de U
dans E , 11 contient un tel voisinage W , donc 1l'intersection des ensem-
bles oy lorsque 040 £2n , contient W et est par suite un voisinage
U de 0 . Comme intersection d'e. sembles convexes, U est convexe ; en
outre on a eroU=y pour tout & (et en particulier =U=U). On ait qufun
ensemble convexe U dans E est gerclé si on a la relation e*%U=u. pour
téu‘t g '; ori veit done que dans un espace localemeanl conveze complexe &
il existe un systéme fondamental de voisinages de 0 formé d'snsembles
convexes, cerclés et engendrant B . |
inversenent :

FROPOSITION -Y.- Soit B un espace vectoriel sur C . Soit (5 une bass

de filtre sur B , invariante par homothétie, formée d'ensembles convexes

(k?

cerclés et engendrent'E ; alors (5 esi un systéme fondamentsl de

¥oiginaspes de U pour une topelogie logelement conveze compatible avec

la _structure d*espaee vectoriel de & .

fn effet, en vertu de le prop.1, (& est un systdme fondamental de
voisinages pour une topologie compatitlé avec la Astmctafe ,ci*éspaee
ve;etoriel réel de E . Tout revient & monirer que 1'applicstion A —» AX
: mais comme ¢ est point
interne de tout voisinage Ve (5 . (puisgue V est s:z;frz/aé‘uriq_ue} , et que V.
engendrs E , pour tout xek il existe ao>U tel que )‘_—xév- pour ’

O0<A <o ; zais V étant cerclé pour tout A

’D\
Q
{8
o
@
5:;
n
¥ =13
LS
P
i
A\
[t

camp?exe tel que éfz! L4 .
La jauge.dtun volsinage cuvez’t convexe et cerclé V de O dans E est

-

ung semi-norme p telle gue p{e x)=p{x} id

m.

lentiguement ; il revient au

e e

néme de dire que 13{}&3:}: |A}p(x) pour tout scalaire A gomplexe.
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Lorsque nous parlerons désormais de seni-normes sur un espace vectoriel
complexe, il sera toujours sous-entendu qu'elles satisfont & la condition’

précédente. Avec cette conventioh, et en remplacent partcut le mot

Pgymétrique® par "cerclé¥, le lecteur vérifisra sans peine que toutes
les propositicns établies dans ce pesrasraphe pour les espaces localement

convexes rdéels stétendent sans autre modification aux egpaces loczlement

convexes complexes.

Exercices.- 1) Montrer que tout espace localement ccﬁvexe,séparé 68t
isomorphe 4 un sous-espace d'un produit d'espaces normés |, (ef._Top.
gén., chap.IX, §2, exerc.1). '

2) Pour que la topologie d'un espace localement convexe E puisse
8tre définie par unse seule semi-norme, il faut st 1l suffit qufil
existe dans ¥ un volsinege de O borné.

%} Pour qu'un ensemble [ de semi-ncrmes sur un espace vectoriel

&

réel E soit l'ensemble de toutes les semi-normes continues pour use

t et il suffit

topologie localement comvexe sur ¥ , il fau que T
satisPasse aux conditions suivantes : 1° si pe¢ T et si g sst une

‘semi-norme telle gue g < < ap (=2 constante), slors g ¢ 13 g% - ud

e

13

4} woit B un espace normé de dimemsion infinie sur R . wontrer

v et ¢ appartiennent & , sup{p,q) appartisnt &

=1

qufil existe sur E une topologie difssyece normé strietementAplué‘fine
gue la topologie € donnée, et une tcp@lggiekdﬂespacejgcrmé stricte~
ment moims fine que € (défimir les voisina ages de U dans ces topo-

logies en consldérant ume bese de B , {&v ) . o0& llensemble d'indices

5&1

Egz@}

est de la forme ‘I xN et ob &

% %%

Ar

5) soit E un espace vectoriel tomo

&

losigue réel. idontrer que sur

I

lt'espace vectcriel topologique réel E xE . on pout défipir upe struc-

ture dfespace vectoriel topolopique complexe pour izquelle la struc-

P24
3

ture d'espace vectcriel topologigue ré

fomd

el assccide soit la structurs
‘ donnée
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6) Pour les espaces vectoriels topologiques sur le corpe K des
quaternions, donner les définitions et propriétés correspondant &
celles de ce paragraphe.

7) Soit E un espace localement convexe. iontrer que si E est un
espace de Baire et s'il existe un systéme fondamental dénombrable

d'ensembles bornés dans B , la topologie de E peut &tre définie
par une seule semi-norme {cf. exerc.2).

§ 4. Ensembles convexes dansg un espace localaement convexs.

i. Points internes et points intéricurs dos susenbiag convexes.

Hous aveng‘désé va {31,0°7) que dans un sspace vectoriel topologique
réel E , tout polnt intérievr d%un emssnble convexe A eat’nﬁ point intef—
ne, et quiinversenment, si A admet av moins unm point ink zi ur, btout point
interne de A est point intéricur (lec.cit., cor.i ds le pr@p.%y) ; mais,
mémg dans un espace localement convexze, un ensemble convexe peub avoir
des pointe internses mais aucun point initérisur.

Considérons toutefois, sur un espace ?@@zorial réel E , la topologie

localenment convexe la plus fine .ﬁ’ (g;§ ,%xsm?iﬁ 2). Alors, si un

ensemble convexe A egugendrs E , toul point interne de A est point inté-

‘5

aff

‘at, on pevt se ramensy su ¢a8s

&)

@

rieur de A pour la topologie € ; e
of O est point inteme de 4 ; alors llengemble convexe A N (<A) @ngendre
Z et gat sgmétriqﬁag donc est un voisinags de O pour la topologle £

ce qui &tablit ﬁatzsvassertion, En partieunlier, tout demi-espace

gledbriguement ouvert {resp. Algdbriguencnt fermi) dans ¥ est ouvert

{resp. formé) pour la topologis.
L'étuds des ensembles convexes dans ;ﬂ espace vectoriel réel E
{non muni diune topol ogie) peut donc toujours se remensr & 1l'étude des

ensembles convexes aans un espace localesment convexe.,
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81 A n'engendre pas E , soit V la variété linéaire affine engendrée
per & , et supposons d'abord qus VV soit up sous-espace vectoriel.
Si W est un sous-espace supplémentaire de V dans E , et U un ensem-
ble convexs, symétrique et engendrant ¥ , U+l est un ensemble
convexe, symétrique et engendrent E , donc un voisinage de O pour
la topologie % , et sa trace sur V est identique 4 U . On voit
donc que la topologie induite par & sur V est la plus fine des
topologies d'espace localement conveze sur V ; il en résulte que
tout point interne de A eat point intérisur de A par rapport & V .
On passe de 14 au cas o 0 € V par trozslation.

La propriété suivante des ensembles convexss est spécials aux espaces
normés : : '

YROPOSITION 1.- Dans un espsce normé E ggg ™, s6it A ub corps convexe
borng, dont O est point intérieur. Il existe slors un homéomorphisme

de ¥ sur lui-méme s kransformant A en la bouls fermée B de centre 0 et

de rayon 1 4 ¢t trapsformant ls frontidrs de A& en lao sphiére de gentre O

et de rayon 1 , .
Définissons 1! applice,ticix f ds E dans lui-mBme de la Pfacon suivante :

soit p la jauge de ltensemble E, » de sorts que A est l'ensemble d_és g
tels que p(x) <1, la ﬁimtiére de & l'ensenble des x tels qua p(x.)z'tv.
Par hypothése, poﬁr tout x#0 dans E , il existe };_ tel gque .z\ x¢A .
done p(x);éo ; BOus poserons f(x)» = %r?)__ X gour x#0 , et f(O):Q.'
Ligpplication ¢ est évidemment hs.u.nivoqae, et on 2 f(E)=E , car si

Y#0 , ona y=f_(x) , 8V8C X = 5‘%{» ¥ . Montrons que f et son appli-
cation réeciproque sont contirmes’. - Par hypoihése A contient uns boule

de centre 0 et de rayon a >0, donc oz & a.0(x) < || zj, ce qui
montre que p est continue dams B (3 3,prop.8) . L’applica ion £ et son

application réciprogue sont éone continues en ,,@uﬁ‘ point =xFU .
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Dfautrs part il existe ume boule de centre U et de rayon Db > 0 conte-
nant A , donec on & p(x) < b. ||x )| pour tout xcEB , d'oh on tire
sz € Q\ £(x) [\ ¢ b.||x|l » ¢o qui prouve gue £ et son application réeipro-
que sont continues su point O .

COROLLAIRE.- un _egpace normé, devx corps convexes bornds gquelcon-

partie d'vn e=zosce locsiement eonvexe.

 PROYOSITION 2.~ Dans un espaceg localemernt conveze, llenveloppe convexe
d'un ensemble bormé est un engsenble borns.

n effet, soit A une partie bornée de¢ B . Four tout voisinage con-
vexs V de O dans E , il existe A >0 tel que A < AV ; comme AV

est conveze, l'enveloppe comvexe de A esi conbenue dans AV , ce qui

montre qu'elle est bernee.

PROPOSITION 3.- Dens un espace oealomew onveze sépard, llenveloppe
convexs d'un ensemble précompset est un ensemble précompack.
En effet, soit A un ensemble précompacth ; pour toub voisingge con-

vexe V de O dans E , il existe un pombre fini de points a;e A (1<ign)
'La}.s qus A soit contenn dans la réunion das vgmmzages a;+ -2- v (1\ifn)
Ll'enveloppe convexe B de A est dome contenue dans 1 ‘enveloppe convexs
de la réunion de ces voisinages ; mais celie der niére n'est autre que
C+ 2- V , ot C est l'enveloppe convexe de lfensemble fini mmsé des n

points a; (3 1,prop.8). Or, si @ est ls sous-sspace vectoriel enoendré

Ml

par les 2 ¢ est de dimemsion finie, et C , anvelicppe counvexe d'une
partie bornée de G , est bornéde dsns ¢ (opvon.2), donc _gré@@mpaete dans

E puisqus pour la topologie induite sur & par celle de & , G est isomor- .
phe & un "{{3 (chap.I, Y 2,prop. ) ; '53;3, gxiste par sulite un nombre fini

de peints b &C (1< k€m) tels que ¢ so0it comtenu dans la réunion

r




des voisinages 'bk+ % V (1<k<n) ; a fortiori, B est contenue dans la
réunion des volsinagzes by+v (1~<k n), ce qui achéve la démonstration.

On notera que l'enveloppe convexe B d'un ensemble compact A nlegi

pas_néceesairement fermée (exerc.3?).
DEFINITION 1.- Daze un espace localement convexe E , on gppelle envelop-

pe fermée convexe d'un ensemble A ;'adhéreaca da ;’envelo convexe de A.

On peut encore dirs gus ilfenveloppe fermée convexs ﬁe'ﬁ est le plus
petit ensenmble 4 la fois ferndé et conveze contenant & .

La prop.3 entraine donc le corollaire suivant :
GORCLLAIRE. -
1l'enveloppe fermée convexe d'un emsemble comnsct esh un ensenble compaet.

Dzns un espace localsment corveze séparé st gomplet B

Par eontre, dans un espage non comples, ?vs”“%?appg fermés
convexe d¥un ensemble compact peut &ire non compacte {emerc.3)
Un & toutefois la proposition sulvants :

QPOSITION 3 bis.- Scient A (4 é:‘é..sgsﬁ,} up_zombre Find dlsnsembles

6‘1’) ‘

gonvexes compacis dans un espace vectorisl topciogioue séperé B . _Alers

Alenveloppe convexe de la réunion des 4. est compescle.

Rt

En effet, clest 1lfimsge, par l?anp¢1a tion continme
y X

{}- 30«~a5,A. gX,ijtlocgz}m} e

’\, ».ﬂ 5
g 4 o i
a -—1}:& £ ,_( o .’&
de 1 ensem“ble B X f % .é; dans ‘gri ; B désignant lsa mﬁm de R
définie par f\ 7 Q {1 n), Z ﬁ,iai : 1a propositicn résulte de
%.';,‘i o 7 :

3

ce que B el 1@5 A, sont ﬁompaets,

DEFINITION. 2.- Dans sspace locslens n;‘x
ant E
Tout tonneau T sdmet donc Q comme @@i@% : 801t p la jJjause

de 1l'ensemble des poiats internes de T ; comme T sst fermé, il est
identigue & 1iensenble ﬁ@ﬁ points % %els gus  pix) £ 1 . Un en déduit



aussitdt que p est ume semi-norme semi-continue inférieurement dans E ,

puisque pour tout a« € R, l'ensemble des x tels que p{x) € o est
fermé (Zop.gén., chap.IV, Y6,prop.1) ; la réciprogque sst imnédiate.

DﬁFILITIUH 3.~ Un dit gu'un espace locslement convexs E est tonneld si
tout tomneau dans £ est un voisinace dg O .

11 revient au méme de dire que toute semi-norme semi-conbinue

E est continue.
Par exemple, si on mupit un espace vectoriel & sur R de'la

topologie localement convexe la plus fime ($1, n92), on obtient
un espace tonnelé, car tout ensenble gonvexe zym ’%rique et engen-
drent E est un voisinage de O dane £ . Un exenple plus important

est fourni par la proposiﬁion suivante

PROPOSITION 4.- Tout gspace localement convexs B ggi‘ast un_sspace de

Baire est tonnelé.

En effet, soit V un tonnsau g %neléuﬁg“* leng B ; comze V engén&r’ B,

E est réunion des ensembles nV (n enitier >0} ; ax vertu do th. ds Ba;re‘

m

comme les aV sont fermés dans B , liun au noins adret un boint iotérieur,
, 11

est aussi point interleur de V , ce qui mam@r% que V 88t un voisinage de

done V admet un peiat intérieur ; conms ¢ est point intlsrne de V¥

COROLLAIRE.~ Toub eggnca localeuant gconvexe métrisable st complet est

fonnelé (ef, prop.i0).
Un espace tomnelé nfest dfailleurs pas néecesssirement un espace de
Baire ; par etﬁmplsg 8l B est un espace vgé@a*fel d¢ dimension
.infinie sur R, ou peut montrer gus B ; muni de la topologie !
localement convexe le plus £ fine, n'est pzs un espace de Baire {ex.5)

On notera aussi qu'il y a des espaces localenent convexes ‘complets

‘ j qul ne sont pas tonnelés (ehap.III, 7 ,exerc, } &t des sspaces

iccalement convezes tonmelés qui ne sont pas complets (chap.II], 3
exerc.

b
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’ tonnelé, il faut et il suffit que M et ¥ le scient gt
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PROPOSITION 5.~ t ace guotient d'un espace tonnel

in effet, soit E un espace tonnelé, V un sous-espace vectoriel de E ,

et ¢ 1l'application canonigue de E sur E/V . Pour tout tonneau U B/V ,

-
9(U) est convexe, symétrique et fermé dans E et engendre E , autrement

w4 .
dit est un tonneav dams E ; par hypothése , o{(U) est un voisinage de O
dans £ , et par suite . VU = ¢(’%(U)) ést un voisinage de O dens E/V ,

- ce qui démontre la proposition.

On noters gu'un sous-espace d'un espacs tonnelé n'est pas nécessaire-

ment tonnelé, méme e'il est complet (chep.III, 3 ,exerc. ). On a
toutefois la proposition suivante : :

FROPOSITION 6.- Soit B un _espsce localamegﬁ'egn?exe, scrme directe
' Pour qus E s0it

La conditian ost nécessaire en vertu de la prop.5 , pulsQue K est par

hypothdse isomorphe & l'espace quotient E/N . Supposons inversement

que & et H soient des espaces tomnelés, et soit U un tonneau dams E .
alors il est clair que V=UANi et W=U/1H sont des tonneaux dans U

et ¥ respectivement, donc des va;s;nages de O dans ces espaces ; or U

: eontient l'anaaﬁhle %'V +-2 W , Duisgufil est comnexe, et par hypothése

cet ensamble est un voisinage de O dans B , ce guil démontre la prap%sin
ion.
On peut démontrer plus généralement gue tout prodult d'espaces
tonnelés est un espace tomnelé {chep.III, 2  , exerc. ).

4. Applicatiop. Position respective de desux epsembles convexes.

THEOREIE 1.- Spient E un espace locslement convexe séparé, A un ensemble

convexe, symétrigue, borné et complet dems £ . Pour tout topnesu B
dsns B, il existe A >0 tel gue A< AB
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En considérant le sous-espace vectoriel V engendré par A et l1l'ensem- .
ble convexe V /M\B , on peut se ramener au cas ok A engendre &
(autréme_nt dit, eet lui-méme un tonneau complet). Soit p la jauge de
l'ensemble des points internes de A ; comme, pour tout x#0 dans B ,
il existe un voisinege U de O dans E ne contenant pas x , et un nombre
a> 0 tel que aAC U (puisque 4 est borné), on a p(x)#0, autrement
dit, p est une porme sur E ; en outre, comme 1'intersection de A et de
toute droite passant par O est fermée, & es’cl'ensemble des x tels que
p(x) <1 . ,

Désignoné par B % ltespace ve'eteriell E muni de la topologle définie
par la norme p , gui est plus fine que,le topologie de E (puisgue A
est borné). Nous allons montrer que B, est un gspace de Banach. En
offet, soit (x,;) ume suite de Cauchy daus E_; slls est bormée dans B,

&

done il existe A > 0 tel que tous les z, soient contenus dans A4 ;
comme la topologie de E est moins fine gue celle de B (xn) est uhe
suite de Cauchy dsps E , ot comme A4 per hypothdse est un sous-espace
complet de E , la suite (x,) gi une limite a daps E , Pour tout & >0,
il existe n, tel que la relation n ) n, entraine X, €X, + €A ; comme

7
()
cet ensemble est fermé dans B , a lul appartient, d'oh p(x,-a) < 2s

~pour mn 2 n, , ce qui montre que a est limite de (xn) dans E_ .

Cela étant, comme B est formé dens E , il est aussi formé dans B,
donc est un tonneau dens B, ; comme B, est toumnelé (cor. de la prop.4),

B est un voisinage de O dans B, ; mais cela signifie, par définition

de la topologie de E , qu'il eziste (>0 tel qus pA =B .
Bemarque.- Le démonstration ne fait uaase en réalité que du fait
que toute suite de Cauchy dans & mms“ze vers wn point de A ,
ece qui n! entraine pas nécessairement que 4 scit complet {un filtre

de Ceuchy sur & n'étant pas nécesssirement convergent) .

/
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En particullier, si dans E tpute suite de Cauchy est convergente,
le th.1 s'spplique en supposant seulement A fermé dans E , au
lieu de complet.

COROLL-IRE.- 81 4 est un enserbles convexs conpact dans E , B un engemble

convexe, symétrique, fermé dans B et _sngondrant £ , il existe -A >0
tel que A < AB .
kEn effet, lienveloppe convexe C de A4 U {-4) est con%exe, symétrique,
bornée et compacte (donc complédte) dans 5 (prop. 3 bis), ce qui établit

le corollaire. -

5. Espaces bornoleogigues.
- 4
DEFIRITION 4.-

bornologigus si toub ensembls convexe 15 F Le. gue, pour toute

partie bornde B de E , il existe A >0 gatisfelsent d B < A A, est

un voisinase de U dans E . ' _ :
On noters qutun ensenble convexe & tel gue pour toul ensemble
borné B , il existe A >0 satisfais=snt & B T A4 s admet néces-
sairement O comme point interne ot engendre B , comme on le voit
en prenant pour B un segment fermé aﬁant deux extrémités symétri-
ques x et -x (x£0). On en déduit que si on mumit un espace vecto-
riel E de la topologie localement comvexe lg plug fine ( 91,192),
on obtient un espace bornologigue, puisgue tout enssmble convexe
eﬁgendrant C et ayant U comms point interns est an~vciainage
de U pour cette topologie.,

1 revient au méme de dire que E est bornolegicus si toute fonotion

cop¥exe, positive, positivement homogine, bhornde dans toute partis hornéde

=

de E , est continue deus E ,
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PROPOSITION 7.- tout espace localement conveze métrisable est bornologi-
gue.

kn effet, soit A un ensemble convexe tel que pour tout ensemble

borné B ', i1 exiete°4{>0 tel que B LA . Soit (V,) un systéme fon-
damental décrolssant de voisinages de O dang E ; alors les ensembles

Vn/n forment encore un systéme fondamental de voisinages de O . Si A
n'était pas un voisinege de O , il existerait ume suite (xn) de points
de E telle que xnevn/n ot xn¢A ; comme nx €V, , la sulte (n;tn)
tend vers 0 , done est bornée ; mais on g -nanﬁma s ce qui est contraire
4 l'hypothése (e¢f.chap.I, $5, prop.2).

Il existe des espaces bornclogiques non métrisables (exerc. 6).

PROPOSI‘I‘ION B.- Tout espace quotient d'un espace bornologigue est
bornologigue.

en effet, so0lt E un espace bornologique, V un soas~eépace de 1 ,
9 1t application cénonique de E sur E/V . Soit A un ensemble convexe
dans #/V tel que, pour toute partic bornée B de E/V , il existe L >0
tel quuo B LA . 51 C est un cnsemble borné dans E ;s 9(C) est borné
dans EfV , donec il existe (£ >0 tel que ¢(C)< w A , clest-a-dire
i B yﬁi(A) ; cela prouve, en vertu de 1l'hypothése, qﬁe ~;‘(;;) est un
voisinage de U dans E , donc & est un voisinage de O dens E/V .

Un sous-espace d'un espace bornoicgiqus n'est pas nécessairement .
bornologigue (chap.III, § , exerc. ). Un a toutefois la proposition
suivente : '

PBGPOSITION_‘).# Soit E un es; * somme directe

‘topologigue de deux sous-espaces Vestoriels M et N . Pour cue E soit
bornolosigue, il faub et il suffit que % et I lo soient. | :
La condition est nécessaire en vertu de la prop.8, i étant isocmorphe

b 3

23 E/H . Supposons inversement que i et H soient des espaces bornologiques
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et scit A un ensemble convexe dans E tel que pour tout ensemble borné

BcE , 41 existe A>0 tel que B AL ; les ensembles V= ANl

et W= ANE ont respectivement la z8me propriété dang M et N , done

sont des volsinages par hypothése ; comme A contient % v+ -;- W, qui

est un voisinege de O dens E , la proposition est démontrée.
On peut démontrer que tout produit dfume famille dénon‘zbrable'
d'espaces bornologiques est bormologique (exerc 10).

11 existe des espaces localement convezes nétrisables (done bornolog;l-
ques) et non tomnmelés (exere.9) ; meis on & toutefois la proposition
suivante : | : ,

PROPOSITION 40.- Tout espace bormolosicus et complet est tonnelé.

En effet, soit B un espace hornologique et complet, et soit U un
tonneau dans E . Pour toizt ensemble borné 4 , 1t enveloppe fermée con-
vexé'O de A Uu{~-a) est wn énsemble convexze, syandtrique borné et femé
dans E , done complet. En vertu du th.1, il existe L > 0 tel que
Cc AU, ée qui, d'aprés 1l'hypothése, montre que U est un voisinage
 de U dans B . | 25

On ignore s'il existe des espaces tonnelés non bornologiques.
Ls‘ propriété la plus importante des espaces' bsrnologiques est la
sulvante : _
Tuﬁ:oaﬁm 2.~ m & un_espace bornolosigue, F un espace localement
-convexe guelcongue. Toute am;lication linéaire u de E dans F qui

transforme tout ensemble borné en um ensemble borné est continue.
rn effet, pour toute semi-norme g comtinue dans F , gou est une

semi-norme sur E , qui est bornée dans tout cmsemble borné ; éome conti-
nue par hypothése ; cela entralne lg continuité de u (§3,cor.1 de la

prop.7) .
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; si T est un tonnesu dang E
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COROLLAIRE.~ Spient Yf et f deux topologies logalement convexes sur
un_cspace vectorisl E , te ;gg gue £ , muni de l'une ou l'aptre de ces

topologies, soit un espace bormologigque. filors, si_les ensembleg bornés
sont les m8mes pour les topologies ﬁ’ et QZ' on & %; " ﬁ; . .

En effet, l'application identique de E , muni de %; , sur B

‘muni de é s o8t alors bicontinue en raison du th.2 .

%
6. Extension sux espaces logalement convexes complexes.
Les résultats de ce paragraphe s'étendent aisément aux espaces loca-

lement convexes complexes. Dans un tel espacse E , sl A est ume partie
queleonque, il y a lieu de considérer l'gnveloppe convexzs cerclée
(resp. cerclée fermée) de 4 , clest-&-Gire le plus petit ensemble convexe

et cerclé (resp. cerclé et fermé) contenant A ; ec'est aussi lienveloppe

convexe {resp. lfenveloppe convexe fermée) de ls réunion des ensembles
elﬂA . Un peut donc la définir comme l'ensemble des points 22 )\ X

oh X, €A et 25 ‘J& | =1 (resp. 1l'adnérence ds ceb engemble} On en

déduit aussitat gue cette enveloppe est contenus dans l'enveloppe con-

‘vexe (resp. l'enveloppe convexe fermée) de la réunion des ensembles

2A, =24, 2ia et -214 ; les prop.2 et 3 montrent donc gufelle est bornéé

'lorsqus A est borné, et précompacte lorsgue A est précompact.

Un espace localement convexe complexe E est dit tonnelé lorsque tout
tonneau gerglé dans E est un #oisinage de O ; pour gue E soil tonnselé,
il faut et il suffit que l’espace localemant convexe réel associé E
soit tomnelé : la condition est évidemment suffisanite. Inversement,

o » 11 en est de méne de iT , done de
U=TN(iT), et comme 1'intersection V des eneembles aigig (D\{\Gszn}

&

contient £ U , c'est un tonneeu cerclé ; comme par hypothdse V est un

voisingze de U, 1l en est de n8me de T .
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Un espace localement convexe ccmplexe est dit bormologigue s8'il

satisfait & la définition 4 , c'est-&-dire si l'espace localement cobnvexe

réel associé est bornologique. Toutes les propriétés des espaces tonnelés

{(resp. bornologiques) réels sont valsbles pour les espaces tonnelés

(resp. bornologiques) complexes.

Exercices.- 1) bomnner un exemple d'une partie fermée ot non compacte
dans 7{2 , Gonc l'envelopps convexe ne soit pas fermée.

2) Dans un espace vectorisl de dimension finie gur ; montrer
que llenveloppe convexe dfun ensenmble compast est un snssemble
compact (cf. 31, exerc.7).

3) Dans l'espace localement comvexs complet E = R , soit e

le point dont la n-2me coordonnée ezt 1 , los aubtrs s étant 0 . Soit
A l'ensemble formé de llorigine et dec poinis 8, ; montrer que A
est compact, mais que lYenveloppe convexze de 2 n'est pas fermée

dans B . 81 F est le sCus-espace vectoriel de E engendré par les e,

(et non complet), montrer que l?amvelsppe fernée convexe de A dans

_F est non compacte.

4} Pour que, dans un espace localsement convexs > P il existe un

cOrps convexe ne contenant aucune veridté linéaire, il faub et il

suffit que la topologie de B soit plus fine qu'ume topologle d'es-

pace normé. Lorsqutil en est ainsi. montrer gue lses frontidres de

deux corps comvexes guelconques ue conbenant aucune demi-droite
sont honéomorphes.

5) Soit E un espace vectoriel topologigus séparé somme topologique

diune famille infinie (E&) de scus-espaces ; montrer que, pour toute
topologise € plus fime que la topclozie de E et compatible avee la

structure d'espace vectoriel ds E , E 2s% réunion d'une suite
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croissante de sous-espaces vectoriels rares, et par sulte n'est pas
un espace de Baire. En déduire qu'un espace vectoriel de dimension
infinie E , nuni de la topologie localement convexe la plus f;na,

n'est pas un espace de Baire.

6) Soit E un espace vectoriel sur K , &t soit {EQ)QEEA.une famille
filtrante de sous-espaces vectoriels de B , telle que B soit réunion
des B B, . Soit ff une topologie d'aspane localenment convexs sur & :
on suppose que, si E B B s 48 -Top Qlﬁgle induite sur & par %@
est moins fine que g; . Soit Z’ la topologie dfespace local@mant
convexe sur E la plus fine de celles gui, sur chaque E& , induigent
~ume topologie moins finme qus‘ %;‘ (i1 eziéte de telles topologies,

per exemple la topologie la moins fire sur l'eunsemble E), in dit gue

8, meni ds la topologie & , est la linmits inductive des E, .
‘a}'montrer gque pour qu'un ensemble convexs V¥V — E soit un voisinsge
de 0 pour la topologie € , il faut eb il suffit que pour tout a ,
V‘flEa. soif_un voeigsinage de O pour lz topeolegie @:Q "

b} Pour éhaque indice aec i , soit W, un voisinsge conmvexe de O
pour ﬁ; » 6t 501t W 1'enveloppe convexs de la réunion des Wm H
montrer gue les ensembles W comstitvent un sgystéme fondamental de
voisineges de O pour lz topologie ¥ .

‘c} Sur un espace vectbriel queleongus E sur R , montrer que la ﬁop§=
logiellocalement convexe la plus fine eat la 13 imite inductive des
topologies des soas=espaces de dimension zizi e E {chacun de ces
_derniers étant muni de son unigque topologise éyarée compatible avec
la structure d'espace vectoriel}. |

d) soit (m ) une famille quelconque dfespeces vectorisls localeﬂent

convexes, £ l'espace somme directe des £ . Hontrer que sur B ,
. o '
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la topologle gomme directe des fomlogies des E, est ;Qgp_tg;_q_u_g & la
limite inductive g des topologies dss éommes directes d'un nombre
fini de E“ , 81 l'ensgmble d'indices est dénonmbrable, et est
strictement moins fine que cette limite inductive si l'ensemble
d'indices est non dénombrable, et si aucun des E n'est rédult &

un seul point. '
En déduire que pour qu'un 'ensemble B soit borné dans B pour £ ,

il faut et il suffit qu'il soit contenw dans la mssmmx somme dlun
nombre fini de B, ; et que sa projection sur chague B, soit bomée.

e) Montrer que toute limite inductive d'espaces tonnelés est un
espace tonnelé. . G

) Hontrer que toube limite inductive diespaces bormologiques est
un espace Abomologg.‘que. | | ' |

7) 2) Solent E un espace localement ccnvexe séparé, F un sous-espac
fermé de E , C un ensemble convexe cuvert dens F . Pc}ur tout x¢ e
montrer qu'il existe un ensemble convexe A ouvert dans E , tel que .
ANF=C - ot que x¢A (si =x o€ G , congidérer un voisinage convexe
cuvert ¥ de x, dans E , qui ne rencontre pas 2, C et me contiemt
pes x , et montrer que i'enveloppe convexe de V et de A répond & la
question). L | |
D) Soit B un espace vecltoriel sur R , et soit (En) une suite ‘crovis_
sante de» sous-’fespaces de E, telle que E scit réuniondes En : Scit
: ﬁn une topologie dtespace localement convexe séparé sur En , ‘tell
que ‘E"n' soit identique & la topologie induite sur E, par € i
uontrer que sur E , la topologie 2 5 ‘limite‘inductive des Y.
est ebéparée, et Qu’elle induit la topologie %’;n sur'En (utiliae;‘

2)) : montrer en outre que chacun des B est ferné dens B .
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En déduire que B , muni de la topologie ¥ , n'est pas un espece de

Baire. { ‘

¢) Les hypothéses étant les m8mes que daens b), on suppose en outre
que chacun des En est complet pour la topologie 5}1. gontrer que E
est complet pour la topologie ¥ . (51 & est un filtre de Cauchy

sur B , considdrer le filtre de Cauchy @ eur B Pormé dee emsembles
E+V , ol M parcourt et V le filitre des voisinages de O dans B . ilontrer
que la trace ds @ sur En ‘est un filire pour un entier n au moins ;
pour cela raisonner par ltabsurde, en smpposanf que pour chaque 1n

il oxiste un susemble M’n et un voisinage ‘L’n de O dans B tels que Mn
scit petit dlordre Vn et que Mn-i—vn ne rencontrs pas En , 1a suite
(Vn) étant décroissante. 81 W est 1l'enveloppe convexe dans E des
ensenbles ,}(Vnﬁ En) mqntrer gu'il ne peut exister dans J° aucun
cnsemble petit d'ordre, en considérant dans 9 iles ensembles petits
dtordre Wn s O& an est l'enveloppe convexe de V, et des .er;semblee
%(Vk(\Ek) pour k <n).

d) Les hypothdses étant les mBmes que dans b), montrer gue pour

qu'un ensemble B soit borné dans E , il faut et i1 suffit qu'il

existe un enﬁer n tel que BT E et gue B soit borné dans E "
j e) Pour qu'il exisie dans ¥ un s?ateme fondamental denombra.’ble d'en-
gembles bormés, il fau‘; et 11 suffit que chacun des En git la méme
propriéts.,

8) montrer que le complété dfun éspace tonnelé et séparé est un

espace tonnelé, | | |

9) Soit E=TR (4 le sous-espace (métrisable) du produit ’RN ‘

montrer que E n'est pas um espace tonneld.



A56

LW -

10) montrer que tout produit dfune famille dénombrable d'espaces
bornologiques est bornologigue (Si E = TTEn est produit dfune
suite d'espaces bormologiques E.n " montrev} que 8i A est un enseﬁzb]_.e
convexe tel gue pour toute partie bornés B de E , il existe A>0
tel que B < A A, il ne peut exister dans {;A une suite (xn)
de points de E telle que X, 2it ses n-1 premidres coordonnées nulles,
mais au moins une coordonmée dtimdice > n non nulls).

11) Soit E un ospace de Benach de dimension infinie, et soit €
une btopologie 4 eSpaee normé strictement plus fine que celle ds E
{ef. 53, sxerc.4). mentrer que si p{(x) est une norms définiesant la
topologie € , l'onsemble des =x€ £ tels que p(x) £1 nlest pas
fermé pour la topologie initiale go de B {utiliger le -cor. de la
prop.4 ). kn déduirve qutil existe dans E des ensembles convexes non

5

fermés {pour la topologie ﬁ; J dont lilntersesciion eves toute
vari&té lindaire de dimemsion finie est fermés {of. § 1,exerc.15).
éﬁ. Hyperplans d'appul d'un snsemble convexs.

*Z‘Efi@ﬁ.@)?ﬁﬁ 4 (uinkowski).- Solent E un es

linkowski.

s yectoriel tovelogigus sur

® . 4 un ensexble ouvert convexe pon vide dans E , V une variété ling-
ﬁ = LT EAT ] 4 R i Sittmnand

gire pe remcontrsnt pes A . Il exigte un hyperplen feymé H contensny V
st ne rencoptrant pss & .
Hous utiliserons le lemme suivant :

Lemme.- Soit A up ensemble conveze ouver: non vide daps B ; si H est un

hypernlen tel gue A goit tout entier d'un méme cOité de H , E ne rem-

‘poptre pes A et est femmé.
En effet, on ne peut avoir A C H , puisque A engsndre E ; si
&< h {}{; B , il ne peut exister ds point Db eANH , car b étant point

interne ds & , la droite joignenit & et b contiendrait des points
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non située d'un méoe cOté de H , contreirement 4 l'hypothése. Par suite

A est girictement d'un néme c8té de H , ot comme le demi-espace algdé-
briquement ocuvert défini per H et contenant A contient un point intérieur,
H est fermé dans B (6hap.I, 32,cor. do la prop.1).

18re démonstration. On peut se borner su cas oh V contient l'origine.

51 ¢ est l'application cenonique de E sur lﬂagpacé quoﬁent E/V » 9(a)
est non vide ouvert et convexe dans Ej‘é’ 2% ne contient pas l'origine ;

gi B' est un hyperplan fermé dans E V¥ passant par O et ne rencontrant
pas ¢(4) , q:(K?) répondra & la queztion. On peut done se ramener

au cas o0& V est réduit a , |

- 11 suffit alors de prouver qu'il exisis un obne convexe m&mﬁ
de sommet O contemant 4 ; cer un tel ofine st un deni-espace algdbri-
quement fermé (Q1,th.1) et Ithyperples I gul le définit répondrs & la
guestion, d'sprés le lenmms. |

O
o* !

Solt acA , ebt soit f{: l'ensemﬁ:, des ¢ :’éaes convexes de sommet O,

"3

contenant 4 et ne contenant pas -2 ; f":i’ %iz pas vide, car si Co est

‘le clne convexe engendré par A , on a a,é 8, : en sffet, dang le cas

contraire, on aurait -a =.x avec xei , et par suite O = Tl'x(a"' Ax)

- appartiendrait & A , contrairement & l'hypothdas.

Liensemble (& , ordonné par inelusion, est évidemment indpotif, -
toute riunion d%une famille totalement C‘?‘ﬁ&.&ec de ﬁﬁnes convexes etant

un cére convexe ; soit ¢ un élément zamml de % ; tout revient & prou-

ver que C est un gBne convexe maximsl. Or, si c, est un cBpne convexe

distinet de C et contenant ¢ , c atappartisnt pas & k _ et on & par
guite -ac¢ C, ; mais comme a est point interns de €, ; 11 en est de

méme de 0 , et par suite C,=E , ce qui schéve la démonstration.
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W. Congidérons sur E la topologie d'espace localement
convexe la plus fine ; A est ouvert a fortiori pour cette topologie, et

il suffit donec de démontrer le théordme en supposant £ muni de cetts
topologie.

Commengons par démontrer ls théoréme dems le cas particulier of E est
de dim.ension 2 ; la topologie de & étant séparée , E est alors isomorphe

& "R . I1 n'y & de démonstration & faire dans ce cas que si V est réduit

4 un point, guf on peut supposer 8tre lforigine. Soit C le cne convexa_
épointé de sommet O engendré par A (3$1,8%) ; C est réunion des A4 ,

oh A>O s done C est ouvert dans B . Il suffit de prouver qu'il existe '
x40 dans B tel que la droite passant ;gaz" U et x ne rencontre pas G 3
-pour cela, il suffit que l'on ait x?ﬁG et -x %C; . Ur, comme le complé-
mentaire G de O par rapport & E est connezs (Top.gén.,chap.VI, §2, prop.5)
et non couve 855, i1 existe au jpc’in'b un pé'ir:t frontisre x de € par ’rapport
&G ;ons xfo etr’x¢c , puisque ¢ est ouvert dans G ; dfautre part,
8l on avait -xe€C , U appartiendrait & C , ce qui sst absurde.

~ Passons maintenant au cas général e{,a. est qnelccmque s on paut
toujours supposer gue O EV . voit NI 1'enseuble des sous-espaces vecto-
riels contenant V et ne rencontrant pas & ; il est cleif gue m est
inductif ; soit H un élément maximal de )% ; tout revient & prouver
que H est un hyperplan. \ | et
| Supposons le eontraire', ot soit 2 un point de 4 , et V le sous-espace
vectoriel engendré par a et H ; dans cet espace, H admét pour supplé-
me'ntairé la droite D passant par U et = . Comme par hypb‘thése V¢ E,
il existe une droite D' passant par O et znon contenue dans V ; soit F
le sous-espace vectoriel ‘34-})' . Dens F , H est fermé, et a pour supplé-
- mentaire le plan P=DHDY , et Af=4 NF est un, enseuble ouvert convexe non
vide ne rencontrant pas H . L'espace quotient .?jH est,sé‘paré et de
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dimension 2 ; si 9 est l'application canonique de F pur F/H , o(A?)

est un ensemble convexe ouvert nom vide dans E/H , gui ne contient pas
l'origine. 1l existe donc dans E/H une drocite /A passant par O et .

ne rencontrant pas 9(a') ; dans F , B1=H+"é([g) est donc un sous-
espace vectoriel distinct de E , contenant E , et ne rencontrant pas A',
ni a fortiori 4 , 31 appartiendrait donec & WY s ¢e qui est absurde.

C.Q.F.D.

2. Séparation des epsenbles convexes. Hyperplans d'appui.

Rappelons (4lg. ,chap.IX) que deux parties non vides A,B d'un espace

vectoriel réel E sont dites gfpardes (resp. stricitement séparéss) par

un hyperplan H , si 4 est contenue dans 1tun des demi-espaces algébri-

quenent fermés (resp. o&verus) définis par H , et B dans 1°autre

Pq&?@al”lom 1.~ Dans un espace vegtoriel itopologigue E sur R , seient

A un ensemble ouvert convexe nmon vide, eb ssit B un _ensemble convexe

farmé BE gépgrant A et B .

" En effet, 1lensemble convexe U=4A-E est ocuvert et O n'gppartient
pas & C ; il existe par suite un hyperplen H' passant par 0 et tel Qus,
C soit tout entier d'un méme coté de H' . Soit £(x)=u une éguation
de H' (f forme linéaire #0), et supposons par exemple que £(x} >0
dans G . Alors, pour tout xea et tout yeB , om a £(x) > £(y) ..

Posons a = in#ﬁ f(x) a est-finzg et on a £(x) » a pour tout xca,
XE

et Ply) < e pour tout yeB ; lthyperplan H d‘éguatien £(x)=a séparé

per suite & et B ; le leme ds démonstretion du th.1 montre alors que
H est fermé, \
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Bemarque.- 48me gi les adhérences A et B sont sans point commun,
il n'existe pas toujours d'hyperplan fermé qui sépare gtrictement
L ot B (exerc.4).

PROPOSITION 2.- Soient E umn espace localement conveze, A un gnsemble
convexe fermé dans B , x, un point de ¥ u'sppartepent pag & A . 11 exigte
slors un hyperplan fermé H géparant strictemsant x gt 4 .

En effet, il existe un voisinege ouvert convexe E de x, ne remcontrant

pes A ; la prop.i montre gu'il existe un hyperplan fermé H' séparant A
et B ; si f(x)=a est une équation de H' (f forme lindaire #0), on a
par exemple xﬁgg'f(z) > £(x,) ; si on pose *azx%§£ £({x) et b:f(xo)_;

1t'hyperplen B dféguation £(x) = %{aﬁ%} révond 3 1a guestion.
- Bemargus.- Si A ét B sont deux ensembles convexes fermés sans
point commun dans un espace localement convexe § , il n'existe

pas toujours d'hyperplan fermsd séperant 4 et B (chap,;II §2,
exerc. 2).

.COROLLAIRE 1.- Dsus un sspace logslensn’ copvexe, toyt ensembie convexe

g A est l%intersection des demi-smpaces fermés gul le contiennent.

e

fiel sffeu, pour tout xoéﬂa s 11 existe un demi-espace fermé contenant

A et ne contenant pas X, s €n vertu dz la gfagg_z .

COROLLAIRE 2.- Sgiert E un

&'R

gonvexs, A un ensenble

conyvexe fermé dans E , %, ug peint de E g?agggft@aant pas & A . I1

per X 5%t ne rencontrent pes A .

Q

Si H est un hyperplan fermé séparent sirictement x, et &' , l'hyperplan
fermé passent par x_ et paralldle & H répond & la guestion.
DﬁFIﬁITTOﬁ 1.~ ﬂaﬁs un_espace_vectorisl Z sur

d’aggg; d‘une partie non vide A de E un L”ﬁﬁfﬁzaﬁ E contenant au moing

- ggint de A et tel gue.A ‘goit tout entisr d'un méme cBté de H .
a ."«"»i'r i & e
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PROPOSITION 3.- Soit A up corps comvexe (3 1,n%7,d67.4) daug un espsoe
vectoriel topologigue B gsur R . Tout hypeml&n d'appui de A est fexmé,

el tout point frontidre de A appartient & vn hyperplen d'appul su moins.

11 suffit d'appliquer le th.1 & 1l'intérieur % de 4 et & un point
frontidre quelconque de A& .

Remarque.- 8i & est un ensemble convexe fermé dans £ , engendrant E,
ayant des points intermes mais aucuz peint intérieur, il psut se
faire qu'il existe des points de 4 mom internes; meis n'appartenznt
4 auoun hyperplan d'appui fermé de 2 (vhep.I1II, § , exere. ).

5. Application asux variétés liméaires.

PROPOSITION 4.~ Dans un espace lcoecalsment gonvexs, houte varidté lindsire

foermée ¥ egt l'intersectjion des hyperplasns fermész gul la contihnent.

En effet, pour tout =x $a y i1 exisie un hyperplan fermé H' séparant
strictement x et ¥ (prop.2) ; M est donc peralldle & H' , et par suite
lthyperplan fermé B contenant M et parsildle & HY ne contient pas X, ,
ce qui établit la proposition.

COROLLAIRE.- Dg

3 pn _espace locslement convexe séparé E , pour tout
‘Deimt x £0 , il existe un byperplan femré paessnt var O et _ne conte-
papt pas x . '

PROPOSITICN 5.~ §9;§2“ E unles-ace.l@cglﬁﬁﬁaﬁwcpnvéxavséearé

s M un sous-
- espece vectoriel de ¥ de dimemsiop finje. 1l existe un gous-espace
mé K , supplémentaire topelogique de # .

11 suffit de prouver gufil existe um sous-espace fermé supplémentaire
de & (chap.I,$ 2,prop.3). Le proposition résulte de la prop.4 sl est
de dimension 1 . 8i i est de dimension 1 > 1 , reisonnoms par récurrence
sur o ., Soit 8#¥0 vun point de ¥ , B un hyperplen fermé ﬁupplémentaire

By

de la droite passant par O et &2 ; HNM# est de dimension n-1 , done,




dans l'espace localement convexe sgéparé H , il existe un supplémentaire
fermé N de HNM ; i1 est clair que F est fermé dens ¥ et suppélémeniaire
de 4 dans B . |
Un sous-espace fermé M de dimension infinle d'un espace localement
convexe séparé E ufadmet pas nécessairsment de supplémentalre topo-
2___ logique (chap.I, appendice, eﬁercﬂé"} et chapd.II, ¢ . exerc.).
4. Prolonsement des formes linéairss conbinues.
TafORkME 2 (Hehn-Banseh).- Soit p ume seni-porme sur un espace vegtoriel
réel E . Soit M un sous-espace vectoriel de B , st soit £ une forme
linéaire définie dens ¥ et tels gue l2(x}| ¢ p(x)} en_tout point de i .

11 existe alors une forme linésire T d6finie dans ¥ , prolongeant f ,

et telle gus if{x)% <p{x) eo tout point Ge B .
On peut supposer que I nfest pas identiquement nulle, sans quoi is
théoréme est trivisl. Considérons sur £ lz “opologis locaisment convexe

défim.e pax I'unique semi-nomme p ; ltensenbiles gonvexe & indicateur
»&e la sem-norme D o.éfxm per 1'indgslisé piz) <4 eat éslors cuvert
dans E . Soit V la variété linéaire définie dans ¥ par la relatic
£(x)=1 (hyperplan daus M) ; on & »p(x} > % ez tout point de V , autremen
dit, V ne rencontre pas A . Le th.% monire done gulil existe uam hyper-
plan H dans £ , contenant V et ne rencontrant pas 4 . Soith? iz Torme |
- linésire Géfinie.dsns B et teils qes T(x)=1 daws £ ; comme ¥ &5t un
B&yparp;}.ézz dans ¥ sur laguel les restrictions ée f et P somt égalss, on &
T(x)=f(x) dans M ; enfin, comme O appsriient au éamiaaspaee cuvert

6éfivl par P(x)<C 1 , cs dﬁ”isespaw conbient A , et par suite la

#-g
e
o
pen
o
£
g
-
e
M
g
]
ol
&
o
o
o
o
&
(14
e}

(2} > 1 . Bx vertu de l'homogbuéité de T

x
st de p , on s dome | T(x){ p(x). en wout point ée B, st 12 théordme
§

gzt d&noniré.
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COROLLAIRS 1.- MEW # un_sous-espace gectorjel de E ,

an £ 3 définie dans @ ; il existe uvne forme ling-
M?w B , prolongeent £ st telle que ||F =2 -

11 suffit dtappliquer le th.2 ®n prenant p(x) = “ . ﬁ zff , ce qui
donne h?ﬂ f2{ ; d'autre part, comme HE Bup 2?(2()% , on & éviden-
ment | F ﬂ 2Uz]| » a'ok le corollaire.
COROLLAIRE 2.- goient E un_espace locszlemsnt convexs, i un sous-espacd
de E , £ une Porme linéaire contipue déiirie dan

s B ; il existe une forme
lipnéaire contimue T définie dans B et prolomgeant f
En effet, il existe par hypothése une seni-norme p continue dans B

et un nombre a 70 tels que \f(x)t a.v{zx) dans ¥ (& 3,prop.7)

vertu du th.2, il existe donc uns forme liméairs T définie dans E ,
prolongeant £ et telle que l f(x){ a2.p{x)
est continue.

dans B , ce qui prouve que T

COROLLAIRE 3.- Solent E un espacs locslemsn? convex:, X #0 un point ds
; D une semi-norme continug dans B ; il

continue £ dans £ , telle gue f\z; ,i.,.mf“ ) 8% _gue 7 #{x) } <p{x, dars E .
11 suffit d'appliqner le th.2 & la droite ¥ passwzat par O et x, et

& 1z forme linéaire _A,XQ - A pézza;

enent des formes linéaires i«

iete une fowng lindaire

PROPOSITION 6.~ Scient E un espace locel

F{”’ le demi-es uace

®
If;g
d’
[¢4]
feto
]
®
®
(1
5
o
=
@®
ot
5
&
§i;
L0
1

€
0
b
oo
“4:2
®

f{x) 7> 0 contient P par définition ; d'sprés le lenms de la démonstra-

tion du th.t, l'hyperplan H d'éguation £{x)}=C est fermé, donc £ est
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est continue (chap.I, $2,th.1).
L'applieation du th.1 au point U et & l'ensemble convexe P (intérieu:

- de P) montre qu'il existe un hyperplen fermd H passant par 0 et ne ren-

contrant pas b ; on en conclut qus P est tout entier d'un seul cGté de
8, car dans le cas contraire, H contiendrait des points intérieurs &4 P
(31,prop.19). 8i £(x)=0 est une égustion de H , £ ou -f est une forme
PROPOSITION 7.- Sgient B un espace loczlement convexe réel séparé,
P un clpe gogvexe dans B , ayant un point intérieur et tel que
Pr(-P)= ju}. Soit s pn sous-espace vectoriel do © contement un point
intérieur € ¥ . Alors, pour toute Forme linéairs positive £ dans M
(pour la structure d'ordre définie par ¥Nu), il existe une forme
linéaire ¥ positive dans E (pour le structure dfordre définie par Pa)
et _prolengesnt £ .

Soit H 1'hyperplan fermé dans ¥ , défiri par 1l'équation f£(x)=0 ;
comme 1%intérieur de PNYE (par rapport & i) an'est pas vide et est

contenu dans un demi-espace fermé défini par H , N ne contient aucun
point intérisur 4 le , en vertu du lemne ; a fortiori N ne contient
aucun point imdérieur & P (dans E). Le th.! prouve qu'il existe un
hyperplas #8888 ¥ contenant N et ne rencontrant pes 1'intérieur de P ;
comme 3 ogntlent un point intérieur 3 P , o2 ne peut avoir Mc H ,

dlott MNHsM . 88 ¥(x)=0 est une équation de H , et £ la restriction
def &8, 1‘1{:)-0 est une équation de ¥ dams M , et p;,r suite il existe
un scalaire aff0 tel quo af=f, ; en maitipliant # par 1/a , on peut
donc supposer que £ ost la restriction s ¥ 4 UM . Cela étant, si x, est
un point imtérieur & P et appartenant &4 i , on & £(x, ) >0 , done

?(xo) 70 m 2 est tout entier dtun méme coté de H,ona
nécessairement T(x) > 0 pour tout x=eP , co qui montre vqne T ok e

forme linsire positive, et achéve ls démonstration de la proposition.
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Hemargue.- 8i on ne suppose pas que M contient un point intérieur

de P , la proposition tombe en défaut, méme si E est de dimension
Z finie, et 81 PNM contient des points intérieurs par rapport

& M (exerc. 12).

6. Applicetion : dérivées des fonctions & valeurs dans un espace
localenm onve (en pamimm petits caractéres)

au Livre IV,chap.I, 32, nous avons démontré le théoréme des accrois-
sements finis pour des fonctions définies dsns un intervalle de "R et
prenant leurs valeurs dans un espace normé sur R ; le théoréme sfétend
comme sult aux fonctions prenant leurs valeurs dans un gspace locslement
convexe séparé guelcongue :

PROPOSITION 8.- Soit { mne fomotion définiec et continus dans un inter

valle I de R , prenent ses valeurs dems vr espace ocalement convexe

sépers E . Op suppose gue [ adme® uns dérivde ep tops les points du

complémentaire par reppert & I dfune vpariie dfmombrable A de cet inter-

yalle, et gu'en chacun ds ces poimbs ('ix)

fermé convexe D E . Dans ces comditions, pour doub

distincts a,b de I , 5-:}&- (F(v)-f(a)) szppartient & D .
En effet, soit u une forme linéairs continve gquelcongue dans B ,
telle que D soit contenu dans le demi-espace fermé d4fini par ls relation
w(z)>a . la fonction numériqus comtinue wuf £ (x))=g(x) est dérivable
en tous les points de I n'sppartenant pas & & , et en chacun de ces
points, on a g'(x)=u(f *(x)) (Fomet.var.zéelle,chap.I, §4,n° ), done
g'(x) 2 « par hypothdse ; en vertu du th. des accroissements finis pour
les fonctions numériques, on & donc EZ% (z{vj-g(a)) > a ; en d'autres
termes, le point - ‘S’%E (F(v)-F(a)) est dans le demi-espace défini par
uw{z ) > a . Coume D est 1'intersection de ces demi-espaces (cor. de la

prep.2), la proposition est démontrés.
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COROLLAIRE 1.- ui D est un corps convexe et 8l ¢l ( £(b)- f(a))=c¢
est un point frontidre de D , pour tout hyperplen d'appui H de D au
point ¢ , f'(x) gppartient 3 HND en tout point x de [a.,b]
ot cette dérivée est définie. ‘

En effet, si wu(2)=o est une équation de H et 8i u(z)) o dans
D , il résulte de la démonstration de ls prop.8 que (en posant g=uof )
on ne peut avoir g(b)-g(a)=a(b-a) que i g'(x)=0 en tout point de
[a,b] ntappartenant pas & A ; ce qui signifie que F'(x) appartient-
& H en ces points. '
COROLLAIRE 2.- Soit p ume semi-norme continue dams E . Si, en tous

les points de [e,b] o& { gdmet une gérivés, ona p(f'(x)) £ o,

on &

gk (F(0)-£(e))) € &

Il suffit d'sppliquer la prop.8 & lien -,emble Gonvexe famé d4éfini
par la relation p{z) € ¢ .

7. £xtension eux espaces localement convexes complexes.

Soient E un espace ldcalement convexe complexe, EQ l'espace locale-
ment convexe réel associé (3§ 3,0%6). Toute variété linéaire M dans E
est aussi upne variété linéesire dans EQ , la réeiproque étant imexazcte.
Pour éviter toute confusion, on dira qufune variétévlinéai:e dans B
(resp. dans Ee) est une variété lindaire complexe {resp. réelle).

Une variété linéaire complexe de dimension finis n {resp. de codimension
finie n) est une variété linéaire réelle de dimension 2n (resp. de
codimension 2n). '

Soit £ une forme linéaire sur E (prenent donc des valeurs complexes);
il est eloir que g= 9% £ et b= 5'5 scnt des formes linéaires sur E, |
en outre, la relation f£(iz)=if(x) entraine l'identité h(x)=-g(ix).

Inversement, ai g est une forme linéairs (réelle) sur B, , £(x)=g(x)-ig
(ix
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est une forme linéaire (complexe) sur E telle que R f=g ; il est
clair que, pour que f soit gontinue, il feut et il suffit que g le soift.

Soit maintenant H un hyperplan complexe dans E , d'équation

£(x)=a+if , £ désignant une forme linéaire complexe sur £ ; en posant
= A £, on voit que H est 1l'intersecticn des deux hyperplans réels
2 oH, d'équations respectives g(x)=c et glix)=- ; si H est ferné,
il en est de méme de H, et H, (chap.I, $2,th.1). Inversement, soit H
un hyperplan réel homogdne, d'équaiion g(x)=0 (g forme linéaire
(réelle) sur B ) ; 1l'intersection H de &g et de ;E est un hyperplan
complexe homqgéne, car 8i £ est la formse @izéaire fcomplexe) gur E
tells gue R f=g , H est l'hyperplan d’équation £(z)=0 ; si B, est

fermé, il en est de méme de B .

PROPUSITION 9.~ Dans un espace locslement gonvexe complexe & , toute

variété lindsire complexe fermés M esi l'imtersection des hy

complexes fermés gui ls contiennent.

11 suffit (per translatiom) de comsidérer le cas o M est un sous-

eépace vectoriel de E . Alors M sst l'initersection des hyperplans péels
fermés qui la contiemnent {prop.4) ; or, si Ee est un hyperplan réel
fermé contenant M , on a sussi M=ill C IH ; domc M est contenue dans
lthyperplan complexe fermé H:HG(}(iHQ} ; dlot rézulte que 1l'interssc-
tion des hyperplans complexes fermés'aﬁateg&nt # est contenue dans uw ,
et par suite identique & M .

PROFOSITION 10.- sSoit 7 une semi-norme sur un esvace vecto riel complexe

£ (§3,0°). Soit M un sous-espsce vectoriel de

i

, 8t _soit f une

forme linéaire {complexe) définie dans ¥ st telle cue gf(x}\<; p(x)

en tout point de M . Il existe alors uns forme linéaire (complexe)

£, définie dans E , prolongeant £ et fells qus ng(X)E & p(x) en
tout point de E . ‘
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En offet, g= A £ est une forme linéaire réelle définie dans M et
telle que | g(x) '4 p(x) en tout poinmt de M ; il existe donc une forme

linéaire réelle g, définie dans E , prolongeant g et telle que

'g,‘(x)" p(x) deans E (th.2). Soit 7 4 (x)=g,(x)-ig, (ix) 1le forme
lin6aire complexe sur E , dont g, est la p@z'tie réelle. Four tout @
réel, on a N4 (emf (z)) = & (f (eiex)) (e z) ; en raison de la
relation p(a x)-p(x) , on a done !ﬁ(alef (z))[ p(x) pour tout 6 ,

et en particulier 'r (z) l p(x) » Ce gui démontre la proposition.

COHROLLAIRE 1.- Seoient k un espace normé compleze. M un sous- -espace_vec-
-toriel complexe de & , ne_forme linésire continus définie dans id ;

il exigte une forme lindaire corntinus f,g é¢finie dons E , prolongeant

't et teile que Jrf=jt | .

IX saffil a'appliquer la prop.i0 en prepant pl(xl= igfg . !\xl{ , ¢e gui

donne ﬁfd < ﬂfﬂ; d'autre part, comme || g, = 592 %f‘i(x)‘ s ON 8
évidemment If,_ I > " fu ; %ol le corollaire .

COROLLAIRE 2.- golent E un espace localement convexs complexe, m un

Qus=e toriel coumplexe de & , £ une forme lindaire continue
définie dang i ; il existe une forme linéaire montinue T, définie dons E

et prolongeant £ .
Il existe en effet par hypothdse une semi-norme 7 continue dans #

et un nombre a > U tels que }f(x); < a.p(x) pour tout =xewm ; il

suffit d'appliquer la prop.10 & la semi-norme a.p ot & la forme lindaire
Exerciges.- 1) soit A un corps convexe dans un sespace vectoriel 8
topologique séparé E sur R , et soit ¥ un hyperplan fermé contenant
un point intérieur de A . montrer que liintersection de H et de ls
frontiére F de A est un ensemble rare par rapport & F (pour montrer
que dans tout voisinage d'un point de HNF i u, existe des points

de F n'appartenant pes & B , se ramensr au cas ok n=2) .
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2) Dans un espace vectoriel topologique séparé E sur | , soient
A et B deux corps convexes n'ayant azucun point intérieur commun.
mwontrer qu'il existe un hyperplan fermé gui sépare A et B .

3) Soient £ un espace localement convexze séparé, A un ensezble convex
compact dans & , B un ensemble convexe farmé dans £ . momtrer que si
A et B n'ont aucun point commun, il sxiste un hyperplan fermé qui
les sépare (remarqguer que A-B est fermé}.(% )

4) Un congiddre, dens ‘R5 ; le cone convexe fermé C défini par les
inégalités xpu , yyv , 230 , z,zg Xy . sontrer que la droite D

d'équatione ==0, 2z=1 ne yencontre pas C , mais qu'il n'existe aucun
plan contenaent D et ne remcontrant pas C .

'5) Dans un espace vectoriel réel B , scit A un ensemble convexe, %,
un point de k& gqui n'est pas point interne de A . Pour qu'il existe un
hyperplan contenant x, et tel que & scit tout entier d'unm méuwe coté
de cet hyperplan, il faut et il suffit qu'il existe un cbne convexe
C de sommet Xy 2 tel gue CNA soit réduit au point x, , ayant au
moins un point interne et engendrant B (pour voir que la comdition
est suffisante ; utiliger le th.1).

6) Soient E un espace localement convexe, C un cdne convexe fermé

de sonmet U , distinct de & . Montrer que pour tout hyperplan B tel
que C solt tout entier d'un m8aze coté de H , il existe um hyperplan
d'appui de C paralléle & H . fn déduire que pour tout point ag¢C ,

il existe un hyperplan d'appui de C qui est fermé, ne contient pas a s
el sépare a et C .

7) Soient k un espace localement convexe séparé, C un cdne convexe
ferné de sommet O dans E .

a) Soit V un sous-espace vectorisl de dimension fipie dans E

tel qus CNV={0} . iiontrer que V+C est fermé dans & .

?
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(Haisonner par l'absurde ; si bEVHC 6tait adhérent & V40 , pour
tout voleinage convexe U de U , l'intersection de bV et de

TFU < ¢+2U0 ne serait pas vide ; remarguer ensuite que dans l'espace
{=¥+Rb , une sphdre est compacte). uontrer que la proposition(est
inexacte ei VANC #£$0), en prenant pour C le cbue défini dems
l'exarc.4, pour V la droite d®éguaticns =x=U0, 2z=U .

b) Déduire de a) que, dans lihypotihise ob GV ={o}, il existe un
hyperplen d'appui fermé de C contenaut Vv (utiliser l'exerc.6).

8) a) Soient E un espace vectoriel sur ® , 4 et B deux ensembles

convexss dans E , sans point commun. scntrer qu'il existe dans E
deux ensembles convexes sans point commun, C et D , tels que Ac C ,

B<D et cUpst (appliquer le th. de Zorn & l'ensemble des couples

(4,N) d'eusembles convexes sans point commun, tels que Acm et
B N) .

b) soit B un espace localement convexe sur R , de dimension infinie
liontrer gu'il existe dans E deux ensenbles convexss C¢,D sans point
conmun, partout denses dans & et teis gue CuUD=E (utiliser l'exerec.
4 du Q1).

9) soient A un ensemble convexe fermé dans RB ; et X, un point
de 1{“ n'appartenant pes & A ; on déslgne par 4 la distance eucli-
dienne dens R©Z . |
- a) uontrer, sans utiliser le th.1 qu'il existe um point et un seul
x @e A tel que la distance euclidienne alz_,%) s0it égale & d(x_,A),
et que l'hyperplan or’chbgonal & la droite joignant X, et x et pessant
par X est up hyperplar d'appui de & .

b) Déduire de a) une nouvelle démonsiration du th.1 lorsque E est
de dimension finie (se ramener au czs o3 ¥ est un point frontiédre %
de A ; remarquer que ls borme inférisure de ls distance de x, aux

hyperplene d'sppui de A est nulle,et utiliser la compaecité de an).
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10) Soit A un ensemble compact danse R = , ayant des points intérieurs
tiontrer gue ei, par tout point frontiére de A , il passe au moins un
hyperplan d'sppui de A , A est convexe (raisonner par l'absurde en
montrant que si a et b sont deux points de & tels que le gegment
dlextrémités a et b ne soit pas contenu dens 4 , et si ¢ est un polint
intérieur de & , non situé sur le segment d'extrémités a et b ; 11
existe un point frontidre de &4 , distinct de 2 et b , dans le triangle

de sonmets a,b,c) .

11) Soit A un ensemble ferzé dans = , ayant la propriéié suivaante:
pour tout =x e‘Rn , 11 existe un point et un seul yea tel que
a(x,y)=a(x,a) (4 distance euclidienns].

a) Montrer que si X¢A , 1l'hyperplan H passent par y et perpendicu-
laire au segment d'extrémités x et y , est un hyperplan dlappui de A
(montrer qutil est impossible gqu'il existe des points de A situés
strictement du méme coté de H que x , en considérant les sphéres dont
le centre est sur la demi-droite d'origine y passent par x , et qui
passent par §).

b) Déduire de a) que a est un ensemble convexe (raisonner par
l'sbsurde en considérant deux poinis &,b de 4 el un point =x4A
appaertenant au segment dlextrémités a et b) .

12) Dans l'espace ‘R5 , 80it ¥ le clne convexe fermé de somzet ¢
engendré par l'ensemble convexe défini par les relations x=1 ,

Z g(yj)_ ; ona PN(-P)=0 . Soit ¥ le sous-espace z=0 de ‘Rg g
nontrer que dans ¥ , la forme lindsire f£(x,y)=y est positive pour
la structure d'ordre définie par PNM , mais qu'il n'existe aucune
forme linéaire ¥ dams "F&‘.?J ; positive pour la structure d'ordre définie

par P , et prolongeant le forme f .




e

- 172 -
13) Soit B un espace veotoriel topologique sur R .

s) PYour qu'il existe une forme linéaire continue non identiquement
nulle dams & , 11 feut et il suffit qu'il existe un voisinage de O
dont l'enveloppe convexe ne soit pas partout demse.

b) rarmi toutes les topologies localement convexes sur & , moins
fines que la topologie donnée € sur i , montrer qu'il existe une
topologie €, plus fime que toutes les sutres, et que pour cette
topologie, leos formes linéaires continues sur E sont les mémes gue

pour la topologies © . |

¢) s0it 8 un espece vectoriel sur R , de dimension infinie, et soit
(e,) une buse de E . rour tout x= ; x e, , soit q(x) =g ﬂ;::-;
l'ensemble des parties définies per g{x) < e (e nombre > O arbi-
treire) est un systdme fondamental de voisinagss de O pour ume topo-
logie § =sur E compatible avec la structurs diespace vectoriel de & .
sontrer gque la plue fine des topologiss localement convexss sur &
moins fines que § est la topologie & définie par la norme
p(x)= ; 'xd.

14) soient B un espace vectoriel sur R , & un groupe résoluble
dtautomorphiene de BE . Soit V un sous-espace vectoriel de E iavarient
par G , p une semi-norme sur E telle qus pis.x)=p(x) pour tout xecg
et tout @€y . 5i u est une forme linéaire définie dans ¥V , telle que
‘ﬁ(x)’ g p(x) dans Vet u(s.x)=u(z) pcur tout s€G , montrer qQu'il
existe une forme linéaire u proleongsant u & £ , telle que
‘no(x)é ¢ p(x) dens E et uo(s.x)zzzg{}:) pour tout s e . (Dans
ltespace produit RE , considérer l'envsembls K des fomctions numéri-
ques telles que £(x)=u(x) pour =xecV et Ef(x)% < p(x) dene & ;
montrer que K est un ensemble comvexe corpsct non vide ; eppliquer

ensuite le cor. du th.2 du §1 & K et aux transformations linésires
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de ‘R"s qui, & toute fonction £eRE font correspondre la fonction
x —>» f{8.x), pour chaque s €G).

15) S0it A un emsémble £iltré par un filtre T , ( Fu.)a. ca 1Be
famille de fonctions définies dans un intervalle I de R , prenant
leurs valeurs dans un espace localement convexe =éparé E . Un auppose‘
que chague fonction F“ admet ume primitive 30, dans 1, que, suivant
le filtre 3: , 1es fonctions Fa convergent uniformément dans toute
partie compacte de I vers ume fonction [ & valeurs dans B , et que
9 o’(x‘:’) tend vers une limite (dans B) suivant & pour un point
xoé I.

2) sontrer que les ¢ _ convergent uniformément dans toute partie
compacte de I vers une fonction contiasue 4 , suivant le filtre ™ .
81 ¢  est primitive stricte de f o bour tout eed , ¢ est primi-
tive gtricte de f . Si le filtre ; ou le filtre des voisineges
de 0 dans & , admet une base dénombrable, ¢ est une primitive de £
b) Un prend pour E l'espace produit K~ des zpplications de I deas
R ; 1la donnée d'une spplication w ds I daus ‘Ei%l équivaut alors &
la donnée d'une application (x,y) — u(x,y) de IxI dans R ,

w (x) étant 1l'application partielle y — u{x,y}. On prend pour A
1l'ensemble des parties finies de I , pour ¢° le filtre des sectioms
de l'ensemble ordonné filtrant A (pour la relaticn < ). Pour tout
a =(y1)1 <i¢n dans A , on prend pour i{»&(z;) ltapplication partielle
y—=>£ (2,3), ob £ (x,7)=0 pour yfy, (1€i€a) et

£,(%,73 )=0((x-7,) sin X';i ) pour xfy, £ (3;,5;)=v . sontrer que
les fonections Fa convergent uniformément suivant O vers une
fonction F qui n'admet pas de primitive, bien que chacune des fonc-

tions FG admette une primitive.
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36. Points extrémaux des ensembles convexss.

1. Facettes et points extrémaux d'un ensenmble convexe.
DﬁFmI‘l‘ION 1.« goit & un ensemble convexe dsns un espace vectoriel E gur
R , et soit x un point guelconque de A . Un appells facette de x dansg A
l'engemble formé de x et des points y#x appartenant & A et tels gus x
soit point interne de l'intersection de 4 et de la droite passant par
xetpary . |

On dit gu'un point xecA est point exirémel de 4 si la facette de x
dans A gst _réduite an point x .

Dire que x est point extrémel de A sigznifie donc gus pour toute droite
D passant par x , x est une extrémité du ssgment ou de la demi-droite

DNA ; en d'autres termes, si y et 2z sont deux points ds A tels que x
appartienne au segment fermé dlextrémités y et z , on & nécassaimment
=y O0u X=% .

PROPOSITION 1.- Pour %oubt point x d'up epserble convexe A , la facetie
F_ de x dans A est un ensemble convexe.

En effet, solient y et z deux peoints de Fz ; montrons que le segment
clextrénmités v et 2z est contenv. dans ?x . Le propriété est conséquence
évidente de la définition de Fx sl y=x ou z=x2 ; supposons donc qgue y
et z solent distincts de x ; par définition, il existe alors o >0 tel
que, pour |p| <« , les points xtp(y-x} et =x+o(z-x) appartienment
& A . Pour tout A tel que U €A , le point
Azt (y-x) H(1- 4 Y zto(2-x) )=xto (A y+{1- L)z-z) appertient done & A
pour gp( < @ , ce qui prouve gue le point i y+(i-J )z eppartient & Fz "
COROLLAIRE.- Lg facette F ¢'un point x d'ur ensemble convexe A est le

%
rand eng , gootenu dape 4 gt dont = soit point interpe.

plus enble conv
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En effet, il résulte aussitdt de la déf.1 que x est poiant interne
de Fx et que si B est un ensemble convexe contenu desns A et tel que
x soit point interne de B , om 2 B Fx .
Bemargue.- Si E est un espace localement convexe séparé sur W ,
Z- et A un ensemble convexe fermé dans & , la facette dfun point de A
n'est pas nécessairement fermés (exerc. 4).
PROPOSITION 2.- Scgient A un _ensemble convexe, = un point de A ; pour

tout point y de la facette Fx de x dans A , la facetie F:’r de y dans

A est identigue & ls facette de y daps F_ (et par suite est contenue

gans P ) .

11 eZt clair par définition que ftout point de la facstis de y par
rapport & Fx appartient a Fy ; i1 suffit dome de prouver que Fy est
contenue dsans Fx . Soient u et v deux points de A tels qus §y arpar-
tienne au segment ouvert dlextrémités u et v {fig.1) ; il suffit de
montrer que u et v appartisnnent & FK . Comne ye Fx par hypothéss,

il existe B > 0 tel que 2=x-B(y-x) apparbticume & A ; on en déduit

que le poimt u' ol la droite passan® Dar u et x rencontre la droite

passant par v et z , appartient su sszment dfexizrémités v et z
donc & A : car, en supposant pour simplifier que =x=0, on a

z=-By , v=y-a(u-y) avec o >0 , d'od aisément u' = - B8

1+a + B
u:_,__ﬁ.__- s ¢ o cémontre Dic ¢ '
s Tt ———L1+a+ﬁ)z ; cele cémontre bism que weEF. et on
prouve de méme que VeF .

x
2. Yaridiés d'appui d'un ensemble convexe.

Soient 4 un onsemble convexe dans un espsce vectoriel réel E

et soit H un hyperplanm dfappul de 4 ; pour tout point =xXedHNA

w0

' la facette de x par rapport & A est contenus dans H , car dans le

cag contraire, il résulte de la déf.%1 gu'il existerait des points
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de A qui ne seraient pas d'un méme coté de H . Ceci conduit & généraliser
la définition d'un hyperplan d'appui :

pEFINITION 2.- un dit gu'une variété linéeire affine V est ume vari&té
d'appul d'un ensemble cgnmg' A gi_elle rencontre 4 et si, pour tout
x€VNA , la facette de x dans A st contepue dans V .

En particulier, si une variété d'appui V 8s A est telle que V/ . A

soit réduite & un point X, s X est poin%t exirémel de A .

11 résulte aussitft de la 46f.2 qus ei (%f&) est une famille quelcongue
de variétés d'appui de & et si 1l'ipntersection V des ’\fa rencontre A
V est une variété diappul de A .
YROPOSITION 3,- Pour toub poinmt x diun ensembls convexe A , la variélié

linéaire V gnzendrée var la facetle F ds x dzos & 38b llintersection
des variétés d'appui de A contenent x , gt oma VNA= ﬁv »

En vertu de la d6f.2, V est contenue dans toute variété d'appui de A
contenant x ; d'autre part, comme x ost point interne de F_ {(cor. de la
prop.1) V est identique & {x} si Fx =x} eﬁa‘if est l'ensemble des
droites passant par x et les pointe de ¥, distincis de x 81  F ¢ {x} 5
diod VNA = Fx en vertu de la dé6f.1 . Heste 4 montrer que V est
variété dlappui de A ; or pour tout point yeV/ A = Fx , OB 8
ch: Fxc, Vv (prop.2), ce qui achdve la démonstration.

Remargue.- Si un point xeA est contenu dans au moins un hyperplan
? gt a.ggui' de A , la facette de x par rapport & A est contenue dans
"=  1lintersection de A et de tous les hyperplans d'sppui de A conte-

nent x ; mais elle peut 8tre distincte de cette intersection (ex.3).

3. Points extrémeux des ensembles convexes compacts.

PROPOSITION 4.- Soient E un espace vectoriel topologigus séparé sur R ,

Aun compact dans B , H un hyperplen fermé, x, um poink

gueleconcue de A . 11 existe un hyperplau d'appui H de 2 , paraliéle &
H et tel gue x et B goient du mdme coté de H_.
O g - o
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kn effet, soit g une forme linéaire continue dans E telle que g(x)=s
soit une équation de Ilo ; supposons per exemple que g(x))> @& .
Soit alors b la borme supérieure de g dans A ; il existe un poimt
z€ A tel que g(z)=b (Top.gén., chap.IV,6,th.1) ; il est clair que
lthyperplan H d'équation g(x)=b répond & la guestion.

COROLLAIRE.- Deps un espace localement convexe séparé & , tout emsem-

ble copvexe et compsct A tersection de demi-espace
1 * $:h MESES IRV G o: LAk 0';; (JUU 7: A .

En effet, pour tout poinﬁ x°¢4 , 11 existe un hyperplan fermé H
qui sépare strictement x, et A (§5,prop.2). Soit y un point de A ,
111 1'hyperplan paralléle & i, passant par y ; s'il n'existe pas de
point de a situd strictement du m8me coté de 51 que Ho » B, est un
hyperplan dtappui de A qui sépare x, et 4 ; sinom, il existe d'apres
la prop.4 un hyperplan d'appui H de A situé strictemeant du méme coté
de H, que B_ ot qui sépare encore x, ot 4 . |
On notera qus cette propriété, qul précise le cor. de la prop.2
du § 5, est valable sussi pour tout corps convexe (95,prop.3) ;
on ignore si elle est encore vraie pour un ensemble convexe fermé
quelconque.
PROPUSITION $.- golent B un espace localement convexe séparé, A ua
ensemble convexe et compget dens E . Tout hyperplan Gfappul fermé
de A contient au moins un point extrémal de A .
Soit H un hyperplan d'appui fermé de 4 , et so0it F llengemble
des variétés c'appui de A , fermées dans E et contenues dans H ;
S: n'est pas vide, puisque He & . Ordonnons g par la relation
-~ ; nous alloms voir que, pour cetie rsiation, 5{ est inductif.
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En effet, soit @ une partie totalement ordonnée de F ; tout revient
& montrer que ei W = Ved V , % est une variété d'appui de A (car
elle est Svidemment fermée), et pour cela il suffit de vérifier que
BNA = Ve (VN A) n'est pas vide ; or, lorsque V parcourt @ ’

les intersections finies d'emsembles de la forme VMNA sont encore de
cette forme, puisque @ est totalement ordonnées ; elles formeant donc

une base de filtre d'ensembles fermés {pulsgue par hypothdse VNA

n'est pas vide pour VE @ ) sur un espace gompact A , ce gui prouve
gus WNA n'est pas vide.

En vertu du th. de Zorn (Ems. R, $6,2910), il existe donc dans &
un Elément minimal W, ; nous allons montrer qué ‘HO est réduite & un
poiz;t S ‘et par suite gue x est point faxtréraal de A . Supposons le
contraire : dans la variété linéaire fermée W_ , ds dimepsion >0,
WGHA est un ensemble convexe compact, donc il existe dans W, un

s

hyperplan d'appui fermé L de WrﬂA (prop.4) : pour tout npoint

xewc(\ﬁ , la facette de x dans A est contenue dans W donec identique

e ¢
& la facette de x dans anA : en particvlisr; sl xélNna ;, la facette
de x dans & est contenus dans L , avtrement dit L est varidté dlappui
fermée de A ; comme LC W _ et L;éwg ; cela contredit la définition
de P et 1la proposij:ion est donc démonirés.

ruborkuE 4 (Xrein-milmen).- Dans un espsce localement couvexe séparé E ,

tout ensemble convexe compact A est identloue & llemvelorpe fermée
conyexe de l'ege'mble de ses points exirfmaux.

En effet, soit B ll'enveloppe fermée ccnvexe de l'ensemble des points
extrémeux de A ; B nfest pas vide en vertu des prop. 4 et 5 , et on a
évidemment B — A . Supposons gqu'il exists un point ‘xGEA n'appartenant
pas 4 B ; il existerait alors un hyperplzn fermé H, séparant strictement

%, ¢t B (§5,prop.2) ; en vertu de la prop.4, il existe un hyperplan
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d'appul fermé H de A, paralldle & H, , ot tel que H et x  solent du

méme coté de B, ; comme x et B sont d'un méne coté de H , on a HO#H s

o
et par suite H ne rencontre pas B ; or, cela contredit la prop.9 , et

le théoréme est donc démontmé.
Remarques.- 1) HMéme dans un espace E de dimension finie, l'ensemble

des points extrémaux d4'un ensemble convexe compact n'est pas
nécessairement fermé (exerc. 8).

2) Dans un espace localement convexs zéparé st complet E , un
é ensemble convexe fermé et bormé n'auzei pas nécessairement de

point extrémal s'il ntest pas compact (sexzere. 11).

4. Génératrices extrémales des clmes convexes.

vans ce n°, quand nous parleroms de cSnes dans un espace vectoriel,
il s'egira toujours de cones de sommet dforigine. Soit G un cOne convexe
dans un espace localement convexe sépers & ; s1 V est une variéié
d'appui (n®2) de ¢ , contenant un point xoﬁc de ¢ , V contient 1l'orizine
car la demi-droite dtorigine U passant par %, est contenue dans la
facette de x, dans C . Toute variété d'sppul V de C contenant au moins
un point #0 de C est donc de dimemsion 2 1 ; nous dirons gqu'une variété
@fappui de C , de dimension 1 , est une géndratrice extrémale de C .

lous allons dens ce qul suit démontrer l'existence de génératrices
extrémales d'une certaine catégorie de c8nee convexes.

PROPOSITION o.- golent B un espsce localemsct convexe séperé, A un

ensemble compact ne contenant pass lorizine ; alors le cOne C engendré

bar A est fermé dans E .

En effet, soit a0 un point adhérent & C ; la trace sur C du filire
des voisinages de a2 est alors une base de filtre :E§ . Pour tout ensem-
ble Ve B , soit C(V) le cbne engendré par V : l'intersecticn

ANC(V) n'est pas vide par hypethése. Lorsgue ¥V parcourt 3? p
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les ensembles ANC(V) forment donc une base de filtre sur A , et
1'hypothése que A est compact entraine que cette base de filtre a un
point adhérent b dans A . Far hypbthése, on a bF0 ; si aﬁc les points
a et b ne peuvent &ire sur une méme drcite pessant par 0, done 1la droite
D passant par O et le point %(a+b) ne contient ni a ni b . Il existe
par suite un hyperplan fermé H contenant D et séparant strictement a et
b (§5,prop.4). 8i U est la demi-pspace ouvert défini par H et contenan
a2 , b n'est pas adhérent & U . Mais en posant V=UNC , ocna Ve XN
et C(V) < U , donc b ne peut 8tre adhdrent & C(V), ce qui est absur-

de, et montre que l'on a nécessairement oML .

<3

On potera que si Q€A , 1e cbne sngendré par A n'est pas néces-
7 sairement fermé. Par exemple, dons le plan iy ;, le cdne engen-
Q__ dré par l'ensemble compact défini par 1'indgalité (31-1)‘2«}-5"2 <1
est formé du point O et du demi-pian cuvert x> 0 , donc n'est
pas fermé.

PROPOSITION 7.- solent E un_espace logals

ment convexe séparé, A un ensen
E de

codimension 2 s pe rencontrant pas 4 , B um byperplan fermé passant

*

ble convexe compact dans E , ¢ un scus-espace vectoriel fermé de

per G , x, un point quelcongue de A . 1i existe un hyperplan d'appul

fermé H de A , pessant par G , et_tel que X, et HNA soient du méme
cot.  de H'o 5

s0it ¢ l'homomorphisme canonique de £ sur &/u ; comme o(a) est
convexe et compact, et ne rencontrant pas ¢(G), on est évidemment ramené
& démontrer la proposition 1orsque E esl de dimension 2 et G réduit &
l'origine. Identifient B et R par choix d'une base dans & , so0it
8(x) la mesure de l'amplitude dfun poini z;’zu comprise entre -z et n ;

comze on peut toujours supposer que A esi contenu dans le demi-plen

‘g}(}'(%\ 5, prop.2) €(x) est fonction continue de x dems A , done attein

son meximunm et son minimun dans A en des poinis z; et x, . Soit

-
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Soit d'autre part a ltamplitude d'um point de Ho ; i1 suffira de prendre

pour H la droite passant par O et par celuil des @ux points x, ,x, tels

1252
que e(;o) appartieine & l'intervalle dlextrémités a et B(xi) dans

} - , +n] .
COHOLLAIRE.- Soient E un espace localement convexe séparé, A un_ensemble
convexe compsct dans & , ne contenant pas l'origine. I1 existe alors
un hyperplan d'appui fermé de A pessznt par © .

En effet, il existe un hyperplan fermé %L,§ géparant strictement O et A

(% %,prop.2) ; soit B 1'hyperplan fermé passant par U et paralldle & H, .
Le corollaire résulte aussitat de lf'zpplication de la prop.7 & un sous-

espace fermé quelconcue de codinmensicn 2 contenu dans Bo .

PROPOCITION 8.- polent E un _espace locslement convexe séparé, A un snsem-

s &, ne contenant pas l'oriscine, H un hyperplen

dfappul fermé de A passant per U . Il sxiste dans B une génératrice

extrémale du clne convexe C engsndré par A .

s : C—l
Raisonnons comme dans la prop.5, e¢n considérant l'ensemble It des

variétés d'appui de ¢ , fermées dans E , renconirant A et contenues dans

H; comne H¢ ?ﬁ s ¥ ntest pas vide. Lensemble %t , ordonné par

la relation D , est inductif ; en effet, soit (3] une partie totale-

i

ment ordonnée de v ; 60 s0it W = ééjé; ¥ ; i on prouve que W NA

n'est pas vide, il en résultera que W est uns varidté diappui de C appar-

tenan? & EF . Or, lorsque V parcourt (o~ les intersectionms finies

dfensembles VMNA sont encore de cettie forme, puisque G%? est totale-
ment ordonnée ; ces intersections forment par suite une base de filtre

composée diensembles fermés dans l'espace gompmct A ; elles ont donc

une intersection non vide WN A .
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So0it alors W, un dément mininmsl de F ; nous zllons montrer que W,
est de dimension 1 , et par suite que WQ est une génératrice extrémale
de C contenue dans B . Supposons le contraire ; alors, dans l'espace
localement convexe o s WA est un ensenble convexe compact non vide,
ne contenant pas l'origine ; il existe par suite dans WO un hyperplan
d'appul fermé L de WOKXA passant par v (Qor. de la prop.7). L est une
variété d'appui de U , et comme i, est feimée dans E , il en est de méme
de L ; on aurait donc L € gt s LW et L # Wc , contrairement & la
définition de W . :

o]
iy . )
THEORELE 2.- Soient E un espasce localement convexe séparé, 4 un ensem-

E , ps contenapnt pas 1l'origine, G le clne con-

Jexe enrendré par A ; azlors € est l'envelopne fermée convexe de l'en-

semble de ge” pénfratriges exbydmalsy.

En effet, soit B l'enveloppe fermée convexs de llengsizble des gdaé-
ratrices exirémales de C ; B est un odne mor wéduit & U, en vertu du

L

rep.S, e on & Svidemmant R C . suppo-

(o]

coT. G& .a prop.7 et de lau
sons qu'il existe unm point X, €48 h?appartenant pes & B ; il existerait
alors un hyperplan fermé Be sSparant strictement X, et B ( §5,prop.2) H
si 31 est l'hypesrplan parailéle & EO et passant par lYorigine, 31 sépare
x, et B et xo;éﬂﬁ . Soit dtautre pért L un hyperplan fermé passant per

0 et ne rencontrant pas A (par exemple un hyperplan paralléle & un
hyperplan fermé séparant strictement 0 et 4) ; G = ﬁqf\L est un sous-
espace Iermé de codimension 2 » Be rencontrant pes A . En vertu de la
prop.7, il existe denc un hyperplan d'appui fermé H de A contenant G

tel que %, et HNA soient du mdne coté d%ﬁi . Ur, H contient une

génératrice extrémale D de C dfaprds ls prop.8, et s1 %, est un point

1

de DNacC BNA , %, ne peut appartenir &4 H, (puisque GNa = §) ,

o
feell
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donc X, et B ne sont pas du méne coté de H1 ; mais cette comclusion est
absurde puisque D est contenue dans B par définition.

Remarque.- 5i D est une génératrice extrémale du céne C , DNA est

réduit & un point (qui est alors point extrémal de A) ou est un
segment fermé dont les extrémités sont des points extrémaux de A .
<ais on voit immédiatement que si x, est un point extrémal de A , la
demi-droite d'origine 0 passant par %, n'est pes en général une géné-
ratrice extrémale de C , méme lorsqufil exiszte un hyperplan dfappui
de C contenant D . |
Exercices.- 1) soit x um point non interne d'un ensemble convexe A y
et s0it Px la Pfacette de x dans & . Montrer que, pour qu'un point
Y<€A soit tel que Fy'_'?x ; 11 fzut et il suffit que y soit point |
interne de Fx . En déduire que, si EE‘X est de dimension finie, et si
¥ est un point aon interne de Fx ; la dimension de Fy est strictement
inférieure & celle de Py . |

2) soit A un ensemble convexe, V une variété d'appui de A , F son
intersection avec A . wontrer que F est la facette de chacun de ses
pointa' internes.

3) Dans le plan 'Rz » On considére l'ensemble convexe A défini par
les relations -1g¢xg1 , e‘i-\[:;?%ygwm . Montrer qu'il
existe des points frontiéres de A dont la fecette dans A est distinecte
de l'ihtersaction de A et des droites d'appui ds A psssant par ce
4) Dans llespace normé P (U ) des suites bornées x =(xn)\§'giit'
nombres réels (avec [ x |= sup|x,[), soit 4 l'ensemble convexe
borné et fermé défini par les indgalités -1 /n $x €1 pour n 21,
et -1g x°(1 . Hontrer que A est un corps convexe, que 1l'origine est

un point Prontidre de a et que la Pacette de O daps A n'est pas fermée
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8i on considére a comme plongé dans l'espace prodult 1{1' , montrer
que A est compact, mais que la facette de O daus A n'est pas fermée.
5) Soient E un espace normé, A un ensemble compact dans E .

‘a) dontrer que la distance de deux hyperplans d'appul paralldles de
4 est au plus égale au diandtre S de a .

b) hontrer qu'il existe des couples (a,b) de points de A tels que
'a-'b “: ; pour un tel couple de points, il existe aux poinis a et b
deux hyperplans d'appui de A , paralléles et dont la distance est
égale & O (conmsiddrer la boule fermée de centre a et de rayon S ).

é) a) Dans 1'espace rR" , normé par la norme euclidienne, soit A un
ensenble convexe compact de dimemsicn n ; pour tout Xxé€ Sn- 4 2 OB
désigne par o0(x) le maximum de la lonsueur des segments paralléles
au vecteur x et contenus daus & . ionitrer qu'il existe deux points
u,v de A tels que le segment dfextirémités u,v s0it paralléle au vectew
x et ait une longueur p(x) ; en déduire gqu'il existe deux hyperplans
dtappui de A , paralléles et passant respeciivement par u et v
(considdrer l'ensemble A+p(x)x , et appliquer la prop.1 du 35) .

b) Soit 4 le distance minimg de deux hyperplans d'appui paralléles
de & ; montrer gu'il existe deux points a,b de la frontiére de a ,
tels que na-'bg( =4 , et que les hy%rpl&zis passani respectivement
par a et b et perpendiculaires au sezment dfextrimités Aa,'b scient
des hyperplans dfuppui de A (utiliser a)}).

7} Dans l'espace w= , montrer que lLisussmble des points extrémaux
d'un ensemble convexe fermé A est ferné (remarguer que lorsque A
est de dimensicn 2 , sa frontiére est homéomorrthe & S ou & R,
ou & une somme topologigue de deux espacas :&omé@morphes a8 R (81,
exarc.11 et 14 , et §4, prop.1) ; montrer ensuite que les points
de A dont la facette dans A est de dimension 1 forment un ensemble

ouvert par rapport & la frontidre ds 4 .
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8) Dens l'espace "R3 on considdre 1l'ensemble convexe compact A ,
enveloppe convexe de la réunion du cercle 2z=0, x2+yd-2x=0 ot des

deux points (0,0,1) et (0,0,-1). Montrer que l'ensemble des pointe
extrémaux de A n'est pas fermé.

’ 9) soit E un espace vectoriel ¢e dimension finie sur R . idontrer
que tout ensemble convexe A fermé dans kK et ne contenant aucune droite,
est l'enveloppe convexe de l'ensemble de ses points extrémaux (raison-

ner par récurrence que la dimension de la facette d'un point de A).
10) bans l'espace de Banach 5 (X)), soit €, la suite éont tous
les termes sont égaux & 0 ssuf ;::elui diindice n , qui est égal'é, 3 .
Soit A l'enveloppe fermée convexe de lienseuble formé de O et des
points en/n (n 2 1) . sontrer gue & est compact, que ses points
extrémaux gont U et les e /n (n » 1) et que A n'est pas identique
& l'enveloppe convexe de l'ensemble de ses points extrémaux,

11) Soit E le sous-espace ferné de TN ) formé des suites
X -.(x )} telles que %m x,=0 . wontrer que, dans l'espace de Banach
E , la boule fermés S : ix M ne posséde gucun point extrémal.

12) soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R , F
une fonctio.i définie et continue dans un intervalle IR , &
valeurs daens B , dérivable en tous les peints du complémentaire par
rapport & I d'une partie dénombrable de I , et telle qu'en chacun de
ces points F‘(x} appartienne & un ersenmble convexe D fermé dans B .
gontrer que si a et b sont deux points de I tels que a<b et si

C = b1a (g(b‘- F(s)) appartient & la frontidre de D , F'(x)
appartient 4 la facette de € dans D pour tout point de [a,b]

oh cette dérivée est définie (raisomu=r par récurrence sur la

dimension de D, en utilisant le cor.1 e la prop.8& du §5 ).
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1%) On dit gu'un point x d'un ensemble convexe A est un point de

stricte convexité s'il existe un hyperplan d'appui H de A tel que
HNA =ix} :

a) Soit A un ensemble convexe compact dans un espace vectoriel E

de dimension finie. wontrer que dans tout demi-espace ouvert déter-
miné par un hyperplan H et contenant aun meins un peint de A, 1l
existe un point de stricte convexité de 4 (comsidérer dans H une

boule fermée ¢ de dimension n-1 de ray

edl
Y]
<4
[}
3
fu

zapez grand contensnt HNA,
puis les boules S de dimemsion n 8%t de plus grand rayon contenant

C et A) .

b} sontrer gue 4 est lienveloppe ; copvaxe de l'enesmble de

ses pointe de stricte convexité (uwii.iser a)
¢} Tout point de stricte convexiité ¢ost peint extrémal, mais non
réeiproquement (cf. exerc.3). momirsr gque tout point extrémal

de a est adhérent & l'ensemble des points de stricts convexité

(en utilisant b}, einsi que l'exerc.7? du 31, remarquer éu’un point

extrémal est 1imitgtd'une suite de poinis de la forme éi )&im.im :

o A‘m 20, Z ‘)"im =1 et gi les Zim sont des p:;;nts de

&0
stricte convexité ; observer en outre gu'on peut supposer que

Y % )
~chacune deg suites (Xim) e (Jiim, a une limite),




