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- matisdres gue cerbtzins lscieurs pourraient cﬁﬁ“ itre par a;ll%aza,

Cependant, &tant donnde lo diversité des poinis de vue auxguels les
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anteurs avent traité de ces que tions se sont placés {principalement

s6 qu'il pourrait &tre utile
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utilisées dang cez @z@z@?@s.

t 0w @@r@s}alg@briqaem@ﬁt &Egs‘aﬁ de degré de ﬁransc@ndaaca
infini sur son corps pé@miérag nous appellercns U un "domaine universel®
le corps G’des‘nombreg gomplexes &st un ﬁomain@'umivefsel de caractéris»

tique O . Dans lfsspsace azflﬂe de aimenmi@n n An(%), l'ensemble B des

points (Xﬁ,..;,xn} ot s'annullent une famille (Fé) de polynomes &



n indéterminéss sur un sous»ca?ps E de U dont U s0it une extension de
degré de transcendancs infini, s! pp@lla un gnsenble algébrigue ; 1'en-

semble des polynomes Feﬁ%tzqﬁ,;,;b 1 qui sfamnulent en tout point de
lfengenmble algébrique B est évidemment un idéal I {B)s gontenant les

F_ , et appelé 1'idéal gssocié &4 B sur K . Dans le cas ok 1'idéal K{E)

est Ppremisr? (cfe

-t

-dire si 1'anneau guotient ?{Xng,,,.&gifiyég} est
&

% "reste premier par toute extensiocn de K7

ahe
un anneayn A'intégrité
a

le poind {Xﬁgv..@zﬁﬁ

sur K , et lsanaea@ A est appelé

*@a&_les annesux dée e@zd@nmweﬂ d@ B sur K sont A@;&Q@@fgﬂ@S, 1e corps

2
des fractions ¥ = K(x) de 1 1'annean do @G@?@Oﬁ&ées 4 est appelé um
4

e@rgav felz) fraet;&nngjm;“wg

clles sur B relative ent &4 K ; tous oeux-ci
s@m@ E=igomoz pﬁ@s, Solent ¥ et W ,uy ?&fiébé ¥ un corps de définition
de- v et W ; {x} = {3 qﬁ,,.gx ) st { {v) = (gg;...ggm) des points génériques

de ¥V at W suzr K : ai 1@s«e@rpgléﬂ fonetione ra@;@n&@ilﬁs Elx) ot Ky}

sont K-isomorphss, on dit qn@ leg var;st@s v gt W sont b;fa e&neil@gggg
0uivy yvalentes sur K ; par un chanﬁemeng éventuel de pginas générigues,
on peut supposer que l'om & K(X)wb(g} .

Si tous les points d@ ia varze@@ W gont aussi points de la variété ?,
on dit qﬁe W est une &oma variété de V ; 8i K est corps de définition

de V et W , ceci revient & dire qu?on g, entre les idéaux asgociés,

la relatiocn WK(V} c: ”ch}ii autremernt dit un annesw de coprdonnées
% A .




£~

A | |
de W sur K est K-isomorphe & un snneau quotient d'un annean de @Egrd@nw
nées de V sur K . Pgr exemple l'espace affine A est vne variéié domt
1'idéal associd esh (0), et dont les anneaux de coordonnées sont
K-igomorphes & l'annesu des polynomes & n indétermindes sur X .

Le degré de transcendance (sur ¥X) d'un corps de fractions rationnel-

les sur V relativement & K est appelé la dimension de V st se note

dim V . On démontre gue cette dimension est indépendante du corps de
H

définition K choigl. Si W est sous variét le fait gque llannpeau

v
Ev(ﬁ}‘g Kgiipf,,gXﬁjé {m g,n} est premier et reste premiex par toute
extension de K . Les polynomes ?{Eﬁg..;gzm} qui sfannulent en tous
les yéin%s_d@ lz projection (an sens ensewbliste) de ¥ sur z?egp&@e
affine & des m,caﬁrdemméaa’{E%g,Sﬁgﬁm}, sont évidemment les éléments
de cet idéal. Cel idéal est domc 1i'idéal associé & une variété W de A gf
agppelée ls Qgggectign'd@ v sur—Am . Les théordmes 4 isomorphisne |
montrent sussitét gue (xﬁi‘a;,zm) o8t pOint_générique de W sur K .
On & dim.W € dim.V . L'exeumple de 1'byperbole X¥=1 et de 1ltaxze OX
montre que la projection définie ici peut étre stirictement plus grande
que 1z projection "epsembliste® de V .

B e W
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¢ 1.- Spécialisations.

1 - Définition des gpcoeislisations. -

Définition 1 - Blant dopné un anmesu gommutabif A ayant uvn glément uvnité,

op gppellie spéciall %iixw%’ﬁiﬁmw@é 4 tout homomorphisme f de A daps un COYDS

XK el gue £{1)=1 ; deux agé@‘a@&g@tiaas_f,gg'fﬁ jg,& seront dites

éouivalentes g'il existe up isomorphisme g dlun corps contensnt £(4)

sur un corps contepent fﬁi&} tel cgue f£Y = gof .

Ezemples - 1) Si 4 est l'aonean des polynomes & o indéterminées sur
de

i)
AN Ande I wnse wovsATA At LY mmuw £
2} =0iG Ung varlliaoe %Tfaf.eg L3 BOUY Doin

oo
¥ b
= S A s - 8
on aznesuy de coordonndes de V ; 81 (x') es
i &

fait @@K?@sp@aﬁr@ P{x!} est bisn définie, car, si P(x) = ¥z},
on 2 P{K§} m,Q{x$} par Géfinition de lz notion de point générique ;
alisation de & . On 8i% aussi gue {(x')

.Q%Q“p@“@?Qﬁiﬁmg cenonigue de % sur %/(p) est une spécialisation ds Z.

4) %@i* A liaonnesyu des séries ’@?m@13eﬁ en n ipdéternminées sur

un c@?pg K s 11a Oﬂlwﬁatiﬁﬁ qui, 5 toute g@fée‘fafmalialée A, Taib
Q%rKCSan&fﬁ scn terme @@ﬁs@nﬁd est vne spécialisation de A .
Si £ est une spéeislisation ﬁ@'l?anﬁ@@u'ﬁ » £(4) est isomorphe & #xz
B ;

4P ot P est 1'idéal £(0) noyau de ¥ , ot 4P o5t un snpeau dfinbé-
grité. 81 réeipragaamenﬁ 1'annean guotient A/P est é‘;ata?rlte, @geau.
un gous anpesu de son corps des fractions K , et 1*homomorphisme cano~
niqué de A‘Sur-gjf gzt une spéeialisa&ion £, de A,é équivalente 2 toute
spéeialisation £ de A ayent P pour nogen (ﬂlﬁ,gchﬁﬁ 1,980%8,1.5),

Cecl nons amdpe & poser la définition suivente.




#

Définition 2 -~ Up idésl P d'un snpezy commutatif A ayant un élément
unité est dii promier si A/P esi up apneauy d'intéeritd, clest-i-dire

o =

si P#A et gl xcd ycé\ et zye? @ntr@mz&% xc P oy wEP

o

sation

1*homomorphisme canomicue de A sur AfP pst alors uue spéciall

de A , appelée spécislieation canonique de A sur é’? :

Ainsi les spéoialisations 7 de A soni les homomorphismes de A dond
le noyau est e idéal premier. Bt ls donnée du noysu d'une spécialisa-

=

Aiuez £ aéternine celle-ci & une éguivalence prés.
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Exomples - 1) Dans un snneau princ -
ne (p) ok p est élément extrémsl de A,

idésux premiers sont de la form

,2} Plus généralement tout idéal maximel # 4° un anneau commutatif
quelcongue A est premier, car @7éh est un corps., . ¥ais il exis
des idésux preimliers gul ne sont Pas maximsux, pay sxemple les
idéaux (X} et (T) 4 ' i'snnean des polymomes & deux indéterminées
X et Y éaﬁ un corps K ; en effet ils sont tous deux contenus daus
1t3déal mazimel (X,7). ' '

3) Ltidéal aﬁaaaié é'@n@-vaziété V est un idéal premier,

|
o

2 - Prolopceument des swé@ialisa%i@ﬁa : annesux locsux.

Soient B un amneau coumutatif ayant un éiément unité, et 4 un

L]

cus-anneau 46 B ; conformément aux définitions géﬂéraleg,jn@ms dirons
qufune spécialisation g de B est un prolonsement d'une spécialis t;@n
£ d6 A si la restriction de z & A est égale &4 F ., Dane les no qui

, gai?%nt m@u&_n@&s proposens, étant &@nnés uae.ﬁﬁé@ialisation f de
llapnéan A ot un corps K contenant A , de trouver é@g prolongements

. do £ gui soient définis sur des seuﬁaanﬁeaux sussi grands gue possible.
de ¥ _ | ' l

goit d'abord Ko le corps des fraetigns de & - que nous pouvons

ﬁuppgsar plongé dens ¥ . Si g est un prolongement de £ tel que g(x)




Sk
s0it déFfini pour l'élément x = %fb (achA , bea) de K, ; on a
a = bx , done £(a) = F(blg(x). Comme les valeurs prises par g sont
6léments d'un corps L , cette formule déterminera g{x) de facon unique
condition gue 1fon alt g{b} D Ac”g?ﬁteé»diz’@ si b nlappartient pas
., 1'idéal premier P = f{@} - E:@. vertu de la défipition 2 le complémen-

{or

{0

taire § de P dans A ue contient pas U et est stable pour la multiplica-

tion ; ceci nous améne & étudier lag Si'mai;ion plus générale suivante :

Propositdion 5.- Soit A up annesu commuitatif guelcongue, et B une partie

non vide de A me contsnant ni | ni de diviseur de U , et stsble pour

is 1 zz}‘f‘eipiz,cams s pglors l'ensenble des éldments a/s (zéea 8£5)
H 2 £ & 5 =

do l'snneaun des fractions de A (A&lg.,chap.I,8 9) est un anvesu Ag

&.} Sily ) (1< ,;,<:w est une famille finie d%6léments de A, , il

¢ A pour tout i .

b

2
b) 85 I est un idéul de A I est ensendré dans A par 1tidésl In
i ? AL A 3

e} P est un idéal premicr de A el gus P NS =g , 17idéal PAg
de A epgendré par P ost :cramie:i‘g etopg P=PAlA.

Lisngenble Ag est bien un spnmean en verbu des régles de calcul
{a/s){el/s?) = (as'+a’s)/es' et (a/s).(a'/8') = (aaf)/(ss')
contient A cax a = asfe . Si ¥5 = 8/, &’5& $) , le produit s des s,
appartient 4 § par hypothése, et on a 8y; € & pour tout i ce gui
démontre s). 51 I est un idéal de Ao 5 pour tout "'yrs I, 11 existe
88 tel que zye A ; COmIng aeé ; on & syl ; cioz.z,e aya}:f“zﬁ,

et, pulsque ¥ = {af’s‘f) 57 , et qus a/g 1 est bien engendré,

& H
dens Ag , par Ina , ce qui démontre b) . Si enfin P est un iddal

remier de A ne rencontrant pas 8 , et si pmdmt {e/s).lay8')

o

sppartiont 3 1'idéal engendrs :.A:) , cet 6lément est de la forme

an




, -
" : =7

=0 o A o & a = . = 4
41; (aﬁ/$i>’§i (pié.%}; cleagt-a-dive, par réduction & un méme dénomi-
=4 i i g

nateur, de la forme p/s® ol peP ot s7€S ; on a donc aale® =

= p8'pe P ; comme sﬁﬁa? par hypothdse, on 2 aal¢ P par définition

des idéaux premiers ; donc a, par exemple, appartient & P , et
%fgfa*;S , o8 qui montre qus PA, est premier. Enfin sl ac¢ A sppartient

& PA_ ,one a=p/s oh PDEP et scH , done as¢F ; comme s}éPs

on en déduit aeP , et PA(1A =P , ce qui démontre ¢) .
52
Ajouter, dens 1'énonecé de lz prop.3, gue si oL sst un idéal de A |
171468l engendrd OLh_  est l'zusemble des a/s (asem, sc ).

il'anneay des fractiops de lg partie multipiicativement gtable S
{rolstivement & £). S1 S est le¢ complément, deps A , Glun idéal premisr
P, A, est sussl appelé l'apnesu des fractions de 1%'idésl premier P

gt s note &

ie complément d'un idéal premier P de A , 1%idéal P

o]

@
(i

g

Lorsgus

b e s 2 - F o e 2 . = 3 o2 9 S o
gst vn idéal prenmier de é? en vertu dés la prop.3.¢). Tout élément de

R

PA_ non conbtenu dans
P9

admet donec, dans A, , un inverse gul est gg/ g . Usel nous copduit &

poser la définition suivante :

Définition 4 - OUn 41t gu'un snnesau commutatif gvec 6lément unité est

un snneau local si l'ensemble M des &léments non inversibles de B est

un idéal (gui est slors le plus grand idésl distinct de B dans B) ;

i est sppelé 1'idéal maximel de B , gt B/M le corps des vesies de B .
Bemargue -~ La plupsrt des subeurs réserve le nom d'snneaux
locsux aux annesux pocthériens qui satisfont & la déf. 4,

Revenons meintenant su probléme ds prolongement des spécialisations :




P:@ogasi‘biozzg% - Boit A un sous-anngau dfun cg_g,@; ¢ tel gue 1€4 , 8t
8oit T une spécialisation de A de moyau © = "#(0) ; slors ls spécieli-
sation £ se prolonce, d'une maniére ot d’une é@f{‘xleg
g e&udeffractions 15\ {identifié & un sous-anneau de XK) ; le
2l 4, ; et glAp) est

Jsidsa?mamal DE’P ﬁg _.3;; A.? ; et g{i»E} g@ a

eszraﬁmmsdel‘maa £l

en une gpécialisation

noyan de g est 1° lde,almammal PAP dsliameauloc

2

En effet, pour tout xg% ,ona xz=afs o ach ot 5;&? ; 8l
g est un prolongement de £ & A, , on a done 2(s)alx) = £{a), d'o
g{x) = £(2)/f(s) puisqus fés" # 0, ce qui montre lfunicité de g .
' a8

e

finie par g(z) = £(a)/f(s) ne dépend

pas de la représentstion de % sous ls forme x =2/8 (ac4h, s £P) ,

Dlautre pert la veleur g{x)

car, si af}‘,s = alfg! , on a asf = afs et dome f(&}f(s?)zf(a’* ris)
cecl montre lﬂgxisteﬁ@e de lfapplication g deﬁ? dans le corps ées
Pragtions de P(A) ; et on vérifis comme 1'8ne qui trotte gue g est un
hamamgrghigm@ prelongeant £ . Comme f£(s)#0 pour a:s;ék’ , les relations
f{afa)=0 et £{a}=0 sont équivalentes, ce qui monire que PA}; est

le noyan de g . Enfin, comme llensembls des #(s) pour g:? est 1llen-
semble des éléments non nuls de £{A) , 1l'enseuble des “,,a};’f{s}

(aea , 8??‘ est bien le corps des froctions de f£{a) .

Défipition 5 - les zwi:atwas étani celles d_@ lg vropv. 4, 1l'anneau de

S@Gl&ll

&

fz*aﬁ ,ions A, 88t ag;;;@le 1'anneau iocal de 1z

Exemples.- 1) 51 £ est iz spéeialisation canonique de Z sur Z/(p}

{p:premier), 1l'anncau local de £ se compose des nombres rationnels
qui peuvent se metire sous ls forme m/n , oh m ot n sont dee
entiers .tels gue n ne soit pas multiple de p .

2) 8i V est une variété de point générique x sur um corps K ,

" si P ost une spéeialisation de 1'anneau de coordonnées K[x] et si




Ao

-ij..

x% = f(xi)a 1'annean local A de f se compose des fonctions rabion-

nelles sur V (définies sur K) dont le dénominateur ne s'annule pas

au point spéecialisé €x§}. On appelle cet anneau 1'anneau logal de V
gu point (x') (ou de (x!') sur ¥). 81 (x') est point générique sur K
dfune variété W , W est évidemment sous-varlété ds V , et A est
appelé 1lfanneau local ae V le long de W (ov de W sur V). 8i le point
(x') de V est 1l'origine des @agrdaaﬂéasg 1%anneau loecal ds V en

(x') est liannesu des Pfonctions retionnelles r{x)e K(x) qui peuvent

{44
D
o
&
b
©
4

)
e o & : 2l o i faf ~E T et + 28 Dolv-
36 ous la forme =z{x) = p{x)/a{x) o4 p et g sont des poly
nomes tels gue le terme constsnt de g ne soit pas nul.
o - : k L3 d 1 B RF ’;.’g <
'3) L'epnean de séries formelles B =E{[X,,...,X {1 estun
anpeau local dont 1'idéal meximal M est engendré par
puisque toute série formells dont lo terme constant niest pas nul
est inversible {ﬂleﬁgana§,£¥g2§é}, Done 1Yannean local de la '

i

. spéoislisation @&T@ﬁi?&@ de B sur B/ est identique 4 B .

Saiabsnc@ra‘fv&n@ sgéc

5’5
(=]
fta
&
189
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ifi‘j
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e
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74

st 80it x un élément de K gui se m@sta sous lz forme x = 2/b o086 acgh

i : al 2y : o % g3 2 e
et beld . 81 g est un prolengement L@ T tel que g{x) soit défini, on s

g(x)2(b) = P(a). Nous avons, =n *“‘g 6tudisé le cas ok £(b) # 0 . Suppo-
sons meintenant que lfon eit £(bi=0 ot #(z) # 0 ; alors la yelation
ﬁ{ﬁ}f{b) f(a) ne peut 8ire satisfaite par aucune ?alégrida 'mix)r
Ceci nous conduit & faire la csm%em%iam suivante : pour toult corpe F
considérons 1'ensemble Eﬂgﬁ obtenu par adjonction & F {(muni de sa
structure de caxps} d'un élément uﬁiqueﬁ gui sera toujours noté oo
(de mbre aue 17é1émant zéro est toujours noté. 0) ; nous conviendrons de
p@olonﬂer 1'application biunichue x ‘w4>?jz de K gr lulfmema en
une application bivnivogue de K  sur lui-néne eu posant ?/Q = (O

et 1/v0n>'= O_j muni de cette $g'stru&ture, 1'ensemble k. sera




- ~ ANBR ok g ~ /1/1

ﬂf’?g="

appelé un corps projectif. Alors, avec les notations de 1l'alinéa précé-

ent, nous poserons g(x) = o0 pour x = Q/b tels que f£(b) = 0 et

!

£{a) # 0, et en particulier pour 1'6lément =x = co = 1/0 du corps
projectif K : ’ :

Au moyen de cette convention, nous avons prolongé la spéeialisation £
du sous-ennean A du corps K en une application g de l'cpsemble A" des

éléments x du corps projectif K . tels que x ou {fx appartienne &

1'anneau local A! de £ , dans le corps projsctif K' . déduit du corps
des frections de £(A) . L'appliestion g induit une spécialisation de

dans A" . Pour tous x el y de A" tels que Xy soit élément de A" , on a

la relation g{x)gl(y) = glxzy), & condition que le premier membrs ns se

2

préseunte pas sous ls forme 0. oo . LPensenble A" est appelé le domaine

4 - Prolongevent des spécislisations : le théoréme de prolongement.

m

Considérons toujours uns gpéciglisstion £ d'un sous-snnean dfun
corps K . Dans les deux n° précédents nous svons vu comment £ se prolon-
ge, et de facon canonicue, en uvme spécislisation du domaine A" de £ .

78

fais il arrive souvent que A" goit distinct du corps projectif K . .

.

11 peut, d'une part, srriver gue X soit distinet du corps des

fractions de 4 , Et, méme 871l en est alnsi, certains é4léments
é@ ﬁi@nt toutes lsurs représentations sous la forme a/b (ac A
be i) telles que P(a) = £(b) alﬁ-: eingi, s8i 4 est l'anneaun
dés polyﬁam@é & deux indéterminées X &t T sur un corps K' , et
81 £ ést la ﬁ?écialisation ée A qui, & tout polynome P(X,Y)
fgit'corraspondre'sa valeur & ltorigine £(0,0), 1'&lément

?/X ne fait pas partie du domoine de £ (en veriyu des vBles




AL

L4
gynébrigues Jjoués par X ¢t ¥, on p@ut; gi ifx fait partie du
domaine de £ , .supposer gulil s'éerive Y/X = P(X,¥)/Q(X,Y) ot
Q(0,0) # 0 ; alors YG(X,Y) = XP(X,Y), et VQf 0,T)=0 ; on en déduit

gue l'cn a Q{0,Y¥)=0, en @@n‘raﬂieblgn svec Q(0,0)#0 ). .

03

Proposition 5 - 8g¢it f une sgéeialisation d'un sous-anneau A d'up corps X

et x un giémam@ de K ; £ peut slors se prolonger en ume spécislisation

< 5 g
osant que A est l'an-
&

prolongenment g cher-

{iin
L)
et
fprato
€
(]

¢hé exigte, et si, per exemple, g{x)f oo , le noyau de la restr
©

6 g & A[z] est un idéal premier P tel que P/iA = M . 5i nous parve-
}

P & 8 £ g 7 £ s Nz

.a@ag & maatfaf gue lfun au moins des idéaux EA{»E - Mﬁiﬁfz? sngendrés
L i a ,

par ¥ dans ggr; et A& gégzj ne contient pas 1 , nous prendroms pour ?

up idéal maximal (ds Alx]pour fizxer les idées) coutenant cet idéal.
;ﬁgmm@ ?F§ﬁ~¢gﬁtiaﬁ% ¥ et é@ esﬁti@&tipag é ,ona PnhA=H ; alors
1a restriction & A éé la syéai lisation canon iq*e de Ajx] sur Alxl/?

' nt ce du prolongement g de £ .

2 o ... .é{,‘ ) i - 2L o 2 = “
t laissé fd¢ ¢cté résulte du lemue sulvaent

Lomme ~ Scit A un sous-gnuesu d'un corps K , I un idéal de A ne conte-

gag 1 , ¢t = up élément do K ; alors l'un su moins des idéaux

ZAEYj - IA{?{X? spgendrés par I dans Alx] et 8[1/x] ne contient pas 1
En effet;,daﬁs ie cas oontraira, il exigtersit des.élémenugrpi

(ngi*ém) et q,j (0 £34n) @é%’ tels gque lﬁo‘sn ait les relationg

1o D2 2 =0
m{,;ef} i
Tl g je?«:.}.,

!

-,
&
S
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Hous emppaSQfehs gus ces relations sont de degrés m et n les plve petits
possible. Si om a, par exemple, m » n , nous multiplisrons la premidre
relation par 1+g, et ils sec@n&@ par -p_ 3@ , et nous aj@u%eréng ; alors
nous obtlendrcnm une relatior de la méme forme gus ls premiére, mais

de degré <m-1 , contrairement aux hypothéses. En procédant de méme
dens le cas oh m g n , nous avons démoniré le lemme.

£

Reste 1z précision supplémentairs que l'on peut prendre glx) (ou
=(1/x)) algdbrique sur ls corps des fractions de £{A). Supposons par

exenple qus %%ﬂ&&{#ﬁ , et soit u=g'{z} 1ls valeur de x-pour la spécia-

;} &
lisation canonigue de A{x] sur ﬁgxgjf . 51 u ezt slgébriqus sux
g2'{A) nous prendrons geg' . Si u est transcendant sur gi{a) ,
o « € -
gi(alx?) = g'{a){u] est isomorphe & 1'anseau de polynomes g'(a)zl;

?ap§li@a%ign h gui, & tout élément de g?(&%§§ , fait COTTESpon-

dre son terme constant, est une spéeislisation, et 31 suffit de

A .
nroisctif K . ; aubrepment xek , onga, soit x€4h ,
g0it %;zz;% .

Définition 6 - Un anneau e@mautat;f est 4it apnesu 4 de va&mgt;@n

2?11 eat A'intéorité et si, pour Loul élément % du egrgs deg fracticns

< de A 5g&§,gﬁgvxéﬁg soit Wﬁﬁﬁ :
Hous éﬁaéi@r@ﬁs les sunesux de valustion daps le § suivant.
Notions imuédistement quﬁg‘@ﬁ vertu du cor. et de la prop.4

(n° 2), sout smnean de valuation est un snnesu local ; llezemple
des ennescux de séries f@rmell@s évplasiears variables montre

gue 1z réeip rogue cst inerscte.




NEE OUg ¢ Ab

-l

S

Théordms 1 ("théordme de prolongement®) - S1 A est un sous-anneau
{contenant 1) d'un corps X , et =i [ est une spéceialigation de A g?@ﬁanb
gos valeurs dang un corps algdbriguement clos U , il existe un prolon-

cement g de P, prensnt ges valeurs dans U, , et el gue le domsine

de g saiﬁ identigue & K __ (1'snnesu local de g ghant alors un anneasu

) 3 2. s i A
de valuvation}.
Tibn e 3 it e e et TR R o 2 & T o b 2]
Bn effét, liensenmble des spéclaligations, dans U, et prolongeant T
& £93 ATV oV S b smt $nA a2 e g itordor oy T S ng ments
e sougs-annsgux de K , €80 ADAVCTLL 31 OO0 orogone pax YPGLOn & 1t.
T o dn 2 ~ i 2 Ty Ay L £ 2 o ey T il
11 sdmet donc, en verbtu du th. de Zorn, un &lénment mazimal g . e spéeli
3 L3 L 2 < el 5 e o o oy 2! 8 2 - : cé__‘v
lisation g nfest pas proleamgeable, sinon elle seralt pro.ongean.s ei
it e 5 : o ;. : B e ey S e a6
une spécialisation prenant ses valeurs dans U ;, en vervu Ge i3 PIOP.D

§ 2. Yglugations.
{ - Divisibilité dsus les apmosux de valustion.

Soit 4 upn aonesu de valuation fjgﬁﬁééfeéi et K son corps des £rac-
*ti@ng,_ Rappelons {Alg.,chap.VI, §1) que la relstion de divisibilité
dens X (relativement & &} munit le groupe multiplicatif K “dlune

tructure de groupe préordonne é et gue ls groupe ordonné canoniguement
vaagaﬁ%s a celmz ci est isomorphe gu gf@*g@ 2 des idéaux prinecipaux

fractionnaires de K s crdonné par inel upion. Dire que 4 est snnsau de
velustion équivaut, par définition, & dire que lﬁgu a A b%& ) = ;
ou qwe.(?%‘ est un groupe ftotalement ordonné {él%,;@hap Vi, smvz
prop. ). Par conséquent : | '

Théoréme 1

il faut et il puffit que le

Pour gu'un someau d'intéerité A poit sunesu de valuation

. B . :
groupe ordonné (P Ges 1désux principsux

froctionnairves du corps des frections de A (rslativement & A) goit

t@taleﬁent ordonné.




A5

- fa o

51 A est un sous-anneau quelcongue d'un corps X , l'applicatior canoc-
= : #* ® . ol
nigue v de K daxg le groupe ordonné _P des idéaux principsux frac-
tionnaires de vanaaé additivement) sa tisfalt aux conditions suiventes :
- :

iVj} v(zy) = v(x) + v(y) pour tous =x,7 de K .

ivfg) Les relations v(x)» v(z) et v(y)p v(z) entralnent
v(xty) » v(z) qui se déduisent aussitdt de la défipition des idéaux
fractiomnaires. Si (P’ est réticuld, la relstion (V. g7) s'éorit aussi :
. \ s
7 7 4 5 s r o
iiég} v{xty) > inf(v(x),v(y)) pour tous =,y de K’ tels gue ek .

: X
Wauu&%zem, il foubt et i1 suffit oti’il exisie une appilication v de K
dens un gryoupe totslewent ordomné [ , satisfaisant sux conditions
- - & o o T :
{% } '(vil}ﬁ et telle gue A4 sSoit l'enseuble des x€XK tels gue vix)>

2 - Hotion de. V%iaaﬂlgm.

Lf&nt éenﬂe un corps X ii réaulte des th.1 et 2 et du cor. de la
p?Qp (§ 1) que las données auifaaten gont éguivalentes :
1) Un s ousmannaau yiy dé K “ qai s80it anneav. de valuasle@ et qui adm@tte K
pour corps des fractions.

prolongeable d'un sous-aonesu A de K .

2) Une gpéeialigation non
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gt ordonné T’ qui
X,y de ¥

Ay

pour tous

y)
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z Hw(

w{

xy) =

w(

i S S ; .
5) Une application v de X' dsns un prouve totaleme
satisfacse aux conditions
(¥ )
I

s Y={~ )= + 0o
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v={+ oo )= o

o
pead
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.
; o0 vérifie aussi-

N é’
ides, sans restr

&

Térifis

1) sont

Co

ot v{ oo )= - oo

|
i
4

+ oo
de 1

3,

e
£

v{0)
t6t gue les conditions (Vﬁ) et (v

{+ o0 ) = + Q0

-+

Y
sur les éléments =x,y et xty

en posant
elors, si,
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Définition 2 - Biant donude une valustion V d'un corps K , soisnt 2
1'application dans un groups

Feea

12 spéciaslisstion non prolonsesbls, et v
totalement ordonnéd définies par V . Pour tout x de K les éléments

£{x) gt v(x) sont sppelés la wvaleur et 1'ordre de x pour ls walustion V.

B8i A pst llannesu de V , £{A) ast appels le ¢

» Pe ;»‘;Y i - - it i
et v(K') le grovpe des ordres de V .

Exemples de valustions - 4} Soit X

©
74 2 " ¥ 4 7 ¥ = oo
formelles en une indéierminde X sur wn corps K {4lg. ,chaep.lV,
= 'ﬁ s oz ; 3 7 4. .r- o+ el o
363& J ; rappelons que tout élément de K est de la forme
.-‘.a,'b, %
o 2 <
X = 2, X" (2,€K }, oh m est un entisr ratidnuel guelcon-

cient 2. de XY soit # 0 ; ot 1o valeur de z pour ¥V est oo si
o
ilordrs de x est <O , et le cosfficient &, ou lerme constani
de % gi x est une série formslié & exposants positifs.
2)_Sait P un nomore premier ; pour tout pombre rationmsl x # 0,
on définit pkﬂj comme e¢tert l'exposant de p dans laz décomposi-
tion de x en facteurs premiers (aig. gezay,ag L, 91 e Véri-

T

prond ses valeurs dans le groupe botale Wwﬂ@ ordonné Z . Ainsi

déFinit une valustion de § , sppelée lz valustion p-zdigue,
; - & 4{} e A o AR

Liennean de ls valustion rwaa¢qa? se conmpose de U et des élémentis

o

r/s de O ot rez » B€Z , ot ol 5 n'est pas nmultiple de p

&
Les vaeleurs des éléments de Q pour la valuation p-adique sunt

b}

los é Sments du corps projectif fini {*m) i

B

v
§!
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5} Liexemple 2} se généralise aussitdt au corps des fractions de

n”imgcft@ quel anneau principal (Alg.,chap.VII, $1,46F.1). BEn particu-
lier, si K est le corps K {k} des fractions raticnnelles éAane'indé»
terminée sur un corps aiv@@riguazsn clos K, , & tout &lément a de K_
correspond une vzluation ? de K : 1'ordre de la fraction rationnelle
e K étant ll'sxposant a?&c lequel figure XZ-a dans la
X en polynomes irrédu ctiuia‘ -
fraction zrationmelle =x = P(X}/Q(X) (2,4 : polynome:

- T3 4 - K e ‘“..‘ w [ e 3 28 heid T B 1 o ey PP
ltentier 4°Q - 4% 44finit une valnation V,,. de K , Fous verroms gue

X comnme @erz@ f@ el l% en T ., on voit sussitdy gue la valuation 4 nie
S T Ee l i P S Ao < 817 { 7 3
8 l'sxemple 1} coincide avec {cn ¥ 9
a o
4) Considérons le corps K (X,7) des fractions ratiomnslles & deux
= Q g
indéterminées sur un corps K@ . Yciei guelques vaiuations de ce corps &
a) On peut copsidérer K@{V Y) conms corps 4e FPractions raticnnelles

& une indéterminéde sur K (X}, et considérsr les walustions CorTespon-
i

dant sux polynomes irréductibles de X ia}éf, . Toutes cés valuations

L

ont Z pour groupe des ordrss ; leurs corps des val@vrs sont isomorphes
& des @??em sions ﬂLgGaPLq s de ¥ (X). Per exemple ls valuation définie
par l'exposant de Y = un corps des valeurs isomorphes & E (X). (
b) Des valuagzoas-analcg@@svﬁcnt,@bt@mueﬁ'@ﬁ‘é@rivant K (X,¥)
= K, (Y)(X), ou K (X,Y) = K_(T/X)(X). si, dans ce dernier cas, on consi-

v

dére la valuation définie par liexpossnt de X g‘X et ¥ sont éldments

dea 3?1&éul de cette Valuatlcn,
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&l

z

i

donc r,(0,Y) est un §
T comme &1

&

|

{;Y) = X“vgfgr(ng) eat d'ordre O
l'exposant de Y dans r,(0,Y).

&

A

wir)), ccmeid

<
&
7

th

<= 18 -
¢) Soit v(¥) ltexposant de X dens la fraction rationnelle non mulle

définie par v

(Y)

KQ.
§
7

a(f
1L

¥

D

ok

g

f=t3

r{X,Y). La fraction rationnelile rﬁi

.pour ls valusation VK
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5

o
oz

’

pour zroupe des ordres el KQ pour

ve petit exposant de

z"l

yant

#

On Géfinit l'ordre dfune de ces sommes formelles xz comne étant 1lfexpo-

sant dn terme non nul de pl
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pour corps des valeurs. Il existe des couples (x,y) d'6lémenis de F
algébriquement inéepmﬂd&m s sur K ; par exemple x=T ,.yz?a : en
effet, dans un polynome P(x,y) = P(TFT@} tous les termes ont des
exposants distincis puisque a est irratienhalg et 1'on ne peut avoir
P(x,y)=0 que si P=0 . Il oxiste donc un isomorphisme h de K (X,T)
dans P défini par h{X)=x et h(Y¥)=y (par exemple h(X)=T ot
}

Ve
(
si mous preumons pour w{zr) (re K (X,¥)) 1
%

it % P ERE e . e 5o =

YV 4éIinlt une wvaiug e

s e aT. % - d‘”‘}' = 3 “; i < % g 5 £ & b F it

ZYoune dense | 4o &t pour grouns des ordres; et K pour corps des

|
: 2 - ] 5 X i { o X el
valeure. Dans le cas ofi h(X)=T st hW{(¥)=T* (=2 > 0), X et Y sont

tion est appelée une branche iranscendente de Ké(iyi}e

On remarguera que les valuations @éfinies em b),c),d) et &)
délinissent des gpdécisglisations now “@Aﬂﬁg%gﬁleﬁ {toutes distinctes )
qui prolongent ls spéeialisation P(X,Y) —s P(0,0) ds s

4) Boit K un corps ; cl'est évidemwent un aunnesu de valusiion, gui
définit une valustion de & , Gite valugtion triviale., ILs apé@ialiga¢
tion assoccide o cetie valuation est llatiomorphisme MQA?ngz de K .

Hous ferouns souvent 1l'abus de : étant donnée uune valua-
%i@ﬁ V d'un corps K , nous appeller rons gncors valuation l'spplication v
2 tout xze¢kK , fait correspondre zon ordre vwixz).

Proposition 1 - Soit v @ne vaiuat%eﬂ éﬁun gorps K . Op s les r@lati@ng

suivantes : v{1)=0, v(-x)=v(x), v{‘f % ) 7 min, i{{m(v(x )} pour
Lz
xié%x ; 8t les deux membres de c@nts ﬂ@rni@re relagtion sent égauz

=g

toug

sfil n”;g_a, gu'un seul indice i tel que -v(xi)g min, gjgmwéx“_n;




L

Comme 1 est inversible dans lfanneau A de la valuation, om a v(1)=0
La relation vwi{x)=v(-x) résulte &u&s%ﬁ@ﬁ de ce gue x et -x sont associés
St

{relativement & A). La relation qugj x4 )2z min(v(x;)) est évidente

pour m=1, et identique & {?Iz} gﬁ“ﬁ =2 ; et le cas m » 2 86 déduitd
aussitht de cas m=2 par récurrence sur m . Supposons enfinm gue i s0it
ltunique indice pour lequel v(x.) atieigne son minimum ; on 2
7

m s ' l & 3 i
y( > xj} > mz@-%i’v %5 Y) > w{x.) ; dtauire paxrt on a

ik o o7 24

gt A i w
v(x,) =v( 3 =z, + (-2 )3 ninlz( 2, x.),%( 2, x.)) ; on en
- = g}‘:‘"—g’ J ﬂglii ﬁ’”f'?ﬁ'zé = ;:::g < é‘%‘”-é o
déduit v(z.) z v( 2, -33}3 et 1t'irégaliité de 1'énoncé monire qufil &

Cecl est la éerniér@ sgsertion dsns ls ozs =2 .

Corolisire 2 - 51 X ,...;% {m 2 2) sea@ n éifments de K tels oue
S k ;
> %3 = 0 , i1 exigte des indices distincts i et 3 Zxm tels que

i A
‘Ceci est évident si tous les x5 sont nuls. Sinon on a

+
8
i
&
Ny
mM
o
St
W
&
Q.,So
(A
N
Q;g
2
L
L
hn
™
i
ot
Q

corollaire résulies aussi-

Hous gvons ram@raubg au ;%ﬁ?QHﬁ ia donnde d'une spécislisation d'un
anneay ﬁflﬂ@ég ité A nlentralse pss avtomstiguement celle dlune spécia-

Eigatiom d@ son corps des frections ¥ . 11 n'en est pas 4o méme de la

(f}\
@
Q
o
8
8
]
e
0]
E»-J
fto
Q
o
<
!.J
(o]
=
£
B
2
B

donnéde dluns velusbion de A {comsidér
groupe Latal@mamu ordonné) :

?rcnositicn 2 - Soit A uyn znnesu d‘lnté rité, st v une application dg

A dans un groupe totalement ordonné 17 telle gue l?onzait

v{xzy) = v(x)tvly) et vixty) 2 mxn€W{x) v{v)) Cx<:A ,y“AA tels gus




NEZ o4 7 %

at

xyehA dans la seconds condition) ; on peut slors prolonger, d'une

maniére et diune seule, v en une valustion du corps des fraections K

de A

¢

On peut prolongsr et de facon unique v en un homomorphisme {que
i . -,};{. L
nous noterous encore v) du groupe -amultiplicetif K dans T (alg.,

: e g . & . 29 2. ey % o = S w £ 7 s
chap.l ;. Soient x et ¥ des éléments de K tels gue xtye K ; i1 exists
o &2 2
B s - e e £ SN i 7
zechA tel que gx €l st zye A ; on a alors vixty) = vixztyz) -v(z

%
%

)
2 min(v(xz),v(yz))-v(2) = min(v(x)viz),v(y)iviz))-v(z) =nin{v,x},

5 mand v SR G e e
©e2 Oul BonTYs aue v 8s Une VeiugLicn s A
3

- S S Sy L b} P M ey o e b T e 2 N Y S

Ii résulte enfin du théoreme de prolongemsnt gulon & le résultslb
suivant :
I L N, S AP Z e Sl el S e 3 i = e e i Sy
Théoprems % -~ Ebamt donnée une valuation V d'vn corps K ., 8L vl surcorns
i dg I 11 exicts unes waliunasti dae I vrolongsapnt U
it b I o 1 SXigoe gng val A%w?&@.w > it Jag&éé},ﬂé@i‘,gWJ %

Définition 3 - Zojient V vps valustion d'un gorps ¥ , & &% ¥ J1'avnean

i & 3 3 18
sur B 1'idésl M /1B de B .
Comme A/M est un corpe, l'amnsa: guotient B/(3sB), gui s'identifie

& un sous-anneau de A/¥ (alg.,chep.I, 38), est annesu d'intégrité, et

4 { i s 4 s L
le centrs (sur B) de V est um 1déel vres

Propogition 5 - Etant dovnnés upn corps K , un sous-soneay B de K ot un

{hﬁ.

idésl premier P de B , il existe une valuation V de X de cenbre P sur B .

11 suffit en effet de prolomger & X ls spéciaslisation canonigus

de B sur B/P (31, th.1).
Lz notion de cenire d'une valuabtion ve nous permettre de déterminer

les valuaticns de cerbsins corps :
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en une seule, relative aux valuat
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Ll
Si, av contraire, l'anneau A de V ne contient pas KO{X} » i1 ne con-
tient pas X ; il contient alors %jK » qui Pait méne partie de 17idéal
e T ; alors A contient 1'annesu de polynomes Kégﬁjx} , 8%, comme lo
centre de V sur Kggﬁjzj contient @fﬁ s etest 171d8al (1/X) en vertu
de ls premidre §ay€i@ ; comme d°Q-a%F est 1fexposant de i/z dans

: ~ et
la décomposition en fecteurs irréductibles (par rapport 2 Kgééjzj}
i 98 s - A0 : :
> 3 7 ) E’j"«\ - Vo Fiag ™ r"«‘i' r:)g- Tt =3 s < Ld
de x = pP(X)/a(X) = x° P (1/X)/2° "Q,(1/X), V est identique & V__
! 3 7 -t
o e z 5:\ be ¢ = 3 - ‘ G .
RBemargue - Hous avons wu (¢°1,exemple 3)) que les valustions du
corps de fractions rationnelles & deux indétermindes K (1)

4 - ¥aluatiops disersies,

PSS

Défipition 4 - On 4it gu'une valugtion V d'un gorps K est_discrdis si

=
£on marp grovve des ordres esi Joomorphe & %4 . Unpe vaimaﬁ;ga ezt dite

Bormés sl son proupe des ordres esi identiqus & 2 .
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Il est elzir gque toute valuation discréite est équivalente & une valua-
§

tion normée &t & une seuls. 5i elles n'est pas triviale la restriction

de V & un sous-corps L de K est aussi vne valuation diseréte ; car tout
sous-groupe de Z est isomorphe ; mals elle nlest pas nécessairement

%

3
1]

sstriction niest pas triviale.

w

1

L47]
&
?S

normés, méme si V est normée

I1 en est ainsi lorscgue V est 1z valuation de K (X) définie par

- ' - 72
l%exposant de X , et si = K \J )

Proposition 7 - Pour gu'un sous-annesu A ¢'un corps K soit 1

valagglam iscréte, il faut et i1 suffit gu'il satisfasse sux conditions

Z 5.

1) A gontient 1 , est ﬁist not de K, st admet K pour corps des fractioms.

2) A gst un swneau local principal.

51 A est llangesu diune valuation ¢3sezete YV , les CG@@iﬁiGﬁs 1)
sont évidemment satisfaites, et A est un anneau local. Supposons V nornée,
et soit x un &lément dlordre 1 de A : v{xm)=1 ; soit I un idéal de &
et a un élément d'ordre nminimum n de I ; pour toud gw51'9 on a viy)zv(a),
done v(y&“i} >0, 7= 1. ; et Ezﬁa : dfautre part, comme vla)=v(x®),
les 4lénents a et ¥~ sont ass sociés (dans A}, et on a I =ax".

Supposons m@c&p roguement 1) et 2} vérifides, et so0it Ap 1¥idéal

J i
meximel de A4 . On = pgo puisque AgK . Soit I 1'idéal ] Ap® ; comme A
. e
: ; ¥ oL m-émlg
gest ub znnesu @r&@@ipag I est de 1o Porme Ag . Puisque gelAp , on a

4
¥

qp°'g;ﬁp pour tout n , donec qp '=ag , et q{i-ap)=0 . Comme p n'est
pas inversible dans A ceci entraine g=0, et I=(0). Si x est un élément

non nul de & , il existe dgnc un plus grand entisr m tel ghe xeéﬁpm

v{x}

posons v(z)=m ; on a alor$ =7 Py oR %, est un élémunt inversible

“ ’ L
de A . 8i % et y zont des &léments non nmls de & , soit Kupv\x}XT et

| v{(x}viy)

ol :
v =P ‘Y)yq on a alors zy = p %194 o8 X1 gst ‘nversible. ;




@+

= =

Ly i 4 -
on a donc xyeeﬂywixf%viy} , et xye;ﬁpvix)+v<y)?@ est impossible ;

par coneéquent on a v{xy)sv(xiv(y). Si, de plus, xty n'est pas nul,

-

il est clair que 1fon a vixty) » min(v(z),v(y)). En vertu de la prop.2,

o _ . o

l'application v de & dans Z peubt se prolonger en une valualtion ds K.

qui est discréte. Si mg x/y est un élément de K tel que W(x/y) 2
2 X i n

{(x,y¢A) on a vwix) >v{y} , et, en utilisant les notations ci-dessus,
g by &
E = i =g 5 i >
=y = pg‘XE VAV/%,77 @A ; A est donc llanneau de le valuation v .

Remargue - I1 résulte de ls prop.7 gue les seuls idéaux non
+riviaux d'un anneau de valustion discréte A sont de la forme
Ap® ; on appells un générateur p de 17idéal de la valuation

diserdte V une uniformisante logale pour V .

On peut remplacsr la condition 2) A
dent 1'iddsl maximal est un idéal vrincipal Ap, et on a

Q

} ap™ =(0) ; cette condition dfintersection n'est pas consé
gusnce de la premidre, commse le nmontrs liexempls de lianneau
d'nne veluation dont le groups des ordres est Z xZ ordonné

=3

' lexi@&gzaphigrsm@ﬁ% (af.n®1, exemple 3)%,e)).

@Xﬁefélﬁﬂ algdbrique de depré Tipi n de X ; alors les Waluations de L

qui prolongent V sont toutes discrotes,.
S0it en effet x vn élément de L ; et v(z) son ordre pour une valua-

tvﬁn Urolggg@ant Vv . L'6lément x est racine d'ume équation

g; - x = 0 {a.e K) de degré <uv . Dlapris ls cor.2 de la prop.1 il

oxiste deux indices distincts i et J tels que ?(aixi

}_s v(ajxg)

dtot (@“3;?{33 v(a 2 ?) Le groupe des ordres 1 quz%% contient
done aa_goua~gr@upa L& .zs@mgrgh@ & 2 , et tel gue, @Qur tout vye f%vé
on ait nive [ . Comme T est un groupe totalement ordomné, 1'appli-
cation 'y — nly es8t uvn isomorphisme de T suy un ﬁomsagr@upé

{non Téduit & Iagiu} de [\ ; dome T oest isomorphe & Z .

b T
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Remargue - Le méme raisomnement prouve que, si V est triviale,
il en est de nméme éa ses prolongements.

¢

83
i

Valuations composées ; valuastions archimédisnnes ; indépendance

Hous allons étud; ici les relations entre plusieurs valuations
dtun mBme corps K . Scient donc K un corps, V et V! deux valuations

m

ord que si B

2

distinetes ds K , dlannesur A et A' . On remarquers d'a
est un sous-anneau de X conie ensnt 1'snnesu de valuation A ;, B est lui-
nféme annesu de valuation : en effet, =i xﬁWﬁ on & :m%fig dong ifxéiﬁ
et 1/xeB . Par conséquent 1fenneau 4fat] , engendré par & et A7 ,
est un snnesu de valuation. On nobera que cet anneau n

=
liensemble AAY des produits saf o ach et alc A! : en effet AA! est

’

un apnean car, si ach , bEA , ale A! et D' ER , on a s0it a/b Al
t

bfa €A', par exem EQ‘WQQﬁ'zwg“sm%ﬁﬁxmﬁﬁ%%?&ﬁ@%ﬂ

goient A,A' lesurs anpeaux, viz) gt v'(x) lag ordres de ze K pour V

=770

et V' . Les conditions suivantes sont égzinl@ﬂt@ :

a) Llanneau 4A' snpendré par A et A! eat idemtigue & K .

' 3 2 4 3 ‘:g‘{\' 2 - ‘:Z«f‘f ‘
b) Quels gue soient s et.a' dans E°, il existe xcK 1el gue

v(z) » v(a) st wi(x) < vilat) .

La condition b) entraine &)9 car, en prenant e=1, on a

a?éxia%fx}a AA' pour tout alek . é@l?f@ﬁh@&@ﬁwg etar d@nﬁég a &% &f
dans K7, on a al/a =bb! (beh , D'E A') ; si onpose X =38b , on a
évidemment v(x) 3 v(a), et, comms 27 =abb T =xb" , on a aussi vi(x)gw'(a?,

Définition 5 - Deux valuations V et V! satisfaisant aux conditions

de la prop.9 sont dites indépendantes. ,
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. = 28 -
Ihéoréme 4 - ("théoréme d'approximation?) - Soit (vy) (1<ign) mne

femille finie de valuations deux & dsux inﬁéneﬁaazmg dfun ecorps K
7o ; < ry a = 2 %
gi (e;) et (b;) (1<£i<n) zont des familles d'¢ls ments dg K gt de -

-

K pospectivement, il existe x<K fel gus v, (x-b; )2 '@?i(ai) pour
tout indice i (1<€ign ' |

v
- f Lsan] 2 - - P o <] > 4 |
Posons d'abord x = 2, t,b; ; aslors =x-b, = (T;-1)b,+ > ‘r’:j@j : et
. $=d st — !
o o A = & Z s o A o - :g:?:& 5
les conditions étudiées seront satisfaites si l'on a v {'éiu"*'}}"?‘? {v‘ifbi}

it i
/b.). Hous sommes donc ramends, &tant donnés n éléments

et v (L ) > v (o

1(%5) 2 v;(a /b, v

non nuls ej de K.. , & trouver un élément t< K tel que

<3 : 4 - 7 % X 2 ‘c!‘ £ .:; S

v, (t-1) 2 vilo;) et vl t} » Ef {i#1) 4
Hous pouvons, sans inconvénient, supposer que tous les v @3}

pour J#i ; onp %?jéz};;, vjiej};}@ ; OO aura ¥, {z+1)=0 {cor.1 dz la
prop.1) et donc v.(t)=v.(z) » v.{c.). 51, d'autre pert, oum a
- o o 3 g :
?i{z}g v;{1/e,) <0, on sura v,(zH} = v,(z) (cor.1 de la prop.1 ,’
et donc v, {t-1) = ~v,;(z+1) 2 '@'éi@é’:ﬁ Ainsi (en changeant la numéro-
tion des inm ziiélze ), pous sommes rvamenés & démopntrer le lemme suivant ;

ta
Lemme - Ztant données m+l yaluations v,v,,...,V, S&'un corps K , tellss
: e

aue v gt vy soient il’lﬁé?ﬁ@ﬁ@@@@%g pour 1<1i€m , et m+1 Eléments

g o ? =7 2 % ; ..c, o & s £ {
agb,?_g-e”?u@ de K , il existe xe K tel gus vix)« via) ot

vyi(p) > vi(x} pour 1<i<m .

lous pourrons, sanz inconvénient, supposer v(a)< 0 et vi{b;) >0

&
Fen
L))
et
&
o
&
o
43
b
o
3
O
Py
N
3
Q
&5
]
&
i

pour 1<€i<n . Le lemme est e@@w*aam@ immé

Démontrons-le par ré@uz'wn@@ surm . 3.‘73 existe glors ¢ et 4 ésms K tels
que v(e) £ v(a), vy ez v, (‘%‘33} pour 54 2 o n . wyla) < vé&}
et vjid} > vj(bj) pour j = 2,%5:...,m , Hous distinguerons qa;a‘tre cas

selon les sicnes de ’%f,j {d) e*&:ﬁ"%(e}
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<29 =
>0 et vm(e};g @ , onprend x = cd .
>0 et v (c)L O, on prend x = c%/{c%i} : en effet on

{et1)=0 (j=1,...,2-1) puisgus

a v(ett) = v(c) puisgue v(ec) < 0 , 8t L

v5(e) > v,(b;) > 0 (cor.t de la prop.t) ; d'en v(x) = v{a)g v(a), et
"‘"3{3{,} = ‘%’FJ{GSE. Z -\C§ {%3\} pour 1 <jsm-1 ; enfin, comne
na ¥ = ey ()
v, (e)< 0 , 008 Vmiﬁ%@} = Vmgﬁ} et ?m{ME =v (d)2 v, (b ) .
@} Si V.gégi} < {j @”%‘; %?mg;@} ;} 5:;’ 5 on ¢E@ﬁd C}_@ 3’31%;’3@ % o= @é/{@_%“g?e

d) 81 v.(d)< 0 et vl{e) < O, onprend =z = éﬁj{@+é+ﬁ}, In remplaganti
(4 < x <

éventuellement ¢ par ¢

v(e)< v(d) L 0 , dfoh v{otat1) = v{c)
; 8
L

on peut, par sxenple, suppeser gue l'on a

., Comne

vﬁiﬁ}~<'ﬁx<v5§@}gv@m a v,(ctdt1) = v, (4}, : 4
: 2
on démontre ﬂ@ méme gue Vmimi %'vﬁibm}a Enfin, pour j=2,...,8-1, on &
?jéaﬁ 30 et v, {@},} 0 , d'oh v .(ctd+1)=0 , et v.(x}mviiad};%vjia}}
- <l &
> v ih )
&7

Bomargue - &n faisant sbstraction de ce qul se rapporte & 1is
velustion v , le raigeaﬁ@m@mz~@;mdagggs montre que, étant donnés

é
m valuations quelcongues (v.) de K et m &léments ibj} de K , il
J :

existe xek tel que ;jéz} 3{}4} pour tout J .
34
Etant données deux valvations pon indépendantes V et V' du corps K

l'annesin AAT angeadré par les anneaux A et A! de V et V' est distinet
du corps X , et @@nﬁieM% 4 et A' , Hous sommes donc amenés & poger

1z définition suivants :

Déf”ﬁiti@ 6 - Bbant douné un 8_Corps X , une valustion ¥ de K est dite

plus fine ou'une valuation V' gde K'?' si elles sont nop trivisles, et

gi llannesy A de V ssi contenu daps 1'ammean Aa‘gg v
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Avee les notations de la d6f.6 soient U ot D! les groupes multiplica-
ti"% des éléments 'mversib' s de A et AT . Comme Uc U', le groupe
I { s
es ordres = K’/ T U? de V' est &swerpn@ & groupe guotient T /A
- S - ; s
de groupe des ordres | =K /Ude V tifierons [''a T /A -

Z :
: : = L
itifs de | , et P' celui de T/,

un
nous iden

w

51 P est liensermble des éléments pos

nous allons m@ﬂ%mr que P! est l'image canonique de P+ A dans Z?/ A
& AU est un socus-annesy
sque, s8i a et 'E) gont dens A et 8' et f dans U!, 1%un an

=
moins des deux éléments s'/t? , t'/s! ‘est deus A , ot on ai par
8 ! '

en vertu du lemms sulvant :

lerme - Un spnesu de valustion A est entisrement délerminé par lg

donnée du groupe multiplicatif U de ses Sléments inversibles,

En effet la relation ©

Q
.id g
;

4" {cor.’ de la pr

Si t'e U’ ot i t'=ms'! svec acl et s'ecA' , on s

1/8t = ali/t')e A , dol 8'€U' ; en d'autres termes, si y est un
lément positif d& A , et si 'Qg,ﬁgy ,ona d¢ .
I t gu'un sous-groupe /A d'un groupe ordonné I

i ve A et 055 < v entrafpent Se¢ A .

fouzs avons sinsi démontré ls rés&%a*ﬂ suivant :

?ragss:z,mgn 10 - Etent donnés un corps K , uue valustion V de X

dfannsay A cﬁ idéal ¥ et de cz*ov‘ﬁr“ des éléments inversibles U , et une

~,,

valuation Vi de K, gaom,a fine gpe V , d'spneau A', d'idéal W' et de

groupe des Sléments inversibles U, on 2 les propriébe ce suyivantes




a) 0na AcCA' ,UcUl , HoKH! et AUl = A

f&

: - S - g Bt = % i .
b) Le groupe des ordres [’/ de V' sst iscmorphe & un provpe guotient
,??Ui du sroupe des ordres T’ de V , par un sous-groupe isolé A ds
T » Llensemble P' des élémerts positifs de T/ Stant isomorphe &
¥ )
¥

image camopiqus dans /A . de P+ /A , P désignant l'epsemble

1

des éldéments pesitifs de 1 -

Corollaire =‘L$5,vaiuati@m3 de K moins fines gue V forment une famille

e

totalement ordonnée par la relation dfordre "plus fine gue” .

En effet ces valuations sont en correspondance biunivoque avec les

sous-groupes isglés du grouve des ordres T a8 v . 51 A\ et A sent
deux sous-groupes isclés ds | , st si ﬁfgt i ;» 41 existe uvo é1é-
ment positif y tel gue ye A’ et v ¢ A ; alors tout élément
positif § de /\ est inférieur & Y , slnon y appartiendrait & A

a4
¥

% = o e v . 3 2 ;- :
pulsque A est is0lé ; done S€ A’ opouisque A est isols, et Ao

Proposition 11 - Solent V ot V' deux valuations d'un corps K ielles

gue V soit plus fine gue Vi, £ et £' les spéeislisstions cor rresuon-

b=

dantes : alors ¥ ésrlmli une valustion ¥ ay

5 corpe des valeurs F'! de
Vi , dont ls spécialisation corrospondante h'est définie par f = hof!
Bn effet, si £ (x)=£'(y) (x, y€K)}, on 8, s0it £ {(x)=f(y) = co 5

clest-a-dire =x£A! et y¢A' , done xdA et y£A pulsque & c A%,
et P(z)=£(y) = 00 , soit £ {x-y)=0, Z-y€eM'! , donec x-y& B puis-

que M'c H , et P(x-y)=0 . - Ainsi la valeur £{z) ne dépend que de

&

£'(x), ce qux &ézlﬁlt une app ication h de ?E%: dans le corps projectif

B des valeuﬁg de V . BV il est clair que h est une spécialisation.
£insl les valuations plus Tines que V' sont en correspondance
biunivogue avec les valuations du corps des valeurs P! de V! .-

Définition 7 - Avec les notations de la prop.11,. la valustion V est

3

. 4 %
dite composée des valvations V! gt V .

Nee oy 32
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anmgle - La vaiuation V de K (»5¥) ayant le produit lexicographi-
que Z »< Z pour groupe des @rdr@as définie & 1'ex.3%,0) (n°2) est
plus fine que la valuation V* définie par ltexposant de X .

Dans cet exemple f' est définie par £'(r(X,Y))=r(0,Y) st h par
ﬁ(s{y)}~gﬁa} aingi P£(x(X,Y¥)) est obtenue en faisant d'abord

rid

TOT

Lﬁ

¢
B

position 12 - Elent donnés un sous-anneay B d'un corps K et deux

fts

déaux premiers distincts P st P' de B tels gue P P!, il exigte deux
1

va

vations V et V! de K , de centregs P et Pf sur B , et telles qus V

soit plue fini gus V' . La vyaluation V' de oentre P' poub Sire donnée &

l'zvance.

Soit P! le corps des veleurs de V! ; il contient B/P! comme sous-anneau
et Pj?9 est un iééaz'dé ge scus-annsan. Un peut prolongsr ia epécialisa-
tién canconigue de B/F? gur {Bj??}f{Ej??} sn une spécialisation non
prolongeable h de F! 0 21,th.1) ; soit v7 12 valuation définis var b .
Alors ls valuvation V de K composée de V' et V%'réyond%évidemment & la
gquestion.

Nousz ail@né meintenant étudier les ?aluaﬁi@nﬁ les plus fines possi h? :

Propogition 13 - Etant donné un anneau local B J7j

existe une valuation V , de e@ntr@ P sur B et
b g

c"

de valuatleﬁ plus ine ayant la menmgpragrle

de V est alors slpdbrigue sur B/P .

Soit en effet A l'annesu d'une valuation W de centre P sur B (prop.3);
l'annssu A contient B . Considérons la famille @? de tous les anzeaux
de valuation (de K) contenus dans A et contenant B ; pour tout Afe @@ ;

17idéal maximel H' de A' contient 1'idéal meximal ¥ de A {prop.i0, a)) ,




9

3.
done H'NB =P puisque P est maximail. En vertu du th. de Zorn l'exis-

tence dtun élément minimal de la famille @ , ordonnée par inclasigﬁ;

A

=

résulte du 1@mme suivant :

Lemms - Ltintersection dtune famille <§ totalement ordonnése par inclu-

i

sion {A@} d?a@ﬁegux de valuation d'un corpe K gst un snpeau de valuas-
tion A de XK .

En effet, si un élément x cX nlappartient pae & A , 11 existe un
indice B tel gus z?'éﬁ ; on a alors X {ém pour toub %’ tel gue
A, <4y . Comme les A sont anneaux de valuation 1/x appartient dome &
tons les A contenus dans A

4 est li'intersecition des ﬁ contenus &aﬂg’z? ; par conséquent, on &

o

i3

kY

41/X €L , et A est anneau de valustion.
i

f

Hous avone dono ééﬁ@aﬁrérlgexigt@nee d'une veluation V. 1la plus fige

&.-;90
{reat
@
Q
Q
&
b3
o2
)
&
W

possible parmi celles dont le centre sur B est ?j. g
valeurs F de V n'était pas 8¢ge?r gue sur B/P , il contiendrait un
élémeﬁ@ 4 traﬁscenﬁani sRT 5/? ; zl‘exlsg@razz'al@rs upe valuation non
triviale de {Ef?}{u} triviale sur B/P , par exempls cells définie par
l?enggant de u‘;inﬁ&S‘pﬁaT?iamﬁ %lgrguﬁrelgﬁg@r celle-ci en une vslua-

th.%) ; et la valuation

Ei,
Q
b\.:j
'@
§i‘5
(@3
i
b
Ll
T
f
@
o
@
ek
b
&3
gt
f
Sedo
il
o
(o)
0
H

i
oy
Sy

v @ompesé@ ﬁe ¥ et ?%,3 serait stricitement plus fine gue V , et aurait
P pour centre sur B , puisque ls valsur p@ﬁr ¥! de tout élément x de B
stidentifie & la classe de x mod.P , '
Bemargus - En vertu du th. de Zora, le lemme montre aussi qu'il
sxiste une valuatiqn_la ylua'fine possible parmi celles gui é@nt

plus fines gufune valustion donnde V .
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Etudions enfin les valuations non trivialeg les moine fines possible
dfun corps K , clest-a-dire celles dont l'anneau est le plus grand
possible. Comme & tout sous-groupe iscié A du groups des ordres |
dtune valuation V correspond une valuation moins fine que V {prop.10,b)),

le groupe des ordres | d'une vsluation non trivisle la moins fine

T , l'ensemble A des 6léments o ds tels que 3&% g'%ﬁ?%
par certain entier n, est un sous-groupe isolé de || : en effst, si
Se N et ;59(; . ona éig §§%py§ et §§§§& %qy% s P et g étant
i ? ¢ o
des entiers positifs, done %S=a5“§§:§py% ?%qyé z%§?+g}y% et & -0

appartient & /\ ; et il est clair gue A est is0lé. Fous avons donec

d'une valustion V dont le sroupe des ordres |’ sabisfasse 8 la

(Arch) Quels gue solent v >0 , y' >0 dans T , il existe un eptier

tel du@ vl ny .
La condition (Arch) a éLé rencontrée en Top.Gén né,chap.V sous le
nom A'axiome dtArchiméde §’833@ @xprim& que le groupe tgtal@m@m%
or&anﬁé 7' est isomorphe & un sous-groupe du groupe additif des
nombres réels éiccgaiﬁg §2ﬁ@xerc,@); Une valuation dont le groupe
des ordres satisfait & {Arch) @%tvﬁ@av@ﬁﬁ dite srebimédlenne.

Une valustion discrdte (n%4) est archimédiemns. Il en sst de

7 ! Q - A :
nére d'une branche %fange@mﬁ&ﬁ te de £,(X,Y) (n"2,ex.3, 6}).
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Suppogons mainkenant gue B soit un annean d'intégrite. Comme toute
spécialisation de L se prolonge en une va¢Udt¢9n de L (31,th.1), les

propriétés (Eziﬁ} et {Elv} sont v%giﬁalenseg. Supposons {ET} vérifide,
o e ol % : 5
et soit xﬁ+apxﬂ°ﬁ+..‘+a =0 avec a,€ A considérons une valuation v

de L dont l'annesu contienme A ; si on avait v{x) < 0 , on en déduirait
- ,

v(x') < ?(aixggiE pour 1<ign , contrairement au cor. de la prop.1

fg 2) ; onadong vix)3 0, et {Ez} entrains {“”¥> Enfin la propr ridté
52111} sntrafne que 1'on a £{1/x)#0 pour toute spéeialisation £ gui
soit I ;nge sur A ; c@ai_veuﬁ dire que, dans 1fapnean Aiigx%_i 1t61lément
1/x @?ssg contenu dsne aucun idésl premier fﬁgﬁfnﬁﬁ} ; i1 nfest dounc
gontenu dans sucun idésl distinct de A{%ﬁxg puisqutun tel idéal est
contenu dans un idéal maximal, et dGono premier {A&Q@;a%aw,z§ §a3thg };'
ainsi 1/x est inversible dams afi/x] , et on &

x=a + aﬁfx-%g,,%.&ﬁg7a s €8 qul,; par multiplication par = , montre
que x est racine dfun polynome unitaire & coefficients dans 4 ; ceci
prouve gus {wz.z} entraine {ﬁz} .

Définition 1 - mgg@ les notations du th.1; 1'élément x est 4it entler

Tren S T T 2 P = A P 2 e o o 215
Proposition 1 - Solentv B un annesy commuitslil, et A un sous-anpeau

de B ¢ les ¢lénepnts = de B qui sont entiers sur A forment un sous

de L contemsnt & .

La dernidre assertion est conséguence immddiate de 5;§v},' ot démontre
la premiére dans le cas of B ast 4'intégrité. Pour démontrer la premidre
agsertion dans le cas zénéral, nous @%ll¢8ﬁ$Qﬁﬁ {ﬂflj : soient x et y

deux éléments de B qui soient entiers sur A ; i1l existe slors deux
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x sot entier sur A dlaprés {Ei~}i

F
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2 - Hobtion d'enpesy entier sur uo suire. -
D&finition 3 - On dit cufun snvesu commutatil B gst entier sur le

sous-annesu A i tout Slément de B est entier sur A .

Proposition 3 - Poit B un asnpeav entisy surp le sous-anneau A , gt S nne

partie multiplicativement steble de A , composéd iéments gui pe sont

o
€
&

pas diviseurs de O dans B ; slors 1'snnesu de frs
o & 2 %
_sur ﬁg . ( 31, dé2.3).

Bn effet, tout élément de Bg est de la forme %/s ob X esl entier
; £ o o 5 4 2 >
sur A , et ol s€8 ; par division par g a'une équation de dépentance

intégrale de degré n de x sur & , on ocbitient une éguation de dépendance
intégrale de x/s sur &_ .

Troposition 4 - Solent B un songau 4°intéorité entisy sur. le soug-gnneau

31 existe alors uh idéal premier P! de

B %elgue P = ANPT .

11 existe en effet €?>2, prop.5 ) noe valaati@k V du corps des fractiocns

¥

L de B admettant P pour centre sur A ; lianneau de ¥ contient B en vertu

de (B...) ; et il suffit de prendre pour P' le centre de V sur B

]

Gorocllaire - Solent &' un apnesu eptisr sur le sous-anpesu A , P et @

cux iddéaux premicrs de 4 tels gus W< P , gt Q' up idéal premier
1

de A' tel gue Q = A/MQY ; il existe slors un idéa premier P' de A'

tel que Q'cC P' ot que P = ANF' .
I1 suffit en effet d‘appliqﬁer ia prop.% & l’anxsau‘ﬁif@ﬁ qul
contient A/Q et est entier sur lui, comme on le voit en réduisani mod.Q

les équations de dépendance intégrals.
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ontient pas

de V sur A . Ceci étant supposouns

/8" ; comme ceux-ci sont dans A p?ﬁy 23,

1'annean de fraciticns AS

{par exempls un

est premier, el ne rencontre pass S sinen

Sl

Do

Q' de A' tel ogue Q'c P gl gue

ents de A' gul sont de la forme 2b oh
ie

est multiplicetivenent stable, puisque §

O puisgue A' est snneau

i n polynome minimal ¥
de A sont dans A (prop.7) ; montroms quiils

=
P N s 53 L i ot 5 s %
ona xXT= 2 X, §y. 08 %, ecQ et yg.ch',
& - ! o

u polynome minimal de v sur X apnarti@nﬁant
sulte que les Q3 sont daag
eae x s0lt de la forme sb,

&

¢P' ; alors le polynome mininel de b sur

s %

2 2,

sque a¢Q ; 1lf'équstion de dépendance intégrale

dfol b eP? contraire-

! . L'idéal QA ne contient

11 est done contenu dans un

Aloys 1tidéal

pas G4g ;
idéal meximel).

1€l . Il contient

Q , nais point d'autres élémenis de & qus ceux de § , sinon il rencon-

trerait S ; ona done ANQ' = Q . Bt il est contenu dapns P! , sinon

421 rencontrersit S.
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Contrairement au cor. de la prop.4 (of les inclusions sont en
sens inverse), la prop.8 ne s'étend pas au cas dfun anneau A non

2

= Kigayp?j oh x et y sont liés

2,\1

intégralenent clos {(Exemple :

par x§+g§exy x'@ ; At = KEX$§329&E oh u s'ijv gatisfait &
, : S Q

grale u-u + xy = 0 sur A4 ;

2
= ?
, Q= (xz-y, x(1+z”)-2,7(1+2”7})-2
8

répondant sux conditions de ls prop.8, impliguerail que la
< o 3 g e - x
classe de v mod.Q' est 1zvaf§351%; contrairenent & Q' (x,¥,2,u)
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Dans toute la suite de ce chapiltre nous sphbendrons par _valustion

Afun anpean 4'intésrité A une valustion du corps des fractlons K de 4
Lo =

dopt lianzmesu coptisnne A . Sauf mention expresse du contraire touiss

£ /
une valusticn 4'un corps K nous désignerons sysiénms sement par ls
minescule correspondsnte v 1fapplication de K' dans un groups totalement

ordonné définie par ¥ .

S 2 > 3 o % o sa o = 3
1 - Valvootiong essentisclles d'un snnesy normal.

Défipition 1 - Un appesy A est dit noymel &1 o @wt un ann@aa aﬁmgzéwrlw

&
v

L5
()
m\-
L)

131 existe @m@vfamilla Y. de waluations du Corps. des fractions
E: : %7

K deg A tall@ gus

b}lTeates 1@& valuations VY& ©

a) Liintersection des annesux des valuabions Ved est épale & A
1

" sont discrites -

c) i =xeA” , il niexiste gu'uy nombre fini de valustions Ve é?

telles gque w(x) >0
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Supposons réeiproguenment 1'existence de uck , ngj& tel que wPC A,

Comme ugA , il existe We @ tbelle que w(u) < O ; donc, &tant _

donné ye 4 , co ne peut avoir w(yu®) 2 0 pour tout enbtier msturel n

-

=

enne,; et il exisie um entier n{y) > 0 +tel que

[;ino

inéds
n{y 3t , :
£ A et yu € A . Linypothése uP - A impligue alors que

‘on g y&ﬁi?g %1? , ciest=a-dire “(Jvﬂ&d}} =0 et vag}«ﬁ(f}v 1/u)

{‘{)\

zisgue ast arech

5(v)

[

‘%:5

et &
@. s

{ceci mentre diailleurs gue le groupe des ordres de V est engendré par

c::

v(i/u), et que V est discréte, o

e
4 priori) ; d'oh v(u) < O puisqgue V est non trivisle. La relation

v(y) = nly)v {1/u) montrant que n(y) est enti
0 {

v

&

na yotea pour O<sgn

pas servis de la condition o)

{

de la 4é&7.1 ddﬁﬂ la secconde partie de la d& mgnsawat&@a

2) 11 résulbe de la démonstration que lieon a v(s[a =1 (siv
est normée), et gue 1/u engendre 1'idésl maximal de A,

n
Définition 2 - Une valuation non $rivisle ¥

4'un spneay normal A est
appelée une valuation essentiells de A, 81 elie est dis@féteg et 83

800 anaa@u est épsl & EVannaau’des fractionsg Am de son @enz e P sur A

vﬂams dirons, par ‘abus de iangege, gu'un idéal pr@miar P d'up anneayp
dglnﬁegrlts A est minimel stil eat msnimal dans la famille, ordonnée
par inclusion, des idéaux premiers # (0) de A, Hous pouvons slors

compléter quelque peu le prop.i :

»
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Prﬁxaaiti@mlz - gg_c@aéré P(V) sur A d'une velvation essentielle V diun

.unesu pormal A est un idéal premier minimsl ; il existe un Slément u

du corps des fractions de A tel g ;§§,¥€&) = -1 gt gue win) >0 pour

toute valuation essentiells W de 4 npon Souivalente 8 V .

Comme A . , @st 1l'annesu d'une valuation discréte
‘~' : . P - o = P o a,‘ - = e ,
idéaux premiers que (0) et son idésl maximsl E{f}%?{v} ; 8L, comme

s e B it YRlab o et 2 el o 2 ¥ e o oo ™R
yut idéal premier de A contenu dans P

ot
®
(3
®©
b
i
©
i
o
2
£
s
]

V) P{W) pnisgue P(W) est @iﬁiﬁﬁ? s

2 {
T m;? - e o B "”r-«.—,,.‘l 5 : 1
W), on a w(x)=0, uxei , wlux} 2 0, et dome

les normées distinctes (V,) (1< 1<h) ds & , et des entiers (m,)
{1<i¢h), il existe un élément x Gu mg;g;}s deg fractions K de A tel gue
xzﬁy} = &i (égijéfh} et w(z) >0 pour toube valuation ecgsentielle W
de A gui n'est Sguivelente & sucume des v. . .

Supposons Q?ahgrd.ieg entiers Z, strictenent aégaﬁif& : la prop.2

fournit, pour 1€igh , vn élément u, de K el que v,(u;)=-1 et

v{a },> 0 .pour toute valuation essentislle ¥ non équivalente é'vi :
, m m,

alors, d'aprés la prop.t1 (& ,), 1'41ément x = &1?+.,a+uhﬁ répond
4 la guestion. On passe de 1la 3y cas général "par homathétie” 4

choisissons des entiers 1y > m. et pour chague i.un 6lément non nul




v. de E(? ) ; 8i on pose y = @

uu d

h : f b < oy e oy S e L s
et que w(x) 2 0 pour touts valuation essentielie W
= .
‘.‘

2 aucune des

hema«gu@ 11 nfest pas
remszae remplacer la
SUNGANE NOYRSuE of ce
anneaux factoriels, gue

Dfautre part un soneau
valuations non triviales
anneaux normaux dont toud

ssenti @11%@ s@r@ gz le:

»%

ﬁz&; loin, ?fiﬁ les anpeauy

Dedskind sont lss

2 = FExistence de vs

y.- ;om 8 v.(y)>m  pour tout i ;

43

2

‘
on pourra alors prendre Xx = yr "o %7 est tel que v, (% )=, -v, §y§<’ﬁ

i

non égunivslente

Proposition 3 - Solent & une Ffemille de d6find
tion de A , P up idéal premier de A , et v un Glément du corps K des
fractions ds A tel q%gvzzgga §£~éfi%a”i¢; ¥ ; il existe g;ggg une
P tfellsque wv{u)< 0 ef P(V) P .
Eaugvsuppégareﬁs gue les valuations de gt sont normées. Dlapres

ila déf.1
que vlulgL

dque P ne contienne aucun
de P(V,) n fn'ﬁcﬁteﬁa dans
viéxgi} ; v {(1/u} puisque
X $g-[f ;c , on a alors v f€3‘ J 20 : et pour We

des V, , ob a‘m(ax)zrwfa}}& O: d'ofh uxe b {dsr. ?ga))

et distincte

-

Xe g o X7




- Mais, P étant premier, un produit aa plusieurs fac
b4 J

- premier : en effet @i x ot y sont des éléments de A tels que =x¢I

NEL O4F 5o

£y

..(4:7‘,,’
eurs ne psut s'y
trouver sans que 1l'un de ces facleurs ns s'y trouvidt. HNoire essertion

est donc démontrée par l'absurde.

Corollaire - 3i P est un idéal vremier # (0} de l'apnean normal A
E b
ok

e

il existe une valuation Ve @ dont le centre (V) s

;| L83 . - N e e / ) 2 : N o ” % = . 41,‘1 ;
Il suffit de prendre u = i/x , ofi x est un &lément non nwl de P .

. : o : : . I
Fropogition 4 - Soit 4 un snnesu pormal, st soit @© une famille de

bions essentiellies appartenant

je A
L\—Jé ®

occuper de la cordition a}, cfest-d-dire de montrer que, si u est un

élément du complément C de A par z son corps des fractionms K ,

3
il existe une valuation essentiells Ve O telle qus v(u) <0 .

Pour tout ce&C désignons par I, 17idéal (propre) A NAc™' de A ;

la relation xc¢cI est é‘uivelent@ & fpour tout V€ ¢ on a
G ; ¢

v(x) > max{ﬁ;é?{c)}ﬁ . Comme les entiers >0 max{0,-v{(c)) sont muls

& l'exception d'un nombre finmi, il n'y a qu'un nombre fini dlidéaux

I; (deC) contenant I, . Parni les idéaux I, (2€C) contenant I_ nous
- - g ; o] a2

pouvons donc en choisir un mazimel I_ (ceC). lontrons que EG est

o

et xycl ona x¢hc”' , domc exeC ; comme XEA ., on a

- 4 L, o S = ' 5 :
Aeizx! — pe? s B% Iye @1, § mals, comms .E@ ¢st maximal, on en
2 s 3 ”’ ; = : i S s 0 : : = o
déduit lxg = Ig ;. or, de zg%;zg ; on dédult gegi@x ; Clest-a-dire
yel ; et, comme i % A Ic sst biex premier. Dl'autre part, comnme

c
o= 1, = A Au! , hous sommes dand les conditions d'application
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Les conditions a) et b) étant déja connues pour équivelentes, nous

nous cccuperons de b) {(£lg.,chap.V1, 21,8 ). Supposons d%abord que

>
A s0it un anneau factoriel, et soit Ap les Tamills de ses idéaux

& -
o g - wn S 3 - o A s ; B 3 e & b 4 = 5
premiers minimaux, et V. la valuation essentielle normée de A de cenire
= Uity Z
5 Y
Ap . Pour zeckK |, le produit u=x || L & U0 8ens (%«%3ﬁé¢*1@@;;
= L S _,,f,, N

et on o v}im}z@ povr toubte valustion sssentiells vr de A4 ; comms cesg
o 7 &5

fude

valuations forment une famille de définition de A , ceci veut dirs qus

= : . : ™ B o
u es% inversible dens 4 . Bt, si l'one x=u |! p * avec u inversi-

3 |
=8

bis doens A % 0 ia. Nea e e Agp A ) 2 ve s

ble dons A , ls fait que les Ap sont des idéaux premiers mininmaux

# 145
= Y R s e E I I ) 5 o
g@{jﬁjg ; diok n = vg{g} : geci montre l'unicité des exposants . .
£ 5 & %
5 ‘;f:, 5

8i. réciproguement, tout €K se met, et d'uns seule maniére sous
= “ﬂ:‘v :ﬁ‘ 1" S Vs 4
1a forme x=1u || 31* ; les p étaent des éléments extrémaux de 4 ,

% G YR S B T L, 7 X 7
nogant n. = v (x) est une valuation de ¥ : en seffetl @méﬁijﬁhﬁﬁE%?%gg}
2 2}9 A %%
° e o 2 = = & 3 27 S = 2 = £, S
est évidemment vérifide & cause de lfunicité de la décomposibtion (1) ;
e oL e
= - - 3 v ea T BANL (X ¥ (4
diantre part, comne x et y sont des multiples de ] P M B L) ;
5 i
c,{&‘ e

s = 2 e e o = DLl el i Nt . o
il on est de mbne de =ty si iy # 0, et 1'on a v (x=ty) 5>m&3€?lﬁxgﬁ
y . . ~ : .

W

v {(v}) puisgue v (d) » O pour tout o carascibrise leg élémenis de 4 .

Aingi A est llinterssction des annesuzr des valuations discretes V@ s

et, comme les v {x) =ont muls & 1l'exception d'un nombre fini pour
& = : .

}% s ; 3 o Z o 5 o
¢k , A est un anneasu normal (¢ 4,467.1) et (V_) une famille de
e : 3, 5

définition de A . Enfin le centre de V_ sur 4 est 1'idéal principal
g ‘ & e
Ap_ puisque v _(a) » O pour tout o caractérise les éléments de 4 ;
¥ 4 s 0 ey
ainsi Ap_est up idéal premier minimal {remarque au début du 3 J,

5 o per e el =
et les V sont des valustions essentielles {9 4,c0v.de 1a prop. 4) .

nAF
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Et, comme la famille (V_ ) est une famille de définition de 4 , olls
contient toutee les valuations essentielles de & (3§ 4,cor. de la
prop.4), et tout idéal premierx mininsl de A est de la Porme Ap_

ce gqui veut dire gque A est un auneaw factoriel.

La condition a) montre que le groups ordonné {}? est réticulé.
On peut donc appliquer sux snnesux factorisls lss propriéiés de

Divisibilité démontrées sn Algdbre, chap.VI, ¢1,n , en particulier

z

Proposition 4 - Dsns un snneav factoriel A fout idésal principal As

SeRmoan. e

ion et le broduit dtume

T = < i

iy ae s - : . : : - :
famille Pirvie (Ap 1) de puissances d'idésux vremiers minimanx Ap
i ' :

/’ g e
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1 - Annesux de Dedskind et annssuy principsux.

36 - Anneaux de Dedekind,

q.a

Définition 1 -~ Un annesu A o5t appelé un annesu de Dede kindi‘gi_@feﬁt

ale de A est sssentiell

<5
=
o
=
&
]
)
o
£
(0
by
By
L13]
L6
e
ot
(%)
£
®
@
e
e
p
ﬁs
L)
e
L)
8
]
O
i3
&
;\m'n
AU

Comne les valuations cosenticlles dfun snneau ﬁ@zmaﬁ sont @a%a@térif

2

sées par le fait que leurs cenires sur A sont des idéaux premiers
mipimaux igeﬁ cor.de la prop.4), et comme tout 1déal premier ds 4 est

le centre d'une valuation de A (2 2,n"5,prop.3), on a le résultat sui-

s

¥
Proposition 1 - Pour guun apnezu normsl A soit un annesu de Dedekind

il faut et il suffit gue tout idéal premier non nul de A soib minimal

(resp. maximal).

3 s s S 2 A ey S T = o e A
 Proposition 2 - §i I est un idésl d'un annceu de Dedekind A , le

siéments x de I sont gsrsctérisés par la relation "v(x) »min _ .9(2)

5 B %2
nour boubs valuation ¥V des A %,
s o Cogeisa e e o e 5
3o0it a Z'“ﬁﬁ@ﬁ“&% des ¢ A tels qus @iﬁj,%'ﬁiﬁzf_?¥{2} pour touts
26 I _
voluation V de & : clest évidemment un idéal de A gul contient I ; a8t
i & ;i =3

e

est évidemment un idéal de A dont nous devons m@muze
it pes ainei, (I:J) serait contenu
izal P de A ; dl'aprég la prep.1 P est le centre diune

&lément v du eoIps des

s
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u(3:J) & A ot Ul A

fous allons en déduire, par réouyrence sur u, gque ilfonm s ulcC 4
sour tout entier naturel m ; en sifet, de min_  p-v{x)
i 9 : : T

. on 4 I .
6t de Ul A , on déduit uwWd b
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= nf - ] ’
et u" 13 c;u(i:$)¢;;& . Lsis, comme v{u) < 0 pour certeine valuation

Vdea , u'l — A& entraine, pour aci , v{a}_;% nv{1/u) contrairement
an fait que V est discréte. ' -

u@rollaigg - Eg@gw£gwggw%mﬁaam A u@zg principal, ;;mggat et il suffit
gu'il soit & la foip anneau factoriel st annesn ga‘ﬁ@@@kgggé

toriel ( g 5) &

A
nde
Eﬁ
o
©

81 A éa? ?X? neipal, ﬂa“m ayons Vo gu'il est aussi

&
et, comme tout idéal premier P de 4 est principal, il est minimal

0% Y - 3 A =] % € = 7 & s 2 : o & 9
{r@maigu@ au dgbut ae 35, gul mérite donc un énoncé %K?il%i@@}; et A
ost un anneau de Dedekind (prop.i). Soit, réciproguement I un idéal
d'un anneau A qui est & la fois factorisl et de Dedekind ; les entiers

pour toute valua ‘iﬁﬁ V de A ;

i sous-snngay de K intersection|

& 2

dwan nombre fini d'srneasux de vsluations discréies ¥V, ; slors A est

un eunesu principal dont les seuls idésux preniers pon nuls sont

les centres ?;f des V, .

a :
2 i3 TP =y A ~on Al o o gy % = ] ] A% e :
En effet A est évidemment un annesu normal (2 4,46F.1), et on pew

5
supposer que lés V, sont des valuations cssenticlles de 4 (3 4,prop.4),
cfest-é-dire qus les idéaux premiers P, sont minimaox. Soit alors P
un idéal premier de A distinet des P, ; comms les P, sont minimaux,
on & P& Pi , 8t il existe xEP , ?i ; de m%n@ {les P, &tant

supposés distincts) 1l existe, pour 1 # J 3ijé?§j - 13%; : alors
Z; = X MWTH y‘ﬁ appartient & P , aux Ej pour j‘f 3 , mais non & Pi -

2, 3, est 6lément de ¥ , maiz d'aucun des P, ’

Done
- i




‘les idésux fraatiaﬁnai?es de A sont de 1z f@rm@ Ju o J est un

notations (IJ ayaznt 6té jusgulicl

: -~ 56 .
Ainsi vi(z}s@ pour toutes les valuations ?i , et z est un élément
inversible de A , en contradiction avec ze P . Par conséquent les ?i
sont les seuls idéaux premiers de 4 . Comus ils sont minimaux, A st
un snunean de Dedekind {(prop.2). Dome (prop.2) les éléments x dfun
idéal I de A sont carsctérisés per "v;(x) » min ze1’ la%¥ pogr tomt i7.
Or (94,cor. do la prop.2) il exists un élément a<h fel que
vi{a} = min, lvi{z} pour tout i , ce gui monire qus lton a I = Az,

- Idésux froctionnsires 4

&% &

Définitlon 2 - Solent £ yn annsay diir

e

fractions ; on appelle idéel fract
de K gui est conbenu dans un modul
Tout idéal de A est donec un idés
on ap Dalle arfois idéaux enbisrs les ldésux de A . Conume 1?applica%iﬁniﬁ

X —p UX {y K) est un isomorphisme pour les structures de A-medules,

daéal

O
et

entier; et 08 uek . Les idésux principsux fractionnaires (ﬂl@.g

oour llensenble des produits

xy 0o xzel ot yed). Lz maltiplication aingl definie dans llen-

a

membie des iddéaux fractiompalires est Sévidemument assoclative et

commutative ; si A admel un élément unité, A est éléwent neutre pour




5%

g 57
cette multip lxgntloa ; l'ensenble des idéaux principaux fractionnaires
est stable pour cetiec multiplicstion, et constitue un BOUS~-SYOURS.
Notons enfin que l'interssction I J ot la somme I + J de denx

ER i A ., L2 S wn e < = el e e P e > 2 o .y
ideaux fractioconaires I et J sont des idéaux Ffractiomnsires : clest
i e

évident pour (14 ; eb, 81 Tc An et Jc At (uck , tek), on
5 . &
2 2 s ¢ H 2 it o =l
peut écrire u = a/b et v =c¢/d (a,b,c,dcA), d'ot I ab ' ,
- G . N o P o
d ¢ Ad 1 et I+ Jc A(bd) . L'ensemble %)  des idéasux Frac ction~-

naires de A , ordonné par inclusion, est doms véticuls. Bt, comme
2 = % a3 e L = - ° t. S ﬁ
I 1" entraine évidemment IJc I'J ; %2 multiplication daus 7 est

e - 5 2 - & et .
compatible avec ls relation dlordrs, et & est muni d'une siructure

222i%e A golt up annsau de Dedekind,

e:ﬂ%‘

Théoréne 1 - Pour gulun snnesu dfin

il faut et il suffit gue le momoide ¢  de ges idéaux fractionnsires

pop nuls soit un groupe. Dans ces cond itions £ est un groupe

ST R

abé%gen 1ibre syant pour o6 aérat@g, ies idéapx g;gmie?gAggg‘Qgggyée A ;

autrement dit tout idéal frectionnaire I de A est, ot de facon unigue,
2 o8 o 2. i s P a - ";W"‘Mf’ n ;
prcdulz de w&;gsen@ s d'idésux premiers de A : I = [T P (p) ; on a

A
o

. ®
gussi 1 = E? Pﬁ( ) » 86 les élements x de I gont caraciérisés par

L e

‘?’.3

"vo{x) Z n(¥) pour tout ¥v , Vp Gésicnant ls valustion de 4 de centre
H o : 7 ,_““,'yt'\'q_ :
P . 51 1= ﬁ”(?} et J = TTSBEQA; ; on a

Supposons'd?abord,que A 20it un amnesv ds Dedekind, et socit I um
idéal fractionnaire non nul de A . Gomme I c—ud o €K ot o J
est un idéal entier r, la prop.2 monire que 1 équivaut & va(x);/n{P)

xeE
pour toute valuation v? ", Soient alors, 1, Jd et IJ des idéaux




NBIL ouy

e Bt 2 . . B e : - SN~ g
fractionnaires définie par vwp(x) 2 o, , gyag}ly m, , et ??{nE > 8. ;
T % / ' goal el 5 S R
gomne v _{x €1} et v,{y) {(vyéJ) atteignent leurs minims, on &
= ;9 e o & ¥
0, Hm et, comme v (xv} > n +un on &
S S ) ? g e Y El LSV EEY & }_‘j K o ‘(/ & "p sﬁwp g LIES S
e 4 R .q, o 5 : i oo 5 7 L ” % 3 & %, = % - s
- x.y.)zn_+tn (x €1, y.€J), d'ott s = n,m_. D'autre part
£ L] fe 0z i % ¥ P b
3 = % o~ P & De = % L G oo 45
ies conditions ”%D§XJ:¢ n, pouz tout P (les n_, étant nuls & lfemceyp-
L oh oy sy o s
tion d'un nombrs £ini) ne peuvent entrainer vp{x) 2 n} }>m§ pouy
au moims um indice P , en vertu de cor. de le prop.2 {34). Comus
5 - . ke o e s ',iv
les b, £ 0 gont en nombre fini, la condition %%?C$}2-MD pour Loutb
S A
! Py PG T Sl 29 o S 2 A S P - e 3 R
P® délinit un idéal ff&ﬁéa@ﬂﬁ&lf@§ et i1 ¥ 2 gorrespondance biumivogue
e 2 iy Seitgiin B e e e e e e i G A ST sy e
entre les idésux fractionnaires de A ot les Tamilles (n,) dlentiers
T :
nuls & lYexception dlun nombre F£ini. Disprés ce gul a éLé vu au début,
S A & HF 3 o = 2 Y ) g% o a3 A :’” 7 "z,‘ g o ‘Jn:r % 3 > R 5
i 1 et J correspondent aux familles (n.) et (m_}, le produit IJ cor-
'y ; = e
> £~ S Py P 7% (y- Josry Ao g g T o s 5o "’{? o 4 p S r %
TSBEDONG & 18 180M3L48 L. 7vé. ] ; QONC 1&g MORCiue el @Sy isgNoypne au
: ) '
e ) T A s
roups ﬁ@i@if L étant l'ensenble des id@aux premiers
. 2 ;

K3

Gistincts de A . Comme 1tinclusion I édquivaut

P%% B, pour tout P ., igisgm@?bhisﬁg cl-dessus est
phisme pour les St?ﬁ@ﬁ%fﬁﬁ de grounes ordonnés de
{considéré comme sompe dirscie ds gr@aﬁgav@f@4@né$§
aussitdt les formules relatives & la décomposition e

de INJ et de I+J . Et 1l'applicstion répéiée de
: L rm% '

ok s - -

INJ montre que, 8i I = || paLP) , on a sussi I

""&

Supposons maimt@man% gue le des idé

?
M

d'un anpneau d'intégrité A solit Soient I

T de

un groupe.

o

5

€
-

son inverse ; I1' = A , on déduit

et y.e1! ; alors, pour tout x€l , on a Ey; €A

&

P
o &7

ce qul montre gque I est engendré poar la famille £

4’%& *393

-
111

aux iﬂ““ litée

aussi vn isomor-
_ o
& (@)

e Z°
dénontre
emiers

formule donnsnt

la
{f“*«Q nl P "-a
== H 3 P \

sy

T
aux fracticonaires

®

‘unr idézl de A et

avec X, e:ﬁ

(.«u

<=7
et ¥ = E,‘,}K.-

ie _(Xi) .
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On déduit de cecl gue toute famille mon vide é*iue&ux de A , ordonnée

o} 3

par inclusion, posséde un élément maximal (Alg ,3@hap,¥11ﬁ 91, lemms

duz th. ). Par comséguent le graap@ o , gqui est réticuléd, est un

groupe abélien libre ayant pour base llensemble {E&T des %ac@ax maximaux
de A (alg.,chap.VI, J1, n°12,th. ). Alnsi, pour tout Ie & ,
¥ s

1

G ;
=3 S 2y o, e PR P 7 o g o oy g e o R e 2 T s ¢ 4 ;
est un homomorphisme du groupe ordonné © sur Z ; il en est deme

) % ,}r;»a ; e .
de m8ne de la restrigtion de 1 au sous-groups Q? des idéaux princi-
O : %
paux fractionnaires de A . Donc l'applicstion v, de K dans Z définie

par v (x) = z_({ x)) pour x€X satisfait sux gﬁﬁiiﬁi@ﬁg (v{) et

1

|

oo

(V;;) du 3 2,n@%§ ot 6finit donc une valustion discrdte VY de 4 .

Comme les idéaux entlers sont caractérisés par n {1}%% 0 pour tout o ,

A est l'intersection des anmesux des valuations ¥V . Et, comme les
ﬁ0(1§ sont nuls & 1fexcsption d'un nombre fini, om a, pour tout
23 ;é” i 5 - .
o, FE 7 - o & - = “ & =
xek |, %@{x} = 0 gauf pour un nombre Tini d7indices a . Ainsi A est

ille @ des valustions V_ est une famille
de a&fini tion de & (24,06f.1). Comme ¥ est le centrs de V_ sur 4 ,
et comme @ contient
{‘§4¢ cor, de la prop.4), tous les idéaux premiers minimaux de A
sont desjﬁa , et sont donc max ximanx s a

sst minimel, et A est un anneau de Dedekind (prop.1).

Corollaire 1 - T@uﬁ'id al d?un &ngea de vedeking aamaﬁ un gys tem@

¢

Ceci a 6té montré en cours de démonstration.

Corollaire 2 - b& I gt d somﬁ aes 1éeaux fractionnaires d'un annesu

de Dedekind A , le gu@tleat 13" est 1'ensenble (I:4) des &léments x

du _corps des fractions X de A tels gue %’ o 1 .
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. ea
On a en effet (I:d} <. I , done (I:d) c— 137 , -et dlautre

Jd =1 , donc (i)

)

cgs daus un annean de Dedekind.

ient A un anmean de %@@@;mf’i; {‘“q,,{‘z <ic<h)
25 disbincles de A , (x,)(1<1 <h)
actions K de A , st (m,)(igigh)
3 b 4 ==
vne famille d'entiers raticnnels ; “ei existe slors un Siément = de K
tel gue -?i{x«axi}z m, Dpeur 1£igh , 8t x) > O poidr toute
vaiuvation W de K distinete deg V, .

ble (V,,... sTps=es? V‘%“?é,} ; pour hightk , nous poserons xj_m@ et
;=0 . Soit m un entier positif %el que mtv.(%.) > m_+1 pour tous
S 7 i X aF Vi F>) .
1,18 r@m@r“s entre 1 ot hiK . 81 P, désigne le csutre de V, sur 4,
£ % L 2 3 - 2 : E‘% i m
il résulie de la derniérs formule du th.1 gue lion a3 P, d e P A b

&’fiﬁjf‘ &

Ced 1 i F#¢ 3
V ‘r.'é" % = mi Y o ‘ b o -4 ﬂg?n".';é 3 » p‘b‘u ";*' ¥ o {'V?‘—" v\f mjf" ; 4 - o 0y
(xt-x, ) > min(v, (x, Jiv,(y,-1), vlwg} ”‘3;«3;3” 7 WHIIR, 4 o
v (x)>n+t .8 i>h on a donc ifi(z?}}? 0 : 81 W est une valua-
tion normée de A distincte dee V, soeos ¥y o OB 8 *‘e’(xi )20, dton
o
w{x') > 0 . Par sillours il existe. x7c K tel que v (2%} = m. pour

1cicn ot w(%%) 2 0 pour toute antre valuation normée de A

{3 4,cor, de ls prop.2). Alors 1l78lément X = x-?*%-x?” possede les

GRS

propriétés reguises (52, prop.1) .
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Corgllaire - Solent A un spnsau gui soit intersection diun pombre fini

d‘anaea&x de walustions pormées V. diun corps K , X, des éléments do K,

i : 3 =
gt m, des entiers ;,il existe up $lément =<K Fel gue v, (x-x;)=n,

pouy t@uu 3

En effet A est un annesu prinecipal (prop.3), donc un smneau de

Proposibion 3 ("théordme chisnois®) - Soient A un spnesu de Dedekind,
Ltyg.0.,%, dss idésux nom puls ds A | et ﬁﬁﬁy.sixh—d@a éiémenis de A .
A 3

= 2 2l : ; it e e 4 4
Pour gu'il existe =xcA el gue x =z (mod.I.) pour 1gigh

gy e

‘11 fout st 11 suffit cue llom ait =x

(w35 ]
&‘An

Les conditicns sont aald smme nt nécessalres. Bug f@ggpg -lezs remplies.

Soient P tous les idéaux premisrs noun nuls de A contsnant au

l,ggtsseu}f
ek : e A 2 Fa ok o0 e R e : 3 B .
m@iﬁﬁ un des ;Mwaby 1 . Pour chague J (1 <£5<k) choisissons un indice

_ 5
i{j} tel que llexposant nfj,1)

de ¥, dene la décomposibion de I, soit
ol
le plus g?aa @@@Si&l@; et posmng y.= X (i) " Pour 1<i<h ,
¢ o = ol 4
X.-X%, ient ¢ AL, .y , dome zussi & :
»Algﬁl(%} ap§ar§(&?§ 5, E%e 1( ) = 900C
49 g3 % s -‘Ag - ‘: '3‘ T 5 8 e 5
pitds2/, pBlds £d0) 2 prl3s3) | pponotant V. iz valuation normée de

centre P& ; i1 exiale, en vertu du th.2, un élément el tel gue-

7 337 % s = % o b oS Ty ~ - o Noimas s 375
¥J(meg)m n(3,1(3)) pour 1€3gk ; on a alors v.(x-x) » n(j,i)

pour . 1<.j<k et "E.;{;xi,éz’z, , dfoh “wa’”“% ponr Lol
gamarg&@ - Hous avons ?ms en alg. .chep. VI, 31,exerc. ., gue 1ia
rop.3 Teste vraie toutes fois gus, d is monoide réticulé des

1da@um de lfannean 4 , 253 gpérel scmme et d'intersection
sont distributives 1liune par rap . 1fautre. Ceci nous donns
une nouvelle démonstration de Jls prop.7 car, si A est un’'anneau
da Dedekind, le monocide réticulé des idéaux entiers de 4 est

ltensemble des &léments positifs du groupe réticulé - des
-idéaux fractionnaires de &4 (th.1), et car, dans un groups
roticule, les opérationg sup et ini sont distributives 1fune
par rapycrt & 1%autre (alg., cr&§,21, 21,n°11, cor.2 de la

prop. ) : =

D e o @ o vor oW @y #93 WE XD oy BT
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. Bn effet ltannecau 2 des entiers rationnels est principal, d@gc de
Dedekind. Les valuations non triviales de B correspondent {i}@ th.1)
aux idéaux premiers P de B ; la valuation corrsspondant & 17idéal P est
o

appelée veluation P-gdicue. Bemarquons gue toute valustion V de X est

une valustion P-adique, puisg jue son annesu conbient Z et done B .

hemargue - Les notations étant cslles du th. 3g si V est une velua-
tion eaﬁeﬁti@ilg de i?an'@a@ normal A tovie veluation W de B

yr@l@ﬂﬂe@@% YV es % gsgertielle : si, en effet

St g 7
gur B n'était pas un idéal premier minimal, il en serait de mBme
de P'MA , gui est centre de V {2 5.pT0D:H).

&t
- % ¢ _ea el o el S 2 i3 o
on appeile ce degré |L':K'| le deorsé local de W sur V (ou le degré

=

logal de L gur K en W) ; si /\ est d'indice fini dems T° , on appells

L4

: 61' : 3 B o o SRR 2 £ 2 2 : a :_g__ i
get indice (7' : A ) 1l'indice de ramification de W par rapport a4 K
<Sa Loy
Loraque L est algébrique, ou de degré finl,; sur ¥ , L' possdde 1s
propriété correspondante sur K s comuie op le voit en se souvenant

g7?336 valuation d6finit une spéeislisation.

Théordme 4 - Soient K un corps, V aune valustion discrdte da E , et L

Tt e

une ﬂﬁtauelan algébrigue de depré Pini n do K ; les valustions de L
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par muli lpll@&tlon par un @1eaent conv@ra ble d@ K , nous pouvons supposer
tous dans A , l‘an au poins étant en dshors de LAp ; en réduisant slors
mod.p on obtient un& contradiction.
Cn remarqu@r que nols avens redémontré la finitude du nombre de
prolongements de V (raiscmper sur un anheau B interseciion d'une
famille finis dfanneauz dé valuations §?@1$ﬁg@aﬁ% V) .

5

ngg@ %i@ﬁ 7 - Les notatbiong étant @@EE s du th.3, une conditicnm néces-

saire et gulfizante pour gue l'on ait la "relotion des degrés®
4 :

st gue ls fermeture &mzémfai@. de l'anneszu A §§ V¥ daus

e

51 on a la relstion des degrés, la derniére partie de la démonstr il
du th.4 montre qu'il existe une base izﬁgqaﬁyzb} de L sur K telle que
asne i = =1 = f o & i 7
2, €B , et gue (z,,...,3;) soit une base de B/Bp sur B . Si % =2, %32,
{(z.¢ K) apparticnt 6 B , les %, sont daps A , sipon, par maltiplication

?‘ - 4 3 = 5 -
Xp g Bp , contrairement & =xeB . Alors (2,,...,2_) est vne base du
E w : 3
A-module B .
51 réciproquement B est un A-nmodule de Type fipi, gﬂegﬁ un A-module

libre ds rang n puisgus A

admet donc une base {z??.a.sz@} sur A gue le sous-module Bp ait

£ -
(8%, 500,88 Q3 avec a,c A pour hase

ment a,=p pour tout 1 , e6 B/Bp est somme d

reche de 1 sous-nodules

isomorphes & AfAp . Comme J. d.s st 1z dimension de l'espace vecto-

Bt |
2 1/ z £y . :
riel B/Bp sur AfAp , om = dome 4,8, =18 .
” . ‘: P 3

=z

Corollsire - Avec leos mémeg notations, op 2 1= relation des deorés

g{’aogg = n lorsgue L est extension sépavsble de X .

En effet, l® th.3 montre alors gque E est contenu dans un A-module de

type fini, et est dome lui-méme de type fini {@t libre) puisque A est un |
annesu principal.
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