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-s1 V est convexe dans P , T(V,A) est convexe dans ef(u;F} s ce qui est immé-

. A i L :
T(V,4) est définie par'la formule

- 187 -
LIVRE ¥
ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES
CHAPITRE III (Etat 5)
LA DUALITE DANS LES ESPACES LOCALEN VENT CONVEXES
S Espaees anplj.ca.tions linéaires

continues dans un espace localement convexe .

vfz,;"

n g vu (chap.1,§ 3) que si EX T et F sont deux espaces vectoriels topolo-
i e o o s e e e
giques sur R , oL (E, P} l'espace vectoriel des applications linéaires continy
es de E dans P ; (5 un ensemble de parties bornées de E , la topologie de 1=

localement conveze véel , (S un ensemble de parties borrnées de E . Sur liesd
pace %{EQF) ; ta topoiogie de la convergence unifOrme dans les ensembles ge

g est une topologie localement convexe .

En effet , un systéme fondamental de voisinages-de 0O dans ﬁgﬁ(E?F) est form
des enseﬁ_ﬂoles T(V,A) , o V. parcourt un systéme fondagmental de voisinages d
O dans F , A parcourt @ T(V,A) est l'ensemble des applications linéai

res continues u de E dans P telles que u(A}cV . Tout revient ¥ montrer gue

diat , car si u(x)€V et v(x)&V pour tout x&A , on & sussi (%) +(
&Y pour tout x@ A et pour O AL .

On notera que la relation Au&T(V,A) est équivalente & Au(xiev ;
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deilrl ion de 1 or itn applicat i 5
nition de la norme d'une applicat op lindaire continue de E dans F (Top.

I
et

V
gén.,chap.X,§ 2,n02 ui définit sus la t ;
n . 5 o definit sur &5\ <8 topologie de la co,vergen-
ce unifOrme dans toutes les parties borndes de B

B 5

R elons =3 W + adpord i
app 1S gue S1 P est séparé , pour que la topologie de 1a O n¥ergence un:

fredo
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+ oo s 2 Aoy 2 e A z e
forme dans les ensembles de & soit épd“egﬂ sy 11 suffit que la réunion des

N 3 = f b IR + fbw: o + &
bonaant au cas ou & est formé de toutes les parties finies de B ia plu
i Le finias S LUS
.'_ﬁ:,,ﬁ & o _1_ .
ilne est la % pclOﬂLQ de la convergence uniforme dans tous les ensembles
T0OX i { : ; DOz

12 3 o 3 o b § ’ 3 1 . ‘
nemarques .- 1) Pour que la topolorie 5B . de la comvergence uniforme

&

dans 1 =34 nhloe A (o i 7. 2 e :
=5 cnselb.es de © soit Séparde , 11 suffit que 1a réunion A de:
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€ t0ta: gans E . Suppcsons en effet ce+

o) 1
te condition vérifide , at s0it u 40 un élément de L(E,P) 5 il exi
e (x }£0 , et par suite un vo¢51mag v
dans F tel! que uO(XOEQEV'; pour tout ensemble ﬁf@;é%f tel que x &8 ,
on aurs duﬁ“?@)éégvyB} - Inversement , montrons que si E es gocale*
= { e

te alors un x =41

ment conve 1 Y es 9 S 6
nent convexe et si £ (E,F) est sépard pour la COpOLOng & 5 A est

tal 45 ]
total Jans E . Dans le cas contraire , le sOus-cspace vectoriel feormd
M engendré ] : il :
g bar A serait distinect de E s et 1l existersit donec une for..
me lindaire continue XQ%O sur E telle que y(} —0 pour teui xe A
) AT . R el : 5
(cagpoi¢§4 2,brop.4) 3 si y_ est un point qa leconqueXD #0 dans T , et

U l'application lindagir ntd /;

: X e on linealre continue x5 {x,x'>v de E da g

o ) A >So dans F , on a u#0
=\'sD/ Qqueis gue soient l'ensemble BRg @& et le VOisinage V de

O dans P . -

%z) S0it V un voisinage convexe s symétrique et fermé de O dans F .So

B une parr;e-@e E , u une spplication linéajire continue de E dans P

gelée ?ue u(B)CV 5 si C est XXEREESEYE 1 'enveloppe convexe ferméde de

(-B) dans F 3]

- L = est clair gu'on a sussi ucicy 11 résulte

g - i1 & désigne 1'ensemble des envelOppes convexes fermées des

nsembles B¢y (-B) , on B parcourt & s tes topolories % et 7

A o o :
sur 4,(E.F) sont identiques . = =
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L'espace @f(EgF) peut étre considéré comme un sous-espace de l'espace
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les applications liné.ives de E dans P ; lorsque P est

séparé et complet , et que la véunion des ensembles de & est éga
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c que ﬁ%(bgF} , muni de la topologie de la convergence uniferme dans les

ensembles de & , est ggmplet (chap.I,§ 3) . Le complété de aﬁ{EyF} pour la

topologie de la convergence uniforme dans les ens=mbles de ce pen done o
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la restriction de chacune de ces ?p?liﬁauiOﬁS linédaires u 2 un ensemble quell
eonque de & est continue , comme limite uniforme de fonctioons continues.
Montrons de plus que , pour tout ensemble A €& , ul(h) est borné dans F . En

e
effet , On peut suppouser gue le® ensembles A& {= sont convexes et syméiri-

ques gmvigﬁemarque'?}o Soit V un voisipage symétrigue et convexe de O dans
F ¢ il existe uvu voisinagge U de O dans E tel que , pour tout point x eUNA4,

o

on ait ulxle V' Comme Aest borne |, 11 oxictc A= 0 del gue A_c;éﬁ';pour
4

tout x€ A , on a donc ;ig eUmnA , d'on M{X,’{’:}UJ et par suite u(A) }JJ’; ce
{ .

gqui prouve notre assertion .

En partic

ler. 2
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THEOREME 1 .- Solent E un espace bornologique ;, F un espace locglement con-

Ly

vexe sépa~é et complet . L'espace of(E,F) est complet pour la topologie de
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On 55it en effet que toute. abnhlcat on dens F qui transforme

tout ensemble b@rﬂe en ensemble borné ess continue dans E {(chap.11,8 4,%th.2)

0)]
&

Pour les espaces localement convexes métrisables , on retrouve la prop.| du
chap. .35 5 .

2.4 2 a/
3 - Parties bornées de of(E,F
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Piaoaloag que lorsqu’onm munit oL(E,P) de la topologie de la convergence uni
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En parsiculier ¢

THEOREME 2 .- Soient E et F. deux espaces localement convexes sépards . Si 1
. ; - 2 . . . et .
E egt complet , Aoute partie de L(E,F)} , bornée pour la topologie de la

convergence simple , est bornée pour la 10pologie de la convergence unifors
Sz h<d

dans toutes le ties bhonédes de E .

w
(]

It X it
calement cOnvexe quelccungue . Toute partie H gg'aféggF} ; héfﬁéeﬁpcur la tc
pologie de lag convergence simple , est éguicontinue (et par suite bornéde
pour la topclogdie de la comvergence uniforme dans toutes les parties bornée
de Ej.

I1 suffit de prouver que , pour tout voisinage V de O dans ¥ , convexe ,

symetrique et ferné , il existe up voisinige U de O dans F tel que u{U) CV,

pour tout- ueH 5 cela signifie encore qus 1'intersewtion B des ensembles
=4 . j .
u(V} , lorsque u parcourt H ., est un voisingge de O dans £ . Or , le raison

nement de lg prop.2 prouve que B est un topneau
Z z % —

E sntraire que B est vn voisinage de O .

Lorsuue E est un espace localement conmvexe métrisable et ¢ complet {et plus

Qéméralement Yorsgue E est un espace &e Ba?rags on retrouve le th.Z du chay
15 ‘

Lorsque 4 est un espae& tonneld (ou aﬁ espa@e.léealem2§T cinvexe séparé et
'e@mplet) s On peut parler de parties bornées de &géEgF} sans spécifier 1'en
semble &Z de parties borndes de B qui définit la topciogie de J (E,F) .Rap-

pelons gu un filtre su% un espace vectoriel itopologigue est it bornd siil
B ] z £1r4g .

‘existe un ensemble borné appartenant & ce filire {ce gui entreine i‘existen

ce d'une base du Piltre formée dfenssmbles bornés) . Le th.3 entraine lg

h
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et les Fy sont des ensembles convexes faiblement fermés .
(19 ‘ T 2 2 S D 3 s (2 3 o 5 : T\T%‘{"’I s
PHEOREME 1 .- Pour toute partie M de E , l'ensemble semi-polaire M de
% ° 2 n u ou T i B = - LR R 3 5~ =
1'ensemble semi-polaire M de M , est l'enveloppe convexe faiblement fermee
de la réwdion de W HBX et de {07 .
En effet , si Ml est enveloppe convexe de lg réunion de M et de iO} el
a M Y @?aprés la prop.3 , donc on peut se bormer au cas o M est convexe
et contient 1'origine . En vertu de la prop.4 , il est eclair gue 1‘adhérencg
T : I 1484 : Y S : L z - -
faible M de Y ast contenue dans M , puisque i'on g MTM - D'autre part ¢
il existe un hyperplan faiblement fermé H séparant sirictement x
) 5 comme H ne cmntient pas 0 , il exOste x' €E' tel
50 e
on & 3 pvogy y=0: . 0On

i {ehapoizv§

que XV x‘>04 scit un

é équatl

o
En effet , en ve tv de la ~r3p.3 , l'ensemble semi-pola
convexe de . ”? est l'intersection des ensembles M, ; comme 1'hypoth&se
(3] " : i - - o

entrairs @# :Mﬁ pour tout ¢ , le ~Orollaire résulte du th.1l appligué en é-
changeant les 3351 s de B &t B! .

Remargue .- 801 C un cdne {de cnmme+ 0) dans B @ si x’ sppartient z

l'ensemble semi pglalre &%&é@E@V ¢ de C , et sl x est un point guel-

5 : £ - e = = A
conque de ¢ , on g {}ykz%}‘ L pour tent A>0 , =t par suite nyjﬁiﬁa
la réciproque étant immédiate , on vwoit gue peut étre défini comme
1’susemble des X@ E' tels que {5%/:};;@10 pour €0 11 en rﬂvsuﬂ

sit6t que C est un LUHH convege faiblement ferwmé dans BY ; G
‘_..'—.___U “““ e == S .

te sussit
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