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LIVRE IZ
ALGEBER
©  CHAPITRE VII .
MODE'LES SUR LES ANNEAUX PRINCIPAUX

B . L

Le but de ce chap;tre @st a‘e*aﬁzar les annpeanz dtintégrité dont touns
les idéaux sont principsux, et les nodules sup ¢es annsaux. Les pro-
priétés élémentalires de ses anncaux et modules étant applicables & des
classes Dims'gungrales dtanneaux et de meodules, nous ferons dfabord ume
&tude élémentaive Gp ses derniers, leur Stude %lus BE prcgan&ie 9%3@5
réservée & une aulre Partis de o8 ”Taité :

2 1 - Modules et anﬁeaax nosthériens.

-#tent douné un snneaw quelcongue A nous conviendroms de

d
A-nodule B (et en Qastica exr up 1déal & gauche de &) est de Sype find

51l esb %ﬁ“%ﬁére {c ‘Eéiiéngéﬁ} por Ges élémentis on nombre Tini.

B

4. = E;‘fé“ ini! 3:@;1 acmagﬁ_m,es et gnngsux moothériens.
iefinition 1 - ﬁaaﬁt ﬁ@;ﬂg un aﬂnewg 4 (non nécessairement commubatif)

ot “esse&ant un élcment gnﬁte, an %umeéu ¢ ¥ pers dit noethériep s'il

@st_aﬁiﬁalfa faha Zi'%igéﬁzgiéffaﬁ st =131l vépifie liaxions sulvant :
(N) Tont_engewble w”:ﬁgageﬁﬂﬁalﬁg-é@_%.; ordenné par inclusion, combiont

wn 6lément ﬂ@almgl

" Hous énoncerong deux asxiocmes

(¥1) Touve suite croissante U ¢

’%?a ontun’ namb?e flﬂ de Lormes

ﬁhan ?} que e@tfa saiﬁ%'&g% stationnaire & parbtir d'un eartain ra@g}

1tégu .valdnea Ga {5} et (H!') se déduit sussiilt dv lenms e la

bhéorie des ﬁS%MJiGG Qfﬁ@émjg suiwan

ot
¥

-y

" Lemme - Ssi% B an eﬁsamgla ordons ng 3

bouivalentes |
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a) Toute psrtie de E gontient un 6lément maximel.
b) Toute sulite crol sse_ntﬁ a,{\ 0 < <g§<;:.. . d'éléments de B est station-

naire & paxrtir dfun certain raog.

a) entraine b) car llensemble A des &léments de la suite admet un

éifment maximal; s0i% 8., ot on a, pour :g Zn , & la fole Bz, et

a-&£8- ., Bé«zipraqzz mezx"s supposon 18 que b} soit mais gu,?;} ‘existe

D 'n :

une partie & 48 ‘B sans &lém nent maximal 3 slors, pour tout aééﬁ i1

' exists ‘__{a}‘z A tel gue £(a) > > 8 ; et liexistence de la suite (z,)
définie pa indzmti@n an mmfen de x €h ot E 4_4:-;?{}:51} contredit b).
{8") Tout soaevacmxzw ds ¥ ot de type fini.

{H} @ﬁtra“»’ae (ﬁ? ) car etant donné un sousg-nodule B de ¥ | l’eﬂ%mble
des sous-modules de type "’ig:.z, é',a E adnet uwn élément ma me& F ; pour

"5 te

g

'_{E:ka&t €8 , le me@u&e :-%'Ax 85t de type Fini, donc est égal. é

7
&

' (}‘.}l e,atrame X%‘f‘f 6t 7 .,;:;'--..'Ewipmgaemeait. (87) entraine (XK'}, csr
.lc gaaale B o= iwj . est engendré pur g@ n@mb?e:fiﬁi df&léments -

Nz _- £ i S >
-{3;,.,,-. ; .,gz-} @ar ﬁ*’p@th@se yout x; est coptenu dans un des modules (i ),

seit M (i ) : g1 ‘q est le p}ﬁi& grand -des iﬁdw% 'a(i-) on & ;zic»;z,
pavr teu’* i car ld suite {ﬁ ) e,;t oroissante, donc M =B , ce gui prouve .

S

, 1
que ls suite (M. ) est shationnairs s garuzﬁ? de l'indies g .
: > A\ : 3
Exempleg - 1) Tout ;é«a,uc:scmla ayant vn. nopbre £inl d'éléments esh

neétnérien.
2) tout espaes vechoriel de @5.;»1@33593 £inié =ur vo corps Kk est un
E’v’».m&ulc naatho}:’xea en Temu aa {1\”*

_ Défim_mon 2 - Ug sunosu & gef 4if u.;&*nl’iéfi’iﬂ & gauche s'il possdds un

Elénont am.té e'i; gi le A-module fx {che p.i.{, 5 1,n°%4) est noethérien.

@

On G6finit de Tacon analogue les anneaix noethériens & droi e

‘\v’c
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Otz
S el

,kaﬁg..,ag§*de A tels que y'= X» 2, aé”i sppartienne & F . Meis ¥

appartiont sussi & M, done au sovs-modile FAM ds F ; si (3400007,
L ‘ &

st un systéme fini d@bgénératéars de celui-ci, M est engendré par les

générateurs sn nombie finl (x SR - ,,,,,yf}; es gul montre gus E

est noethérien en vesrtu de {ﬂﬁ}‘

Corcliaire 1 - i B.ot ¥ sont des modules moethériens, le module

s

produit BAF est noetne?lea,

%

G@rollairé 2'? Tont &-madule ?faduzs dtun nembre Tini n de mo¢ &@éﬁi%g

'ﬂcetharieum ee+ ﬂ&éthffWGE.

geci Sc'ééé'i@‘a =sib6t du n@?‘z pay recurrence sur B .

GQ’Oil ive Toau agdule (& gaache? B de type Fini sur un epneau

3fneeaﬁezlea ( fanehe} A et up module noethérien ; en partlcaliev ts

sous-module de E est 86 iy peipiai;g 

Bn effet, 88 B ot enganéré Q&f n &léments, il est iscmorphe d un

meduls qustiegb an medale Qroéa;t ﬁ .

S ;

7 . freeedes-de zefmat101 dﬁaﬂneauxwﬁoeﬁhérieﬁs.l

Hovs allansa &gnd 51 qvl guit, émamazer lec pfwnczpaux ,rae@déa de

'W?ormatlbﬁ d*annaaﬁx n@etheﬁsans 4 partir d's B%ux noethériens déli
',Lonnas. maua lns anneanx considérés dans ce n® sers 3&§§ﬁ$éS 

commutabifs, 1?ex;$zensiaﬁ (ﬁ*a?ilﬂvrﬂ facile) aux aﬁﬁeaax'ﬁgﬁ eommuba-

tifs &tant laiés@evau'léeﬁeurf'(af. exer. ]

" Propogition 2 .+ $i I ¢s% wn idéal d'un snneau ﬁaﬂﬁﬁafé%a A , llannes
&

gt poethérien.

gpotient AJI

ot

-Vma' ﬁemaraaei».'i;

ﬁ:im noethdrien seit no tﬁﬁriég' (ef. sxeve, - .

f

-ntest pas vral gue tout sous-sopean dtun snnean
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Théoréme 1 (Hilbert) - §i A o3t un annesu noethérien, 1'annean .&igj :

des polynomes & une indéterminée sur A gst uosbhérion.

Soit 0% wum idésl de A[X] ; pour tout polynome nom nul F de &F ,

2

. nous noterons | {-"“«‘} le coaf:& cient dominant de ¥ , ot nous p@ﬁ@lﬁi’i& .
e(0)=0 . Boit 1 Zfﬁavemaim des ,E.(n”’iaﬂ“?}é de A de la forme c(F

2t 81 »n ob @%'san%

; ©
i £ o : g nt - Q“.'z?-ﬁ@‘a y‘%_) fopd A 7 i
Fot F', ona elX* F+X7P) = o(Fie(f') ; donc I es}

3 par des éléments {a;} en nombre Pini,
doisnd a'i;zcifi}; n, 1e degrs ds Fey ﬁmma*vhwij, ot (B 1tidéal de
aixl ezzgeméizﬂé par les (?5‘,;';}-.7_ Le sous A; K? -module (B de L &tant
de f&;_v;jge Fini, il pous V'z:;.;'.fi“i‘z.a do u"lQZit?"&I’ {prop.1) que le quotient
dL/B est un éfs.;:‘%z «fii:;eé;zz;a de ‘-t-gfgfaf-;‘r £ini : nous allons ;i"‘z;ég mgsum*
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Soit P un polynese de'degré K » n de %

',étaﬁ't' nul ou _.a;"ié-"rﬁf;egfé < B Comme c{-;‘é"} E 1 ,onn a{P)= Z b.a "‘-»(b'ig A
= me cEa : “{’7 ;é‘ﬂ P Sz e = AUty i o

Donc le polynome Fi=F- 2 b T I, sere nul ou de degré < H-1,

ot on surs Tz P (acd. G%} Procédant par rééurrence sur B on voit

done gue Lout mlv rnome Peypr  est congru (med. U3 )} & un polynoms .
G £ gL Buioou ria dearsd «:Q n . Yone le A-module KA(H est igonecrphe
25

5 wn medule guo »ieﬁ;az-r& dfun sous-module du A-module des polynomes de

degré <A ; c¢o denier Stant de type fini, on en conclut (A Gtant

S

{3

nostinérien) gue ¥ ost de type flzl‘i (eor.3 de la prop.4j.

Gorellaire 1 - 851 A egt un anmav 19e s,}:zéfiezj1§ 1tangesn ,{%}a};,{ seses n?g

des polynomes & n indéte mzineem sur A est noethérien pour tout enbtier n

Gicat immédlat m&‘ﬂ véouTTente suT B .
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Corollaire 2 - 81 A est, sait l'aansau % des entie

WK

(,/,\ ]

sre, rabionnels, soib

: - ;
» 1'annssu Agkﬁg,..,k fgeut noethérien

an GQTE& ﬁ

Ceci est un Gds Q&A&&C&Al&? &g eor.i,

J

Z et K %ﬁdﬂt Bo8

PL

tnérisns,

§gg@l;azﬁﬁwj - Solent R pn anpesy, A anAs@ugegnnaaa'mcethéxiaﬁ de B,

ég‘ {.49...§K ) des ¢léments de B on pombre fini ; alors le sons 5-anmean

lgﬁgg*‘,fﬁggg ggr,h,, engendré par A gt les =; , st naethurzeﬁ.}
Glest en effet wi quetiens de i*anneaa de polynomes ﬁék?,.,,p'g:]

ferop TV, 8 LAY )

Théoréme 2 - B “i’l’anneau ﬁ est n@ethérisn, l?aaneau aéﬁ{i grre gk I;}

des sefLa% IG”&%’l@ﬁ 3 n zgaécernl é&m

Len ponr tonh

sur & esgt noethér

sutier gatyrel T _

.ﬁciﬁ‘di ‘un ;ﬁéa} de & EE;Q?"'9§§,§E3 pour toute = é?z@ 10§%@11$
nen ﬂalls de G@'; ﬁsaa ao?@rans  §{§} ia-fﬁr@é-éé:plnﬁ.bag dapxé de F
{rfé} e Aﬁvuae fofmg 4o ﬁ%é?é $ 61 5 est'i’,gdré:de'?}.;"éait7 ?5

f%?;dééﬁ ﬁe *ﬁﬁnéa& dé polyn Qéé' “E:K?g,f.,£$;§ éﬁgﬁﬂdzé par 1@53‘?(?}
éﬁ] ﬁ‘é_ﬁg ';'é?‘zfés ie cafeiggai%h;é*il“p$$§é,é un syst \2@ Llﬁi de
cérérateurs, que, en ver@a ds i% édﬂﬁi@i&ﬁ Vﬁg}f ?h'paaﬁ 9%@?&1?@;&@
1'éngenble dss '?{?}U; s@it {?(?é?é;,e;f{?g}} @@'&jsﬁémellﬁoaé é}i@ﬁé
sontfer que UL .$#§4$_uuﬁﬁr par f?,;»~»§?13 . ” '

Scit donc P c ¢~ - %Q?@Qwﬁfe q@e roas syons trouvé s polynomes -
i?i@kﬁéééf:QSE t@l Que ia série formslls & = ?»,%f Py xF3 s§£§  ﬂ
@;023?@” gk far hypeuhese gﬂ Eevt éorire P(G) = Zj 4E(Fi}';;méis
cémmé'P{Fi}'és% wne furma, lag sezl tarmps de deprs g de iP(xi}"

v prcvisnaant de Qif(? ) ok Ql‘ ost ﬁg lu formg de degré g-d (f;zmde Q

on peut donc supposer gue Qi est wne forme e derré g-d°

{F } g%l aqt o~

: . L , o o
lair que la série formelle - ﬁz bt é, cat au meins 4° awmre e+t L0
Z : o 7 éx_ L ;
: 4 5 e 7
5 5(3“’ 5’3{5 {; ,::,f,*:/; w«z:‘t {j. z “% i
: d v,z 4 @
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On définit donc, psr réourrence sur k , s sultes (P, k} ds polyncmes

qui, dfaprés ce qui vient d'6tre dit des degvés des Q,, convergent
chacune vers.une séris fermelleASi (ehap.iV¥, § , 8°° ). Par comséquent,
ls série f@”ﬁf??e 5 . ;-Fw % B’ 5 ﬁﬁfp ‘ -8, )F egt.am
<5 e e 8 B 2D A Z £ .!%;3 ) ﬂi .1_ = X i;’é g’g 5. &{*é‘ 5 j"‘z' ﬁi 4 i : 3
. K 2 ; d ; i = 4 ; o S :
moins dtordre k-, ear P, .-8; est au moins dfordre k-a*(¥, ) par

5~

congtruction. LSomue ceci a'liea pour vout entier k , nous en déduigons

qu.e 1§9‘ﬁ.a P = 2 ti:: G (m.:‘cf}
_ ﬁarallaﬁfﬁ'é'gi'l¥anne ag & sst, soil l'sunneau 2 des entisys rationnsls
soit un egrps K , l'annesu ﬁ-?iﬁa-i,,,ﬁgﬁ §§ est ngsthérien
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2y Lontrer qaa, g1 tQLb eﬁsamh be o saag«w&«a7as e type fimi dtun

modale B ccﬁhieuu i eléaont maxxmal l@smeéai@’ﬁ 2$@ noethérisen, - .

5} £@¢@Eﬁf‘ﬂ&ﬁ;»mi”3 t an aﬁa& L noﬂahé?iaag tout idéal 1 de gA est

intersection e:;’urs mﬂmbre mr& f3?$‘“ﬁea’t—1§{ irréductibles (chap,l, §8,0xer.12
P

5

é; ﬁaunﬁf-ua a?@ﬁple de u@&SO.ﬁP@&m non naci,a ien é'un enpesu noethérien

,w(ﬁgnglﬁéfbf tn annest A ge pﬁl yrisaiot a-an@ “ﬂflﬁiué a?iqﬁécarmiﬁéﬁa sur

.

i COTDs, eemms sous~aniesy de son eorps des Pracbions ).

g

5) uonurer gue 1@ sovs-anneay de &EXVX} B1g, gendré, sur X, par 1z suite
de mgnameﬁ {i,‘ Yaﬁg;.;.,iﬁaqxa,...} n'est pas noethérien, chnsidér@r

1vidssl engendre'par_aetﬁa's&x te).
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> et

bilité dansg les snnesux prim&iﬁa&x

c

v . ¥
Soient 4 vn ahrnesy prin pai, K son eorps dss fractions, et & ie

:L & e
.;raupa grdonné des éé&uz rineipaux de K (Chap.VI, %433,53 sat réticuld.

Pe facon plus pzéelae~.

rroposition 1 - :owm‘;}zl {’*é:s,g n) des éléuents non nuls en sombre £ind
Q%%csxgs_ﬁss fragtions ¥ d'un auneay privcipal A . Alors 19 A-moduie

e = : .
gi Ax; ept un Jdssl ¥ Lﬁtlﬁﬁﬂa7?w 9*“3@;@&i {6) de X ; 4 est wn peed
=t : :
§§§ Ze 5 gt tﬁ“t_@&lﬁiml& g & (ﬁc&c %ﬁ @“@%l< itiexr sgu£ peed des Z, J

-2

peut Gire mis Egus'ﬁa forme ;g a Xg ; 08 a.€ 4 your sem5§3

Posons Ximu,jg (¢ nss,J“ ‘5ﬁ,ﬁ 4, prep.6) les v, ot v 6ts ant 1bisrs
g e e : "',, :
Le ﬁommiale v 2 ij}ng 2 A 4 sst un idésl {entier) de Ay d@ﬁc, par
hygathfge} de la forme aa(z;.. Done le ﬁ»ﬂ@&él& i}: A%y Lfsas sutre

?;

gue l?iﬁéai'f?agtignaaz"a {a}aﬁé @%i ;:z“? . Ona ﬁxi<;;ﬁﬁ ;

{z: ) {8) elegted-fire alx. ., Comme 463 Az, , d ost ds 1;«3; f@'f? 16

& : S e . it 4 : - v 3

d= . a.x;.g& a, € h ;at;far spite toul diviseur commun é@s X ‘divise
5 s 4 s i" it ? 1

i, et d est Dl%ﬂ unpged aag oo

bs l*ezlauena@ ﬁ’uﬁ pged. @oar toutes famill <:bﬁie'@?élam@§ﬁs»de K
5]

Savééﬁa;tf-par~renv@f5@men% de llordre {(fPor mul ). n

3*

l‘ezigﬁanae»é’ﬁﬁ'n@em Daar uaa»a fa iﬁle.f inie d'éléments de K . 1s
g o&p@ {?, @s - donec ?étlgui&, &t nous ﬁ@"%@ﬁ& applicuer & un anncéau
v

pringipal les-r uitgts {pIv) &u c%aavfifgé a@%;§,f§ et 14

'.ﬁaiaﬁlaﬁgrgﬁﬁi-aau@'f@axn@t.auﬁal le vésuliat guivent, gqui est

v".’,n

particulier sux anvesux PrinCipaux.

“Théggéme‘?viﬁideﬁti@@ 48 Bézout?) - Pour gue 3@# &Juﬂéﬂbm~ﬁi en nombye
g@giﬁﬁ‘uﬂ_aﬁﬂ&&a'@rineigal A golent étranzers (dens lour emgemble), 11

faut ot il suff i Q&‘il existe dom 6lSments 2, do A 1

= 4

04
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C'est nécessaire d'aprds la prop.1 ; réeiproquement, si “? 8x, = 1
1, donc 1 est un pged aes Ki .

tout diviseur commun des x; dams K divise
fous ellons %‘aainteﬁe;nt appliguer aux anneaux principaux les résultats

du chap.Vi, 3 ,ne’iz s enbierg irréductibles dl'un annean pri incipal A

'._. E&T{“

0

out ceux gul en”a.aémm les idéaux meximeux de & (chap.I, 88,n 7_
il

m.

spite, pour qm}’m entier p d'un annesu priveipal seit irréductid
(
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I - A est 1lanneau 2 des entiers r&ﬁzannel& et K=Q . Les entiers irré-

ductibles sont les nombres premiers P ; pour tout p on prend pour RT
g & J
ltintervalle ! O,De1} de %2 ; d'oli la décomposition canonique :
T e-h

= +'§i ZL ©inFy

oh a€i ; 6., €7 , @”“eih‘i‘y =k

il - A est l'znnesuy EEXE des polynomes & une Jindétermindée sur un corps E,
ot K=0{X). Les entlers irréductibles de A gont les polynomes irréductibles

'D(X) £ B Ff gue lion peut rendre unilsires ( e 2.0 i Pong
£ g F) k 5
2z

by

chague poly-

nome irréGuctible p , un systéme complet B p de représentants des classes
de A mod.p se compose, en vertu de ls division euclidienne des polynomes

{Chap. v,%g%,nﬁﬁ), des polynomes de degré strictement inférieur é celui
de p . Dioh la décomposition (dite canonique} d'une fraction rationnells
r(%) € E(X) |
(1) = a(_&) + 2;4 [f v,b(‘)&} p, (%) ",
ofi a{X} et les vih(i} sont dws peﬁynemesg les p.(X) des Dolyagmgs uni-

taires irréduciibles distinets, et ot v, (%)
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B
W g
@
0
ot
o
i
ey
&
{...J
%2
%3
$.
@
o
O
e
o
o
g
(43

&

strictement lnférzeur k) C@l&i de pjiﬁ} els que solent i et h . 8i, en

partic aléer B est un corps algbbriquemen. clos, les p,(X) sont de la

forne X-a , avec a¢B (ehsp.V, 34,prop.1),-6% les v, sont donec des

constanites.

5 - Modules 1ibros gur un apnesy prineipal.

2y

¢finition 6 - ¥ Stent un module sur un annesy A (commutatif ou non,

LJ

avec ou sans élément upité), op 4it que ¥ est sans torsion sl tout &lément

non nul de & est l;bra,

sutrement dit U est le seul élément de torsion d'un medule sans torsion
Bemargue - 51 on se borne sux modules unitaires, un anneau A
n'admet de A-modules sans torsion # (0) que s'il est sans diviseur

non nuls de A)

de z6évo : si, en effet, on a ab=0 (3. b: &icément:




EY

isme

bx ezt de torsion.

it un homomorph

W
K son corps des frag-

E , et quo le noyan

£0 et

frhis

ar
e
£

o)

de

t non nul d'un A-module, on s, soit

&

58 -

amen

e

1

>

5

et 8l X esl un
Dans 1¢ cas of 4 est um annea

one ; mappelons (ohad.lli,

2

L

#1d

i

£3%

&

anne

Pin

un

" OO

=)

e

i

2

CPTLACLD

e

ore

o)

néxne

&
»

1le est de va
1

(et

o
EIRAS 4R
LA

®

iy
! %
A

T

F

3

A .68

>

=

ue

i
v

L o5

k2
s
z

Lieuy

tre part tout

-
t
¥

£a
3

2
é
La der

e
1

‘Q:

4

<

Lorse

35,

§
e

B
ng

pal A gs8% wn A-module 1

B

s
e
7,
A
i

4

e

i L<}

b G
3
&

Yz

g ds l'espace vecho

=

P
£

om




o

(e pne base de L ; pour: xéL et £ &1 nous moteroms p (%)

)

t'zg1l |

ls compoaar & d'indice 4 de x.par rapport & le base (6. ): Pour Jet I
& 3 3

nous noterons. Ly de saus—mé&xﬁle (libre) de L engendré par la Ffamills

{e ). g ¢ clest llensemble des x €l tels gue p {(x)#0 pour tout

£ e : : : - 1

T J,; on g’“igj-"‘;@

Soit @ Ltensenble des &léments (3,B) ds (P x(PM) 1sls que

B
@

esh iibz_*e 3 azi-’az,:;um art B eﬁranf“

gnLencry , oar, pour toub M;‘giﬁ ,

ltensombls d‘?g »;, tels que i’giﬁ:‘%‘é} 85t une partis finie de J, @omé..

est ;:;rz_‘e;anue dans w J, ; slors x& ML, , cleast-a-dire dans le
: S S : / £3 - : = ’
aala azagenﬁz" @az% B , donc dans cgelul eagendré var B ; sinel B est

bil 8&3 une bage ‘«iﬁ B LJ |
En vertu du ch GecZorn (Bns.R, 3 6,0 10)° @ admet &Gi@c un Slément

vzzazg,mw (7. l) notre tnear?’me sera démontré si nousg falsons vwolr gue
}’::'g . 80it; en effet, :f,.é J , et posons J!=J Ji'f’j et -
Mi=g N1 Lo ,ﬁifmﬁ c,fsi) un idbal de A , dono de 1z Toxme 4a (aeh)

z:mem;e A est un arnesu principal ; il existe domc =gl tel qus-

a-“*’ﬁ (x). ?Cu{ tout seH' on a done *j@;?-(z'}mbmﬁtzp_ﬁ_{g} {p {;j} 6% pm,
. : % L pL
cam:fa&s t z-bx est élément de WL =HNL , ..s'?"as“%”aémdir@ du wodule
: : ; ed ol ; : v . :
*?’ﬂﬁ'vﬁ iré par B, Ainsi LY est engendré par B U §fxi; mug-mg@mm
! e 18 £ -
Bf=B 1 U ;;Z’E? s BL a}'éQ dars le eéé oh 220, nous pouvous A,_@a.sge x=0,

i 5
et nous poserons B'=B ; en joug cas M'=M T L,, est engen 1dré par B . J
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¥ais Bf est une partie libre de M ; c'est clair si a=0 car B'=B ; i
dtautre part toute relstion y+bx=0 (beA , yegiﬂ;f‘z}zg}’entra‘ine ‘
pﬁ(y+bx)zba=0, donc b=0 dans le cas a0, pe gul montre que B! est
libre puisque B est libre. Op a par conséguent (J!,Bl1)E é? en con-
tradiction avec le fzit que (J,B) est maxinsl Gans ¢ .

Reanrguc - Le théordme, et sa démonstration, subsisient si L est |

un module A gauche, unitaire ét libre sur un snneau non oommutatifi

A, pans diviseur de zéro, et tel que tout idéal & gauche dé A |

soit principal. . -

Corollaire - Toul sous-moduie ¥ d'un module E cngendré par n &idzent

sur up snnesy principsl A , pout 8tre enpendré par n éléments au pius.

o

]

z

A
. Sk
11 existe en effet un homomorphisme £ ds A" sur B , et £(F), qui

ost un module libre de rang m < n , est sugendré par m élészents, dont

los images par T engendreront F .

6 - Modules de type fini sur un anneau principsl.

Tout module de type f£ini sur un anneau principal A pouvant 8tre consi-
déré comme un module quotient d'un sodule libre par un sous-module,
nous allons dlabord étudier les fnositions respectives® dfun A-module

libre et d'un de ses sous-modulec. Plus précisénent

Tnéordme 3 - goit L un module 1ibre sur un anvesu principal # , et

et

un sous-nodule de rang fini nde L . Il existe alork n gléments &

: 1 :
De plus m0~et leg idéaux principgux (ai) gont 6éterminés d'une maniére

i
de L ot n Slézents 'aifO do A (l<cicn) tfcls ane -
a) les ¢, forment une base d'un facteur cirect i, de L.
b) les a,e; TLorment uhe base de 4,
¢) a. divise a. . pour 1<ign-1 . - | |

unigue par ces conditions ; ¥ /il est le module de torsion de Lfit ,

et est isomorphe & la somume directe des A-modules n/{ai) ; enfin L/uw

est_somme directe de i /m et d'un module libre isomorphe & L/Mo :
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1) Existence des o; et des A, .

Hous demanzrerogs celle«ci par récurrence sur » . Le cas n=0 est

zr:vAala Pour ramener le cas du rang b & cslui du rang n-1, nous allons

'aaairez l'ex}sn@nce de 94é 1 ot de aie@éa& {(a,€ A) tels gue les

sovg-nodnles éea et ﬁa? 3 soient facteurs directs de L et de M

feopect;vymen%
BEtent donné un Slément =z &L les éléments f£(x)€ 4 ok T parcourt

; - Sl g S AL e (x o : B E At e A A e
lienserble des foruss linéaires sur L, eon&&&ﬂ@’au vn idésl de A

sppelé lo contenu de x dans L ; le contenu de x est ici un idéal prineis

Ac_ Ge & . 11 est clair que l'on & op,=be pour teut Be A . Toute

forme liag@gga ¥ sur Aiétaﬁi combinaiso; éineaira @ag Pornes e@cvaoﬁne
D, per ra;pgft é une bas se (z ) de L (e 11, 24, n9%), ie caﬁ%@nu c;
de x est un Ddcd aas GQ@PQ”&Q%&S de x- par rappe t & cette busa (; 2,
prop.1). Par.eagaegu@au-i?elemeat -yxszq,z- apﬁaztient 2 L et est de
ngf*éﬁ&fi . Gﬁ-b eut éaﬁc 57 actafi er le contenu ¢ de x da;g E; comme
 @ aﬁt un ppgﬁ @eg bGAA tpls qu*il eyJJEa zg&L tei~§ae_”bzéﬁj§  -
fous alloss ﬂg trﬁaat monuref que, 8i X es u_dﬁ empbenu 1 dans ﬁ; lo
ss&swu@amla ﬁx eat fuote dlract de &L ot réeipr@gu@ment, &3 régierQué

ot immédi a’e car‘&l uwista aiors un projecheur » de L sur Ax (n*2,

= 2 ; A oy L T A S SR i % 2 7 s . & ;.;_5__;‘ e & 7 Koo 2
lemme 2}, 8% on ceaeieér@ ia<farme linéaire T définie par plz)=P(z).x .
a4 7z sst de contenn 1, il existe une Torme limdaire £ telle gue fFx)=1

sar Ax ,

Gael étant, considérons lleénsemble des contenus feﬁ} gsns L des
ﬁliﬁénﬁg'Iﬁ;g%;lvﬁaﬁﬁ 1z femills A'idéauz (o) de £ il existe un &lémen
mexinal {u,}conbﬁ U de %, & i (§2; levme au th.2) ; soit £, une foxme
linéaire sur L telle gue fé{xé}xaﬁ . hlorc @,xa;?.; est élément de

5 20 3 3 i i
contens 1 de L. }:ﬁ‘iﬂ.é,‘-f@ vart k. ast de contenu | Mo
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; 2 e g S - e 503 Z § e x il >
stil était de contenn ¢ dans ¥ , l'élément o x, sera ait el@@eﬁt_éa 1

6% de gontenu o %al éa ns L , ee gqui, en vertu du caractiére maximal

a8 13 3 gﬁvllcua gue ¢ est iﬂV&Tméﬁiﬁ dans A .ﬁimsi les sou%eﬁodulea

e g

ﬁ@?.av &&? sonb blea ?acteurs éxrpeﬁg da L et u raspﬂatiVﬂn nt.

.
Soit p le projec teur de L sur le, défini gar (z} f (z).e, ; Qg &

pl{¥)=48a,5, : en ef:et,-sg pQW) be, et si llon prend pour 4 un pged

de a, et de b,'on ;a- aﬁ*’wb avec u€A et vVEAL {prop.1, 3 2) diod

N a0
bR

d=1
sn posant Z=uxR. VY, g{z}md,@ﬁ j or il existe 2z'€ Ll tel gue z=c .z’

done de  esh entier, cé divise 4 et doune B, ; on vertu du carachére

maxinal ﬁe.(aq} ca&i impligus {G.?g{é}m{a@}'; donc b est multiple ds a@.

N
.

Bhinei L est somme direste de fe, ot de Li= p(0)}, et 3 somme directe
o

o 5 S S ae 8 i ey ) § s o R ! e 11
de fa. o &t do MY o= B fg {i}). ﬂ{};&ﬁz@ LY szt bn oo

£“5), et comme M est de rang n-1, m@uu pouvons leur appllguer ;%h§§3~

thdse ds 7é uzr@ﬁe@ : 41 existe done an f sctenr direct %‘ da L? une

ooy 8 }, 11 a@ pous reste dome plus A montrer gue le

(o) 11 fed
fz1t goe a., est
g Fiak
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de'K»an'dimégsian n . Clast cette applicatlan begelegique qu}.@t &
il'origine des mots "sous module de torsion”.

Bemargus - Si les oréres mﬁ,...,n des groupes eycligues dont F est
-la somme. airects sant. bisn detsrmiaéﬁ par la condition de dzvzsibi«
ll%é du;tﬁ‘é, il a’aa eat pes de méme de ces sous-groupes eu&rmemes
(ﬂﬁaﬁ & une peTmmt@ ien preﬂ) : ainsi, daps le predait & de % (p)
'par Laiomeme (p premler}, Ies goaSngfaupaa sont iaentzq&e& aux sous-
espages vectoriels sur 16 coxps 2/(p), of & est somme é;re@ta de
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JG?phiQAG da ﬁ défi paz réeo uryence oy f”$% = ft:f ., Dana ces condl-
%Jcns 5 éev;enﬁ, par ;g loi axterne (£,x) mﬁ»fexg un modwle & gaueha sur

l?aﬁﬁeﬁ& f@n général non ﬁﬂﬁﬁ&b&ué&} iﬁéiﬁ} et, per comséquent, sur

mm'ﬁmmwmmmud%eMnh@L

- B garugeu716$, Bi f edt un endomoyphisne égwaf E , E adnmet une

ds B
stracture 62 aaﬂui% A g uﬂha sur le sous-annean de c{? B} apgeddxé par

£ 6% 1@8 homo b éties, e*sSua ~dire sur A ifj . Aff] est wn aBNeaY
- gommitatif, et B ect un A £ ;méuls normel {on £iddle ; chap.il, §1,2%).

*‘Vﬁiég egm.e on préénre l’iﬁtﬁrflté , la £i361ité, on considérs 4 ©

a
” ;¥;ao Leﬂt de- }gmgﬁeau de polynomse 'E-ﬁlﬁgzj"{f Stent la
elasée de X:; ohap. 1? 32 393} : au moyen de la 1ot externe '

r sur B uvne straaﬁar@ de

-{}_3,3:} w%@i ) {pg B zé“‘%‘*} on *Qam; dmz Géfini
"maérle (& Gauciﬁ} our 1‘%1&&&& cemﬁutd it B $-§EX§ . z*ﬂészanera pa? B,

1=er=semble B *amaz, de cei:i,a stmcmm da E»m%je sinsi définie & pa..r‘sir.

" de 1'enaemarph¢sa@ f

'Erasealﬁ¢oa 1 f o 71 étaht“des=aﬁéom§ryhiamas deg ﬁ«m@dales B ot Bt
0 s s ey 'ﬂ”ﬁ‘_. 5

une o neiulsﬁ ﬂeﬁ@»ﬁd ré =% safFisn aie @Géa G%C f‘eﬁ £ =g ient =onblables
“Wﬁ’»& RIS 8

58% eae ﬁf 9*‘bia soient &es A - X.«maéuiea iﬁ@m@ffésg

””3 verta u& 1z @@f 1 la similitude de £ ot £! veubt dire qutil existe

an 19@ﬂ@r;b1ﬁm@ g ée £ sur B! tel que ff-; gefop™', ot on en déduit

sussitlh la vray.;-*ar tr: nenowt de structures. ! - -
Ls pr9§.1 56 loisse zinsi géﬂéraliser : :
Propogitdion 2 - £ ¢b £ chont des en ayﬂhm mes des A-modules B et B,
une, eor& ition néesssnire et puflicsunbe youy gulupe applicabion A-linédalre
g de 15 deng B goil telle aue gof = flog g goil vne spplieatiocn
AjX] ~iincaire de B dgng E., .
b ] 7 2 ey i £
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Or liapplicetion g de E(B) sur B définie par plA)® z —» o(£).x pour
x€E est lindéolre pour les structures de A-modules de E(B} et B ; 1tal-
gebre sxtéricure de E(B) se de&vag wnt de celle de B par sexiension de A
en B do llanncau dleopérateurs, on peul transformer par g lss deux membres
de 1'icentité ci-dessus ; comume gli®x ~ 12 f(x)) est nul, on en déduit
dans f‘ B, 1'identité (2)
b };gxg,%..,!gxnsi}, DOUT
S3 %f:{f}.xq nfétait pas zul, on pourrait cheisir =, .,,ﬁxy de telle

sorte cue les éléments ﬁafif}.xdgxmg,.agxm goient lindairement indépend
3 3 - P28

= A ; Yz o Sal : 9.5 iy 2 i i ; r N
dants, en centradiction avee l'identitsé (2) ; on a dond }é?{f},£1 = 0

lepargue - 81 U= (ua%} ost la mabtrics ds £ par rappert & une bass (e,

e B, celle doe ® par rapport & la base (1 Be,) de Ecpy o8t ia
natrice %.1,-U = { &;4X - ) : Qé {(x} @mt alors le déterminent
n & u
. - = : T o - .
é&tiéeéﬁ -U) = Efviﬁﬁ = %5 on ltappelle le p@¢=ncma_garwmt érigtigue

de £ (ou de U)

2 - Endomorrhismes et mabrices semblables sur un corps.
Le résultat escentiel du n® précédent (cor.t de la prop. 3} est le

suivant : la similitude des endomorphisnes £ et Ff sur l'anneau A égui-

vaut & 1'éguivslence des endomorphismes (¥ et & pur 1'annosov dg

Dolynones AQX} . Dans le cas ou' A est vn corps commutatif K , B est

‘J

tn espoee vecitoriel sur X, gue nous sunposerons de dimension finle;
— 5 . 5‘"- i 3 o = & ‘
Bigy (o B m'KiﬁE ) est un B-module librs 3 base finie. Comme B
§ e e
est un apneau principsl, nous sommes dans les conditions d'application

alors

des critéres d'éguivalence ds n°7, §3, ce qui va nous permetire d'obte-

nir des rvésultsts assez complels,
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Définition 2 - Soit £ up endomorphisme dlun espece vectoriel B de dimen-

sion finle n gur un corps comnutatif X , et U 12 matrice de T par %&nvort

8 une base (ei) ds B . Les facteurs invarisuis pi de lg matricse

%.4 -0 gur llanncay K{X} gont appelés les facteurs invarisnis de

5 £
1tondomorphisme £ , ou de 1o matrice caryée U sur le corps K .

_f* form Sment aux convertions du ¢ 2,n

ﬁ@fﬁﬁﬁ des polynomes unitaizes, ce gul les

or.1 de la prop.3 du

@5%«>mm“GW%&mx

8,8 soient semblables {aa

Gegré n , donec
congéguent 1

€8s
unitaires de I ; t@'degrea 70 ,'d@ﬁt chacun divise le suivent. On

s R : P S e R e e Y Fos S4 & &
nent los détorminer au noyven ds la prop.5 (& 2,n°7). Epn particulier
¥ P2 L 8 .

C"“‘ 48 1= &éf

U e . o 2 J
Leg racines 4o c@ palymgma, dans wsue cloture z3s8brigue de K
{ou dans vne extension %lgbf que de X ou il se décompose en Tacteurs

£

de degré 1), sont 4ppeléaa los racines caractéristiques, ou les Valours




,me-sfit;ef 4 - ?”ur,

' siop finje n gur un. co Ds K ;_péur gu'on ait p(f

;j£<“Q éﬂ?

de plus haut . degréd E ast

C‘a :

Le -polynome caf&a@ér‘a igus 9§g eat alusi un ﬂalyﬂ@ﬁ& uwnitairs de

degré n , égal au produit PyrePy

des footeurs invarients de T ;ﬁTthe

raoine de liun ﬁesipL 5 dans K ou dsns vne exiension, est done umé»%a@iﬁ@

e
ear%ﬁtéristiQue.~E~} 11 urg, comnme - caaqa& Py divise 13 901 gstatii] %znfmal

B 7i : dzvzse (p } 3 ie palynome e&ructerlstique et lg Dolyn&me

minwﬁa? ‘de £ ont éo&e mam&s racines, dans K ou dans toute extension.

,;uevaaaxwendamofgh;amas f,f? de deux 85pa0es veetea
riels soient sembldbles, il Faulk gufils aieﬂt néme polzgame caracﬁérx

gzgu ggtta aoﬁd;tzaa est svfﬁishnye si ce velypene est gans fastehr&

muld iples (dans &»z? 3

Be n@&@ssi%e reeal%g du bﬁ;?-;‘ﬁ?axﬁés part, comze P, dl?ié@ p, 6% que

fto

P ¢ o =
XesB.epy ; %00t malbiple 86 P, pour ?s:x@’wai sl done il nfa
pas éé”fneaaa% ‘&l@iﬁl ‘dang E%ﬁi"é Gﬁ'a'Vygmﬁ pour j»é 166
= A5 ls aviu@ ées Pragteurs iﬁv irishts est done @atg inée par ‘le

Ls polynoms parsetéristigue est atitaché d'up e Maﬁléra
& lo classe des ondomorphismes semblables & f fav:agm
mngtrices senbliabies & Uj. ?2.?@&@ dtaillevrs sé?iiiex fﬁczlemenc cegi

par ealcul direct ¢ si P est unec matrice yavgahlg ot sl Htapup”’
on & ausei . Xgig—%f = P{x 4 “} . Les Qs%'figi&ﬁté de o8 po ?yﬁaﬁ@

‘sont done aussi de tels lgveriaé & 3 nous les étudierons au nCsuivant

-

j??égﬁﬁitiﬁﬁ'ﬁ_é 8oit Py U mnﬂem@fz hisme d'upn espace veetoriel de diwen-

oy

'J=0, p Sbant un poly-

Q’x"'

oit multiple du pglyaame

®

nons &&" {K - il'faat et 11 puffit gue P

minipel p de £ .-
f ol :
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=
En effet, dire gue p(£)=0, équivaut & dire gus p est é6lément de l'annu-
lateur du K[X]amodnle B, . Or B, est somme directe des modules
KEX}/(pi) {1 éi;{.n), et tous les p; divisent D, - '
Bemaggus‘; fonme le polynome caractéristiqus ?ié est un multiple de
?n , on retrouve un cas particulier du th. de Hemilton-Cayley (cor.2.
de 1&jpr0@.3, n%1) : 2{£(f}=ﬁ . On pewt dlailleurs retrouver is cas
général {reiatif a un snnesu & commubatif guelcongue) & partir de oo
cas particulier (velstif & un CoIPs X7, sn rvemarguant gue ce théorém@

sfexprime par des identités algzdbrigues & cvelfficienis entisers entre

les é4léments de la matrice carrée &tudidée U ; ces identités étant
. ' - 2
yraies pour la mabrice G = (Xij)’ les Xij &étant n indétermindes,

dont les &lémenis sont considérés conme éléments du cOIPS de fractions

rationnellies Q{X??,..;,zah}s 1e principe de prolongsment des identités
3

pour n°

o
e
o
(¢

alsdbriques (chap.1V, § 2,0°5) montre qu'elles sont vr
41l6ments quelcongues d'un apneau commnbatlf (sves 6lément unité)

cusloonqus.

Eragesition'é - Bi Pys.-<9Pp sont les fachours inveriants dfung mavrice

cgryée U guxr un corps K , ce _sont encorsg les facteurs invariants de U sur

+out surcorps K' de X .

. . '+] !

£n effet p; est 1e pped des nineurs d'ordre i de X.1,-U (§ 3,n 7,Prop.5)
‘st un pzcd de polynomes est indépendant du corps de base choisi {prop.5,
n? 3. 2 2).

corollaire - 8i doux metrices carrées U ef U' sur un corps K sont sembla-

bles sur un surcorps K' do K , elles le sont sur Ko

gouargue - Si K est un corps infini, on peut démontrer comme sult {
le cor. de la prop.6 . Par hypothése 1l existe une matrice carrée:
inversibte P sur K' telle gue PU = U'P ; si 1 est l'ordre de U,U!,P,

cobte relation s'sxprime par un systéne de n® éguetions linéaires




5E

cee Y . » :
8 caeffz.amn“ss ‘dans K, pay repport sux n? coaf cients de _;i»’* ;-at
1l s?ag:r.t dten trouver nue solution P! s é-eeaﬁ;;cm ts danp K, eb
bells »qaé-?‘**-g, oit inversitle. 0¥ a ap rés le “%.:}1;-’3,31 B0 E;?;aha@.i}:
il exisbe- aeﬂ matrices Pi sur K telles gue bovte soluy :iez:z P! de

&l
:’.’Uvm" TP gur X' golt zsz:}m&iﬁa”s;ezz lindgire des E’i ; en par’ﬁiealie:ﬁ

on aure P = 3 X P, aveo x,€K'. 8% X
soit B(X) le déterminent de la matvies S X P, g;:s_f E 3’{ 5
“_ - g 43 ie & :
comme le déterminsnt f}{';;; de P nfest pss nul le polyne 26 “{“"
set #0, ef, z;rufa.squ» Z st .g‘zimm, i1 ez‘-:é.st@ dss éiémsnts 2{2 de ¥
tels qus .:}(z’ }*‘{} (rkﬁ%p v, ‘5 2,0 J;ﬁ'h,/;,ﬁ et 3, 5 matrice
Bl = > ;&;9 z*éymm_ & la ngetz.aﬂ.
. ; . ot s 2 e
% - Applicetion ge zwmalg a?m.sa sxbeusion ovelicue.

Hous avons é.émezi'ure { gﬁa&g.%’,_{?i 0,29, th.%) gue toute extension

gaaez_‘aﬁ. m@ finie ¥ dtun corps Enfini K , =sdumet wr

£
g‘:
&
Ee
oy
)
&
12
t‘:g
o
2]
{'ﬂ
j..w
B
3
o
o
i

,‘«»E.E,cag szE.E;E‘Z;@Z‘?nt &é‘ﬁ@“‘ﬁ‘?@‘f ce ’mfe"‘*:e dan
(find {m,%ﬁ} % cut %.e5h ‘uae exte

gusrs 4 uneg ¢ Eu‘&“nﬁ;;ﬁﬁ gusloongus 3 a

'«ax@‘easiea a-ﬁ“ﬁ-eg{@lﬁ,{g‘a@ {_sﬂa:,ssfg B4, n®

ast- due & f% rtin.
: %a}ié; . 2’?’“’ le groupe é‘:e:z ’iéalcﬁis '(-:éd },s,qu ,;. ds ¥, n son ordrs, £ un pbié-
ratevr de g, 3 T est un ezz QQGI?}?.L@"Q de ¥ coenciddérdé comme edpase vecho-

#icl ds éimansmcﬁ; n sur K ; l 1di c{;:reagmz}, don

Dy : -.-—-1§
E}Ef s 18 pmd._ut ‘B.x oé& mﬁg B m% 8 X

zal & akf}il,.} Mg,.aa: lzr;@m,nese, on a :ai‘"f‘%si s X'-1 set

o it azmaiabeuz* B, ae ., clest<t-dire du polynonme minimal e £
'(EQE,QZ’O@ f::) 7 o le d@bx'e o as« osloi-ol auz : ;;;-:z*.--_ #inon op snraib
‘_/d b, :E’ Ex} e pour tout  =x€ .aﬁ'--’ eontrair

B2 k bt

.&.s.ﬁéu,.},"’f‘ dap ant 4231{312’}3114,33&95 di abino ta ﬁ‘”
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. B2
Yar conséquent X1 st e polynome nminimsl de £ ; comme il est de

dezré n , il est 6gal au polynoms caraciéristique L@ 7 fqa& en est un

«

multiple), et les autres factours invariants ds £ sont éganx & 1 (292).
2

i
est un générateur de N, , les n éléments f“{a}

& %

Ainsi 8, est isomorphs au ﬁf&%‘u@dbl@ monozdne K,Xﬁ/@&ﬁ -1) ; o1 a €l
‘./

)
e

Us kgnét) sont, par

%

définition, linéairement indépeadwnus sur K , et Toxment donec bien

o

o

ane base normale de B

1

4 - Propriétés du polynome carsctéristicue.

o

S0it £ un endomorphisme dtun espace vectoriel B sur K , U ls matric

B
&

de f par rapport 4 unec bace de E , et A _ = ?ij = dot{X;1 mﬁ} ls 3@1y~
£ ;

nome caractéristique de £ . Comue on 1'a wu aw 2°2, ce p@iu nome et ses

coefficients sont attachés de maniére invarisnte & la classe des endomor-
phismes semblables &4 £ (ou des matrices semblables & U). Les n coeffi-

cients de ce polynome sont donc aussi de tels incarianits, en pariticulier

4

le terme constant, qui est. X (0) = (-1)Pdet.U,

x ; bour calculer ce dermisr remarguons gue, Gang le développesment
c

: S e G z: S T
total d'up déterninant (Chap.III, 36,n%2), tout terme co ntenant n-1
£ 2 2.5 =2 i
facteurs disgonsux les eontient tous ; dome, dans ’X,éi - Ul =
T
“ = . 4 .

= detl o ﬁ«ujjg les terses en X ne proviennent gue du produit
% i3 : ,
s = ol Vs = o S E :’.3 ot ’g & fom

L iﬁoﬁiij » 86 le coefficient de X sst par conscéguent
£z 4 e :

- £t (?i::.’} s 3 -
=2 u. = -Tr(U). On a done :

Pr@aesitioﬁ’?’e So0it U une matrice carré e diordre n pur un corps K ef

f{ (X-a, } ig décomposition en facteurs lincaires de son poly-

ng@amgggaeﬁéz%gjigue' (dans.une extension convensble S2 dﬂ ). 81 q est

vn nolvnome & coefficients dans K , le vpolypome cevactéri tique de lg

matrice q(U) est donné par




e

- B3 -
{2} ' /L (8) = wixféé'@:g}}
£24, 7 e
e*«; La m’ace b ie :iétm*m.na:at do q(U) paz % |
(5} ' Tr(oiﬁi} = 3 @(a J : det(g(v)) = | q(ai>
24 unﬁ i«

zaug pgvvens su&waaertmm;gz cgn*lemua un Glément t brangwead@af sur
-.z ; &6 i¢ nous safﬁzra donc de monzr@w gue i*ca 8 ¢ =

(1) = éeu{t 1 —q(U}} nTT (th(a 13 Auﬁrament dit en gasant
u(ﬁ}
pbeg 3 .nous wgmmaa ‘vamends & Ely:iﬁéffﬁ? QG 7 ‘em:zr z,asgt p@lvn@me }: é&
e
Q {K] , ona det{p{sj)} = ip{a } Ho ows pouvons swapcsef que, dan&
fol z,a.j ; p{}{) ss déempe% ea i‘a@t@m’*ﬁ linéaivoe a(ﬂb)z o QT{K»‘% . Do a
“dono. z;{ﬁ; = E {{?»b }, itordrs. des f’amazzm éiant inaiffemni“ ysz.ismm-

1fannean S’E., };8 1 es“t ees:m;ai;s 1:? en tant autimage ﬂ@&l&&&fpﬁ@ de *SZ L}f

Bn prensnt }.s aé ‘i’am;%.xzant i1 vs.e:ae dﬁ&{ p(B)) = o ? d@’c{@»ﬁ ‘% ] =
=4

= o H (a,-s’i:, } -.pr(‘,,ﬁ} La rslsb ion (2} sst ainsi ééig@ﬂt&ég_-p .ei: ‘2.@5 .

o
relati@ﬂﬁ {3} s*en s»i%m Méﬁmet« - »
ﬂﬁﬁﬁﬁﬁ

. G@rollairs 1 - gg_; qé‘iigﬂ s e condit

a(m) soit. znversmle o8t §m 20i

v équiva ut & dire r;_zze et }{3

' ""a*m:z‘!’ szmtme racing geﬁzimas ééﬂlﬁ nne eyi&w:mn &wﬁ(}b’é’?ﬁiuem@zﬁﬁ céaﬁw de K

=)
. _Bn sffet, dire que g est étz‘az_z.;m“ 8 7

7 {é 25 13::’-@13,3?,:~c*est~&dﬁim_'qae' dea‘:iq(m};éﬂ :a?apmg la formule (j;;),

Cerallaifs 2 - Si - T &K(ﬂ} es‘t est une "z’amwn ,La,..if.-';_»zmellé"é cosfficients

éazas K Y ecez@niannew s 3 e _pour gue U soil subs'ﬁ;iv

""m:e_ama ézmq.-‘, -,f%s* gg}a aﬁa.caae-‘ées zapines caract é?ie‘t:waas a%,i ;e 803%;
laxx.,, gp! 11 oh est ami'én{a' les formules : . -

}if{m = i (iw{ai}} , Telrlu)) = Z (s, ), daeb(z(U)) -*‘{ z*(a,)
' 'Sci% rzsp/q oh p ot ‘3 sont aas pa'i y*’zamc& éﬁze&gem, ‘La pramiém ae;se

tion ;’e_sz;zli,@ au oor,t . 3Q1tv4§@ﬁ6 g &trenger & /{E ; il existe .alors -

Nrped

dlaprds 1tidentité de Bézout, des polynoues gz ot h tels gue 1=qzth X

L ‘ : : ; i
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~
on e alws 1 = gla;dgla;), et 1 =q(U)g(U) (ecor.2 de 1la prop.3) ; a'od

q{ﬁ} =:(U) ot f{ﬁ)m@(ﬁ}ﬁiﬁ} Les racines caractéristiques de r{U),
{

St

t
coptées evec leurs multiplicités, sont dome les pla;)gla;) = riai)

A ﬁ‘L‘-
e ( Novalie : e e e 1 Taaf T Y s s 2, 5.
Coroliaire 5 - n.g, pour bout cutler s 2 0, Tw(U7) m)gi 8; ; seble
Zad .
Zozmule est valable pour s« O pourvae goe U so0il invsrsible.

Clest un ocas particulier de (3) appliqué au polynome ou & la frzcticn
rm = & -
rationnelle X° .

3.

3i K est un corps de caractéristigue nulls, la zésolution des

#formules de Newbton® {chap.V,app.i,n®3) permet done d'exprimer les

. &%
.. Pty AR FRBeen § T Y8 PR
g pombres Pxri{U”) pour

9]

fonctions syméirigues des a4 en fonction 4

i<egn .

Corolisire 4 - La matrice

dos gur le co

St O T 5 g ISR e i s e e i = 3 % 5 :
- T étant un endomorphisme dfun egpace vectoriel B sur K ,

et U la motrice de £ relative & ure base de B , on di% gu'un élément
& E est vn vecbeur propre de T {ou de U) gfii eziste ackK tel gne
Plx) = ax . :

% £ Rl : ; e W e b S .
Cnorchong les 8léments ack tels gu'il existe un veoiesur propre

non npl XEE satigfaisaﬁt & T(x) = ax ; ceci veut dire que X est daus
i

lg noysu de llendomorphisme 1-f (1:avtomorphisme identique de %), donc

que ¢e noyau des #0 ; autrement dit (chap.IlI,% 6,295,th.2) le détermi-
nant de 41.a - £ est oul, ?arﬁcaﬂusgu@m donc lss élénments 8 & K cher
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gui appartismment 8 K . a élant uns velour ?rapve de £ , btout élément
xEE tel que fl{xl=ax ost appslé un wvesteur propre de £ altaché & la

voleur prepre & . Les vecteurs propres &bL schés & a forment &videnment
a

un Scus-espace Va_u@ E , appelé g wﬁovsg ¢ propre rvelatif &4 a ; le

restriction e £ & V, est une homothétie de rappert a. v, étant le noyau
Ge a,1 - 7, se dimension est ner si a.%t « £ sot éc rans I .

Hous supposercng désommals que foultes les valeurs PIOpTres (a } ggﬁrn

tiennent & K , ce gui est en particmllar le kK si cas est alzébriguenent

5
Glas. 31 nous munissons £ de la structure de Aﬁgpéw moduls définis pazr

(p,x) Mﬁ%P{f} x (?iSKQXE}_ (¢f.n%1), 1s module B, alnei défini est
un module de torsion {prop.5), dont }lannulateur sat le polynome minimal

=

P, de £ . Appliguons & ce module la éééb@p@séﬁio; en factsurs locaux
du th,1 (0%,83) : B, est alors somme directe des modules locaux ﬁmi
=%

ot les m; sont les facteurs irréductibles du polynome minimsl p, de £ .

i : . A 2 e ° - ﬂ. s 13 3 E
Comme le polynoms garactéristique fif divise {(p,) (292}, les m,
sont lss facteurs irvéductibles de 'Kiﬁ ; 6L Boni donc de la forme X-a;

en vertu des hypgthéses faltes sur K.k, éLant 1
: - my =

tols gue (ai;? - 2%(x) = 0 pomr aeftaga exposent 8 , contient le
S0US-68Dace propre V%n'xelatif ja valenr propr &y ,’11 ipi est iden-
tigue si, et seaiamentlsi, l*ezposaﬁ%_g peut toujours Stre pris égal é 1
clest-a-dire si ai'ésﬁ une racing ﬁimwla dv polynome minimal B, - , :

ﬂ’auﬁre{@art,,ﬁomme,ﬁf est isomorphe & la scmme di?eate des modules
ﬁfy ffp } (les pj &tant los factours inverionts de £ ; cf. n 253 st
COmnme ‘ﬂfleoﬁ lie produit des By 5 il résulis ds ls déssmpgsztzeﬁ de
K£K7/(y.} en facteurs losaux gue la dimension {sur K) du zocdule My ‘

i

(ot m ': X - ) eet bzale & la multiplicité de a, canszdéree conme
<A

racine de Qiﬂ . Hous avons dounc démontré les résultate suivants.
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'zgég_f un spdonm erpAzsme d 'y espace ?Qut“?ﬁ@i de dimeongion

S

n gur 1 m c@ﬁ@s MEQébriQuomrﬂi ciog K ; poux toute valsur Qﬁryf ag s T,
1&_&3@a»eﬂpaea 9??& ¥d% %5laﬁ f4as; est ggxtéﬁm_ﬁaag le 5e%p 88D8CE
Hi ggiwi@atﬁﬁ?ﬁ x&% an u}ps VBT f?.aiaf}g Eggghﬁ égghéwggaﬁd 3

E eéﬁ BOLIE éi?@é%@_ﬁﬁS o, ; 1a_dimﬂﬁs§a ds B. gur K st egale & la

& Do 1Ja9ma mlﬁia i

B ozt somme directe des

s

de f ﬁﬁ¢i ﬁipg@ﬁsza, Si-g-egt'uvn

dist

sont se 3~vai’ira Propres instés,on déduit,
que E-eﬁﬁfs&mme>diyecﬁe des V. , gus l'on &

d*aug en ?a rtu de 1a prop.8 .

£
g 6% R
& B A

33{)3'3%

mgyghigae-g.&é % ewb

matrice
Ainsons] ot gl (s, =
G..aad:g;?-&wiv:?.-..u;, (;I.J 52 &4‘3,-,!- y.0a p T
du fait que ¥V, < M. ot
2 £ 5 .
i S . 'M‘i =
V. =M. pour 1 ism ,
% Ak
o

Provesition 9 - Pour gu'un: gndomorphisme ¥ dfup eopade yeshoriel B de
dimension n suy un ¢orps ¢ lm Sbriguement clos X golt dizeonsl, il faub

et il'anffithua=saﬁ?b@lvnsmezmimimal sit toutes

sos racines sipples.

Cette condition sers, -en particulier,
garaétsristidue de £ & toutes ses

g polynoms
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Hais cette condition suffisante pour gue £ soit diagonal n'est
nullement négcessaire, comme le montre le ces oh f est l'sutomor-
phisme identique. (ah! la jolie scuxrillité 1},

Kous allons nmaintenant etudlex le cag oh £ n'est plus nécessairenmeatl

un endonorphisne @iagaﬁal de E . Hous aurons besoin poeur cela du résulimlb

nosition 10 - Soient £ un ondomorphisae d'un espacs vect toriecl B sur

Pro
yn corps {commutatif quelcongue) ¥ , ot B m{éﬁ M, 1= décompopition
gg gf;ﬁemaﬁ.}s E. on somme directe de sous- m@galns logaux 4. , le sous-
module # SLont relatif au facteur irréduetible m. du polynome carag aghérip-
tigue &@if . Aleors le proisecteur de B ggg,%i relatif 8 celbte décomposi-
tion directe est de la Torme qiif) ob q;5:§Z£f .

S0it en sifetb m§€ Z l'annulateur de M, ; le produit i{ mfi est le
‘poiynome ainimal p, de T ; et5 gi 1l'on pose p,, = rimii , des polyngmes

= ité de Bézout

T, eo K.l sont GUKangers. hcrivem& deone lfident

P =20 hémii o oh g, = g,r el posons u = g, (£) et
- S & : :

i i 3 i1 i
, ~ . = . -
v = ogif}‘. L'cndomorphisme v sfannule sur ., , et usur 2, 4. ; on a
: 2y e :
. o R o 7 v e 3 e ~ e e 3 et 2 VAt bt T T 3
ubr o= 1 et wuv=0 . £n multipliasnt la relation utv = 1 menbre & nembre
- - ; o = 2 . ' _
ot L 2 K 2y gk . 3 A i il % A S Rl SR
par u {resp. v), on obtient u'= u {resp. v = V) ; © &L V son: aone éas
s L fo L2 0, % ) sl laa e 0 s : = S SR
projecteurs (§3,n72,d6F.2), évidemment associés & M, et 2, W, dans
: e == =y 9 )
75 ke

ia déconposition de B on:somue Girecte de ces deux sous-nodules.,
Revenons amaintenant ﬂm"aéh ol kK est algébriguemenl clos. Alors le

polynone irréduct lole m, es t de- &9 fgrm@ X-a. ofi &, esl une valeur

7

propre de f . Gon51dé%@ns alors le pol YHOmS ;g 2:0; gt\l‘egdc?o?phisma
d = E; 8:0,(f) ; d est évidenuent un anaomaﬂpn& diagonal, dont la
festxigtioa & M, ost 1thomothétic de rapport a; . Pogons 0 = ffd -

pour toub zel, ona ni(zx) = ai}ﬁi{x} = 0 , s; désignant

1l'ezposant de X-a; dans la décomp@sition du polynome minimal de £ en

s e e e |




z 5. P 1 : o 3‘,
1 fagteurs irréductibles. En posant g = maxég,}, on a done n (z)=0

ponr tout xR &

Proposition 11 - Tout Fﬂ&&ﬁ@fTﬂlﬁmF T d’aﬁ egﬁaﬁg vectoriel de dimension

finis sur va

NBL 0tz
gy 5‘3

€y

B ﬁ'ﬁeﬁn QS =0 . Pay conséguent ¢

‘ccfgg-aigébriquemsnb'aiaﬁ K nehz sléorire sous_la forpe

et e

f=dn , pé

niipotent de

dos_endowmorphism

d est un &mdamsrphigme Gisponsl et » un endomory hﬁ ol

% , spparienant tous denx sp Sous-snnesy §L?§‘i& L annesy
eg de- B (of, o conséauent, 35 sutables entre sux ob

zysc £3.

CZ‘"&@ Do

ualﬁ e dordan - 804t © wur

% do ﬁi&eﬁsisﬁ L Sur un

de ¥ ze met sous la fagww é* un ftablesu disgonsl ds matrices®

- Or By =l

est un polynome irréductible {(z

ﬁaigg~&?apfés l?h?péthése faite sur K, p'eaﬁ de 1s forme X-a (a 6tant

e L B .
ung valeu$ z gre de- ”} et N est isomorphe & Kixi fﬁ&wa} . Solt n

de E mdaptce 2 esbtbe deﬁamgsz;ﬁ,ba directe, 1= matriecs U

3

.

- . e B :

est Bn K[k&«moé&ig nonegéne, de la forme vﬁégggipﬂ} gh
. :

étamﬁ'ﬁﬁ'divis@uz,,¢wa@rhai's'd§’ﬁf};

'homouorphisne de &f@j sur ¥ composé de 1'homomerphisms eancnique

de X[x]

sar K "gfkﬂha) et de 1'isomorphisme de ce moduls quotient

: i '/?," i g"i -
?’;‘i s 12.‘{ % .L"‘@-} } ’1 1 Fn.;w /.3),._3 E?

aur Kl
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in effet, pour tout =x€V

5
X

evenons & la prop.t

AInS

-
¥

2,

propre ¥V, relatif 8 & est gtable pour tout endomorphisme g permubable

Pt svcnms b

syee ¥

e e

Le

Fabon)
o

el

@

&2

Gegi

gonmun.

e

2]

3
L

ars
N

o

rale

T

ned

#

ES

SUDHOS ons
A%

-
AT

3L

o St

3

=37
ent &

5

oy

le

Xl
i etk

ant

ok

P

¢

*

[ 4
.3

L£OmBUY

T
EEA

=

sme

s

B

+

i

4

T

ach

0
£
et
=
75
43
&4

e 46

~ ‘. =
dons
£
=
S
ke

&

[

e
BLO
5P
?’l
B
&

2

repre commun. cherch

b

3

i
i

b
L
(;:!,

Proc

73

e
dénontrerons ia

yecteur Dro

3

o5

g5-%

ades provres Go6r
-

»{’

Ao

PIOpTe

804t u

BigeassB
1

&

.

\

naig

%

i

P
b e b

¥

a6t alors un Ve

ot
PRy

TES
=&
ad:

e =

47

.,

B

£

oy de
SOUE
]
1
7
N5

algévricuenent clos.
et v est le vecoleur p

per el
LG

£
»

po




62

NRR 042

AL

port &

rap

air guwe par

trisngulsires. Alors il est ¢l

gont

& baﬂ{@

sont triangulaires.

8

i

B , les matrices de £,,...,f

n
argue -

{ﬁﬁﬁgé,.,,,e?) de

} est une

S ié

{

<
£

34 U=

&l
@

A

o)
ot oW
=
(N
B o
d2 e
SIS
o Q
of o 4w
ol Lee]
$D aerd B
i i

43 'y O
e P mu
@ ey
bl T s
@ = 0o
o3 1 )

& ¢ &

G ey ol

S e B

e

et Sy

Q af Iy
-t O

f}.
2

@
: e
L] ¥t
W] W
g 2 g

E Y
dy S, afw«
6. e 0 w
b=} st &
2 tork m o 0y 4
£ 5o o g3
3 (& 3t e i ) £
i 0y 2 - -3
] nf & 2y i & £
4D Bl o) £ 3
2 ) & g @ 4
& a8 9 4 =
My D A £ &
S Qo 0 @ O O o
i & Moo g g
f= Sy 0
T e «3 of A
o - S
o e ORI )
“ W9 0 g o~ wl
s s e
ra oE @ ) E
Loh] Q (o =4 apof
i N L8] 3 e o
o €3 B o wd o L
s av i gl e e o
& K 0 ] s e
(3 O o] e Do 9
£ 0@ e s o
N i B o €9 &4 (& © o8
% X= Lo ] Y ;
% g D e e B0 W
w ] w (3 el
¢ s Tl ©
B e ne S E
&y & <% ch
o by £3 & WS .
[ & o RS e D e
b o ) : ] 5 ) Mw mw
Rl sl e D« vl
@ el el L nmw B agie
e @ et g 2 0
& 3w wer AD O o oo
e SR B e Rl
> L By 42
v Qe e gl r & 0
o =4 Muu,.w o m,.& @ &
+ O Dase W o8N
. B 2 0 % o :
43 . e el S £ 8
ot WM ed o B
&5 B . & 42 - 0
RS] et O e O Q 4] &
AD = 2 &3 O 2 e
_ & o i o)
= i R
Oh o9 i £ Ath] O et 2 o
d PR S s e e s
3 @ o [ E e B
0 o 0 s e om wd
3 L 3 fd ) 0 =
£ - th o= ey B o o3}
o Lo a0 §4 n o9 &
S W dw - ) et mmw
L * e & » ) QO
) o s e 0
o e ol Sl TS
ey Do At e & = Neas? e~
wm mha ok e s a3 O ¢
Sd AR O Ry &




£

5

-
b3

#Bong=io

?Q?.?

ate An e
xighe dong (p

&

W

e

&
"3

W

ol

-

21

&7

2‘. 855

vt &

7]

_dée

=

7 5

z

#

Le

B

A

tes, répond

gonsbrul

0

23

{4

Y

e
F 'l
DR

z, "‘
mHiE

=

&&.J .G.u
Ly et

b
Pt
.mn..,_éa ke cu

M.i:! e O3

St
L7

i % ”He
Yot

AL

iz E‘;G

Ao

iy

-

DeT

£33
=g SR S =]

%

e

W

%

43

7
>~ 4

bl

&

e

s
4 2n
S S
oo
e e

e

%
]

&
A

i

Y

N s

il




o .
A. f/ a’i @‘é}“‘ sy . ?:&,% K
s § £ =
U= = 5 =
: % ﬁal!boopoo-uo

Alors (z;ha"g,ih, 21, n@é} U eV g,e.vt sﬁ éorire sous la forne du
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