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la tagolo ie ae 1 conver-ence unifor:c dans K . on a;i(f)=liﬁ - g&(g) -
comne ¢ ecl croissuante &QM H , il vésulie du th. de 15 lizite _onotome
{logwséa.ﬁcw’”.i'ﬁfgﬁ,thag) que llon a uu;éi’ gé{

£

A-dire 1= relotion (1).

fious d6si nerons par z;kgg} (ou si~ple~ent i;}:178nﬁéfhle des
fonctions nunériques finioe ou non, rogaitives et seni-continues infériecu-

recent dana 5 . liz-pelons cus 1o soase dlur nombre suzlconcue de fonc-

tions de 3% app;rzloat a 2;‘ , 2insi que le produit dfune foncticn"
de Zi_ par tout nombre fini a >=Q s l‘ézveloppa supérieure dfune

; . :
fumille guelconcue de fonctions co 3%3 ¢t 1ltenveloppe infiricure ¢fune
familie finie do fonctions de 3;3 5 ag%arfienabnt aussi 8 fi% (iop.
gén., chap. 1V, §b;pr09.2 L tha) Kous uiili$eraas cn outre le leune

suivant :

- - o - - .
Lerzme 1.- Toule fonection ﬁ‘é’mﬁﬂ est i'orveloppe superieure de
= : :

‘ 7 2 = : ‘:7'/ : : Py
sc:ble (filtrant) des fonctions ge N, tellos que g < T .

2

in effot, pour tout x€B tel gue f£{x) >0 , el pour toul nombre
récl Tini a tel cue U<a<flx), il etiste pr hggabacqc un voisinase ¥

4

de x tel gue f(y) pa duns ¥V ; dlactre pirt, il exicic une fonetion

£ € 3{% =, e qapyofn contenu dans V , éralec a o oo roint x ; coune
0<pgf et que glx)za , lc leime est do"antre. .
La 7rop.1 =t 1= lecume ?-SﬁyﬁeT@nt 1 ¢ &finition f&wvanueg qui proloﬁge
une ihtégrale de Badon positive (L & i'enceble :a, :

)u,i‘lmlub 1.+ Bisnt donndc uvoe iniosrale e nacon pocitive o SUr E

on appelle ints-rale sup ricure d'une Tonetion f ¢ i%ﬂ {yir Tapport &

fini ou écal £ - o )

%&) ie aombrc pocitif

sup (e )
s ¢
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Ls vrop.t nontre en ¢ffel gue pour toute ‘oneticn £ A . on a
* » * ' 7
oy ot 4 T = i | S G R e e A WA e g 3 ig ~ 7 :
“ it = H# {.a i scutrenzob aiv, (L ¢Sy on pro.onseiient de (L & c’i@’ s
i 5 i 3 L
yﬁ

1: foneticn L - est eroissante.

_ . % #* ' -
Pocons £ = sup il eet claiz aue U (¢ £ £ (£) rpour toute fonc-

tion geB . Piaprds la déf.i, toui revienlt & moatrer que, rour toule

5§

on a (n}< sup f_ 5 Or

by

s ) ;
fornction h € j’:,J telle que h<f
[" -

l'ersenble aea rone tions v ¢

o
2
(o)
e
L
o

pour toute fonction pe

- 1€0ﬁqeuo&e
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de 4 telles gue ¢ < £ (resi. p < £ ), les fonctions = e

forment un cnsenble filirant dont l'envelopre superienre esti f?“ﬁ’ff .




(V)
// {0 [k Lo t >
‘ 4+ (@) w0
0 O i U S it i DN
@ MpU ey O > 52 S ool RO
=4 & wdl B (@) (&) e S sed o erd
el 4 = CO0 e g D o} (i} e o it 0 e T )
© & ) 4 () WL R D e
4 Qe S e Q) Q o & o R e S b
L R SR Gy ! bl , a8 Lo B
t O 0o boE & 25 3 Mo
o 3 . ot -4 ™ } : &)
dew et e Qe i M e benry o] 3 AN D @ S
) & 420000 R e D M =) O oy 42
Al 0 B2 eed 4 (Y A sy d el ) .
) ol ol G 2 e \ e ) ;
® e ) S0 |m O © (e Qupic i ey G e O
3 : G Eos d s o ol Qe S o f
= i (8] o & ) a5 5 - (43 (@] £ i a0y
0 Lo IO ) - b} (O el D gl @b S el ; 8-
& TR s @ @ 5 (o 4w L oo ) N
O By om0 Vet ey ) W o= D] i ol ST
o Sewst NG ) [ ) B e 400 Wl 4D G @ (ol
Lo % S e el el ) e L e T e e
& e Sy ; bl el o) , ; Q St OL ek s 24
& = & A3 mel ol O RN Q4 Q Ry ey Qe N
.9 o Q E T e Gap Qe g @
A...mm,w.,! % «mcm, = o ,\.m = m..uw o w.@.. =~ m ;ﬂm ; mﬂw on R 3,1...4”.4, LD .M.Hw_
> e o | o S o o
B Colp S o 02 ] Lo ettt R o e )
0 Wt TENE ) =] yoal ([0’ ()it U | e é
() o bl Bal ¢ it .
e R e 3] sShnl e Dy wiems @0
o) oy i) o el R g
= 20 ) 2101 e ORI
@) 56 Qi ] R0 e Rl e O D
o @ _—~ 0 e el e NI e
f e 5 G _ o & o9 O 42
[t e ) L et o o Qe A )
U@ ] e e ¥ @ & e o &0
ile! Sh e S e L 4 o ] (o (0
{ & Searl 0 s e N S @ et & Q0 e
ORI s 8 W Do e o
e 2o i e e R ) e -~
Gl oy BN e sl O N . o G
Sl S § o ) Rl St
a o PR > g Ry B ok
wmo i o) B ot (0] ® 0 i o 0 i
B e o el ) e e N
SO N ® 0 et LD e G o [ s ;
- AN + - iy X a0 OF & e D gD
e o k0 @ m«}é W I T R R G ) T @ SN SR e el Ry
BTN s baa T QU e e S & o b HE oy Q B D
4 N = Inla & e 5| : o) B e (e e G
3 T e R e AN SO G Gl el e S S oy o3
i e SR £ T 8 ! it St ) sl Gt o e e
0@ L Wi Sl e rt ¢t ] AR ND g Gy T B (@
o) Pl o S o il O Qf g nmm A 0} 2 Gl e N N e e
() R &Y merey YN ! & b el e d) Bl e
m.w e e i Gl m %m S0 e (43} Qe & : d )
§ A el & . A a) s =3 i} [0 e [ 2 : op [
oy e e 420 G & ; &l 5t o 3 ) w4 e
SN e s & )3 ; bee] “ (9] n peed e @O @ 3 0 Gy
. S R G4 iR N : e~ e A s SR Qe e o B
Lo R A D e Gy VA AU e LR N EY R DR e (e i (e o)
L e TR ) QW ] ® N . 0 L B L e U AN ) B S
falt) 4y ) 40t S ey oL eI
e e D m.m.w e opey < O A o3 & s S £ el | Lo (] &= ol
g D s NG e ST @ e 3 DY e B B W o i
, WS Pl D SN G 0 QIR LN Q@ G o Qs S Qe e 4
R R b S pse 0 8 Qe e Gy Ry S 42 kG e oL )

s



=

v -
PROPOS TIOH 5.- Soit f une fonction de gf lﬁappllc& ion ééWféﬁj%fi_,

‘de l'ensenble w%i (E) des 1nt@pra?es de ﬁi@&ﬁ poaltlfes dans '?* est

semi-continue 1nfpwleurgmen pour la togoza rie yacie sur a%%%{p;', .

En effet, cetie appiication est l'envelopre supérieure des foncti ons
Y (g_}:, oh g parcourt 1'ensenble des fanctions de ,ﬁ"‘i; telles que
= f‘ ; et, par déf :?. ition c.e ila tcpologie Tague, les fonctions
7 w-;»{f(g) sont continues dans vff% (E}

=

2. desure d?m ensemwe ouvert.

stant d@ane un ensembTQ ouve?t G B , sa Tfonction caractéristigue

. (égale 8 1 dans G , & O dans g;&)'esu semi-continue inféricurement

dans E (lop.p 393.3 ch&p i1V, @6, cor. de 1= prop.1). Un psut done poser
1o définition suivanbe :

DEFINITION 2.- Etatn donnde une intérrale ds hadon positive (£ sur

'g
v
s
S

pr
Ry

pour toutl pusemble ouvert G C B on dnpsl.e mesure extéricurs de

z

Yo, . % .
ot on note M (G)ouw (G 1'intéorale ;upéricure nwig

La mesure extérieure d'un ensemble ouvert G est donc un nombre 2 € ,

£ini ou 6rsl & + 0o . On a §f{ﬁ} =0 .

PROPOSITION 6.- La mesure extérieure d'un esenble ouvert relativement

compact G est Pinie.

En effeﬁg il existe alors une fonctior f£¢ ﬁ{$ telle que o

g.(@Q) < ©(r) ?iif}<<'% co .,

rogue dc cette proposition est incxacte (cf.'prsy,?i).
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PBOPGSITEOE’?O= 51 G, et 82 sont deux enseq;les ouverts tels gue

: %
,Géi: @3 ;o023 pe ﬁi G -

En effet, la relation G = G ,equ1Vdu a8 @€1-<‘962 2

PROPOSITION .- Solit - G%? un ensemble de pa*tles ouvertes de K

filtrant pour 1a relatlon'~c:, ; on a

se—




1 ] ,@c,

e
£ .n},’e‘l wt 1’.»”‘ ‘_5}!“1«
(o) wloeg ©) = B ¢ () -

En offet, les fonctions forment un enssmble Filtrant {pauf =)

dans o, , et leur enwaloppevsapé?ieure-@st ia fonct iom carac+éristzeue

de la réunion des G € (Y ; 1= prop. est doiac conséquence du th,

wune famille quelcongue d'ensembles

I
v

(7 -
. = a(:i - 2z €1 %
, . ‘ /
En outre, oi la relstion < # % entrafne G (1 G, =f, ona
% o . : %
(8) “w( “J G )= 2. k(G ) .
11 €1 - -
En effet, si G = iw} G ,on8 9, sy 0. < 7, 9 , &
3 ?46;2; L -z f,éz !,& Z,ézz (3'2’

lorsquien outre 1# % oentrafne G (16, =0, 9,= ,219; ; 18

PHOPUSITION 10.- Le complémentaire du suppor: 8 de u estb le plus grand
ensemble ouvert de E dont la mesure extéricure soit nulle. \
= = 0 §f&b = ©, i1 faut et i1 suffit d'aprés la prop.4,

que G (iS5 =0 .

4 4 Z el 4 A e P o
= r Ol ue i1'apcearale positl
=i T Sy ey B e T S X = ¥ N s g %y s
il faut et i1 suffit que (L (B) soit Tinie,

3
)
o
oy
(Eh)
mﬁv{.-
S
ﬂ
'., =1
&

Te que K est bornée signifie

- . 7 ' -
lt'ensemble des fonctions de d€+ telles que T < 1 l?eﬁsemble des

s = = et % z 3 - ‘ § z i
faif} est msjoré ; sa borne supérieure est alors égale & §§%§ xehap it

gagp;sp‘ }; mais par définition cette born: supérie&re'n?estvautfé%
gue gi{aﬁs w'(m), d'oh la proposition.

, et soit ¢ leg mesure de Lebesgue sur R

< ‘a'«("b <+ oo ). Pour toute fonction

S LY <
<A A : = H '
e teile que £ &£ 9o , OB 2, d'aprés le th. de 1ls moyenne




; 77
;/‘ ur(}.’; £ (55 - z
foas Ao :
2 e = - s & 0T b = 7 % - = . - £
| #{z)ox = | flx)dx g b-5 , d'ol (£ G S b-a . 53 G est un intervalls
o/ e d&’;r : %
&7 7 7}9 i
infini, on peut trouver ume fonction £ € 1L, ftelle que £ < o  of i
Vo = > & i
gui prond 1la waleur 1 sur un intervsalle de 1@@“L%U“_m?§it? i%@mvnz H
grande ; on a donc dans ce cas (L G = to> . Bi G est g;nig clest=-8- H
; =0 H
= 4 S T - : s = — 2 |
dire si OOl a L b L0 . pour tout nombre £ > O , il existe U

5 . : A 5 E

s 5l o - & 5 2 * e (g > = = =
diott £ G 2 b-a-2e ; comme £ est arbitraire, G=D-z : autrement d4itl g
- 7 : , ? . > : : 5

3

1n mesure extéricure {rclative 4 1'int

(DN

~rcle do Lebeszue) d'un inter- f
' : |

valle cuvert de R est érale & sa lonpuevr. Ceci permet de calculer

-f- ' i

n effet, G est |

¢/ & pour un ensemble ouvert guelcongue f dans R ; e )
réunion d'un ensemble dénombrable (fini Qa ?i i) dtinte rvalles ouverts |

= oy, = = : - |
| 21, by i (ke 1) deux & deux sans point ccnmun ;. on a danc {prop.9) ;
o - et . : : |
g 6= Zi (b % ; en d'autres termes 1a mesure sxterleaﬂe diun

{ —
:  &el ‘ » - : -
ensemble ouvert dans T2 est émale & la somue des lonpueurs de ses

5

composantes connexes. Un notera en part ticvlier gue si U est un ensenmble |

iy s

il oo 0 Poniiions b e g; telles que £<h ; ne serait-ce que ;
1a constonte + o2 . L
DEFIIIVICH 5.- Soit (4 une intécrale de Resdon positive sur & ; pour 1
{oute fonction nunérigue f » 0 (finie ou non) définic dens B , or l
apnelle inté;ralé supériéure de £ (par rapiort & %4; lc nombre. p@sxszf

(fini cu ég=1 8 + e - = l J;t_ - i
1
|
1




CORULLAIRE.- solent £ et g deux fonctions nuiérigues 2 0 ; 21

f{x)<a Gans E , on & gﬁffg} <8 ;;,Jé'{g} - g
On a en offet fg Lag .

PROPUGTITIOL 14.- Si 3:’.’“,5 et 1, sont deux fonctions nunérigues Z 0
i6finies dans B , on 8 ' |

7
t‘ () L= j --V g s 3
et, pour toute Tonction h,\!.é J, teleque h, 72 f‘{ et toute

fonction h,€ Jg telle que h 2> fg ; on o, en vertu du th.2
: Z . A{,f“?%{,f& fd ) / _5;1,1;1 o } = 4:;‘ (? Sis %é’(? }
=2 i,z’{”u.g = é’,i {‘.e_.,g ou.g = ;,A -,_.‘:l,z s !;:‘,, ‘,{12
dfod
uEe 1e < inf W inf =
Bty =L G fe g 2 e
¢ o ——??f _.Lr§ 3 l,ji&; e):%s : '}_liéyLZ’fl.:g, 2 e
co gui n'est antvre gue i'inmcpalite (10} = - - - : ﬂ

Nous verrons plus loin gue si f«; et '-fz sont deux foncftic_ns positi-

-

ves quelcongues, les deux membres de { 0) mne sont pas nécessaire-

ment épgaux ( § 3, exerc. bc) .

\




PRUPOSITION 15.- Pour toute suite croissante (£ ) de fonctions numéri-.

i
gues »0 définies dans Jza , on 8
: = ' o
{(11) - ¢ (sup £} £ sup u(f}

La relation {11) est ‘iviﬁeﬁte si 1@ seccfzé. 'negnbre est uc_,al
a

a + oo
' e i) £ + o pour toutn 3 étant donné

A = _
ste donc une fonction h € J, telle

wn nombre & > G,é*“iﬁf‘;?ai e, il 'efi -

- fﬁ ééhn | -\é;%fﬁj é'f%{hﬂé ég:?%€f3)+‘%é.fASi gn~6ﬁ?{h13ﬁgféahn}g
on 8 g £ jéﬁ , et g ?’"fz;“; nouis_'?allons éon’éf&r »qv}aﬁ,‘ a

;j?{g:? < x}‘{fﬁ}+ ef] i:ﬁ»). Halsonmms par récurrence sur n ; on a

e —euplp b ), ¢ 7f ot h = ¢ 2%, d'ok nf{gﬂ;.hrw,s}f}

o

o
VIS
gre

)

»

s s e s '
2st £on e1ve.loppe suies s i S
> . 0
SN Ser < Fio Vi
(g)=sup (g, ) ¢ sup g if e ,
51 Ssal o s
= ~ R S e =
f ) < sup ;’Am,n}vz; .

proposition est 6émaa€r@a,

On décduil aussitot de @@’z;%;e pﬁropasi*’&i on azz.e S;. J‘« est un BpISD-

ble filtrant (pour < ) denem‘b%ah“ie ie's f@ncmons nunéy riques 20

définies dans B
£ 7 % - £73 <
{’2‘3': 2 e : _f“ e §g’ ‘-“'} :
LS ; VR Ak } % S0 g-— = * : ; :
- = fe Ol ook -
11 exisgte en affet en verin de 1!hYTDbﬂPSe une suite wr018$&4t8
T ' el -
{fﬂ) ds fo fthhS de - . ayaat mcﬁe enveloppe supe rieure que
‘f// ~ % . Par contre; nous veTrons pius iard que 1d “elatlcn (12) est

e 5 = C‘,: :
inexacte lorsque & est un onsembls _file..ra,m; non aénozbrable de

fonctions 70 gquelconanes { § 3 remavque suivant la prop.7)




e‘iO

LOML IBE 1.~ éaur coz,.te

eeram——————"

sul’ce (f } de fomtlo:as nwmm;ues 20

déf‘imes d.ans e on a

09
<?5-" - f‘ (Z fn)‘{*z’;; o =
i =t 4 ey 2 o o = - >
11 suf fzt ci*appj_m wer 1'inégalité (11) f‘x la suite des fonctions
wn G - : i ;
£=-7 t en tenant co*w’ce de ce g at:pres (10), on a
o =4 D & >
g;‘v (Eni ‘iff: Z (f )

:‘L

Quha}uhwm 2 ’la:nme d;e Futou} cuite (f ) de fonctions numé-

- Pour 'jggute

rigues Z 0, | gn ,
s : : ;
(14) (le inf £ )s.f, %m.iaf %“- (

-—-?

~inf £
5 vin
53 &y

P £ 3
‘12 supite (& )

croissante, et on 2 lim, lnf f = d'oti, en vertu ds (11)

i 4
| X . x - . onr D2
pr{lim. inf £ g sup (g,) ; maiscommo, g < £, Dour Dy 0,
= % : #* e S e .
= ) o 7 8 At 17 _ £ ool naie-
oma GOl ) sl dp o dnt (U)ot T
+ e S », : o % G s T 2 n" - s e |
ment W (1imint £ ) - supline p(f )} lim .inf & (F ) .
| { N o oo »f{_)_ >~ n P > L ; n+p n > oo s
P "U):,,_“ T0; 46.- Soient ¢4 et 9 deux intérrales de Radcn positives
' ¥ * * =
£15) (pc £9 ) - pi k0 :
Posons A = {é-,-%f,? , et montrons df abar cue pour toute Fonetion
= = inoeas
fe 34_ , on'a )‘ { )= ¢ ‘f"(f;+ vy (f} Par (éfinition, on a
e . ‘ % S¥ ooy - -
() = 8D (W(g}~¢ 3 {g}} «g w () ¥ (£) ; dlavtre part,

T e 3

: paing s e 5 s L 2y
pour tout couple de nonbres & 20, b > 0 els gue a < ¢ (BT
s = ‘ - ar - - ‘
b < ¥°(f) , il existe doux fonctions g,,g, de JL, telles qus
e 2 £ & « f of uleg ) 78, e, ) b : a fortiori, si
=ia S st s Vo\oq 4 7 5 {é Byl oy = i =
on a gu_;%‘sﬁ . g =T 6% gx'g)}a:&(g}‘*%g

\f)“r \J%(f} wontrons

inf

=

Z, ¢y Pav dofmluon on a A (f)_he:}

Ly

f.

rs‘_w,




=

dig prbs ce gui precode a?o*& ﬁ ,> y'%(")%- 9"{ {f) o1 i'un des
nombres @ﬁ{f) . 9 (f) ost infini la propoo.tmn est démontrée. Dans
le cas contraire, pour tout couple de nombres réels finis ¢ > i«i (f) 5

¥
d > ¥ {f) ; i1 e,ylste deuy fonctions h,? ,h de g_}, "x;e}_};.ea que

h, o F hz‘,? £ ot i (h ) £ ; (h < d ; alors, si

h::inf(h ',ha},' ona he 3:5_ s zf:et‘ Fj’ n) . 9%(1’1}%’ d , dlod

J\, (n)= gb*(h)-f- 3% ) < < otd , ce qui prouve: que )k (£)= £ (£)+ %)
On voit auss:Ltot qu'on a aussi (a F;,) =q. pﬁ pour tout a >0 .

GUMQLLAIB&“— 5i . et v sont deux intépraies de Hadon positives sur B

telles que "'Su,'«g v 1, on a y,%’é ~3_k - ‘
fn effet, ona V= [ +{ V- ), od Y- ¢t est positive, d'o#
g g |

4. Mesure extérieure d'un ensemble guelcongte.

DEFINITICN %.- Etant donnéde une intécrale de Hadon positive 1« sur ©

pour toute 'partie A de E , on appellc mesure extérieurs de 4 (rour

ifintégrale gzu ) et on note éu.(ﬁ-.} ou rf;{’v l'intérrale suypérieurs

& : -
Lo mesurc extérieure d'un encemble cst doic un noabre » U , fini cu
infini, gqui coincide pour lcs ensembles ouverts avec la mecure extéricure
définie puxr la déf.2 .

PROPUSLITON 1 5i A ot B gout deux parties de B telles gus AC B ,

17
S 3 :
on a {Ju n = (j,?@ .
PUOPUSITION 18.- 51 (4 ) est uume suits ¢roissante de parties de B ,
Qo 5L L
% # '
on z £ A ) < sup oL B
= i“’j{ nl = b £ 4

PLOPY: LITCOH 19. - fou.r toute suite (& ) de parbies de E ; on 2

i U )€ Z’., “a

Ces prop0q1tlo,“ sont leﬁ traductions des prop.12 et 15 et du cor.

de la prop.1% pour les fonctions carsciiris iques d'ensembles.
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Lo
o

z} POS IQIO&J gu. Pom ‘i:oute Qartie A de h. ?Cka ast ld. borne inférleure

aes*:f, res. exbémeures des en,.,em'bleg cuverts contenant A -

“La 'arcaos;,twn est mndente si g A z.—--' : ,_o . Dans le ces contralre,

=

pour teut € tel gue ‘an‘,("i ','il exéste une: Ioncts_ozi ‘e ej ~ telle
qus 9 < f et t‘%”?ﬁ" < g;e,%(f} g"giti%ﬁii-e . B0it 6 ?ensemble des XEB

b »

tels gque f{x)> 1-= . Comme f est semi-cortinue 1nfez*1eurement G est

ouvert (iop.gén. ,f;}'lapeﬁfsfg 6sprop L) ei: cortient A ; on a d'autre part
- % 27 () oF e
dton @ 6 < (L = =

t : 7 iwg s a%’&

: cemme e:@si: arbitraire,

- 7 .. -~ : ’. % X
on voit gue [ G differe é’&assm pvu ﬁugca veua fie A dlofi 15

%.- Tout onsezble relativement compact dans £ ést de mesure
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32 Les seml=normes B
Fonctloﬂs et ensembles.négligeables.

1. Les inés alit de nOLﬁer et de anPowskl

e

Scient E un espacp IQOalement compaet lg.pne zntégrale de Radon

pasbbzva sur B ans 1Ven@emble Q;? des feactlons numerloues (flnies

ou non} Do 51t1ves ueflnlms dqns E la fanthﬂ (f est osxtlve :
; m’

negitivenent -aGAO“ﬁns ,rrop ?5}5 CTOZSSwﬂﬁB (% 1 prop.g) et

~

ccnvexe (21 prcp %4}.a ?ar suite {caap I, 5 3 our tcut ncmbre reel"‘
Pl ety 9 ’ :

D2, on s dtune part i3 é:al;te de ﬁolde?

(1) wiee) < (pIEENYRCMER ))"/P

et ieciles cue le produit fg ait uﬁ:sens,;yi étaat;tel gue %-+ ;f'

d¥gutre part, 1'inégalité de ainkowski : -
~ N 2 ,:;ff‘ < s{)_\ - 2 :7 ‘},Lv 7 ;‘,“% ' o 1
2 (p(lerg) ji é,?vgygfp)jlp !,L )) /p

11 résulte de la dénomsiration d@fl’izﬁﬁ“liﬁé'de ﬂolaer que»ceute

pas défini pour certains Z@EE,ﬁ ‘ol l un de fdﬁbbufg Dr@nd lu

valeur U et l'autre lauvaleur; +. es - 11 avfflt de convenlr de

rosplacer la fonction fg par. Ta fcﬂ:tlon érale A f(x)g(x)

aux points oh ce noubre est deflﬁlg‘éﬁ 'U parteut alngur

lious surons encore a uatiliser 1’iféqalité élé ent ize su1Vdnte ;
si D 2> 1 , oacle aue coient les nonbres a >' b‘> Q .n'a =
P Z P : = / =) / Mg —
o WP . = '

(5} a? + b gA(a+a}

oo Sl a:’m(}, si-_ath >0,

;g 1, , ot risulte de ce gue.

couple de-fonecti jons nuﬁevlaues kOxlthGS f,g éeflnies dans E

1

RS

?

L J
sour tout coupleé de Tonctions numérinues poritives f,g défzﬁles dﬁns ]

égalité est encore valable lo r qu& e rroduit x(x}g(%) n*est'




_ 44 -

(.8 j. o g b}f‘bv = -
(z5/$ 585 ' \a®/S$ = & s=mtam !

Dang tout ce qm. suitv, F ’&‘gne‘ra un esoace veetbriel normé cc;mplet

{espace de Bana ﬂﬂ} sur le corps = on le sorps Q. ; la norme d'un
6l6aent H EF se notera g;(i . Etant donite une applicatlon § dfun
f .

ensemble B dons F , on désignera par IE% 1tapplication x — !g (x)}

. —_ . , - -
DEFISITION 1.- Soit E un espace localement compact, (4 une intégrale

de Radon guelcongue (resp‘ ree?lc} sur B . Pour toute application g de

E dans un espace de Banach conplexe (resp. reel} E ot tout nombre p

1 p {+ 0> , on désigne par ﬁp{g 9€L), ou 51mplempnt par

H ( ?} , lo nombre positif (fini ou égai.é + oo ) (?j% '?lpd E#g)g/p =
: A y-)—lé(g, | ) pour

D¥aprés cette défiﬁitiaﬁi on a donc Rp(g

toute intésrale de Hadon (£ sur E .

sont deux aprlications de B dans F , et

el O NAN o S
fepgg;’ >

£i )
du fait cue %@{f est positi?emcny haﬂorénv 3 d‘autre part, comme

¢ i L = = S -

te +g1 < 1L 1+]9] 1'iné=alits (4) risulte de 1’1ne~allte de
E% G o= (‘;f VOl 2 =

linkowski (2) et du foit que |u ¥ est croissante.

Hous désignercns par la notation E;’p(b fﬁ} ou 81mplement 5Z’P(ﬁ)

‘ensemble Jes appli cat;on,_ ? de B dans F telles  ‘

il

que N _((

e
hEood

+ o0 . lLa prop.l eﬁﬁfdiné'uussitet ia conséquence

spivante
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PBQPOQITIOQ 33; 81 T est ume fonctson negl geaale Z 9, toute fonction
nunérigue g telle que fg| « £ est ngg“‘ﬁaaﬁla‘ l

©n effet, on s O LT, (g) L1, (f} _

PROPOSITION 4.- 31 £ et g sont deax foncsions négliﬁeables‘ >0 }'
t+g et of (a »0) sont néplipeables. _ -

En effet N, (ftp) < N, (£41,(5)=0 , ot N, (ag)=all, (£)=0 .
COHOLLAIBE 1.- Pour agu'lune Lon@tlan nuagr;c e T it né=li-eable
il faut ot il suffit que ‘f# gi,f” lé’éoiesg;

o offet, ons £ ¢ l£l, <] ot Je|- £ |
COROLIAIEE 2.- L'ensemble des fonctioﬁs nécliceables prenapt leurs

valeurs dans

un espace e Bansch F est un rous-espace vectoriel de

Z > = : ¢ 340 % x
On désigners ce sous-espace par lz notat.on uéaé(ﬁ, j, cu simple-

= 2 - / ~ '
rent iﬁkF(E} , ou méme -
PROPOSIVICH 5.- La sormme d'une suite {fn} (e fonctions nécliresbles
72 9 est né=li-ecable.

Clest ume'asnsé@uen@e immédiate du th. d¢ convexité dénombrable.
COBOLLAIRE 1.- L'enveloppe supérieure d'unc suite (fﬂ) de f@netions

1é-lireables > O esgi nécligeable.

Bn effet, on a sup ¢ £

5, o w £ & 2 f, .

COBOLLAIRE 2,- Si (§3m) est une suite gimilenent conversente de fonc-
Sions nésli~oables & valeurs dans bn espace de Bap nach P (resp. dans R )
1 2 = £ ==
is Jinite | de cette suite est nmwlipeab .

T oot gng 22 e . : iﬁ : z

En effet, |t| est limite de la suite ¢ P ), ot conze

g3 e oz

n > T - A 214

%} § < sup %§= b e coroxlalre 1 montre que ? est negllgeable.

88 § = n ‘ﬁh 3 i

On a2 vu (§ i,prop.4) que pour qu'une fonctlon f;? .

inférieurement dans E , 801t ne"lleeable,

semi-continue

l faut et 11 suffit que f

ot

e dans le suppori de y. =

On en céduit gque :




o B‘?

ELU!Gu&L&CA §.~ Pcurﬂyuiunemépplzc&tzonmceztznue £ de B dons un

egpace dc Banach P {r&sp dans ?% } QOLL né: l;'eable zl faut et il

suffit gu! elle ucit nulle dans le '“ngrt da © .

in eff@§;_3j§§ eot csntlnue at <}€J d@:¢¢*ve

4, Ensombles nugli?eaales.

g%vzgzzzaﬁv§.. S50it B un utace lec&le%ent ﬂgmgacﬁ y. ume integrale

ge lisdon sur B . Gn dit gu'une uartle A de & ast”nemlifaahlem;

g = s e S - 2 s - e z = 2 3 :
11 rovient su méms de dire gue la fonciicn carseléristiouc ¢ sat

Tgﬁ?ﬁliaium ?r» Toule Bd?bze ﬁ’&% ense gbxe mé‘liﬁﬁable ést ne‘hfg eable.

1227

2
Py

et, _si i as'ﬁﬁégglig';e%bla et M B 3‘ on a éﬁkﬁﬁ £ %,{, N=20_.

PROPOSITION 8.- Toute réunion dénonbrable ¢fonsemblos méslizeables est

Lo wr@pb } ion 4 ﬁﬂluu aussiidt do 1a prayfﬁﬂldﬁ gﬁ;..

@z@mgle,~ g$t g. 1§;nu;*2aiu de ié%eéfué;éaf¢i§ _.-Taat eésemblo
ix‘g.rééult‘f pclnt est né lzgzéile, ear l'enseﬁaie ouvert
‘jz a,x +s§i a uno mesure ex terieuxa arbltralrement peaite 26 .

A@,on résulte ¢ sue toule partie ccngunrable de Ei est negizgeable

par rdygort 4 ls mesure de Lebesguc. La réciprogue de cotte
rropesition ast ingy&eﬁc {exerc.1).

5. D oifigteswvraiasfyreSgﬁe partout.

S0it E ua e pane locale nt conpact, y. vne intévrala ue Hadon sur E

a3 %X%- est une propi‘ ot é contenant ur seul argu' ent 1ibre xzeB 2

1@'§°Gp?iéte w “E’%x , Lrosgus y&r%oui (gar raggort i fi )" sera
par 4érf inition s*nonyme de 1la propriété “l‘ensemble des xeE tels gue




i
» a S, = ¥ -5
paritout, vonc que g“ug% est nulle presg

(non }? %X%'} est nééli'e&bl { ar rapport & gi ).

@HEGBEME 2.- Pour qu u'une _Tonction § , & voleurs a@nﬂ-uﬁ espace de

Bau“ch ¥ (resp dans E? ) soit n@gl;gmaﬁle, il faut et i& gu@$;g gu*ellev

soit nulle Brcecio ?aruguv;

N
i
Qf
R
J

NN

On penb se barner a exa miner le ces d'une ?onetzap nuiérique

tion est §§¢@53aire; 563 éffet, surposona f aégiigéahga et ot

t
I 'ensomblo des xei tols que £(x)#20 ; cna 9, <& sup (nf’ done

zlireable (cor.1 de la prop.5).
%

@
& O sux points deo " , est néglireabla. (r, ona T = - drc
is proposition ;ésml%é-encare du cor.l de 1z prop.5
COROLIAIRE 1.- 8i P est une fonction néplicesable & valsyr: F

= unc fonction nunérigue finicrggelcanque, £ g est néolive

CURGLLAIRE 2.- Soit (4 uno aopplication linézire de F dans un ospace

de Bansen G . 5i € est uno fonction néplirsablo & vaieurw dans ¥,

'h¢a§ est néslisenblo.

COROLLALRE 3.- S0it p un nonbre tel Qgg 1 £ p<+co . Pour gue deux

' valeuré duns un_espace ds Banach F solent écales

&
presgue partout il fsut et il suffit que 'QE ( g )=0 . ' {

est nanllae p?@ﬁﬂﬁe

Assmancan

e~partout.

in effet, cette relation signifie cue

U
¢n notera gue ioutes les r;lations ( )“O (1 <P <l+ oc ) sont

s,uivalentes.

FROPOSINION 9.- 81 £ et £ sont deax fonetlors , 7,""'0 W E

et 6éalaﬁ-pr09que.uartout,,on a i (f) ] {g)




- - -
En 'éffé‘é,i, A;oit o3t czé blr‘ maull ea‘ble dos po:a.nt = bﬁ 'f’(x)%g(x:)
Las fonc‘th}e inr(fgg ) et sup(£,5) Stunt éfa.‘.es sauf aux points de N,

il uffit de démontrer la, propoc*mion lomfue :g ég . Soit h 1a fonction

&za ic & + ow©- aux ;mhats de i, & G dans g; “ ; onsa f‘ e £ f—%%i , et
zz?{fﬁ u (g} u (f+h} r§ (-f*ﬁ-zé (h‘xi‘e (£) , d'oh 1la propos sitiod.

BHQBQQLU_W ‘io = pi £ es*’c zme fonetion ; é ﬁ'*flniedansﬁ eb d’inte

ralc_gue.g.euz‘e 'f:,nie (par mgpert & g y«f . £ est finie prescue partout.

m eafet uc;t a‘j 1”95«3&.&; e des peﬁfzts s¢E oh f(x)= + Go ' : pour
*aut oo tler n,onsa 09y, i{ L. 51?0& n.vggg %) £ ggiagfr’e"(f}»; comme n
ot arbitrairament grand, on & Ei g -(i@} =

} une uw;’z.e de fomtz_ong & valeurs d;ans un

i

THEOREWR 5.- Boi

s}mee de Bapach F tml@ gue Z N (g; g <too  (avee 1<p L+ - o)
7 =

Dans ces conditions, 1@_ série de ?er’ne péniral éf;‘ (x) asz presgue.

absolunent converspents. En outre, si on pose £ (x)= Z . ?vn{x}' 8UX

_ : : : v » ‘ =14
points oh la série Gonverpe, et g: zx =0 silleurs, on &
i 0o
(53 = e P B Y o o
Ny : : $§p€ 7 },x*:_ f,i‘i : ‘g‘“( ( %“n}
n=l
itive {ﬁzzie cu pon

$ ‘-<. 2 - -~
S i é};}i . D*’*zrz*os le La. 2o convexité 38 zzi;‘ntrwlc on o
s ]
N4 ¢ : e SE
ilp)ec s B L }<+ & ,.donc (p 10p.14;, elz) es 4 fime pres-
b > D

ae partout; ce qh;i sz.g;ﬁiﬁa ciue ia =6 ris (s terume générax § {x) ost

- ‘
[Pl £ £ - ote) . oo <§> ni< 5 K
: aow=g s 2

L¥srcices. - 'l) montrer gue, dans R l’ensemble trladlque de

Ca“oor (:,op_ £én., chap. IV g; nob) o8t n\ 1.weable pOur la nesure

de Lebesrue .




P .:i%.) =
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2) Soient ( et Y deux intéyrales de Hadon sur E .

a) wonirer que si _’ggg%g %g% , tout ensenble Y -né:lipmeable est
avssi [ -négligeablo,

b) Montrer que tout engemble qu:. est 4 la Tois g ne, siigeable

et J-néglipeable, est aussi 5,4, +3 -negllg@a‘alee

é}. Esraces L? et fonctiez;s;_inté-;grablese

1. Cizsses de fonctions éguivalentes

Qo

Soient E un espace localezent conpa act, ¢ upe int bbale de iudor

quelconque (resp. réelle) sur E , F un ospace de Banach sur [ = .

- 7 - - e ,
sur R ) ; nous désignerons par J ‘(h’}; ou simplezent - 1 o

vectoriel sur (C (rvup R ) de toutes les applications de Z s

Un a vu (ézﬁcor,a de la prop;ﬁ-} que l'enserble des fonctions
: v A 3 = . ,/7{’ :
(. -néplicsables & valeurs dans F est un sour-ospace vectorisel w‘/

lfesace 9; ious désiv»nﬂrone par CE (1 gA}, ou siaplesent G} (i),

ou méne @F , l'espace vecloriel quotient f{h)/v@@(ﬁl”&&; , par

p:mm s?

5” 1fannli d 97 - 5 d :
— g 210 lC&ulon canonlcue 2 P SUT L nous dirons gue

est 12 classe de la o %? {pr.r rarport & 1 ) : clest donc

2 2,th.2) llensemble des fonctions épales precuue partout a gf {par

rapport & {4 ). On notera que 290(" ¢ ) (et pa.r suite é \Jﬂ FL)}

dépend de (’L & toutefois MN° (m, () est le mBre pour cieux intésrales

de ;iac'ion_ # , ¥ tollos gue ”f,eﬁ! = }Qz ; en particulier, @F(‘i" )
ect défini mBie lorsgue 2 est unc inté-rale de :adon com'glexe et F un

space de Bunach réel ; il sulfit en effet ce re.arguer gu'il est

v

ide’ntic;ué & l'espace vectoriel réel @ (B, zy-;% ).
jC_ g9 oedt donc la classe

83 g et g sont deux fonotlons de ‘7;; ’
ae la fonmction . f+¢ ? - 3? (u scalrire) 1z clusse de la fonction ug
Pour tout nombre D tel que 1 € p <v+_oo , onavwvu (§2,prop.9)

= _ : .
que i {%. _‘:;éér(%?) pour toute fonction 9 . ppartenant & la clssse 5 s

e




o - -
1a vu.luur cowzmﬁe d,es nombreu H (g J pour routes les fonctions de la

classe ? ce notera ;.Ip(g’ ). ’ag rés la prcu.‘i du § 2, on a donc

I‘-.J

(- : zzp;( g«)<&z<§}+h(g,)
{2} - L& (»},g} EE{ )

, » - .
pour tout sczluire ¢l tout couplc da- cla s E 5 % de @F .
1 du th.2) au

> : £
Lorsgue TI= C-ou =R s on a vu (% 2,cor. e uié’,é

\fO et w . P it g s 23 “F\
{rcep. Jg?% ) est un idéel do 1ty ul.-ibre ﬁé (msp‘ % bi 4B

€
)

Lo
A ) est conc auni d'une structurc dtslsdbre sur C (resp. B ), le
;3;/“ 2 B > 5

i i VI ~ - : ‘
produit fr de deux clusses guelcongues étant 1a classe & lauelle

appartient la fonetion Ig .

pifin, 88 =R , /., =R~ ost un ecpice de niesz, et ¢ ua

IS . <
== G : = g 2
sous-esnpace de Hiesz tel que les relations fe f? ; %g %ﬂ < \ £l crirai-
S B S & 2
£ = szo g’ S e = - : S ATEE ol = Yoo %
gent e . 32,prop.5) ; on peul donc définir sur l'espace gue.iont
R 5 : : . _
= - A
; sace do Hiesz, une classe £ otant

'elle cortiont uns Jonction £ » O ; itoutes lcs fonctions de i
e 22 7 S <
classe £ sgont alors presgue partout 2> U . four tout ¢ldcent P e Qg%ﬁ
: : - =

¥

)

<
fi

- : - 4+ : = -
() est la clusse dos fonctions T', o4 L parcourt la clusse £ . 5i ¢
est un ospuce de Banach quelconque,'pbur“toates les fonctions F d'une

=\

~T
nére classe [, les fonctions numérigues {f] opr: urtiennent & une

Sangpp

7 : N : 2

mBro classe cu'on note ggi '; dane l'espacs de liesz @’R ; on a

=~ o~ A % = = e _

. ,

MM ] |

2. Doéfinition dos ©ODETCS Lf,; . : ._
‘1* Jj = . »

(r. a va (3 2. i,:c'op 2) cuc 1 nﬂemblo 57 aes .LOIiCuluﬁS g- 4 valczurs
dats ¥ s,ellcs quc ( f ) <+ o - ept un sous-eswee vcctoriel de
7 ‘ =

J' ., sur leguel & eut une soun i-norme '; i1 est clair qu'on a

'/?f = j';;’l: . Comne Jf/“; esi dsfini par 1a relatlon 'un(;? =0 .
: £ : 5 - ; - £ :




= e

oL velt qae gur l?espacc qaotz.cnt @ = f?:’p \/Z/o C@ﬁ , 48 'fonctiqn“
(g ) ost une norme, qu'oz; nccera cucore ) ?}“ = '

mesm ON 1.- Llespace mormé c@p est ¢ m‘glet.

1 suffit de p?'ouver gue wut.e sérlo dbgclu:nent conveza enta dans

b

23

5§ est conver:-ente (&s5p. veet tep gchapwh gé ),; ern d'dutres tezmes -

bod

e

ii ouffit do montror gue, si (g? ) osh uns- sulte dg f‘onctwnr« de §’p -
@Q bl

= , B
tellc que 2 § )< %— , 11 exicte une Lonc’c on ?é 7
n=4 _ : i
tolle guc }.m ‘ ),{ ? - ?k)rs() - Uz, 1 nypatacse mantre, en vertu
7~ oo 3k é‘z = :

du th.3 du ag23 au! i1 existe un cnvemble ne*li *eable i g tel gue la

séric de terme général g (x) ,,Qit bqela.rsn*t comroz'ﬁente dans {) N

=)

en outrc, si on pose L (x) = Z € (x) pour xé&u et L(x)w(; pour
7 ] —

3

r

= 22 b
Xcii  ona @ez( < Nt(gr) Z Foo - cc qu:. prcuve ‘iue ?C?’
= z ‘.:i e o \AI‘-
Celz 6tant, pour tout € >0 , i1 emste\f’ermer m tel gue Z zéw_‘(g?n}.gs;

- 4 hemet &
oy
en rooplacant la série S ?L( } par son Ic % g (x} le raison-
K= %«W«}L -

nencnt procédernt montre gue celic éomnicre séric cst p:cesqurs p&rt@ut
absolument convergente vers fg(z} > 5: ?(x), ot quion &
3 }T‘ : . -
.;ﬂn( ga i F k ? l} £ & , cc gui achéve 1a démonstration.

}:* %’.« = o=t +4

L*J}:L:;M.&Jzé ’E.» Btant donné un caspace localament wmpacﬁ ¥ el un ospacs

de Bansen F , on désicne par A (i&) {ou /\E‘) e s¢ s«espace'de CEF

{contenu dans tous les (2 9) fome des glssses cles fonctlcns contz,nues
o |

. i ‘
4 supprort compsct. On dési ne par L@ (B, ¢ ) {cu L { ) ou néme Lg}

1'adhcreonce, dans l'esTace norme comglet éf p ; du SOQS“@S@BG@ vectcmel
f‘ e .l o - :
A . Un dési-ne por o£ (E, ©®) (on L,(E,) ou oC S l*enaembla

: F :

: - D — P
iss fonctions ?gf}f/‘ d_om 1s classe appsrtient & L. .

11 est clair que %/p est un so =e°3pa°e vectoricl de 5/7'_1)

\

contenant 1'espace CK) des i’onctﬂons con;.z.nues support co"xpact

et cue toute fone”rlon ogale prcuouo partout z}. une fonctlon do oC p

o F“:




- 23 -
appartiont anssi & @’op . En outre, la déf.1 se transforne aussitod

£
2 g
Nbn o { bt = . - -
ocn aurs !ﬁ - ;gpd §}§§.sﬁ , dioh lec ccrollaire.
7 i =
- - s : Dy OB
¥n particalicr, si gag =1v| ,ona gg,%(ﬁigé = (E V]
= : et & Zl
CCROLIAIRE 2.- Bi =z cot unc igtérrelo de iadon @ﬁﬁpl@ﬁ@$.§iﬁ el

ses parties réelic et ima-inaire, toute-fonchion appurtenani &
Vs

oL PlE, 113 sppartient asu gussi & o@’p{E {L } @t & g{?p(ﬂg e, 3
De méne, 8i g& est uns i&tébrale @e Hadon reeléaa Loute fonction

-&;partenant & vﬁ‘Piy, @ ) amgdrulent 4&393 & géxp{E g%}' et

/\ B - : ; :
w{hg gs }, : - - -

E;

,"Z

_.ious démontrerons plus tarﬁ‘{eﬁa .IV) que si une fonction

arparsiont & ia Toin a Ai'P(E; p@) et @é ?(E 3}, ob © ot P

' ’sant deLx ia%terralas de hadon quelhonques, appartient &

o{"’ E’fz;g

on ﬁv@ﬁ& 1o définétzan de o P aw cas ch F est la droite achevée R
¥

w%‘fv).‘v"v

4

RS

 {@§; n?ast plus un ogpae 8 wacﬁgrlel; : l'ersecble @é%% em@ @aﬁ

définition i’enuemble des fonctlon@ nazerlcues f {(finies ou non} telles

une;‘pour,tout~‘s;>-p = i ex;“te an:'fomcixan g Ge‘ r (donc f;nie)

B -

‘icllo*qﬁo Hf(fag):gfe . De cettc iéflpltl(u rosulte immgdl&tament

€§32,prép;10) que £-g5 5 ¢t par suite £ est f;niﬁ grc gue partout ;




81 f est une fonction flnio égale 8 f en tnus les pointm ot £ est finie
on & donc I (f1 g) -4‘, ce cui nontre qae f% %f P i Té@ iproque

est‘immédia e,:st on vclﬁ que les fcﬁctxens de -05%%» sont lcg fonctiang

PA

nunériques gfzn;es-eu-non}rég‘lc : rasaue pirtout & une,fgﬁctiaﬁ de o "
- 5’&";’

sur une tel7o ;GLCEAOﬁ I, f GéSljdGra eneo=e ia class d?éqgivalgnca,

de to& s qu ;c ctLOJa‘\“alcs,yrusquo-p¢rtuut érf.; l’oa o‘ble g¢c cec
- sy '
classos peut ntre dvidcanent l"ﬁﬂﬁlfle,a, L . On HG?6£& que 1a somne
i or - i 2 & : - J "‘J'- . Al z '3 :
et lec procuit e deux fcnaz jors de £ -~ 'cég%% sont ¢éfinias prescus
= ‘/{?,. - 3 7

. -M’i" : : = : =y
,Partcat ; ies ¢ uses f%y et £ sont les classecs des fonctions égale

presque partout & la sozme (resp. au produi:) de £ ot de g .

Lorsqu'une Tonction & valeur dans ¥ {? ap dens R ) est définie
presgue psriocut dsuns B -{c?@etaﬁvdife dans e couplémentairs dfun encem-
= ; e

néslireable) ot éralc presquc

£ pas '*°~:-‘ " o /? p i o /7 I} X e f,;u;%.-*nu-# o e e e T
i0BCCi0n G O YTCBE. o = ) Gang L0W, ToiSonnesent ou'oon faln
F . :
SAT anns e "} Y3 T "t@‘ e st ssiidsy maaes e A § et e 3 R
CoL 8DUS G0 Lenrcaprc. 14 U011 t ctre socus-oniveldu gue ¢e n'cat pas de iz
fonction conoiddrh O i ey s e d'uns forciic
ODCEion COnSideree = Ollc- men Qt.é. 12 5230 . 2315 UNe L100Cuvi0n
- e
5 - 3 iSen = gEatl o e SE gy - i 7 =
quelcongue de @5>ﬂ (resp. o — ) presquc partout écale & L (parx
E %"n; 2 g
" s ot £ st é6Tind =
£ S0 *@ 2D S6Es lﬂlgg 8

et iy e o £ SN TR SR b RS e
parbout ; par abus de lanpare Lty (resp. 'g) dési-vers touto fonciion
) i ;} oA = s o 3 = v ki / G, BN A A Ve R &
de o~ -  &sale presquc purtout & C(x)telx (resp. f{x)c(x}). Cet
o Fye 3 ¥ g e 3 e § 2 S e ] S
ahus do lancace nla poo dlinconviénient tant qu'il ne slait que de
e sl e : 7 “in ; : : - Lt o
proprictés ce el&sseﬁ d@ fanctlgﬁs {gu'il e«l souvent plus courode

dfazprzmer Qour lbs fonctlohu @gparténa§t &'¢@s elassen). = =

e




o

- (2%

\J

=

5 ?ro¢anfaaent dfunc &ntérralf de.ﬁadgn. F@ﬂctlans intérrables.
é 7 T SS=24

Comre llecpace veetoriel f bS+ 3t uuerenﬂe au sous= Jﬁpaac vectoriel
ﬁ b toutalggnction 7inéairo ceatinue,,éél;ﬁle dans 'fgp et premant ses
P
, - D
V“luu?” 265 Un eSpOce noIme. eonglgt se pro.onze par continuiic o LF ,

= - : < S
n partzealler; pour toute fonctlon 57 de ub , nous gvons déefini

D B é.aﬁno s 1«13;’6@;":319 72 (]‘;) = g dg qui et élézent
do v , et nous avons wu qulon a 1’inégalitu :

. f"ef ap < [lgle el = 8,5 .

5 étj” s | li'
’ = =
Cette inégalité;u@ntre ue lorsque _est n‘gl ceable, on s ; +d¢ =0 ;
: L '
7 e e
or peut donc délinir par passage au. qaotleﬁ‘ la fonﬁtzcm © {ﬁ»} dans
EEF , coare érale & 1a valour courune de (g’} pour toutes lus fone-
tions continues & suyp@ri compaet dw iz ela 88 §f i en outre, 1'inéc:
g
— : - : : It -~
1ité (%) montre que %@ (g )% §£ , autrement dit, danms ;2? oY e
1 _ -
ééré comme sous-copace partoul denssc de LE ; 1& foncticn linéairs
!}; - - 53 ~ 3 = Oy o e S
£ (%»}3 3 velo: lone ¥ , oot continue. Blie se prolonge par suits
4 : = A -
L per continuite ; nous noterons cncore - fi{g ) lcs valours 66 066

DEFIHITION 2.- On dit cue los fonctions 2pL: rtenant 2 ;C{;W gont

Pty

inté?rabxcu {ou sommables) pour 1'intésrale de ﬁadgg_fﬁ (ou encors, sci

4 -intérrables). L'ini ¢ do iz fonctior. intéprable 'g gst par

,5“-‘”“‘

foot

("'"

poss

&aAprolgnﬂem(nt de o+ & L Dour la
£ e

M-ima

74
ora
définition, ls vulour {{

. o
/}1’ s , ¢
classe % do § -

owcn

A

On 61 d anssit6t ces définitions au ces ¢ F = '%ie

tintorrale dﬁunﬁ Tonction inté 5rab¢e % s8¢ noters cacorg (% ),
Y : 7
j.g di. ou %f(x)dgA(x) , ;ulsau’elle c<1nclda avec 1félénment ée 7

dési:mé par cos notations lorsque é? eut ccptinuc et & sappcrt compact




S

.‘,‘~n1::{). ==

J}rmglm Td Lxl.&cu absslwﬁcnt somm.;ableg. Soit A un éspaca ciscret

chﬂ ecmqv.e, g,i },a:zesu.re def:mw pa..; 1z .asse +1 cn chague poz.nt de A,

- Pouto fonction & —> o, d6finic Cons A est continue, et elle n"eat
£ support co.puct guo si u,& =0 su L Hour un noubre fini dt'indicos a.

(F\

vn déduit ¢'abord de 1a qu:, pour toute fonction positive
=
e A o = :
Tfonctions o —-iévt,i,oc; appa rtemnt & l'esysce OC}{, gont cellus pour

G —-7"'qu 5

es

font

Yods

2%’ ot T o : E e
‘ona [ (u)= - (T'o y.oén. ,-».c’na.‘p.i*;, ‘é:?,:n?g}. r suite,

L

&
=

leosguellcs 1a famille (bL ) LS‘L absoluteit uom'zable (op.gén. ,chap.

IX, % 5,n96). £n outrc, pour une telle f;i;‘:zillcé, tour tout € >0 31

é
existe une partic finie H 4 telles que d%.%{ %i"%’ %*{’?g ; cela montre
L ;}5

\
v’l )
o

= 2 ” - < S P f:’
=0 b Lior. Cn 5 Cha. .L.Lls 8/}23{10’5 ), aaton a yv{w}ﬁ i A =
THEORELE 1.- 5i une Tonction <§ a:partient ) - , 1u Tonction
: = i A T
nwi¢riguc |£| appartient & @C‘Fé , o ’d)pllcwmn »Q~ > \ £ |
ie | dane b% est continue. En particuiier, si i est inté rable,
a8 . = :

V x y i = i T
o o e
n affst, ste nne forcticn

i ek
G CL 8 sk

i
= f:ﬁ =% = 1 { L S : =5 2 ey - :
GEJL tello _uc & ([ - §3féb e x‘ .*’@3%%

sl

- z = iy «"é : = o ':Z; S
tngéoreme. S5i + ¢t < cont deoux forciions ie a{‘, - ; on 4
: 4 £ 5 A
S ¢ AT e AS : S A
biel o0 5 higi- 141l 4%“ gl 5 1
ol el bt V0 g donc - 191 L - g ce qul prouve gue
LT 25*%%‘::%“‘22 - géé‘?;% Eﬁf’v%p = 2
& o T - ’bef 2 52a ; s - s g 3 vzj o oz
1fapplication | —— zi,ef,ig cot vniforménent continue dans I . infin,
3 § ; A fn4 A
s s Sie e GrEA Ly e - “ : by i i 55 G u
S3 =1 les reiantions | a1 slécrivent % ( i = ' 3
> b & < a)l" g 2 %L( . ;i'{l y(lé,z ’E%ﬂ ii?’ ig,i
%
> = A . — (8]
sont valabies dans A (ere il 20 n } donc dans L. par appli-
% i ;
cation du priuecipe de prolon ement des iﬁéga;ités-; -
1o secondo perbvic du thiori~e est izalable ie facon évidente pour les
£ 5 2 > - =% }
Soretionc numoriauce intéerablce, Tiries vy don. ”




87 ~’=

CLiCLLalnl 1.- §i ¢ est une intéprale de Hedon positive ot f une

fonction puzérique 5 0 et intécrable, on &
(4 | ' -
+) . [ fdp= ) £Aap 50

J
1'¢:21ité nlazant lieu gue gi T est nérliresble.

Lorsgue i« est une inté - rale pocitive, ‘/[f a g esi dopec une fonction

4
; = . -
crcissante dans llensemble of — des fonctions intéprables.

g
u

6OBOLLAIRE 2.- Pour gue doux fonotioms intésrables &, g solen

i

é-ales presgue partout, 31 faut et i1 suffit que jg%?m %E d gyg e ;
7 :

= -
on 5 alors P L a o = | g 4.
;1 v 0 S
Y
Bn purticulicr, toute fonction néglieable % est intéorable, et
, : /
on e ;> 8y =0 .
COROLLAIRE 3.~ Solt ©# une intl rale de iHadern complexe, ¢y et 4 pes
¢ £
parties réelle et imaplinaire ; si %’f “est (1 te;'?"fb?e elle ost
. ¢ g
L -intégrable et 4 -intécorable, et on g
é ‘i 7 = 29 (\ 4
. A n :
(4 bis) (0 a = 1[4 +'3 |+ du
X L83 : : o
La preziérc partie n'est autre gu'mn cas particulier du cor.2 de las
v =5 1 : : . -
prop.2 . 81 L € L, est adaerent & ;ﬁ‘@‘.} pcur la mgs.z,o; e de L (B, H 1,

7N
g gst aussi adhdérent & A . pour cha,cune def—* vopolonﬁae de L;(E, {«i }
t (

kﬁ
s et Z
< |1 [a] < fp s
on en Géduit aussitdt que ls relation (4 bic), qui a lieu dans It F .
71
|

5

ost encore vraic pour toute fonctionde @gf -
On montre de m6-e que oi 28 eat vne :e..n@ -rale rée.},le? toute AOYZCUZ.QK'I

S mV— ’55 A > ‘.é.‘ o
{% -intéorable &~ eft aussi (L -int \rra’ole et ?L »TIAtM‘“ZBble et gue

i > - £

e /i
ilon 8 }1??;; die= j %fﬁ%fo' ”déz, :
Y ¥ -

TA70is5.5 2.~ Soient F et G deux espaces de Fanach, U une application

V 3. : Sz 5 - i 3
linéaire continve de F dans G . Pour toute fonmction -é»égfj\:’g’




I3}

. - ’ ,, -
G{’ p BN Eartlculur\ .83 *? est intésrable,

"av}artientwé

wo £ est intégrable, et on a

(5) Jutg e y—(x) u.cjg (x)dﬂx))
Ep effet, si ?écf "~ pour tout € ;70 s 11 exisie une fonctlon
= =
: féég{j , telle que I"l“(;?s_g,)«(s ;.cemmg oil & f-%ogau.o%%g §§ wfl - gégm%&;
on 3 E\B‘Efu/a f-ueg)sfufl. 2 (F-g9)< Julie, o Uog est

continue et & suprport compact, ce qui 4tabl.t la premiére partiec du
) b

+héoreme. On voit en outre (pour p=1) que ios deux "ze"{bres de (5) difrs-
rent de roins d@ % ig de j%(%(x))dg (x) et de u,(fa (x}d.ga(x})
respee‘ii%meﬁig et on sait que ces deux vecieurs cont égaux (chap.i

= ) ; d'oh 1s relation (55

wo.

COBOLL IL= 1.- Soit 3’ uno forme lim’aaire continue guelcongue sur F ;
nction <§ A'> appart ent & '@fﬁ -
té rable, <Tf > est intésrable, ot on a

<j§ (x)dulx}), &/ />

x)
Sk¢n) des ponts de F , £ (1<ken
n 7
3
7

¢

£
<£nj ; alors 1 Ponction (lx)= > o . x]
: > ; S /2{:.,3‘1 NP
particulicr, si les f sont inté .rables, =
, 24 ~ ; :
i Ve
ly d j £duw
=1 kL kK = o
plication x - > ax de € dans ¥ ent
inue.
COROLILAIBE 5. - Pour gu'une fonction %3 (x)= ?fP(X)) i v'},valeuz‘s
: : 4 b . )
¢, apparticnne & @5"’ p@ﬂ il faut e il suffit "ue chacune des

fonctions fk amaruenna ‘\’g(fc . Ezz paert.culier pour gue é 501t

im;égzab},e; 31 Paut ot il ﬂsur‘i‘it que chacun: des Tonctions fh le ~01u§




PROPOSITION 4 .- Soit {.fg

'N o
, 10,
, .
S ; e el > = :
(8) - j%d@:(\fﬁdgzﬁ} -
Cs cor@llaire rcsulte aussltot des cor.1 et 2.17
D

PRQPOSITION 3 Dam, l'eﬂg«ace LF : le S0UsS-espace vectcnel forné deg

clasos doo conbiniiion llnvalres Z d.f, , ot &kéF et

£ é‘a{j . , esit partout dense.

En effet, pour tout f}i) ot toute foncticn géafp » i1 existo une

fonction continue g 8 suprort co*zpact tellc que H ({ g.} . Dlautro

part, il existc une fonctlon Z &}'fk » o4 les f}_ sont decs fonctions

=

continucs zmi.wmgueu, ue suyport eon?ena dars un voisinaze compact U du
suppoert de 2, 5 ot qui upprochent unxfomement g, {chap.11, 32 lomze }

il en résulte que gyé ] Z &‘kfbg ) est arbitrairement petit,
cfolt 1s proposition.
4. Séries ot suites convergentes dunc Li :

Quand nous parierous dc notions topologiques danc 1'ucspace ”;3 531
gera toujours entemdua sauf mention Aexpresse du contraire, quil siagit
de la topologic définie par la norme é% %f’ %Ez -

Lorsou'une suite { jéf ) de sonemonu do cf‘? est telle gue la suite

= : g 3
{?ﬁ; converge vers ume classe § dans Li s, on dit gue la suite (:fgf"ﬁ)

2

conver~o en zoyenne d'ordrs p vVers { ; cels gignifie donc que Z‘énij’z “?n}

tend vers O lorsque n croit indéfiniment.

oo o : - t
THEOREME 5.- L'ospace mormé ,Ly ect compiet.

by oifel, c'est par définition un sous-esiace fermé de l'espace norms

& o oo, e
;‘?‘X iej s met aean ot {:p e A : - =
G2 . ¢ Gud 881 CONPiSe (Prop.tj. s
Z F : : : : :
§§&$,~Z$@%S préciser ce résultat dans deux directions

- - .
n) une suite de femtmna de 94’ . » Lelle gus
> L (L )<+ 00 | hlovs ln sério do terms ;*pnorczl ‘? conver: e

Z ot ip = e

b=t -

2bs ﬁlum:pﬁ dars l?@spdee nornd LF

i presque partoud abs@lazment conver-ente (dans l'espace ¥}
bre , LS

; la sério de verme général [ n(x}"




ct vour toutc fonction [ épale presgue purtout & 'éﬁﬁ-ﬁ} s on a
5 z

i LD : AT
& =D : : =L
s s = = 2

Ce Fbﬁ;iﬁat découle aussitlt du th.5 du 9 2, compite-tenu du fait gue

i = 7 o
Ld iy e5 E 5 Qui},}d»@ e

& ;

PROPOSITION 5.- Soit {é@ﬁ} une suite ao fom* ions de g , telle qus
g = S : - e
{-@3} soit une suite de Cauchy duns 1'espace normé LP ; alore il existe

S0 E
une suite ( £ ) extruite de (P 3 telle gug ;

i By ; in

2 1 suite (L (3) copverze prosguc partout ;

' oy : que
2% 11 existe vne fonction g 7> 0 seni-eoniinue inféricurement, telle

£} <+ 00 et gue imiis %%?nk(z}% < #(x) . presgue partout pour

T b . I 33 9 i3 S s % g £iz = :

mn g t, o L J ers ne suite de Cauzhay, on pauL iéfinir par
e e S e % e A o s S e 3
réourryernee une suite (o ) d'en 8 Lctoaent czoxss&augg et tells

e 7 S = ;
que (.. . P
B f LL?{_‘%‘,‘} 4 ’é’)

ést done wf@SQ&@ por

J
absolument convergente, ot si [ (x) cs
£

i D esque pﬂvtout éeale 4 la
7z e ’ : E ~F
cetbe série, . appartient & gfﬁ , et B3 classe 12 ot
7 ; - 7 % - 2 : : g
sonte 0o ig de iLerms gbnérsl %3? =i (prop.42). blautre part,
: : ‘d‘-‘ . 3 : 7 i
it Zoty 5\2 =
- x5
i¢ By ki
zicste done uvne
guse Z»a'p(g;} < e
- , :
2 S NI Sy 2 e u\'__




COROLLATRE ?',A«» 81 une svnte (f } d.e f‘onc'%mns de af > est telle gue

conver:-e prcoque (;,rtout vors unc fcncnoz -F (x} - {' agga,rtienu 8

s0it une. salte de_ Oduchg L.p e’s gu.e la ualts ({’ (x))

prescue partout vers une fonctlon g,(x) cnpartevmnt a. c{:’p et tz,lle

~7 - - :
gue g solt lizito de la suite (? ) dars - ;.' d'aprc’*s les hypoe
théses, ©(x)=9(x) prosgue pa,rtout d ca le corollalre.

= ~ ~ p
. ot 1P et Aiait ée 1s qulte (%’ ) ddne LF .

En effot, 11 cxiste unc suite \-§ ) ez‘hrax’ce de ({ ) qul comvergea

COROLLAIRE 2.- Soit & un enscmble de ionct;onv ds er tol que -

7

Jos classes des fonctions :19 @ formont un ensen ble paztgut gense
dans 1. . Pour toutc fonction (¢ o ; il ex;x.ste une s*us.to g )
z - == A - = - ? Q”IA S Z
de i “F telle que la suite g n(x}; ccnvarp *g:fx*esgae '
£o 7 3 2 s 2 s Pag® p
vartout vers £ (x) , ot gue la suite { § ) eonver;“e ver £ dans L.
: (s = B i

= : 2 e] % S :
tende vers %‘-{:f;.; sauf aux pointe d.fuﬂ elsemme negll ea?me ,E =
0 3 :
Pour tout xc | B , £ (%) appsrtiont dorc au ecus-espace Ver"ne"rﬁ,el ;
de T oncendrd var ;:’;a F , qui est ce ty’pé dénombrable, = i
v s o > P 6! == : : 7 : oA |
— p— r_ T T S S T =y -
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Les pror } tions 4 ot 5 4t lours corolizizes sonc val&blcs pour les
jfo&ctzona de sﬁI} : cnfeffet fﬂih(f')'e t unc sdite de teiles fonetions
cheacune u'elles cst finie danc le CO%pleﬁLﬂ»dlfe diun ensehble négliﬁeau
ble H : l'ensemble H = ,Lj Hni,est donc nz’lﬁ*eaale et dans le com-

— : ‘ _

o]

léﬂoztuire de H , toutes les fonctioas,f «ont Pinies done lg somme

I -

O

‘un nombre fini ow lcanﬂue d eﬂtre ¢llcs ect définie.

: - - ; - - >
= Renargueo.- 1) U sumte (é?n} de fonc.ions de of ° peul étre
¢ TP
N E
/// telle que la suite {%fn} soit une suite dc Gaueny dcns L sins
- g p
> i A = e - 3 A O - 3
gus 1a suite {({ (x)) soit coover-ente en aucun point de & {ex 1.

e imea e T e = = 5 Sl e A = R e o > S e Sit
on peat 5@ Borpey au cas 0V © eg¢ 1inic. o Condl Clon 8¢ evloenneny
= 3
T e e G P £ - = - - T o= & L 4 =
suffisante, puisque F=f -f ; pour voir cu’elle esi nécessairs, remar-

7
oF £ Vet e s S S
i = ",:"‘;fai’“f:f%ﬁ . = = ﬁ?{%i‘g‘az} s
2

7 =7 TR 4 g 3 e B 2 =z X LN e R e ;
COROLLAIRE 4.- L'espnvelopoo supéricure (resp. inférieure) d'une fazille
T i L a s B e o1
e ae 1001008 06 o, = gpparoient 8 % =
p‘;’%. =
CURoLLALLY 2.= Llespace L est un sous-c3pace de Hiesz [rorre
LS Lale —
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Fn effet, cl'est llensemble des éléuents = tels que } £y=

application 1 f;agqu est continue dans L%z (th.1).

SO
=

- - : ) - =
PHPOGITILG 7. uoit H anc¥par%le de l'espics L%E ;, formée de cluasses

ZU ; et £ily trante pour las relstion < : jour que H ail unc borne

3

P = - S,
supirieure dans s T faut &t il suffi. cue ~Sup g fgg < oo o
- B :  Pen b
La bowne superieure de H dups L?& est alois 1a linite, dans l'espuce
D e — = .
norz¢ L du Tiltre des sections de H .

R

Lg condition est nécessalre, puisiuse §§f.? est une foncltiop crois-

/
D -

ante duns ‘L?Q . Pour démontrer qu'elle et suffisunte, nous établirons

‘abord le lonme suivant :

d

Leume.- 51 T ot g sopt deux fonctions de ,f{?‘ telles gus
Yt g%’ >

&

(9) G {f”F>}p

¢t résulte alors de 1'inépa

£3}). Pour passer de l& au

o el 5

fonction | fgé est continue . et gue
8

9
Cetite relation siéerit er

-

- S
lersoue la suite (&

0L fgy

el T >0 &a suite des classes
"}Q &
e = o ~ 7 y
i; » O tend vers £ = = (th. 1)
. ~ - :
Co lemme &tani démonird, soit U = §§f§g < o - omar hyﬁﬁa
2 3 §5 ]
- - - = D P
these, pour tout e > 0O L exicle 1 tel que - -g§(N (f )) <
= . ~S : o ; A;.s CRvE e
Q'M% . pour toute classe f<H telle gu £ gtik , On aurs a QrLA@rﬁ
1) :
.{T\ o5 =, < = :
W - %-=<’(N (£))¥ LM , et en vertu du leime, op en déduii que
= : T

D

& (£-£ )P < (. (fﬁ“;“ e
i‘} \S 5
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ce qui prouve gue le¢ filire des sections E? ~de Hest un Tiltre de

Cauchy dans LE’R . Soit g sa limite ; pour tout Z¢H , & est adhérent

o el s

& lfenscnble des élémentS'_;g £ de Lii 9.éonc (cor‘} de la prop,é)
on e g > f ; en dl'autres termses, §Jaa

ur a&g majorant de H Par

ailleurs, si he L;i esl un majorant de E ,_hwg est ada rent & lfen»
P A A /S : - :

gemble dos h-f , ob fecH , et conme h-f > 0, on a %ag =z 0

rad

(cor.3 de la prop.6) ; g est donc la borne supérieure de H , ce qui

(10) (g) = > SUD B () .
= fel : 2 - D
Cela résulte de la continuité de | £ | duns 1 = et du théoréme

7 : 3= *r.‘r P
COROLLAIRE 2. - Leéspace de Hiesz uig esct abgsolument réticulé.

&

tout ensemble H filtrant (pour < ) dans R formé de

© = o S 4 2 &
upericure, puisque, si g est un majorant

& la prep.7, formulée pour les

pour leurs clusses, est inexacte en

4 une pertis de @é'p fllfrante pour
l?enval@ppe-

Qé%; , et méme

nfest pas

la mesure de
fini de points
de [ est méglié@abla-; maigs, si £ est une foncticn numérique

arbitraire >0 , f est 1l'snveloppe supérieure de 1l'ensemble




A

filtrant des Tonctions négliseables f} = ;ij f(x}@, ; OB A

parcourt 1'ensemble de toutes les partics finies de R ; a

donc

exenpl

tiquement nudle ; par ailleurs, il cxisle des fonmciions 20

non intégrebles, par exemple la ccastante 1 (cf. 34 exere.2j.

THEOREME 4.- So

"sup ifﬁ)no , et por suite sup N (? Lw (f; lgrmq par

\..{)3
Vi

55 =

xe h 3; }

*Ci

¢ £ sst unc fonction continve & uppart cgmpa»o non iden-

it (£ ) vne suite croissante de fouctioms > 0O de

néricure I de cebbe suite apparticnnc & of

Scesgaire, towt revient & prouva
gu'elle est suffizante. Or, si eclle ost rerplie, la pw@y o montre o
s e : Lot o
dans L, , la suite (f?} converse vere sa borne superleare, Comme a'autly
E% @

part la saite {

oot une comzégu

COROLIAIRE 1.-

Scit'(fn) une suite déero

uffit que sup B {f ) < + co . On a alors

£ (x)) converse sn tout poirt x ver s £(x), le théoréme
ence du cor.l do la prop.H .
iscante de fonctions 2> 0 da

oppe inférieurs £ de cette snite appartient 8 of 2=

359; : 1lfenvel
=

CO-0LLatith 2.~

fonctions nuaérigues intécrables. FPour guc l'ornveloppe supériours -

soit (£ ) une suite croissurte (resp. décroissante) de

A

D(ze ﬁ;we et N (i}m im? z«é (f ) .
rpliguer le th.4 & 1z Sui@e @roissanue ot majorée des

{recp. 1nfor1eu

ve) £ do ecettc suite soit iité?rable. 11 fpt of it

e

suffit gue  sup (& ) < + oo ; on n 2l0rS
B' B
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' - 96 - . -
(125 f & = : f d - -
e fede. o o
En offet, &ppcsonu par exenple 1 su.lte (f‘ ) croissa.nte s alors la

suite (f‘g} est crciasd,z, o0, iz unte (f ) déczoxuecmte, ¥ est 1 1'enveloppe
supéricure de (fn) , £ 1ltenveloppe ixzf@rwure de (f ) D’..igrés iz pmp &

et lc cor.1 du th.4, £  est intésrable ; comas ".f;é ff’n§< f +f , 1a

condition sup E%(fﬁ) <+oo est nécessaire ,et’lst;ffi sante pour que f
soit inté;:rable, dlaprds le th, 4 . Alors, )%Z
+ ' 1 :

S (ron T } dans Lg dong j f dé,@ (resp. Jf d{L) tend vors fi‘ ap

{resD. Jf dﬁg,{,)s

(rosp. f )tezzd vers

G

%

Predy

b

CORO .J_JxIRb 3.~ Soit {:?.‘ } une suite de fonctions do = P‘our gue
lﬁcﬁvelonpe supérieurc £ do la cuite (£ ) a gg_.zrt,,,.,ine a gé-a , i1 fout

ot il cuffit qu'il existe une fonction g > ¢ tolle gue ffg @E%f igj

J

e _
g=f . Ilnversecenty,

et £ L g pour tout n .

%‘3
]
(@)
€9
(9]
0
i
0
oo
L)
i
<«
@
e
s}
O
Q
g
at

L condition “st évidemme

(et}

la vérifide, ot posons g = sup £, ; le suile (g ) est crois-
- 2, . 1
. = S e : =
formée de fonctions de o/ F (cor.t de 1la prop.6) ; comme
- = » = :
e manTy I it e for = & ey o H e 4 + donc 3
EP- b= £ ™ b S e i E = 4 173 2
on 2 sup ign, % H (g)<+o00 ; le th.4 montre donc gue
7 5 2 1
z =z ‘?-"L b E = 2 = = St ~ &3 p e Y
appartient &8 o - : comme 4nP g arpartient & of = f{cor.1j
2 it 5 e ¥ S (U &8
= Z o < . e s m =z
il cn est de ntne de sup £ =gup ¢ =sup g -inf g .
L 4] n 41

COROLLATIRE 4.- Soit A us cnsemble dénombrable, ¢k un Ffiltre sur 4

un cnsenble de fonctions de

avant unc base dfbnonmbrable, (P

fonetion g >0 +telle gue




le cor.3, et on a # {(lim.sup £ )=1% (iim ;- )= 1im 1§ (.,, )
)3 \ \ ..C" ) 2 bn) Zz—gyw p ga ,>?

- =7 .
En cffe:t o;t (A ) une basce ce.c,crozssm“tc de 3’ 5 et yosons
g = sup f : coume 4  est duncmbmbleg 11 rusulto du. cor,, que g
= Juéﬁ 7 ; n : 41
Lt | | i ‘ e 2
appartle:zt 8 of = ctv on a & {g ? H (f,) : belzz etant,
R e i

;Eim,sup%? f%, est 1'enve10ppe ,z,zzfa,mc,ure de la suite décroisszm‘te (g; ) ;

coume [ ‘Z,»g pour tout n , lm.oupﬂf fm appartient & Q{\p d'apros

P I~—go

5.

0 20 g #
“‘n

Remaorgué.- Les hypothdses du th.4 ou de son corolleize 5 lapliquent

7 !im {su@ (f ))alm sup%,Z p f‘ )

en purticulior que sgp 1. n‘(x}'<+ oo  prescue partout ; mais il nc
- faudrait pas croire gue cette condition soit suffisante pour
scourer la validité des conclusions correspondantes. Par exemple,

si b=R , si p+ est la nesurc de Lelesgue, £, la suite de fonc-

tions continues définies par les concitions £ (z;-—0 pour x < O
- - = {..1‘*3 e ]
et x »2 , £ lindaire dans lcs intervalles 10, =1 oL L;{’ >
o nfis « [ E»‘?'f nur i < % ‘?"E q‘ £ [ ~7% x o ae
et onfin £ (x)=1/x pour = g $£1 ,ona sup £ (%) + &
. = o D ,
pour tout x , muis ltintércrale j £ {X}dx tend vers + oo , €t
1'ecnveloppe supéricure de la euite (£ ) n'cst pas intéerabic.

Zle z G

g % : z e f

THEOREWME 5 (Lebesgus).- Soient ¥ un cspsce de Banach, | g: )} une suite

2 EaEe : 4
de fonctions de r,:ffg teliles gus : 1

B
partout vers & (x) ; 2° il oxiste une fonction nuaérique g » 0 telle
{‘ 3 : 2 : 7 - 3
oue. g;g’d iul < + oo st §"' ,;(;:.}g < gl:) presgue ya,:@tcut pour tout
> o ¢= 2 P9 £ i T
s 5 o - = > D :
cntier n . Alors . appartient & 1 ot ona _lim W (f-£ )=0.
eptier n . { Lo b 5 £ i .
Er. partleuiior, si toutes ics fonctwns f,;P sont intéprables, %; cst
¢ As &

intérreble ot on a

foo - - -

o Y

14 | P au= 1in £ au
{: } o % >0 j %:E {




Z e 3 1é = 1 et =3 2?,,4' :bl P A "P % °‘.A‘ 2= ‘ n-’) °".. : i wo= g]ﬁ : g
LONSIGoTons 18 sulve "dousie” de ioncoions na.tenques = ,;g» o 0l
gui appurtiernent & o{_’*’ (td. ) . Far nypo :iaese’ on &

N L' 2 g
lém,_up £ n{x)—(} g,reuauo ;artauug ot dfautre part %

n = oe
upp},lcamon du cor.4 du th.4~ on o

=
wn | S

i (0) =D

o
C)

SRR, Hifaful<

-x.- 7 : . ~ 2 o 0 = = $ e =
et cozme ep(§ - g } G, cela cutraine %}32}5 a(fa ? =0 , .e est
&-dire que 1a suite («g-’ ) est uno te de 'Jduchx dans LII: ; 1lc cor.1

de 13 p?*cp.,ﬁ nontre alors que %’gecp , et gue .? ost linite de 1a

'D

"suz.te (%{ } dans LF . bnfin, la relaticn {11) provient de 1la continuidé
dge p(¥)aens 1} . | -

CCROLLaIRE 1.- Soit A un ensembls d'indices Tiliré par un fiiire 5

«;zmt une base dénoubrable. 3i (f ) - &éf s3% une

cg P ou; aui, ”}....V""t lc Tiltro 9 , convirront simplement vers une

fonctw.a %" |, ot si on outre il existe une Tizetion puméricue g 20

e

i 4G =5

£ appartient & ¢§ set H(L-L ) tond vors O su;.vazzt T .

i
<

'i:elle_ Quse f {*?»:1 _[&ng@- % et P % &£ % pour tout o , 1la fonction

én effet, soit (4 ) une base dénombrable 43 G i que A A

iz 2o

pour tout n  (Top.sén. ,chap.1, gb‘,g@?op 10 3t soit @, un élément gual-

conque de A' s 1a Saite (5" . ) eonverge sinplosent vers ‘? dgans B ,
7 :
donc le th.5 montrs que ,C appartient & 2 et que lim (§ € ) 0.
b n-»00 P

F 4

ue:;:zme {j" est lr’ fllurﬁ iﬂu seetion des Ffil.res Llpmentalres assocz.vg

1
= f,aai,eu..m cuites ), 1 wn 1 ) sxiste et est a,bal’* 4 1a

=
linite de choocune des suites (1 {/J
COROLLAIRE 2.~ Soit ‘52'

2 xS2 dans F

)), lonc a c




—~

o
= 5% =

b) pour tout x€E , 1lg wﬂetlon t —>£ . A,u) est con’zlvms on un
point t €S2 admeitant un systize foz; ‘r“td.l dénombrable de

c) il existe un voisinage U da t, ‘6t une ‘onction numérigue g(x) 2 0

- |
G6fipie dans B , fello que | é‘pd [icrec ot aus W (x,8) |< &(x)

Mors, si on désicne par f, llarplication x — £(x,t), 1'applica-

*“”3“:9

Bica t — ??‘ dc &2 daons LD est conbinuc au point &,

81 on outre p=! , llarplication t -—9}@(3,%)6;&{3) e Q adans
ost continue su point tg . '

il ost clair que le th.5 ot ses corcllzires sont encore valsbles pour

1)
i
ES”"‘

b

les Tonctions & waleurs dans R .

. Bemargues.~- 1) Le th.Y no subsiste pas 81 on remplace 1lioypoti c
. = -
& S PR
? é’ n %é g (avee j gpd gg,&!«i"ﬁ“ 0 ) par i'aypothése plus faible
7 . - - -
c sup 8 (£ )L+ . Far xemple si E= R , si  est 1a mesure

- ge Lobesgus, T 3,&, suite de fonctions continues délinies par les

7
i s & e - ~ % Z o ?'; > < 5
SONT TS Yemi % : j 3 = é o £ "i, =%
conditions fn{x, 0 pour <O ob x = i"ﬁ(ﬁ} o, £ lir éaire
- - f’.'z]y,,ga 2 -
ore les intervalle it | L = 4 % Y=0
o , intervalles L 0, = ] o = = on a %1£c£fwx} 0
pour tout x e R , mais Ié1(fn)==1 poir tout n . ‘ : ~
’::; 2) Lo cor.t du th.5 ne subsistc pas si on ne suppose plus que le
- . — ; -
(.~  Piltre $% ait une base dénombruble ef. exerc. )
7. gelations entre les espuces -% (1 €p <t oo ).
73

- K1 -
?Gm tout nozbre @« >0 , liaprlication ;% )é f{’ -x ect définie

: ot continue dans le compléuentaive ée O dass F ; en outre, conme on a
-4 4 , - :
g;xg% - % g:: 5%3 , ccito-founction tend vors O avoe ¥, 3@ et on peut
éf
done la yro}.@n'*or rar convinuité a2u point O =20 1ui c‘xczmanﬁ la velisur O,

o5 o
s8me 2l a £ 1 .
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L6853 /

- 40 - . : =
’I’HEOREME 6 = Soxent p et q deux nombres tels gue p <+t 0o,

1<q -<+ 00 . 5i uvhe fonction {.‘ Egurticz:t ) °C 2 fonction -
l%’ "‘% § dpgartz.ent & ec e 7 = :

. Par hgpothcse i1 ex;ste une .,uz.te ({' ) de fonct.mns de c% telle
qué, i N (g )<+oo ot g(x)- Z § (=) presque partout (prcp 5).

n=4

I'osons. g» H'iuﬁlz h%’ gf . (€1+.f 4..+-§' ) ; on a 8:«1 6 g’
dtautre part fg, H}',}-#-a? +.-.,.+§° % % Han%‘P g(l ; O 1e

fonction numérique g (finie ou. pon), vérific l? mégalrcc -

(m (N = i Z |£, DI < 23 £, ))p<+oo

on vertu du ‘th do comrexzte de‘mﬂbr blo. D! ~utre part %n(x) tend

_E.
presque partout vers H‘ (x)é : .£(x) , donc le th. do Lebes ue

. e :

mentro que | »? g . éf appartient & o’ :
s g ; : F .

- CCROLLAIRE 1.- Pour gufune fonetion %7 appsrtiennec & @é’ O = s =

(Vs

i1 suffit que la i‘onct;on g§%p-1 § soit intégrable.

COROLLAIRBE 2. - ‘Pcmr nuﬁ.me fcrvctwn nunérigue pocsitive £ appartienne

5 o B, il faut et il suffit quo fF Eoit intésreble.

= bV ";2%

e

Par contre, si £ est unc fonction & valeurs duns ¥ (ou dans R )

<

P

P ‘}»..ﬁ

tellc quo "’g soit izztégféb?og «%f fsapparment pas nécessa’ic

ment & [ § (resp. O?C)% et § ) -
COROLLAIRE 3.- Pour toute fonctlcn é’g@é P | 13 ronction nunérique

|¥ est int errmbley ot on 3
3

(15) » - ([1f1®
an effet, Lf% ppartien

d
Er é’ C{:

{cor.2), et comme j E“”’dggg =

[y!/P

, donc .ﬁ P est intégrable 7 |

4

g} 2 |#] (tn.1) 1s fomule (15)

teseme,

i
g
t

{

?’%’tﬁ ““x::

concirnsa

op

Q\MM_‘

est dénmontrés.
iar sbus de langags, on dit oneore gue lecs fonctions de g{’ 41’ sont

c,me :.nte ~ra'ble .

lcs fonctions (& valeurs dans F) de puissarce p-
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S a
Bemargue. - aaxt B un ens emble de fonctions %em,»aontinues inférisu-
rement et intdgrables, filtrant pour lu relation < - Pour que
'l@enveleppc supirieure f = s&p g de H (qui est semi-continue
- : .

& ; A
1nfer&eure"xent} soit intégreble, il fout et il suffit que

Sup. B (e)<+ oo | et 81 &F est le filtre des sections de H ,

g el r -
on &g | fdu= 1inm 4 . En effet, onag £ = su ot done
J = g g 2 ze &3y

£} 5, : - +
{61 th. 1) B (p ) - sm ,v,,{ 3<+ o  , ce qui prouve gue T
> P i

est intécra ‘bie > on outrc, la relation jf dgzL- 111:’16, fg ap

résulte des guatre relations analojues ok i est remplacé par
+ - i+ =

By A, 1 5 St B o B,

et img:;inaire de [0 3 or, ces guatre relations sont des consé-

et g, otant les parties réolle

SIS
%«m

guonces du th.1 du 51 . Dl'autre part, ocn a £ = inf g ‘ot par

> gEl
hypothése, on peut supposer qu'il existe une fonciion h 7 0
semi-continue 1nibz°lcu?°emez et izztégzableg i;elle,qus e £h

gue 81, pour z‘zaute‘ fcnc'tion £€H , ot est 1a fonetion telle gus

==

(%) oaux points o g(x)< + o2 , ot (x)=0 aux

Sees?

e 2 =N Lot w5 4 - £ = e g Zives
points o& g (%)= + oo | p' ®ix est semi-continue inférion rement,

ies fonctions gf fomomt un ensenble

filtrant H! pour la, relation
< h est telle que "
partout. D? préas la prop.8, £ est donc
-c:seus lc th.1 du 91 , on

gii aciCve de prouver notre

THEOREME 7.- Pour gu'une fometion nuséricuc f s0it intérrable, il faut ob

il suffit cue, pour tout © >0 , il existe uny Tonction intéprable

g;c continue inf féricurement h ot une fonction intd -rable seai-continue




= : - 4% - :
supérisu re':sezx%, g ’ telles gue g;' f~< h et / h diyg jfg a !;/«Ks <
La “ozadxtma et nocessa;z'e,_ ku e,ffe‘t, si T est inte;fra'me s pour

yout e >0 ’ 41 axzsﬁe pa.z* hypetnese une for,tlon a jﬁﬁ tel 1@ qae

Iy stu,) % )‘apres 1 ﬁe,i‘inz.‘blor de 31 - cel& en‘traz.ne gu'il ex:;s
fone‘tzon v2 9, seuz’contmue mfomeummeat tellc que :
‘gg,zf(v}g £ et ‘%fa i< ¥ . On a donc' vv(x} f{z)»u(‘t) < v(x) pour

tout =€ & , et coumo u oo 3 partout fmze, esla s’eerit
u{x) v(x} f(x) a(x;+v{x) pour tout xE5 . la i‘cneﬁlon g=u-v est

seni- com,z*me %De\rieurement et inte,gfable (arop 8) s, 1a fonction h=utv

z

sst ssrzié«c_am;imze .i, ie rieurement ob intégrable, la différence heg est

,«alz; 4 2v , donc j (hegm zy“és =

o)
%
@
&
“'Q’
(@)
m\ )
by
ot
)
fete
&)
()
o
(D\

La condition est auffisaﬁ‘i;e. En af:z&t , 81 on .La suppose remplie iz

fonction h-g cot définie et > 0 presque Pa?a;out,et ss t intéprale, et

on 2 gf{famg}d iﬁg:{ € . Lz forction f-g cst donec . définie et. 2 PTEsGus
Tario z: et on s presgue partout. T h=g dioh Le,{i‘e < “Z@ibsg}ga .
Conze g cct intéisrable et € arbitraire, cels prouve Q”” ‘1a clas §

cst adudéronte & u{? ; donc appuriient & Lni% , C6 gui achéve la dénons-
tra f::;é;z;

CUROLLATIRE 1.~ Soit £ une fongtion nuadrique ; gi, ;Qour tout & >0

31 existe deux fonctions intécrables g,h z,e}.},s.,s que g <2< 2‘1 oS-
: e 7

ndjp - J g iéﬁiﬁ € , £ st intéerable,
zn offot, en modifiant au begoin g ot h dens un enqembla néglipgecable,
£

on pout cupposer gue £ < £<h _pertout. Dlapris ic th.7, il cxisto

ction intécrable scnlmontmae mi‘urz.euremam; n,{ et wne

fon
fonction intégrable semi- continue Dup r#eum nent 845 ‘tel}.e.u que

F,.,._-
| (e
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Cor <’(n ?./h-rlr’; ‘ﬂ«ﬁ;y { {qlu‘és é‘hA"%‘i { é-! l/

{‘;_,,g\::{:} ) ...&.;':: ,é vﬁ;g} g mé._g-é‘".g g,? Aggmlsgx g j ﬁtlw ‘“* ﬁ %g}vz§$ 3
~ 23 = Z : s i

§ 3 = e :
dioh ;EH E“é'u:ff;qdktgkiﬁa s Co guil derontze le @0?013&1 e, en

2,=1Poqutoutevfbnctigg-numériq&e-intégrable f , il existe

ke w'

CORGLL&TB

une suite décroissante &resp, &rcissanteﬁ (h (resp. fg ) de fonctions

intéorables et se&ia ocntinucs zﬂfer;eurau@zt {resp. sano;;auvameat}

=

telles guc g (x) € £{x)< h (x) pour tout xeckE et tout entier n ,
i L 22

=

et guc T ooit érale presque partout & llenveloppe inféricure de la suite
(n_) (resp. 4 l'onveloppe supérieuro de ls suite (g,)- Cn & en outrs

r ' i
P f du= 1lim ;' Cau= ‘i | h dic
J I n*?oov'gn : n->o0) L L

Bn effot, diapres le th.7, pour tout n, il existe une fonetion ¥

dfopros lo th. de Lebesrue ; en outre, comus L, (f-g ) < I,
Z 2 E %

en & L, (f-g) = §i§éoﬁﬁ(f«gg)mﬁ , donc f ot g sont égales presque
= < ¥ =3

Un raisonne do m8ue pour la suite (hn) -
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yF ?BCPGSITIOEié é'io;t (A uno suite d’onae ib s intérrables, contenus
duns un méme cnsemble znté:rable B 1o réun’on Aa'z‘&j A, est intécrable,

et onan - - zé' . _
e . i e
br outre, si les A sort doux & dagg'uan po.nt conrun, on &

g,{;s

com

A

=
«
e
N
\ﬁ%

, : :' %3& =y : l‘i.vw i
Lp offet, @, £ 9, , donc 9, = sup 9, est intéorele (8 3, cor.ijfiu
' B¢t n S : -

th.4) ; la relation (/} est un ecas purtluullwr de lu rclation analoyuc

Il

pour les Zesures axter¢euzeu . enfin si les A sont asux & deux sans
i3
: 2 : :
ionpose B =1/ A onas pA= lim KB d'aprés
i

o
o
in.d
)
¢t
L
O
3.3
m
Lapid

Loy
th

" L g4 ", = 02
Eoay 2 = =g - 3 o
(5} et gwﬁ = Z;gﬁﬁk , 6ol ia relation (3

=

ure £ est

€

C‘\

On exprims en@ore Ld relation (8) en diﬂ&ﬁu gue la e

conplétenent additive dans 1'ensemble des parties intéprables de E .

2. Critdro d'intéerabilité d'un ensemble.

f;@lOSZTEQﬁ 7. Pour gu'un ongernble A , ouver, ou ferme dang B

. , - - —
ntérrable, i1 fout ot 1l suffit que L 4 + 0o .

n offet, comme o est alors seni-continus infériesurement ou semi-con-
i - : ; ;

&
W
»

1a propocition zésulte de 1z prop.8 du

by 22

COROLLAIRE. - Tout ensemble~ecmga@% est intér able ; tout ensembl

i}
g
i
L)
o}
ok

7 . E .
R e e e L L - 7 = ;”"“‘f\?" = 255 ). > 5 =
DPROPOBITION B8.- Soit (¢ un ensemble, Tilitrani pour la relation ~—
st e 3 3 ?
4

o aranmin oo a SL e e : e - \q,,__,J
Avensonblen ouverts intéroyrables as B 81 A ,",h>% est intérrable,

- = €@

~ 7 a 2L b G 3 s ~
n g A= lin G .
- €€ %?

La yzapﬁs$1;0n n'est sulre gu'un cus pariiculicr de la pr@p.B du §€
= iorsgus 127 est une lﬁtegxale de iladon LGSluuVG ; paur passar au cas

gnéral, il ufflt de considérer 5A. COMmIC combingison 14neazre de qnatme

{
intécrales de Hadon posi itives.
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“n

- ,
&> un nombre arbitrasire, et coit K l'enscuble des points x tols gue
hix} }5 ; K est f‘emb ¢t contonu dans & , conc con a.c‘%; 5 81 on pose
B =4 ﬂg; » B est un ens m:ble intégrablc contenu dans A 5 et on a
S et par ¢ suite }hd@é(gx?’%-g? g.LE«(géy%*S,gﬁfz,d?m
cinalenent _
A < lnau+rspk+erd.pa
- - EEo S 5 O

et comme o  est arbitraire, on peut le supposer choisi tel que

¢ 2 ¢
CORCLLAIRE 1.- ?gw tout emsemble intéorable & , il o iste :
10 yn ensomble né-lireablo P tol gue A U P goit intersection dénom-

brable clecusenmbles ocuverts intésrablos ;

2° un ensemble néplireable Q CA tel gue A ﬂg Q

brabls d'enscmbles compacts.

Bn effet, si A est iniépz abl% pour tgut entier n , il existe vo erzen-
‘bie ouvert intérrable Gﬁ ot un onserbls compacy ?Ln tels que E’ir =
& 2 53

s ¢ A= 51.1{ < «% ; 81 B ost 1l'intersection des G
w_ 8 wbB= ki '{-orf de la prop.5), et conie AC B E’:‘:ﬁﬂ.g& "est
néglireable ; de :ﬁéﬁeg si C est la réunion des K, on & gf&éf{:szgﬁ,
pr0p.5) et comme Cc A 5 Q-mﬁgﬂ est nég .igeabdlo. |

CG SOLIATRE 2.- Tout cncemble ds mesure extér.cure finie est contsm;. dang

ia rounien df‘{m engenble néglireable st ¢'ung Panille dénombrgble

&

‘enseziblos compacts.

11 suffit d'appliquer le cor.4 & un ensemble ouvert intégrable
contenant 1l'ensemble donné.

2. Fonctions étagées.

PROPUSITION 9.- Soient F un espace de Banach. ,F une fonction de °€p 3

pour tout nombre a >0 , llencembie dos %€ B tols que §(x} J 2 es*i:
; E 23- béf’?agz-\# 7




{resp. | £ iX)?'—? a) est intécrable.

. 50 - ',
Comze Eﬂp est une i‘onction nuz erique' Z C et intébrd,ble (s 2 35,C0T.5

du th. 6), tout revient & démontrer la proposi tion pour une fonction numé-
rique intézrable £ > 0 . 11 existe slors unc suite décroissunte (hn) de

foznetions scai-coztinucs inféricurcment telles que £ <h el que £(x)

soit presque partout Gr-olc & llouveloppe infirieurc de 1la suite h )
(05, con.” d: 1L ;7) soisnt 4 lVernscorble des X€ B tels que i’( ) ze ;

BN ¥

1ioncanble des poirts ok h (x) >e , il exisic un enscuble

H el qus a U soit l'intersection des A ; il suffit donec

3
de montrer gue chacun des Azz est intésrable (prop.3 et 4). Or, =i ..:";:3,.’
25t l'ensemble des x tels gue h?_‘{::} > a- % » A, est llintersection des
4 (p=1,2,...) ; chacun des ‘&rp sst ouvert, puisque h est semi-conti-
&5 4 A 5 s U ;
mue inféricurement, et intésrable dds que & >% , Car on a hn}(aﬁi)€ﬂﬁ%.
7 .
1ot £ A 1 i 3 pa / t 4
G0 bop € T ; bdp<+ o2 . Les A sont donc intérrables

(hOLLATEE.- Pour tout = » 0, licnsomble des x€£ 1gls gue H»Q“;E > a

477

& 4

=
2553

L]
@

£fet, 1l'enserble B dos points xeB tels que | L (x) §>a est 1a
j;,m:z n des ensenbles inﬁé;;mblcs En . Bn désignant l'ensemnble des x
teis gue - £ (x) ? 2 2t % ; et ces cnoembles eont contenus dans 1l'ensemble

G o - i 3 By 1 2 3
e ,\)3_@ c}ﬁs ao:w‘i;s % tels que %? (x}g;}?‘ ; G'ol le corollisivse

paine

{rrop. ;%} 8i A est lionsenblc des peoints x tols que H’ {x) E > 8, llen-

senble des pointe x QEA gz!: (x)é = a2 est é;:,al a Ix'ﬂg B , donc intégra-

On déduit de la prop.9 el de son corollaire que pour tout fonction

intézrable £ 3 0 , 1l'ims-e rociprogque par £ c¢e tout intervalle dforigine
g8 » 0 oet inté«frab?e s par eé«:@mple, si a<Lt , 1l'image réciproque de

~

E,fwh,

intervalle jap Z opt 1l'interascction de l'ensemble des x tels que




LS

- 51 -
f(x)>s et du complémentairc do 1'emsouble des X telp quo £tlx) > 0o,
d'oh la proposition (prop.3) ; démonstratio: analojue pour les autres

intervalles.

Pi0PUsLYiv 10.- Soit F uwn espaco de Bansch g’ ung application de E
: . e

dans F . st trois propositiorns suivantcs s nt éguivalentes :

a) £ est cosbinsison linéaire (4 coeffic onts dans F) de fouctions

caractéristicucs diensembles intégrables ;

% = 3 = Bl ¥y g G5 = e
b) £ nc prend gufun nombre fini do volocu's ot ect intGrrablo ;

c} £ 1o prend gutun noubre fi

P

de valeu's, ct pour tout & #0 de F,
(x)

ast intécrable.

ni
:senble dos xeE tels gue £
g

3
&3 E .fﬁ i~ g
Il eﬁt lﬁmcdi&b gue a) entraine b}, car 5. = ;% éLk @ﬁk , oft les
¢4 @ &

ost intéorable et orend au plus 2P valours

A, sont intéprables, ?

distineteos. Dt autre part, e) entrainc a), car si éék (1€ k< n) sont

les valours %@ distincics que prend g? gang B . ot b 1f'cnsemble

{i.nt‘iﬁ;%:abl@ par hypothdse) des x €& tels jus g(:{):éﬂk , on a

r = i; t%kgﬁﬁ . heste & prouver cus t) e ore &%G e}, 53 ? nz prend
= ;

. 3 Ty e e = N =
c valours . {B) est contena cars lo sous-cs8pace &

8 =

&
&3

a
. s v £ nd . 1 - i s
d: T de dinmernsion Linie, engendrc ces valcurs ; si (o) <n est
T -

i
= : - = 73 s 3 s =,
upc base de G on peut éerire - = 7 %;fg . ot Eas £, sont irnté-
: 3 o ) Coh 5 s

2 5'&’.«3“ fEat 1
crables | g 5.,c07.5 du th,2) ¢t ne prennent gutun nombre fini de
valours ; en oulbr f?zﬁjefz , done finzleicont tout revient & dénmontrer

V‘Q
C‘?‘
(‘3
i
&3
&
V..-)
(&)
O
b

inie, in

)

que b) entraine c; pour vno fonction nurerijue £,
7  ; mais cela est vne conségucnce inmédiate du cor. dc¢ la prop.g .

1ture quslcongue des

g’.‘f

e e . ¢ £ 4 v s &
lious cirons qulune foneticn L gui salbisfall
]

trois conditions éguivalcntes de 1o gzap- ¢ f{o%t per suitc aux trois)

est unc fonction étastée (relative & ll'irtégraloc g&)s a valours dons P .
i1

ost clair que llemsemble dos fonstions étagdes & valcurs duans F forme
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Un pout =so borner an cas ot 4 cpl une irtésrule positive.
& Aol !

L
G R B Q: 2 { o1 i3 Ay 2 Seas e S P 3 L5 el G
Soient © ¢t £ deux nosbres 2 U arbitraires. FPar définit:i

L, il existe uac forction 9 € g, telle gue
1) [ | Lrx)-a(x0)®? aulx) ¢ S &P
{1) 0T %) @"i&% dplx) < =

= 5 ¢
o S @ 3 = R 3 il - = - i s b < i
Soit A l'easoublo des x€K tels cue | & (x)=- g;!;.;:} Ise ;. 1 ¢
¢ o
erable (9 4,prop.9), ot comae e .9 <

- - S
montre que ¢4 <g . Bz résuné, opucls que soient ¢ > 0 el

31 existe un censeuble intégrable 4 < & ct une fonction coniinue

telle que [ A < > et %gﬁ (}f_}w%

t alors € ur notbre > G arbitraire. Pour toul entier n

ot inté-

relution (1)

~ 5
(28 / (8
&
@ﬂ'
e |
5¢ b

z { U : =
{s {=)ig = >  { 301t
n 5 i | = 2 s
2 = ~ ok @ = = e i} = = S A =y
A 1z réunion des A ; A cst intéorable ct ens puag 5 (3 4,prop.6).
Tt - & -
Dans l'snsenble m‘zzﬁ’;ﬁf A, L est linite pniforme de la suile de fonec-
3 Z o 7 = Sty 0 = Sz
bions continues %L ; 1a restriciion de + & 8 est conc continpue
CORLIIUGS o LONLIUUS
&y i
7 - -5 <7 Lo o Y o S~ et MGG P T P e o S Sois G ay
(iop.cén., chop.X, ¢2,th.1]). Corme B est intérrable i1 existe un ensenbl

Trow O
; G : - = e
gAiK O L & J iig € , ce gui acheve 1lu déreonstration.
2. Dofinition et provridtia des fonciiong mesurables.

g
Lo tha. do lusin conéuit & 1: potion suivanie :

DEFINITION 1.- Soient E un espace localcient compseb, (t uns

de Hadon sur & , ¥ un espace top@l&gfiﬁue gucleoncue. Ov dit qu’

application £ de % dans F egt cesurabie pour i'iztéorale ilou

EL.LOTEC,

e >0,

i -mesurable)} si, pour tout onsemblc cospact K et tout nombre

de T

e e

[4
il existe un encenble conpact izi1 = K el ouo s resiricht on

& Z{,g soit continne et gue l'on ait gdé'g{};f*@g}ﬁd'} < e
i 2 i




Cette ¢éfinition montre aussitdl gue, pour cu'une appli caﬁiaa'éf de B
déﬁs un ecpace de Banach F soit niesurable, i1 suffit cue zgurﬁ%oata
partie conpa@té'ﬁ de E , 1a fonction %’QK soit mesurable.

Le th. de Lusin peut sfénoncer en disant quo toute fonction de
puissance -ime intécrable est mesurable. Il est clair que toute
fomc%i@ﬁ continue dans E ost mesurabls.

Lr purticulicr, unc fonction pusérique consta te ot #0 ost
mesurable , mais elle nfappartient & sucun espace c{i? i 1%inté-
gé&le n n'est pas borndée (cf. th.3).

Jn potera gu'il résulte aussitbt de la déf.41 que si (et v
sont deux mesures de Hadon sur B telles que ?;ég §§AE ; toute
fonction fé—m@aurable est aussi ¥ -nesurable

m%EOﬁng 2.- Sojent E un espace l@saleaenﬁ‘c@mpa@tg (¢ pne intégrale de
, = 7

Ladon sur (Fa} unc sulite d'espaces topolo-iguss, F= E%g?n leur
produit. PFPour chague indice n , @it>fﬁ ine applicabion i;iurable dec B
dans ¥, et goit %’{Xﬁw(f {x))e? ; pour toutc applicgiion continue n
de [ (E) dars un cspace topolosigue 6 , 1a fonction x ~Q¥2($ {(z))

v £
eat mosursgble

tn cffet, scdt K< B un sansocoble coapact, et soit

arbitraire. Par hypothése, pour tout n , il cxiste un ensenblc compact
v 3 oa = B e s 0
ﬁpg:. ¥ <el cne gga {E’ fsén ‘%{L; < Zm 3_9'5“ que fn soit continve dans
~ : - ' -
K- . L'ensenble 4 = {@} K est intégrable, el on s

533 %0 s h 4

5 = : =% =03 oy f (> = < 5 o

gg;z,g (kN g Al > gfﬁ«g €z€ﬁ§:; )< % : i1 conticnt donc un enscnble compact

L ! wor '

K tol quo §H§(K N ‘EC)4§ € . iur hypothése, lcs £ sont contimucs
dara & , donc il on est de mbic de .g et par cuite de uaéf . cc

théorons.

gui démontrs le

20 un nombre
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PROPOSITION 2.-
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En effet un tel "nqeatla A @st feuavon d’ua &nsemale né ;?iieabl

g d st
d'unc %ulto croissante d'enqembleo CO&?iCtu K { 4 cor.i du th i)

par nypcthése, "{ﬁ-x (WA est ﬂ@FilﬁG&Ul@« donc aussi A .
Le définition dlune fonctien $0ﬁaECWﬂn? n“"l‘? able 7 ¢Gguivaut & dirc

uc l? nueab&e des - zeéE tels gue <§(t}x0 ;st localczent né-lisesble.

{‘\

Un en déduit i&sgltet Epéﬁp.i} que si ¢ est ons z?guetLOy nunérigque 2 0

localerent negé;geabLeg et 4 une fonction telle que g;;@g’f . d ect

S

lcc¢’embnﬁ négézgedb]a ; de ﬁﬁﬁ@g si {f}) ost une suite de fonctions
2 © e
naturﬁqucs 720 et lscul@@eff negéﬁgeéblesb ;i;«fﬂ est localenent
=i :

néglipoable.

né
-LBOPOSZTZGE %5.= Toute fonetion locs alement né égliceabie Ag telle gqus

31(% ) <+ oo et néeliresble,

Sn effet, par hypoﬁ%ée& 31 existe une fonetion iﬁtéywae‘@ g =0

telle que %%ﬁgé’g - donec 1' onsenple locdlgﬁemz négliizesble A des =

ﬂ
iy,
(1]
]
{Q
Ll
o4
Q)
§ )
103
7y
s
@

semble

5]
B

U aian.

tols gque g? %)#0 est contenu @ams lten

&

fort

(x)£0 . Or, si B est 1l'ensemble des ] oints o glxj > ifn , B est
T ¢/ ) & oy =

s

o]
ae

intégrable (& 4 ,prop. 9) et B est la réunion des B

prop.1 6t 2 , chacun des @agawﬁ?as 'E zﬁ A est néplireabls, done il

%

en cst do nBme de A =B N4 = Q ) (B A). -
COROLIATIRE.- Pour gu'un ensenble A soit iccalement néglirsable, il faut

%

ot il =uffit qvc pour tout orsewmble intérrsvle B ., B} 4 soit

Lo

3

La condition esc eu erifel nécessaize en veriu de la prop.3, et

sulfisante er vertu de ia def.2 .

- - Z i O : Vi 2 2 > z X s a4 s g
Si gx%_@at une propriéiéd contensnt un seui argument libre =X E
la propridéts ‘".E?§ § .locu;ement presgue partout (par rapport & fé}“

332% par &BfkulﬁiOB synonymne de ig prapriéts Ri‘ensemble dos yc;

tols gue (uon ’%Pézé } et loealemabx négliceeble xpar z@pucrt 8 f@}“e
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PLiOPOSITION 4.- Soit £ ume applicaticn mesurable de E dunc un espuce

e

{eH]

|

topolosigue F . Toute applicalion g ce E duns ¥ telie que Pl x)=gl{x)

loculement presguc purioud, est acsurable.

53

S
G

In cffet. ooit KC. E un ensemble compact gquelcongue e >0 un
: = : 1y :

noubre arbitrairc. Par hypothoése, i1 existc un ensemble coxzpact Kﬁ kK

= 5 5 = - @ 3 3 i 2 o E >
tel que |4 (K fsg K,)< % ; et gue I soit conbinue dans K, ; dlautre

part, 1'ensemble 4 des points de K, iels gue £lx)#p(x) est négliceable,

@Oﬁ§1 §§é§(K@f§g A) = |p{lr,) ; il oriste par suite un ensemble compact

77 : 7 it 7 El e 4 i Q . :
3 — A tel que gé,,g (g{? Ny, g{,:})z i) e’,.@ﬁgj A0 29};{; 5 - On a done
i dénontzre la

o - » : .
§ﬁj (Kkn{ K.,)< & et g est contipue dans K, , ce qu
proposition.

CORCLLATRE. - Toute foretion localement négliceable est mesurabls.

tout € >0 , 1l oxiste un ensemble compact ﬁég: K tel guse
"r“’ T i3 - € 2 4 =
{pl (RO K ) g e , o gue toutes les fonctions I, soicnt contipues
]
dans K ., /
in effet, par définition, il existo pour tout entier n un ensemble
compact K oo K tel gue ﬁé!{%fﬁ}ﬁw} < 2., et qgue £ soit continue
D s L=a” = 1 - 0
dans K ., Sionpose K= { ) K , { est compact, toules les fonctioms
S O s N & - gc@ﬁ - ;
2 = - s 5 i / 5 r"’*r“. s r'
f& sont coantinues %g;g hg . ot comso ﬁ.?%ﬁﬁg = %ﬁévi%g>% %n} ; 9N &
(o e = i, 7 i
el tknlx) g 2 ]l ENLEI < ,
: M= :
THEOREARE 3 (Broroff).- BSoit (£ ) mmo suite d'spplications mesurables

do E dans vn espace topologigue métrisable F , gul converge simplement

dans E vers une application £ . Dans ces copditions :

16 £ osi mesurable ;




P

- continuves dans K, , il en cst de méue do £ , ce qui achdve la
d

6) _ - -
g ur tout cnsen bls ca‘nguc“” KB of tout nombre = >0 , il eziste

un ens ex_blc con Lvmt K,«:;zi tel gue gg,.vngh f‘ﬁ?zzi} < € , 6t que, dans

i«:;;-,;,; 1 ssuitg (,:,,,,\;s;}) converse uz!‘é.fomtuqnt vers f(x).

5n effat scit d une dis t:.-;nce compatible avec la uopalom» ae E"

D?u;}z‘es la PIop. 5‘; - il exists zm %’10*%"‘@ compact %T.QQ X tel gque
>

3 A ' - = : E = :
ggﬁvgg(}iﬂ@ Kc}g = ot q ue toutes loce fonctions fz socisnl continucs daups
?Q ‘Pour tout ¢ vple dlentiers g >0 , v >0 , Soit A l'ensemble
A . o 7

des points xeX teln que, pmz?* au moins un couple dlentisrs m » g
G

B 748 ,one it {f’Q{ ) £ (x}} 1. comme, pour m ot n fixés, l'ensenmbl

> T % ’g “ = £ ‘
des x€K  tels qus a{i. \A,gf g::;’ > — ost compael, 5%,% . S8t réunio
X
d'une infinité dénombrablo d'onseables compacts conlenus dans K, . donc
eot intégrablo {§ $DTOD. 6). Lorsquc T est fixé, liintersection des

K, ; cols signific que la suite

7 g 7y o8 o
. 5 comme les £ sont

Remargue.- Le théorime nc sféiend pas au eas ol ¥ esi un ospace

- topologique ,Quclc@zzqae {exerc. 4b}, ni & un filtre quelconquse de

Ffonctions amosursbles qui convorge sinplement.




o

COROLLAIRE. - Soit (f%}fun@ suite guelzongus fonctions numérigues
mesurables. Les fonctions eup £, inf £ - limsup £ 1in.inf ¢
1 I e 0 —» oo & L -—= 00 =

=

vallec conpact ds ?ﬁ , oot métriseble. La fonetion sup T est linite
n ek
sinple de la suite eroissante des fonotions £.= fup(fﬁg.agﬁf ) qui
sont mesurables (cor.1 du th.2) ; de mBze lim.sup I, est limite
n—>co

simple do lu suite décroissante des Tonctions zesurables h = sug £

5. Ensembles mesurables.

DEFINITION 3.- BSolent E un espace localement compact, g une intéprale

dc Badon sur B . Op dit qu'un onsemble A B est nesurable pour

P

1'intérrale n {on encore, est - -masursble) si sa fonction caractéris
tigue ¢  est mesurable.
§ I1 est clair que 1l'espace toutl enticr E est mesurable. Tout ensemble

intésreble ost nesurable ; toutl enschble localenent négligeabls est

PROPOSITION 6.- 1La réunion ot 1'intersection d'une fanillc dénombrables

iw

dfensonbles mogsurables oet mesurable. Le complomentairs de tout ensenmble

& 48 7,

mesurabls ost mesurable.

in sffet, 1o f@ne%ion caractéristicuc de 1a zéunion {resp. do 1tinter-
section) dfune gﬁité\ fﬁﬁ} dionsemblie mesurables est sgp P {(resp.
igf @&p} s done 93* mesafaalc {cor. du th.3) : éyautzawpfrthsi A est
m@surfbi@, 1a fonction caraﬂté rigtiqus de g.& est 1e@£ - é@ma‘@sﬁ

mesurable {(cor.3 du th.2).

PROPOSITION 7.- Pour gulun ensemble 4 — E go0it mesurable, il faul et

aomen

il guffit gque pour tout cnsemble compuct K < B, A/\K goit intéprable,
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La condition est nécessaim',- En offet, soit K un ensemble compact
que lcanae & >0 un noabre srbitruire ; 11 cxiste un emsesble cuvert

U 5K tel gue jgfig (u :’”%EJ Kl = = «diantre part, il existe par hypothése

un cnsemble compact Eig c Kk teol gque f?"f {x f‘;eg:“’g}g % et gue 9 soit
cortinue dans K o # coanc los cnsembles K, =4 7} KQ st Eingsiig nf A& sont
les onseubles ok 9 pread lee valeurs 1 et G dans K, ils sont

compacts ; U, = Ufz@ K, est donc &m’@zft? et on a
g Lo

2 b p ' i 7 [, 7 -
U,k = (onl k)ulxn éié ), dtoti |ul (U, N[, K J<e ; conme
K, CANKC ANDX est 4 )

ﬁ =
1
Ls condition est suff isante.

tout cnsemble compact K , A/ K
tout e >0 , i1 cxiste donc un enserble compact K, A1k et un

(g Ty
w (ANK N

&

= i n
ons scmble compact Kgg; KNy i A tels guo

[ (kn f A ﬂg K,J < & ; 1'encerile K, =K UK, est donc compact
; bl : =
¢t coxme K, et K nc se rencontrent pas, la fonction o  est continue

- : = - i . n = =
dans KO : a.?a,o.‘tm part, on a |if {K:"@;ﬁw K )< e ., ce gui schévs de
mcmtfex aue u;) est mesurable.

2 3 Ny s i Fe AT B e e
les ensembles formés et les encenmbles ouveris

2
L4 s

um;LL}&iuj = Daz's B

sSont mesuravlses.

kn effet, si AME est fermé, A /3K est compact (donc intégrabls)
pour tout cnsemble compact K donc / est mam mesurable, et i1 en est

-~
£
i
i

de méme de 1'onsemble ouvert A [1rop.6).

PROPOSITION 8.- Tout onsemble mesurcble contonu dans un epzemble

intécrablio est intérrable. ;

En effet, soit A un ensemhl{;—' intérrable, B 4 un encenble mesurable.

11 exigte une =muite eroissante {K } ¢'onsembles compacts contenus dans A,
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scuble B NN . Meis dfaprés la prop.7, chacun ée
st intégfables done B est intécrable (84, ,prop.6).

CoROLLATLE 1.- Pour Qu?un enq@mble ﬁ soit intérra

tello que A soit réunion dos K ot dgua onsenblo n6oliceablo L (€ 4,cor

suffit qu'il soit mesurable ct de mesure oxtérievre finis.

| un conserbloc ouvert intégrable.

En effet, si A es t de mesurs extérisurc f£inie, 11 est contemu daus

nsemble

intérrable ost un onsemble intérrable.

COROLIAIRE 2.- Liintorsectior d'un oncemblc mesura 1ble et dun e

8@1+ m@saraﬁl _ 31 faunt et il suffis ou'elle vérifie les

-
o o

TiLQBﬁME 4 - Pour cufunc application L de B duns un espace 4c Borach F

du th 1) ; B est donc éunion des emsemb&ss BNK ot de llencenble négli-

suivantes

a) 1'image réciprogue par { de toute boule fermée de F gst mosurable
¢ :

b) pour tout onsemble compact KcC & , il existe un sous-es8pacs

vectorie

el
dan .

3 s

V dg F , de type dénoubrabl

; psr vt
% 19 Les conditions sont ngcogsalres. «n effot,
dens F , et soit 4 = %g (B} ; soit X un snsemble cozpact al
dans b ;'il cxiste uvnc suite créiséaaé@ (Kn} §5enﬂembl@s comp
contenus dans K , tels que g;égixf%gsxﬁ}fg'% , et sur chacun
g est conbinue ; A.fzx , lmage réciprogue de B par 1a res
d@lf i Kn , oot donc fernco dars K , et par suite compac cte

cnscmble négligeablé, core (2 4 ,prop.6) A VK ost intégrab

prouve que A est zcsursble (prop.7)

réosulte gue AV K est rdéunion des ensembles conpucts A K

o ob tel gue f(x)eV presque

soit ¥ up crnoemblo formé

nelcongue
écts
desguels
triciion
=il -en
et dfun

lc, ce qui




a0

,O 2
- C/ =
DE 7 t oty 1 ; 2 = He . . iTos
Llavcre part, comie ¢ est continue dans L » ¢ est limite uniforme,
8 ¥ g
anea K iy = =3 2 Sy ST i = : 7y %
deng K, d'unc suite de fonctions étacéos G ; comme 4 (K ) est
n = a.m 9N

3 2 ! <3 s L = A = % ‘ = > =k T <
convCuu dang un gouc-cspace veetoriel de P de dimension finie. == {Lr}
& i

csl contenu duns un sous-espuce vectoricl de F de type dénombrable = i1
- ; = = o i E!‘/v
en est par suite de méme de = (1) 85 - | L(K }
z : : = e ® £1 573 § &i
29 Les conditions sont suffisantes. Supposons-les remplies, et soit

K & un ensesble compact quclcongue. Bn zodifiant au besoin é? sur
‘ )
Vs

un ensenble nérlipesble, on peut supposer, dlaprds b), que 3

conteru duns un sous-espace fermé V deo F ; de type dénombrable. Soit
{ébp} uns sulte pa?tsut dense dans V , ot soit A - iltensemble des
..A‘._’,_
xek tels gue | I (x)- ﬁn l< =  Dlaprde b}, 1os A . sont intégrable.
£ : £ g ¥
{prop.7). Four p fixé, 46finissons par récurronce une suite diensembles
E ¢ K on posant € i ot ¢ = af Uy A
n,p : 1,0 40 - nblb s mtd p “w‘;‘g‘i k.o s
les Cp - sont intégx %lau, deux & deux sans point commun et leur réunig
3,1
est érale & K . 5oit @ p 1a Tonction caractéristique do € _ ; la
= - (3o '-P 4578
; 't <t =~ e 5

fonction + = > a %, p 98t mesurablc (th.3), et on a.

- D 4 1,0

%% (y;“ fgﬂix}égg‘%. en tout paint x€ K . ién d'autres te rnos, la

est limite uniforce de la suite de fonctions mesurables

fonction 'g%

i 74
'_f), 2 : ; Oy 2 - —' = : o :
i ¢t par cuite eotl acsurable (th.3) ; compec X ecot arbitraire. eat
§ p s E > > ) 2 2 2 >
mosurable., '

Hogargue.- Lu condition &) ssulc ne sulfit pas pour oue 57 soit

mesurable (cfa exerc.b ).

COROLLAIRE 1.- Si %3 cst mesurableo, pour tout ensemble compuct K E ,
il oxistc une suite {%,,J dc fonctions &tasées (84, n°3) de sunport
£

contenu dans K , telles que - et que (x} tende

presque partout dans K vors g {x)
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ivec les aotat ons de 1a dénonstration du th. L5 11 suffit de prendre

pour chague entier p s ua noobre n_
wn 25

wl&kal ) 1 _ L
E?g’ﬁ FKQ & ( é% Gk,p}-) < ;:‘m“' 2 %p par la condition

g2 2
- Gz1
ST x i gs% - e = g % 4
8i on pese G = e et H , ona zgap{ﬁ;ﬁgéﬁ )< -,
}.' %3"2 : *@p IJ H i i} . 2}}
¢t la suite {H ) ost croissante ; si est néglirea-
i 3= 74
ble, ¢t tout point xeB appartient 3 , donc on &, pour n > p -
> 15 : S ;
ip < &
(B - -
1t (z) %n{y‘} E < 2 s € qui démon .
CORCLLAIRE 2.- 83 unc fonction £ c= i'imace rvéciorocue par
= g Ry

de toul onscemble fermd ot de tout ensemble ouvert dans P est mesurable

b )

Lz premiére partio de la démonstration du th.4 démontre en offst que
8i B csi fornd dans T a (B) 2t mesurable ; d'autrc part éi A est
ouvert dans F ig (&) est ccmglémentaize de = L ( E A) , qui est

acsurable dlaprés ce qui yré@éd09 done w% (43 est mesurable (prop.6),.

PROPCSITION 9.- Pour gu'une fonction numérigue £ 2 O soit mesurable,

s

il funt ot il suffit que, pour tout « 5 0 ot Pin ni, llensemble
22 .

W

== = =
o fa, + cmaj ) Boit mesurable.
L . Do b eshtaoie ‘

En effet le mémec ruisonnement cue dans 1a preniére partic do ia
déronstratior du th.4 nontre guc si T est mecurable, 1l'imace réeip progue
por T o tont c:ccmol“ fernsd 48 R ost moswrable en particulier

'2, g’ L A, - = i = ff‘ Ey
£( fos T @gﬁ ) inversenent, si cetie condition et remplie, f(“@,%,};
A

conplémentaire do Gf(ia, + 0@} } est mesurable, donc asusei f({&,@j ).
; -4 -
intersection des ensenbles f(éb wt m.{) et f(ja é}} (o& a g B)

‘f’{ n”.f,o

~- . 55 “j‘ &
-4 ¢ -~
ot du complémentaire do f{ip,a.i ] -
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. ; . | 2
tantre part, A = #F£(+ oo ), intersection des cnsembles e gﬂ¢+‘$@§ )

7
oot
£

U

ect lui aussi mesurable. Boitl clors ¢ onction égzie &4 O dans A |

. 3 - e b 2 g : V = --s 75 s % o8
& £ dans | A ; le th.4 montre que g cst mecurable (ldACOﬁdltlgﬁ@) Gtant
: 3

b
3
)
o
]
Q
ot
%1-4
Q
o
=
5

trivialoment vérifide) ; dlautre part, 6rale & + oo dans

o

£ = -
| ect 1'enveloppe supéricure des fonctions ng, , dong
3

A 4, 8 G duns
est wesurable (cor. du th.2) ; ¢t finalemcnt f=gth st mesurable (th.2)

Un voit aisdment de la méme maniére cufil suffit our que T
“ 3

soit mesurable, gue les cnsenbles c%ig@n§%~@33 J {ou les en-
sembles f{}uﬁf+>@52 3} - sooursbles, (a,.) désirnant une
suite de points pertout dense dans gﬁg+'9é} .

6. mgﬁgmbles dénombrablemont mcsurables.

DEFINITION 4.- Soient E egpace localeuont ccmpact; (o une intoprale

s Radon sur E . On dit gu'une partic 4 de E est dénombrablesont mesurs-

2

ble (pour %&} si elle ost réunion dénombrable d'encemblos intépgrables.

PROPOSITION 10.- Tout enscmble dénozbrablement mesurable est mesurable.

Tout ezsciblc mesurable contenu dons un ensenble dénombrablcment

ncourcble est d¢onombrablemcnt mosurablo.

La premidre partic dec la proposition e”t une comsdquence triviale
dc la pror.6 . Dlautre part, si A est rdunion dfune oulte (4, ) dfensen-

bles intégrables, et si B — A ent mesurable, les ensembles Bria

- sont intégrables (cor.2 de la pr@pga} ct par sulite B est réunion

de la suite d'ensembles intégrables B f%& .

CULDLInIRE 1.- Pour que tout cnsemble megurable dans B goit denombfasle=

ment mesurable, il faut et il suffit que B soit dénonbrablemont

nesprable.

Clect nécessaire, puisque B Bst masurable, ¢t clest suffisant en

vortu de la prop. 10‘




..B“ des points ot %? {x)

o

v
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éé&

e
el
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cr
fute
0
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fomd
o
(4]
b
R
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ct
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o
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(@]
ot
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o
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£
E‘J’
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s
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CUnCLLIalRE 2.- Tout ensesble locdienw nt noegl bi et g ﬁ@ﬂura%l cnd

moesurable est_négiigeable?t

aléé; done ﬁ@gézgeabEQU 'prap 2).

PROPOSITION 11.- 51 4 est un cngemble déncmb?ablement mesurable, il

existe une suzte €K ) d*ensembleu OOEQ&C?S telle gue A soit re union des

A ﬁa et d'un ensemble néglireable.

-En effet, A o5t réunion d'unec suite d'ensembles intégrables A, et

s
=25 ¢ : : ey
s = 3 ¥ 2

o

Z

chacun des 4 cst réunion d'ume suite (K )
dfun ensemble néglipeable N, (284, cor.1 du th.1) ; donc A est réunion

K : seml ST R s
des K =~ et de llencezble négligeable N =(JH .
PROPOSITION 12.- Pour toute foncticn £ de oCP , 1'ensemble des points
= f ‘E‘?;- :

z tels gue %L{X)%Q cst dénombrablonent mesursblo.

7

4 = . g

En offet, cet ensemble est réunion des ensembles ot [ £(x)|3 = ,
, 17 ;

o

oui gsnt 1thg ables’ i, prop.9)

N
N
o

7 &
Tﬁé@i%ﬁE 5,- PGLf ag'uns féﬁct;c& ~§ définie dans B , é‘valemrs dans
un'espéce:dgwﬁanach ¥ , soit intéprable, il faut et il sulffit gu'elle - 'i
soit mesurable et gulon ait %1({ oo o

Les conditions étant Gvidemment

nécossaires, montrons gulelles sont
0

! 63

wffisantes. lonirons d'abord que 1'ensemble A des palgb, of <
est ééﬁ@rbrabieﬂﬂnt MQSQxable, En effet, pour tout a >0 , l?ensemble

% o est mesurable {prop 9) et comme j
“"?B@éﬁﬂ ; on & g gBaiﬁ flL+oo ;0o qui montre

{cor.1 ds 1o prop.8) que B, est intégrable ; or, l'ensemble 4 est rdéunion




, 15 -
des ensembles B . I1 existe dopc (prop.i1) unc suite (K ) d'ensem-

1/n = - n

blcs coapacts, deux 3 deux sans 1O int conmun, telle guc A soil réumnion

dcs .Kn et é'un onsomble négliszeable. Utautre part pour chs uc ensemble

K il existe une suite (4 ) de fonections
2 d n; ““'?

duns gzn , telles que %g,

Lz
am |4 ,{ g dans

T n

B
“«r
)
(-{».
o)
&
o
oD

s
=

tende presgue partout dans -K ver: .éC (x). Posons, pour tout n

gnz %*},nq’%%e n+"'+§n n %;.n

s

&

sst une fonction étagée tellie que

2 ; § . z s’ = )
!ﬁ”n } £ H:'% , et dans cha jue ensexble E\_O , la restriction de
ost écale a celle de ‘é}qn dés que n »q , domec £ (x)} tend vers

e (-x)' Ijresczzie partont dans chacun des K , ot tar suite, {;9 (x)
tondc vers }sﬁ(j«:) presque partout dars E ; comme zz?(g;‘ ) = oo

- résulte du th. de Lebesguc (83,th.5) que + est mépiixe a,nneg,rg,blc
CORULLAIHE 1.- Pour gu'une fonction ?{’ apparticnne & [ ;?

faul c,t il',sui’fit qu'elle soit mesurable et que Eém{gf} = - L@a =

&

los conditions sont évidermont néecessaires. Inversemcnt si ellos

sont remplies, la fonction %“ ;; o é:’ ost mesurable (fh.2) st

ﬁi(%}" 5 f.g V)2 < + oo, done 9 est intégrable, ce gui prouve

(23, cor. i dn th.6) que géc{’:’i . .

COROLLATHB 2.- Soit §, (1€ i¢n) ume fomcbion intéerable définie dans

E , 4 valeurs d&ns un ospace de Bansch F, ; solbt W uge application

ctmtinae de & ﬁﬁ dans un espucs do Banach G ; pour cuc la fonctionm
amé,

@M‘z)w %&( =§» (x}, § (x;,,,.,f§ (x)) soit int éyra@le i1 faul et i1
suffl‘t.qu-e- Nﬁ(%) < 4+ oo -

En effet, 9 est mesurable (th.2).
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4. Intééralé étendue & un sous-onsemble.

DEFINITION 5.~ 801t L B un engemble mesurable. tm dit cu'ung fonct

S0

Ta=

£ ,_définio dans I , & veleurs dans un espace de Bunaci F , sst inkop

g : ¢
ble dacs A si 1la fonction %3@, ost intdrrablc ; on désizme alors
» B .

- z 5 ' o 8% o r ~
l*lﬁterralc fgf(x)?zix}agé(xj par 1o notation £Af§iﬁ3dﬁi tx) on

J ,. g ot on dit gue ¢! tost 1'intéorale de ‘g Gtendue & A .

B dos At
i :

Lbre qufune fonct1on ‘Q est inté-rable dans % signifie donc gulell

menny

ost lntgu_ablcgz et on a ‘ j;*% Cb = Lﬁ% a | -

X S
Exemple.- Soit J’iflbiebrul de Lebesgua sur & ;1 ={é,bJ§ un

> oy - g = - =
intervalle com uet de | £ une fonction céf finic dans K et Tepm
v : 9§
= > : {
2 : o - - A e = ey ¢ 0o 7
dans un intervalle contenant I 1tintérrale J L£(x)dx nfest aut
7 : &5 x!}; ¥ o
oo
' A
que 1f ﬁtecralo dES‘”Bee par cette notation (ou par | %v(x}dz )

1

-

dans 'Fcnctovar;ré@lle, chap.lIl, 'é

Lo xsque 8o t une mesure sul R définie par une fonctiocn croi

sapte ot continue g(t) (&4, n%), pour tout intervalle 1 dlorigi

= 3 .l o e 23 2 -3 : o g
a et diextrémits b , l'intésrale ,T~%(y Vg(x} d'unc fonction int

e

grablc dans I pourra cncorc se noter (x)dg(x) ; en offet, tou

c+

point ayani =zlors une mesurs nulle les intégrales détondues aux

qustre intewvallos'd?oriminc‘a ot d'extrémité b ont la mBue valour

t1 plon cralu pas de mémo si g admettait des points dc diSCQﬁulw.

nuité, ot on sC garaeru alors dtutiliser la notation pr»ce@epze

gui oet ambigue.

=

B! p?*s 1L th b pour Que g? soit intégralble&dans A il faug ot il

suffit 'que | ?v » ‘it aesurable et que i '(;g@ J< +oo . Ona
: n i (0
) wn.? géfﬁ“ﬁ%mw‘«
,pu;sque !{(Q)[ ‘ fgt - A,‘Eh particulier, toute fonction mesurable

ot bornée cst intégrablc dans tout cnsemble int r&bie 5 .

(>

ne
em

t

£
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Si %" ot g sont toutes deux imtdégrables duns A , il en oci de mérme de
-?- g ot de a,§ (a sculuire) puisgue (£ +4) = {9 + 99 , et

(af v, = u.(-?uv ), ot onu : - A

2} jzg«r%}ag@ f%‘ ap¥, f{a;g)dg}az o § ap.

,;o;t © .,g ) unc ulte ae fcnctlwu izltngrable" dans A , ct gui conver-

f%dy

sent simplenont vers une fonc‘t}.on § atil existe une fonction g > 0 ,

intérrable dans & ot telio que % 'n{x} §§ g(x) pour tout xeh , le
th, de Lebésgue mcm tre que «§ ost int terable dans A el qu’ozi a
< P
| f% s il
PROPCSITION 13.- ..g.-,,- cst inté: =rabl~> dans A , £ est intésrable

dans tonte partie mcsurabie Bde A ,ctona
; 2 : X = : ﬁri i = ‘ 2
@ - S Flagplc J, 1] e el |
T A — e : ; oy e b - ; T i r
Er effet, '§‘?3~3 = (z§= @A}@B est mesurable {th@}i et on a 1?‘*5 i«g g{;a
dfoh A,;(i‘ @B} < Tiq(aﬁ@f J< + 00 ; celte derniére inéralité n'cst

autre que (4).

(48
{9}
et
feute
)
(S
O\
i

PROPOSITIOL: 14.- Bi ?? egt 1ot é,fZ‘able dons A et dans B

sy

prable dsns AUB ; eu outre, si 4 ot B ne sc rencontrent pas on &
- r ; = o
> . £ - i
(5) - JAQB% a%m T ag,‘ + au
Comme AUB = AD(BN ‘é;,é.} B f ,g.é est mesurable ot gue {3

"'QQ[

e st
intds ~a’ble dans B 0 f A ( op.15), on peut se limiter au cas ok A0B=¢ ;
2 s 91 w3

al;}x’s o cg %@v dloh aussitht 1o provosition.

PHUPOSITION 1hH,- uoz.t (n ) pns suite de parties mesurables de B , Seux
4 deux s ‘ pciu‘t cemmuné 50it .§§ une foncilion mtégrabla duns chzcun
des ens emb};es A ;g___,r gue ;f soit intégrable dans i&g’} < il

faut et il suffit que lu sério de terme péniral ) ]-33& d [g] soit
» ‘ : 2 n S

convergente ; on g alors
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R
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e
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e

7 s o =% e o q > 2 7, 5
La condition est nceessaire, cur si % est intésrauble cdups A , il en
ciy de mémec de %g% , ot pour tout entier n , on o (prop.13 et 14 )
H - : e :
zi jﬂ %?g ye j g ggvce qui montre guc la séric dc terze
gt Bk : :
goniral af g% { g

, An
cn vertu de la prop,4sﬁ;,§3, 1la foncticn ,gﬁr étanlt sonnmec de la série

ert converronte. fa condition ¢st sufficantie

- dec terne gbénéral g%% :
: Ay

ons localement intécrables.

3
= : = = o Lo, s o .
DEFINITION 6.< On dit oulunc f@ﬁ@?l@ﬂ..% géfinic dans E , & valeurs

tout point x€EB , il existe un vozs“ng?e conpset de x dans leguel

&
PROPOSITION 16.- Toute fonction L localement intérrable cst ncsurable

ot intéerable dans tout enseable moaurable relstivement compact, ot

En cffet, soit K un ensemble compuact queleoncue dans B ; par hypothése
pour tout xek , il existc un voisinage compact V. de x duns lequel L
est intécrable ; comme K peut &fre rcco uvert par vun nombrc Tini dion-

sembles V., , £ est intéprable dans K {prop. 1% et 14), et psr suite

-

dans tout enscmble mesur: 2ble contenn dans X . Br ouire, comze %3@K

est mosurable, pour tout & >0 , il cxiste un cncemble compuct K < K
tcl gue gy%QK(EéZK )< e ot que §4 x S0it continuc dans X ; conme
§3¢ﬁ est épals 8 .% dans K , cela nontre °§ est mesurable, et
sehéve 1o démonsgtration de la premiéze partz ae'lg proposition.

La'réciproque eat immédiate.

-

CUrCLLAIHE 1.~ Bi _g ect une Tonciior localcment intéprablo, toute

& e 2 S R S
< g P8

fouction mesursble te 1o gus lal (£l est localenent intérrable.
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n effel, pour tout eﬁsemble'compqc% K. B §g,¢ % f?@KE , donc

I

ﬂN

{th. 5) %;@K est intégrable.
5i $ est une fonction loculoment intépreblo, £ unme

t localement intérrable.

COROLLAILE 2.-

fonction scalaire mes urable et bornesg-

.;fg.?g est mesurable (th.2) et si ég(x}:qélﬁ
i

Lg os
i

En effet,
[F2i< *f) _
PROPOSITION 17.- Pour qu'une forection localome ent intécrable ‘g soit
¢ Pdis xe® tels gus

l'snserble 1

<

intéprable, il faut ct il suffit que

nsemble dos nombres

‘§ (X}mQ soit dénombrablement mesurable ot gue 1'e

ﬁ 2.
JK S?E ag» » 94 K parcourt l'cpsemble des partics compactos
soit majoré dans R . - ,
). Réeiprogquement,

Les conditiors sont ¢évideasment nécessaires (cf.prop.]

s8i elles sont Vbrlflebs, P est réunion d'un encemble nég
d'unec suite {Kn) d'ensembles compacte (prop.it) ; donc §@§ sst pi

:partoat épgalec & l’envelcppe suite de fonctions somnablss

supéricure de lsg
4 du % 3.

est donc conséquence du cor.2 du th

5 le dﬁAo uUn esnacs

1fl @ K, ; la proposition
nesurable, 84 valeurs

7

PROPOSITION 18.- Toute fonction 5
de 3aaggh F, cst limite‘simple d'une suite de fonctions lo

calement

)

intépzabl s.

d

En effet, pouf:toat cntier n >0 dcfl ssong une fDﬁCthA F

par les conditions : }%:'n(??;} = agf‘(z} si %f{x} ggn - ‘gn(x}# n fé éﬁa si

é%iz}i 2 1 ; il est clair cue pour tout x eB , .§§{z} tend . %T%X},
ie

§QVSOQt'évidemmeni bornées ; reste 4 montrer qutsl

75 =
£ est continue duns un

i
#

Les fonctions

ce qui revient a voir que si

£2

%‘p : or, cela rés
tels que %s:,,z;}?;« o

sont mesurables,

espace compact K , il en est de mbze de

guc 1lfapplication W —»n. fgj de llensemble dos U

dans ¥ ost continue, ct égale & W pour tout . sur la sphére %L@g =0

sulte du Fait
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La prop.17 s'étend aussitét, par lc méme raisonnemont, aux fonctions

numériques mesurables {finice ou non).

-1§ 6. Inefdlltéu de convexité

i. Le theorcme do convex;te.

Dans tout ce paragrapho, E désigne un cspace locaolement compact /L une
mesure de Radon positive sur B .
THEORELE 1.~ Soit P D un cnsomble convexo formé

dans F , g une fonction mesurable tslle quc f£(E)~— D . Pour toute

7

fonction nundrique g > 0 , intéprable. non nérlisceblc et telle guc

Ve - < z - .
+ 8 s0it intérorable, le point

s ' jEpan

3

appartient &2 D .

=n effct, soit F! lc dual de F

a € R ) la rclation définiscant un demi-gcopace ferné contenant D . Comuc

g est intégrable, il cn est do méuo (93 cor.1 dn th.2) de 14 fonctior

a £ {G 23 > —— ﬁ = DTS " "T?% g 7

n@mériqa@ <Q?,g?, 9:> a=<:? @,v// 2 ; par ﬁfp@tz 'se, on a {f%(& 4 <o
- Y N T A . e

pour tout =xeE , done 4<;§(x}gax}343?/; < &giz; ; en kmz intépront,

R

il vient
| p
o
&2 =~
R, {g (iérb 7 // 7
, >y . =
vela proave que lo point éﬁ;ﬂ‘di“ apparticnt & tout deai-espace fermé
. : = L‘-é«y =

contezant D g conre D ost l’lnteruo tion des deni-ecpaces formés gul le

contienuent (Esp.vect.top.,chap.ll, & ), lo théordme est démontrs.

€QBOLLAIBE 1.- 5i la mesure it est dc masso totale éralo & 1 , 4 si g

est intécrable, ;ﬁ§ a o sppartiont & l'enveloppc fermée convexo dans F
- 2

AV
¥

! P
Y




Ly 2
- )
(5

Il suffit de prendre pour fonction g la constunte 1 .

COROLLAIRE 2.- Soit § une fonction intégrale daus un ensemble & inté-

grale et non néglireable ; le point .,i_.., jﬂ «§ de (ruox enne de {’

gj;zi

dens p.") appurtisnt & 1'ervelopre convexe fermée de ﬁé; (n) daps F .

11 suffit de prendz‘e pour fouction g la fonection caractiiristique .

2. L*iw;%égﬂité de la moyenne.
lious allons préeiser le th.1 pour les fonctions mesurables numériguss

{finizs ou non).

BE’EJTIOM 1.~ Etant donnde une fonction nuzérique £ (finie ou non},

on appelle maximua ezz'mesure, ou /H-maxinunm (resp. zinimum en mesure,

3§

ou M-msxiz pinioun) de lo fonetion f , et on désicpe par M (£

fresp. m w(f}); la borne inférienrs {resp. supbricurs) de l'ensemble

des nombres o tels gue l'on ait f{x) € o (resp. £{x) »a) 1localement

prosgue partoutb.

11 résulie nmussitdt de le définition que m (f j==M (- £}, donc de
toute propriété du maximum en mesure on déduilt une propriéié correspon-

dante du minimum en nesure. Un noters aussi gue si £ > 0 et ston
désigne par 1/f la fonction égale & 1/f(x) pour 0 & £(x) L 5
& O pour flx)=t 0o 5t op pour f{x;}z@; on a m‘w (f}z'@jz\ﬁ.'m{?/f}c
Pour tout o > M_(f) , 1'ensenble des xek tels gue £(x) > a est
localement néglipeable ; comme l'ensemble des X€E tlels que |

f(x} >M _(f) est réunion des ensembles oh £lx) > U (F)+ - (pour

n entier 7 1), cet cnsemble est aussi localement néglisesble { 85,
{

e

prop.4). 11 on résulte gue llon a f£(x) < M _, (f) localement presqgus
partout. La propridété correspondantic pour o @o(f) ect que

£(x) > o o (f) localement presque partout ; on en déduit que
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m (f) < Mw(f} (si la mesure p n'est pas nallse} ; en ouﬁ‘.?e, 1a

relation m __(F Y =U - (£} équivaut & dire que £ cst localement presous

partout épale & une constante.” Il est elair cue 1'on a

inf Pbx n £ M £ sup flx) .
it (x)<m. (f)c @g(,,«(X{pE(/

Si deux fonctions f,g sont égules localenent presyuc purtout, od a

(D) =n_(e) et H_J

Fntin, =i L el ¢ sant deux fonctions, telles gue fitg soit définie

a

= T
= Mq_mkg; .

)
Iy

localement presque purtout, on &

2% i S . L) { 3
(1} M ,_g<f?g> < M@;@ (f) + U oo \BJ

m
l\J
e
3
3

]
&
ot
ot
0
L
{-n
@
fie
&
v
(n'%a
2
o
=
s
o
I
L
@

I
o

si le second membre est définl, cona
do néze, si £ et g sont toutes doux 2 0 , on a
53 - ) Nooan =5
{ 7, M@Q(fg} :g: .r.sﬁ.@G F“fj,. /g Y%( =
si les doux ncobres sont définis.
PROPOSITION 1.(inégalité do la moyenns).- Soit f une fonction numérigue.

mesu‘ﬁabie ot finie presque partout, telle que m (£} et UM Oa(f}

goient finis. Pour toute T fonction m}mnrm% intéorable g >0 , }“g
fanc‘tioﬁ fe (définie '}:reqque partouot ) es‘i; intécrable, ct oh 3
(3) . (f}j Jfg dp < i () %{g d u

En outre, deux des trois membres de (3) ne pouvent Etre &paux que si,

dzns 1'ensemble x€E ofi g(x)#0 , £ est presgue partout égale &

M __ (£) , ou presque partout ésale 3 m  (£)

Zn effet, fg cst zesurable ( 5, cor.4 du th.2), et on a prosque

partout m Qo(f}g.(x} gxf(sc)g(x) LM (f/ga %) puisque },?ennemnle des

‘points xcE ob glx)#0 est dénv:}mbrablement mesurable ; il en résulte

cue fz est intégrable (§ 5, th.5) et on a 1'inégalité (3). Dlautre
part, la fonction MQ@ (£)g-fg est presque 'partout définie et égale
o (£)-t)g ; elle est donc presque parfout » O dams & ;




%

e a

.
_(

A

(LZOO (f‘ f;g est ﬂegl'!gea’g)_!_ez ce qui achéve la dé-io

COROLL;IRE.- Soit f unc fcnctxan mecurcble nunéric

conme la reistion: Mlgb(fﬁl/g d%g: ] fg d 1t est éguivalente &
. o :

il og(f)@p)g d s =0 , elle nevpeat ayoir lieu aue

=

si 1a fonction
notration.

cue finie presguo

- > k) < 5
Pinis, lors I est

partoutret telle que m (f§ et M _ () soient

intérrable dang tout ha"emble inté-ruble A , ¢t on &

: i =
s n (f).ppas & J PAPLH (£).

En outre, dsux des troig membrec de (4} ne pouven?t

est canstunto prescug partoutl duns & .

11 suffit de prendre g=9, dans iz prop. .
Z £ z
o0
ia L@’" 0;1~)L1~GOL) L ®
= 1:;3

A 2y v a5 v >
curs dans B gsueee

DEFINITION 2.~ FEtant donnée une fonetion £ 8 vul
& 7 2 £ * § 5“ i3 - 57
de Bunach F , oo pose B (? ) =M__ (%?g; , et on

§ , L valoprs cuss P, oL “eilcs g i oo J
: £ - A {) w =
Bn d'autres iermes, of est 1l'cusenble des fonc

1?

loe:leseni presine partout éralc & wnc foncltion borndée. 11 ezt eluir o

: - : )4'}9 5 - ~ ra = S
toute fonction de <¥jF ~ est loculonent intérrabie (8 3, n°9j .
11 résulte auscildt de i)y e 0 (+ 93 d (%’}%@?QO i?%} -

on o dlautre part 4 (A { )= Eﬁggii&, '(? }  pour

2

cfo&; i V
’cnue"ble oot donc un SoUZ-E5DUCE vecioriel

‘)

: 7 : - = - S % Do o
dc toutes les a-plications de B dgns ¥ , 6L b ﬁa{?a) col vn ﬂeM¢=na LG
su?,:xf . Les fomctions g' telles cue E;w (L )=0 nc cont zutres
qus les fonctions loecalenont nérlipcables (55,n%3) ; olles Torment un

sous-cspace vectoriel

. 2 &0 / o
{ou Lg-( ), ou i) l’c:puce qnotlcnt Q,W;vﬁo

. L = , oo
@wumm,.n%jf)cwﬁﬂwwmcnmmesM’ L

o :

7 3 LR iy . = T 7 &>

Oé poC hous désignerons par o, \ 5 f,é.;
B




PHOPO3ITION 2.- Lfospace rormé L oot complot.

50it en effet («5 ]) une suite e forciions de cél dent les inaces

2
canonigues dans F formeﬁx, u.ne suite de u-;m_cmr oL qzﬂozz peut supposer

borntes duns & ; pour tout cnticr n , il existe domc un entier k tel

’ - ey —xx =g .m. e e
Gue, pour 1 > k e‘t, 9 > k‘ , on ait H w{g égq)_ .g; o 5 autrement
dit, il existe un cnf"o::bln loculement néglireable 1&?(1 tel que l'on sit

i It 1 o .
9%3 (x)- 1 {x}é{ —  pour tout xé' A . Bia est la réunion des

i e D i Q e 0 §518] n
e ¢ 3 ' 3
cnsenbles LPC{ {p > g > kﬂ} i est loe d.}.ﬁm.g,flt néglis ecz,bﬁg
{ &5 oD + = & Y 075 1
€5, prop.1) et ponr ‘tcu‘t X - o0 o v(:f:,sv To X< ¢ pour
: & S P 5 &
P>k ¢t g >k . Soit 4 l'cnoouble localcwont négliceabls réunion

des A, ci posons %n(l{}'-: §n(xé pour xfgft . % {(x)=0 pour X'é‘;’i.;

: 2 eie ' 5 63 iz ; 5
CL spp.rtient & et d'aprie la définition de 4 , 1a suite (g )
&1 F? ’ gn

cenverge uniforrérent duns £ vers une forction % Il en résulte gque

s 00
est nesurzble 5 th 5) et bornée, donc appartient & fip 2 on ou‘cre,

o

en faiscont teaare g vers + oo , durs 1'inéealité %pfx} % J) ¥<
> f}sj i b : 3 C s ik = Ei
(vzlable pour x€ 5 , pv}» ket a >k ), on a Eé’p<x) %.(X; g

T

pour tout x€E et tout p > k ; e qul nmontre que, duns L

J%‘ll\

oy
c.-
&

w

classe de ¢ oot limitc de la guite dos classes des £ .

<

o

(o=
= des ronctions nuné-
ricuee (finies ou non) doui chucune est 105glemoat presque partout

Cn d4éfinit de la mbme rmanidre l’eﬁsemble o

épalc & un. fonetion Lornde ; le cuotient de cet oo ipace par 1a relsticn
. d'égrivalence 7f et g sont érules locilencnt 1rbu4@e purtout? peut

-

éviderment 8tre identifid 5 llaspice L

T 3




- 83 -
Remurgue.-Supposons gue le support de la mesure f% scu,t e;;vl a B .
Alors, o3 »?Q est une fonction continus et bornés dars L, ;i“ appar-
: o0 . 3 " - v
tient a ol . ctona N (~§9%:§§é = sup §§>{X>€ ; en effet,

KE D
%j |

si a < | , llensemble des =x €E tels que %,ﬁf,(‘z}g;}@ est
ouvert et non vide, donc de mesure > O . Ou voit donc qu'on peut

&

id ntifier l'espace normé éb?{E) dcs fonctions continues ot

bornces dans E |, Buni de lu topologie de 1la convergsuce uniiorme,

T

£ Un Soug-espace ferme de 1l'espace normé L . En général, ce

b

sous-ospace est distinct de L . et on voit en particulier qus

llespace [\ W{E) des cluosses da.:{‘gnc:’c‘? ons econtinues & support

= iz T &o ” 2 < -
) comnpact n'est pas partout demse dans L, en général, alors cue

.'T
( . = ,
Bz 2 Ty : 3 p
pur définition, 11 est partout dense durs tous les espuaces L;F

pour 1<p<+ o0 (83, d6f.1).

4. Ltingpalité de Holder.

Dans ce n® et désirnoront deux nosbres réels tels gque 1< pg+ oo
7 > = = = 3
‘f ,% : =y ‘

! 1&g £+ 02 , 1iés par 1la relution E + —=1, avec la convention
i/t o =0 : on s done -m/(p-i) 6i i<p<toeo ,q=+o0 si p=i
% et g=1 i p=t©° : p et g seront appelés des exposants conjusués. On

| remarquera quc la relation 1<p<2 éguivaut & 2<q<+ oo on n's

"p=q que lorsque p et g sont égaux & 2 .
THaCh 2 (indralité de Holder).- 5oi em"‘ £ et g deux ¢onctlons mzmurlque@

telles gue 1 émf% et g 6@53; ; 9n _suppocse en outre qua, g_}w p=+ oo

{zesp. =t oo) 12 fancﬁifm £ "rcms,g} eail firiec presguc ‘s}urta&t Alors

la fonction fr (dér"wle presgue pz_s:z’*tua ) ast .:‘s.n“té;g;m,blc£ et on a
(5) 1, (fe) < B E)E (2)

Ly prowier licu, la fonction fg est mesurable (8 5,cor.4 du th.2).

8i 1< p<+ o , 1'infbralité de Holder pour l'lﬁﬁe“‘?‘&l“ supéricure

(o2, ©1) montre gue fg_g'ef;t in*i;ég;r:;bl_e, et gulon & 1'inézulité (5)




b

g=t ce

sont des‘conséauences im; distas.de

ie thoorame est donc démontréd danc Lo

ConoLidd h,u 1=

que fr soit intégrable

1tinepzlile de la

moyenne {(prop.1)

us lee cags:

wne

aire continue de

Soiontr.FgG,H trois esraces de Bdﬂ&@h et (% 1) )ﬁﬁg?gg’

F xC dans H telle gue

application biliné

[P0 < Ixl iyl - =2 Ll

P et >4 14 fcncticn”
r & gelgr

@ 4 5 P &) e 2 {
fort 5Lsp.veczaagp,;eh&p,iii,é )}, 8t s0lb (A X r {/;%5513/>

1 2 3 e e : ; o P % ~
1a forme bilinbaire canonigue sur PxFt', 0i Le PP ot ce 2 la
s {5 Tl
= 7 ¢
> — eioe Z 2 i 7
fonction pwacrigus <{§=; %,;> ooh intérorable, ot on & |
< F 2 , : |
£ n |
{75 L e >t agr & (L (o) |
S gk w0 > Lo ol i G g ]
‘ Li<taz2 ' = F ] |
7 Gy s 73 % L 2 = :’72) J
SoROLLAGINE 5. - Boit F un e5pace de Banach, [ wwe f0 ctlop de o = , |
3 ‘ SR |
=7 =
5 v L = = 3 & Y E 2 |
g unc Tonction punérigue appartenant & o, 5 1o fometion gi  ost |

intéprablo, et oo &

(8)

= Wl - = ‘%

!

COROLLATHE 4.~ Boient figfg,.\ag o, A fopctiors positives et intécrables
G ylisev e )& n nozmbres >0 tels gue - misi ; dans ces condicions

= o(o & Cz4
1z fonction ,,..f " est inté rable e* on a

jf ...f*%d%g

En s&fet pour

pour n quelconque;'l’inegallte se‘demontre par‘r@currence ; en cffey, -

$OS00s

‘2, l'lncgallté nlest autre qu'une autre forme de 5

(d{f du

ﬁ[fay} “,géay)
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o % 'R—i -0
- |
4 Siras “ fnd !’ =G a“k’ Y {’
On &, dlupres (9H) j ;’_‘; fz,a clg;(( gdéﬁ—} ®n¢
= : - : %&Ij{ o s
hels comme on a g == =1
i=4 e%n_ »
- a0 O :
{jg_,af;,} . < (Jf@p&} ) {Jg

‘oh le corocllaire.

, .
jfap)

1l'hypothse de récurrence cntrainme

Yous allons %’031 gu'on peut préciser lo cor.2 dang le cas oG F e
un ospace de Hilbert f(sur R onsur € ) :
PROPOSITIUS 3.- Soit F un espace de Hilbert (sur R ou € ), ot coit
(X , 3 -»-M}><tx‘,/;> le produit scalairs dans F . Zour toute Tfonction
32,5—3;5’ s on 8 [
() zsp(qg?} - ;?géj\f%/féz -
lious utiliseronmc le lonie cuifunt -~
lemme - B3 (L est une fonction nesurable @ yaleurs dans un espace de
Banoch F |, 1a fonction v fgale & O lorsque &(K;&Q & wiz) f"g@;(x'}é
loreguo w(z}%@ , est mesurable.
zn offet, s0it K un ensemble conpact guolcopgue dars o , A ia partis
6s b ol ',:,;, {x) = E-,.K,a ? A le c&u égesz.ﬁaifs de A dané K , L et B
pont des enccmbles inté-rablos ; pour tout e >0 , 11 exigte domc demx'
& obieo (,affma,c ts K?{;A - Kg':ag talc; que (:a,{“rgx‘i?} g % g«&;

1B
e

o i . ' z

# (B é)ﬁn} & %? - Dans K, ¥ est nulle, donc continue, il existe

3 ! = - : ¢ 2
gy il 3o o ey & ¥
32 54 enps oF 3 3 = = e 2y One =7 e 4 &
d’autre part dans K, un ens semble compact 5 tel que ’g&{Kz 0 Ef’f? }‘fi‘?j :
et ous (L soit coniinue et #0 dans .’;5 : i1 en rvésulte gw v est
continue dens K U K_, et comme (K Af (K _}) £ & . cele prouvs

gue v est mesamble,

Par sbue de lancage, nous désignsmzia par U /

é.c}i’lzve dsns le lenmme pra,cédent,

la f‘onetz.cm \i
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&

Cels étant, consicérons diabord le cus of <p<{+ Cco ; posons
af g =

L1 = -k ; elle est

S

3

<

q , et considérons la Tonction % =

3

7
3
mesurable dfapris le lo.me, ot on 8 g% o - ﬁ%% p/iié

(S5, cor.1 du th.5) on & g,é c,{:; s et Ilq(% )=1 ; d'autre part, on a
-1 5 . 35
<*§:)§>=i§3§ﬁ (I (72 ))T ; or, ona rH=E9 -5, done

"fr{i«?f»;;ds T ué (s i) oo
j s L Bip s/l p"?? s qai
dans ce cas démontre (9).
In s‘econd liesu, supposons que bp=1 '; si on prend %= %/ ,-H , 00 a
évicerment é 9 {x) ig_? pour tout XEE , donc K {%, J £ 1

oo
: £ = |p s e o a0
par? <-gs,%> = Eﬂ J; par suite [ £, 9> du= j Hﬂg dp= ,J,g({iﬁ :

Lnfin, supposons p=t+ oo , ot soit a un nombre gusiconque tel que
0 e < __(£) ; paer hypothése, liensemble des x¢i tels gue

3&%(%‘:}%7 2 est umecsurable et nlest pus 1(;&,.6.,,6“;@11, héslireable, donc
f:a;zw tigent un ensemble intégrable A ds mesure v ,a,A > 0 . La fonction

o

£ 1
g= - . ~=§m est mesurable dlopres le lenms, et on a ;%ﬁ = o 9,

e

g g4 %:
donc g o t ntégrable, ot 1 (% )=1 ; d'autre part, on 5.?

‘ 7 : i -
o s i e

connc a est un nombre quelconque < I . (%ﬁ“ )} , 1a relation (9) est

s

cncore démontrée dans co cas.

Cu,‘w.b, \IiiE .- 3o0it ¥ un pace de Hilbert. Pour cetle fonetion [ - ¢£P
5 g L E 9

: ; ~F e 5 z 2
ﬁapplica‘tion %ﬁj<§’,%> d ¢ est unc Torme linéaire continue

sur l'espace de Banach L%i = dent s 10TI0 est érale & ﬂp(%}

b




Q-B‘?-».

Ag;glication,: relations entre les espaces LE (1< p<+too ).

P
_ °F
PROPOSITION 4.- Soit t £ une fonction mesurable &

de Benach F ; l'ensemble des nombres B~ (finis ou nsm} tels gus

= ¢ D = - ’ = = -~
L (&} poit finie est vide ou est un intervalle I . Si i nlest pas

réduit & un paz.m:? Itavpliestion D — }‘
c_eji 1o i {{j) cot une fonction convexe de f/b Gons T =i [ afest pas
8

]

Jous samzz déja (chap.I, éjwéao 43 gue llenmsemble J des nombres

D 2t finis tels que i (L jJ« + oo est vide ou un intervalle, ot que

§ ) est fonction convexse de 1/p dans d (lorscue J n'est pas

&2 un point et que f[ niest @és.ﬁéglig;eahie} ; cels entraine
bier entendu la continuité de p —>E& ( !} dans J . 11 reste donc

: Dot
soulencnt 3 domontrer quc cette Tonctlion est continue en unc extriémité
r 21 de J , lorsguc r sst Tini et af{«; =+ ¢o ot au gzoiﬁ,i: + 0
bong lc premisr cas, Gésirmons psr & l'onsemble (nesurable) des
- : - :

j:;@f“i;c" ounf ggﬁax} g > 1 - o1 5 U J .;gf‘i’“d it jf . E-%:fp dp

: = E A :
SUpDOSONs par excmple gue 1&}3{@ ) soit finie pour D > r . Lorsqus p
& _

tenc vers r 4 droite, é’cgjgp tend vers gc-i, / * en décroissant dans A ,

en c¢roissant dans éﬁ ; ltavplication du th.4 du §5 nmontre gue

5" : ~ . - .
5 ?‘é‘éydﬁ tond vers + ©© , donc que N (L) est continue au point
v i 2 , s 7 -

Pour montror que p—> 4 $ } eat continue gu point + oo (lors,uc I
87

, Te.arquons d'sbord que lin U (L)

=

existe toujours ; c'esi Gvideoul si liexteenité g de J oot fz.m,og car

-

J=+ o5  pour D>8; ot si s=too , ol de 1

wwexits de  log z-ap(gf } en fonction 4 1/p dans J . Cela s:»’ﬁr,auzn‘,;g
. montrons diabord q&e i z& (g,’ < (.g ) ; 1'inégelité étant

Svidente 581 o . { -% J= + 6o, nous nous bornercns au cas oh H

4

e5%

- (5
finio

valeurs dans un espacs

I (£ ) est coutinuo dans E‘i - _ao}
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Si réJd , on a , pour tout nombre fini P

N

et 111 nép&l*te ce ls moyenne donne donc
' ae f b
H(R)C (R N R
HUE)

e

o

ce cul nontre en precier lieu gue

_outro, en faisart tendre p vers

- n
u§{?

7
iteste & prouver que

tel gue Q<°a<ﬁca<%? ).

iim
D—sa
coit

A l?&ﬁﬂe:b?e

= e
(3@}}(; r)}'p -
L+ oo mmr'r<p<%bo : en

- (7]

g } Solt a un nombre queiccnque

il vient Pl;m b ﬁ@

(mswsumble) des x B t,elu

gue E,g{x)g > & - 5i Anlest pas'iﬁﬁ’g rable, on a X (g } 00
e
pour tout p fini ; conze par hypothése I n'est pas réduit au point + oo,
on a ausgi ﬁép {é?}s o . et 1'ipé;alité est dém ontree duns ce cas.
81 A est iptéyrable, ona (A > O por définition de N f% J
pour tout P fini, on a En{wf} §=aw{{aﬁ}?fp : clest évident si §P<%3>2ﬁ'00
et sinon cela résulis e lfiaégazité dc la Zoyonne. Faisant tendre p |
vers + oo , il vient donc rl%m Enié?} > & , ce cul achéve la
. Lpoo ¥ F ? :
démenstraticn, puisque a est un nombre arbitraire tel que C<ad{l . {f )
Bensrgue .- Pour tout intervalle | contenu dans tigé-f on peut |
donner des exenples de mesurég gé et de¢ fonctions ‘g telles
que I soit identique & llencenble des noabres p » 1 tels que
{exere. ).
sont trois nombres » 1 tels gue 2 p<Ls ,
ﬁf;‘ st contenue dans (ifg\.
éméfaig les topolopies inuuites sur erXLS par
“<jp<§s} gont distinctes ; =i on ne fait aucune
entuire sur B - aucune ;es'deux topelories
'fELE par cellos de L et de - tost en générul

plus fine que lluutre (en dfouilres
B A{r 30 ‘f} peut prendre des val
ey, -
% L5

termes, le rupport

arbitrairement petites




-,8(}

et des wvaleurs arbitrairemsnt gr;udeq davg 95 oL ;
ef. exerc. ) .
La prop.4 peuf'ﬁtre précisée si B est intér rabie : -

_PROPOSITION 5.- Soiz qg une fonction nssurable & vuleurs dans un ¢space

s

dge Buanachh F . 31 B esi ;ntéfraslc?_i'gasemble I dos nombren p_%,? tels

L3 o

gue ﬁqu ) soit Tini, est vide ou egt un ;ntarv&11e dioririne p=1 et

contenant ce point ; en gutrs, (gig)nifpﬁp(éf} est fonctior croissante
de p dans I . '
Clest une consdéguence inmacdiale dg ls prop.4 ci-dessus, et de 1z

prop.h du chap.I, $3 |
iei encore, pour Eégg intervalle I do'orizine 1 et contenant
ce point, on peut donner dcs exemples de mesures (L et de
fonctions §, telles que B coil intécrable ot gue I soit ’
igenticgue a 1'ensenble des noabres p 71 tels que ﬁpi%i(ﬁao

COROLLAIRE 1.~ 8i E est intdérrable, 1s relation r < s sntraipe

7
= % 3 < 2
wf}bgjmf’r - on outre, la topoloric de l'easvace L est plus fine gue
A, C.ou i ; LTE, ‘ g e 25 S Dee P £y S thT gervi=
£ < : ?
l: topolosie 1md :ite sur LF par cellc de LF :
: > =g
Gn peut montrer gu'en général la torologie de L, est

fctirictesont plus fine gue lu topolopie induite par celle

7

T _
de L, (exerc. ).

COROLLAIRE 2.- L'espace B {iant supposé inté-rable, scit g?B un ensenble

dtapplieations cesurables el pornces je E dens P, dense par rapport &

1lenscmble des applicaticns continves bormées de B dins F , pour la

topoiogie de la converpence uniforme ; glors l'ensemble P deg classes

el

.da fonciions de €?; est purtout ue a duns chacun dec cspaces LF rour

n(ﬁ— 5o
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W
Lol

Clest unc conséquence du cor.t du fnit que l'ensemble des classges

d'applicutiorns co&ﬁinues bcrﬂées co b g B est partous dense duns
i 3

0

: E
chacune dec L. {i<pct oo ).

6. ihfordmesde Thorin et . Hiesg ; applicutions.

o

Voir la rédaction Etat 4, p.1ui-111, qui n'a pas ét6 discutée ; la
Tnise de Thorin n'sprorte rien de nouveau.
g 7. Inege d'une mesurs.

4. Imagred'une mesure par une applicatlon mesurable,

Soient B et F deux espaces localement compacts, ¢ une mesure ds

Badon positive sur E , 6 une application 4&= esurable de & dans F ; pour

toute fonction nunéricue continue [ diéfinie dang F , fet ecsti 1 curable

(55.,th.2). lious surposeronc duns tout ce qui zuil, gque ¢ est telle qus,

pour toute partie compacis K F %{K} ost intégrable ; cetle co di-

tion eat en parbiculier vérifide lor squo U ect une application continue

4 :
PROPOSITION 4.- Si , pour toute partic coipacte K F , 6(K) ast
o » - 1. e 3 €\_'t.”// ey - - 2
intlér-rable, pour toute fornecticn £ éifgwifj ., Pefi  ecl Intcprable.

. 4 e ‘
5n effet. ocoit 8 le support de £ . of soit A = 8(3) gui, par aypotie-
e & s x 2

se esl irtécrable ; f est limitec uniforme de combinaisons iindéaires de

fonctions caractérictiques a'ensembles compacts contenus dans ©

rop.12) ; il en résulte uuseitdt que fot est limite uniforme
dp fonctions Gtagdes & support contenud ans A , donc foU est intégrable.

c
Hemargue.- Lz réeiprogue te cebie propositicn est wraie lorsque

¥ est ﬂbifl“&ﬁl? ; en effet, pour toute partie compacte Ko F ,

ia Tometion ¢ aracilirictig e 9. oot 1liznite simple d’uﬂﬂ suite

- : décr01usante de founctions de ;ﬁ 3%;(9 car h est lﬁterﬂcculan

d%uno suite déercicsante (4 ) dfensenbles ouverts relativement
= - compacts,




1
|

on en conclul que éah esl intégrable dang K |, et qu'on a (mesure induiteﬁl

et =i fn est vune application continue de F duns Oﬁﬁsﬁ Ggale 4 O
dang %ﬁL f 1 dans K, » eost liuite d: 1 suite £ ; on peut
supposer l= suite (fh) déeroisgante, en reapldgant ¢ventuellierent

f par infaf -t f ). Cela é6tant, 1u fonetion cursctéristique
- 2 z 5

ée 6{X) est limitc de 1a cuite décroiscante des fonciions inté-

grablec £ o0 . donc est intéerable. 5i 6 est continue, la réei-

1
~4 ,
proque de lu prop.i est vraic sussi, car alors 6(K) est fermé et

’

sa fonction curactéristique est majordc par une fonebion intégrable.

o = B LR = : 7 = % &
By yuison de i’agpstncse fuite sur O |, pour toute fonction f£e H(

[

H

le nonbre v ( (foB} gy est défini et fini, et la relation 1 3

£

entraine -Q{f}‘> J ; 3 esi donc une mesure de Hadon positive sur F |

\

que nous désignerons par 6( @).

PROPOCITION 2.- Pour toute fonction g > 0 semi-contimue inféricurement
= - % -
daps F et & support compact, g¢® oot Tccurable, et ona 9 (gl= tlgol).

ious commencerons par considérer lc cus of g est bornde ; soit S le

support compact de g , et A = é( 5) , qui ect intérrable par hypothése ;
on posera i = iu@g glx). Ta Lcnut ion g est l'enveloppe suréricurs dsuﬁa
Pamille ity nﬁeé;xeéd {fa) de foncticns continues ;%6 , & support conte-

1 dans 8 , et on a §'{g} = sgp~%(f@}m 5Up gL{zu 8} par définition.
El fau denc prouver gue Sup @a(fgaﬁ} = gf(gaﬁg. Pour tout e>0 , i1
@ - 3 :
2 7 s = o =3 i . =
@TLS§Q par hypothese un ensemble cempasz'iig;;g tol gue @@(Aféﬁ K);é T
et gue 1a Tonction mcsurable U soit coptinue ders K ; 1a restriction de

et & X est done 1'enveloppe supirieure des fonctions f o0 , continues

dens K et ellc est per suile semi-continue inféricurement dans K ;

j (gzsi)d w = sup j (1 eG}diA Conme g(e(x}}<:u dans 4 , on &




Fe
e

£00)< f @vaa}dg%- ,%(AfﬁhK) gv( 0933%4€

= -

. {
et comme pour toute fonction =, dy\f ot )a 5@{;@(; 20}, on a
lic (go 0) gg sup J((f,.,‘?f?}dgb&% ; comme £ ast uz'bl’cra:z.re et qu'on a8

évidemsent par aillours éfi‘(ga 0) > j(f 29 }d,ﬁ pour tout a , on a
bien g,é")‘”{;; ot)=sup w{f o8). Eu outrs, si h= :_r,, }( s}, on a
- g (¢S :
% - «
i {n }< Me , ce qui montre gquse geo 8 est intéerable, puisgue

\;

e,

@g,\ g08) ltest.

Passons au cas général ; v&lgrs en posant gﬂzsup{g,n}, g, est somi-

continuec inféricurement et on a g=sup g, , donc geob = 53D (g,°0) ;

conme g, O cot intisrable et {g, 0) = (g, ) , g est zesurable

n
‘f‘g 5, cor. du th.3) et en vertu du th. de Lebesgue, on a

3

7

)= Lﬁ o (g,)= lim p(g 26) = 51&%55»@{%}

> 000
f*-ORVmJ.;AIRE,é Pour tout ercemble ouvert relativement compact U F

1 .
Ttenmerble  0(U) est intégrabl@.

PROPOSITION 3.- Pour toute fonection numérigue £ 2 0 , definie dans
£
W

pour toutes les forctions semi-continueg infériecurement g telles que

g » £ ; oo peut se borner & considirer des Tonctions sesi-countinues
& > £ dont le support est contenu duns U , car si g >f , la fonction

h é6cale & g dans U , & O ailleurs, est semi-continus inféricurement
et on a fchgp . 11 et clair alors gqu'ona geo o fee , et

par suite O%(g} =(ﬁ”(gae) fi(me) done  V(F) Z ﬂ%(fo 8) - ,
tout rovient & dbmontrer l'indsalits  V9(£) ¢ p¥(£o0) . Soit M 1a

bornc scupérieure de £ ; pour tout € > 0 , il existe une fonction u
? & ety




=
semi-continuwe inférieurement dans E |, telle que fo 6 L u gl , et
; 5 - |
g¥(u) L K (£eo6He . Par hypothdse, A = 6(u) est intégrable, et il
oxiste un cascnble compaect Ke A tel cue g;xz,(A ﬂg k)< % , et que

la fonction 9 soit continue dans K ; pour tout xzeK , soit H(x)
ltensemble des ye K tels que 6(y)=0(x) , autrement dit 1'ensesble

-1 ,
K 6(8(x)) ; posons, pour tout xek , alx)= ?%?f uly) ; il est

== >
g

clair qulon a fo 0<& u . HNous allons voir que B est gemi-continue

inféricurement dans K . Fn effet, u eot seni-continue inférieurement

dans K ; pour tout nozbre k , soit 4, 1l'ensemble dce pointe x€K ob

¥ tels que ulx) < k ; par hypothése,

o

u(z) £k , B l'cnsezble .es x <

k
4, cst ferné (Top.gén. , ennp.IV, $6,prop.1), donc compset. D'sutre

-

comue chague cnsemble H(x:) esti compact, ul{x) atieint sa borne

(i3]

r
inféricure dans H(x) (Zon.sén.,chap.iV, § 6,th.3) ; donc, si XEB,

Sowmrinatant el e

&

o e

il existe yeH(x) tel gue uly) < k , antrement dit, tel que yg&k

-
o oln
la réciprogue 6Gtant immécdiate, on = By = 6(6(a, })NK , ot comme 6 est
continuo dans K , 6(4, ) est compact dans F , et B, fermé dans K ;

cela prouve bien oue u est seni-continue inférieurenent dans X
{Taﬁfgéﬁ, ehap.1V,q 6,rrop.1). Le méne raisonnemcnt montre en outre

gu'on peut decrize n = 30@'6 s Of g 23t semi-continue inféricurenent

-

dans O(K) , l'ensemble B% étant évidemment gaturdé pour la relstion

d'éouivalence 6{x)=0{y) . Il exicte une fonction g, smemi-continue
. . : : j

A

inférieurement dans F , 4 suprport dans U , prolongeant &, et S M

(il suffit de concidérer ¢ comme enveloppe supérisure de fonctions

C
continues dans 9(K) el do prolonger chacuns de ces dernidresc en une
fonction continuve & surport dans U st < M , par application du

th., d'Urysohn ; l'enveloppe supéricure de ces fo:ctions prolongsées est

1z fonction 5 cherchée) ; si h est la fonction égale & g, (donc & gQ)




= fjd e

&}
g2
o
g.,_z
o

A
8
s
i

dans O(X) , & ¥ dans ﬁn‘p{ 0(K)), & O ailleurs, h es

o

2

3 t
£<h , done '\} Fey <20 n), et V()< Vg Uy (WAL (8(K)) =

= V(g . (A ﬂ@ (-6{‘3(51’}} }ég,éw(g; o8)te {cor. de la prop.2).
Or, la fonction g.00 st émﬁ e au dans K , done majorées par u dans

.'

, on a féfg,&’}}é mté

m

)

X ; conne elle st ne wmo par M dans A f’% ﬁ

Pir-lencrt, 11 vient }%’ ( }‘ §L (u)ree ¢ (ffﬁ}% % , et comme & est

4

arbitraire, 1u propositica ¢ ot démoatrée

THEORE B 1.- Y;S‘gg;g; fg unc fonction définie dans ¥ , & valeurs dans
un espace de Bancch G pcmr gue .553 soit intéprable pour vy , sSans un
encemble compact K , dammxxxxbigxz 11 faub et il suffii gue %?é § =o0it
% g ;
intégrable pour ¢ duns ag(%’x}p;_ on “ alors
Considérons dfabord le cas od .i.’ est bornée. ©Si f} est intésrable

dons ¥ , on psut supposer gue .;Q g son surport dans K ; pour tout e >0,

11 oxistc vne fonction comuinue 4 & supnord conpact, & valeurs dans G
{7
- }i: ir : 5 ALY = i -
telle gue V (§e§= = '“wH £ £ ; diapyes la prop.j , 0B & abcsi
J £
dir a.0h - o v 1 -
AR g%“ﬁ = 65,: <& , ¢t comme %@fi eat, intérrable, il en est
8 st A >4

pour démontrer la réciprogue, on peut se borper au cas c& £ et une
-1
= : : 5 7 = A
fonctioa nunmérigus. Bn ctiet, i L2868 est 'fm:e srable dans 0(%) , le

rais onaempn& du th.4, gfﬁ e“t de so0n cor.1 montre que %‘aa' 'e;a't limite

prosgue partout dans G(K) d'une svite de fonctions étapgdes, dont
ciacune est de 1o forne -gifo , & son curport contenu dans gf <) Lu.
;ét telle que  §§§?§ < E?% . 51 on montre Q&GICL&C 1ne des %Ew gst
1ntggrablo i % {pour ¥ }, l*aﬁylicaﬁiox éu th. de Lebésguevm;ntxera

donc que g est intécrable dans X .




)

B g
= 40 : :
Supposons donc gue T soit unc Tonmclion pusérigue bornée. telle gue
: : 2 : 3 : di 2 = :
f08 s0it inlé rable duns O0(K} ot de support contenu dans B8(K) ;

en ajoutant unc constante & £ , on peul supposer que £ 70 ; alors on a

% | , . . .
V' (£) = Y (£006) (prop.3) ; il oxiste donc une fonction semi-continue
)

inférieurcment h 7 £ telle que pt(ho0)- g(feljL e ; en sppliquant

la méme réoultat 4 la foncticon ifi,prc»f (sa P < M.g_j, on voit gufil
. : 4 K

existe nne fonction g seumi-continue inféricurement telle que g £ T

ot qcue [ (£20)-plpec8)L € ; dﬁarfe’* 1z prop.2, on a par suite
3 (h)-2(g) 5,:; 2¢ , ce cul prouve gue £ est intégrable.

La forrule {’2}‘ étanl valable pour toute fonction £ continue 2 vgu};p@z‘t
copzet, s'étend par continuité au cas oh - est int serable et bornce,
emz;ﬁ;é tenu de ia ~.z‘epwé :

heste & éeﬂ@ﬂt“”%? le tnéc»z"éme lorsque .- n'est pas borpée ;| onm 1téta-
blit d'asbord lorsgue £ a(* une fonction numérigue 2O , en coasidérspt
f comne ezzvalégpa supérieurs des fonctiong £ =inf(f,n), et on appli-
m. nt le t}zgé‘% do Q3. 5i muintenant 5 prend ses valsurs duans Un 85SDBCS

&

: i = e
dec Bznach guelcorgue, comme on a4 oUi= fo

fo ‘ = .
£ ot :egi °6 | soni simultanément intésrables ; on approciic ensuile £
2 5 & i 3
par une cuvite de fonciion { & e o B . A 3,
paz une Suite 10NCLvi0ns an : - ctani egaie & ’Z; B3 ;é*g” ’ke—sjggg Z
@
5 - I or N . - i g ip e
2 n{; (X};H» (x}£ pour '§=§* (x;§> n ; comue MQ% <i{fl , le th. ds

Lebesrue permet de conclure, et donne aussi la relation (1).

CORQLIAIRE.- Pour gu'une partie A dec F soit mesurabls pour y , il

faut ot 31 sulfit que 6(a) soit mecurable pour g, eb pour tout
, ¢ .
ennenble compagt Ko F , on 8
A
: : -4
('>§ . Y(ank} =p( GlAnK)) .

»:1 U(b)' est me 'urabln pour tout ensewmble compact KO F

=4 :
.@{ﬁ 1KY = &(A)f"’a b(zi} eot intéprable, dcszm (th, i), 20K ast inté-

f:zésmle,‘ ot pzr suite A est nesurable, et on a la relation (2) .




.

Pour démontrsr la réciproque

-
v

&

g

considéreons un ensenple conpaet H dans
pour tout enticr n , il existe dans H un cnsesble compaet Hr tel gus

4 1

gé(ﬁfﬁs H )€ 1/n ot que U soit continue dans H_ ; on peut en outre
1z suite (H ) est croissante ; le coplémentaire H dans H

SUpposer que

de la réunion des H est éagc de mesure nulle. Cela étant, O(H ) est
compact, 2onc A;”gﬂ{ﬁﬁ) est in@éxfableg el par cuite, il en est de

= : = A E =4
méme de 6{A}N} %(s@{n)} ; lloncerble H N ?(A}z ﬁﬁgﬁg{”é{gmé{és{ﬁn}}}
est donc aussi intépgrabie. Lais zlors Hn 6(A) est réunion ds
licnsonbic n ige able Egﬁue{ﬁ} et Ge la sultc croissante dferncenmbles

intézsrales Enf} 6(A) done il est lui-m8me i ztcfﬂf le, ce gui achéve

la démonstration.

PROPOSITION 4.- Soit F pp espace localement compact réunion dépombrable

{60/

d'ensembles compacts. Pour gufune fonction , 8éfinie dans F ,

o )

voleurs dans un espace de Banaen G, zoit intécrable pour ¥ , il faul

et il suffit que §<z$ goit intéorable pour ¢ , el on 5 alors
7 > “

s - o o - = n
de riusnion F ; pogons A =K 1| K_ . 5L et deiéoryanie. L oot
4 T 5 §
intéprable dans chacun des ensemblos 4, ot la série de terme cinéral
o £ 7 A > -
I Eé% dv erct converrente ; d'aprés le th.1, §»ﬁd eat inlépgrable
n -4 { g
4 - £ 2 £ ;fl._' ki
dans U{ﬁn} , et la géric de lerme général %3x}éif_ ‘g?véglﬂ}b
g {{ﬁ"""y}

. - " v o . . ¢
est convergentc ; done {g b, 71op. 15 %wc% e~l iptépgrable. La rici-

prosuc ge doénmontre ds la mﬁﬂ manicre.,

2. 1mare d'une resure par une application continue.

: 1
$3i on supposc ceulement 1ls fonction 0 zmesurable eb telle gue  G(K)
soit intézrable pour tout compact K F , ot oi F n'est pac rdéunion

dénombrable de compacis , il nlest ras nisecsaire que £ 08 soit




==‘:3?w
£ 2 - 2

inlé rable lar sque £ l'est ; en particulier, un encemble N C F peut étre
/3 5

i
négli peabig suns que G(s le scit (excre. . Zous allons voir gue ces
phérnondnes ne vouvent se proiulre lorcgulon suppose on oulrs gue U est
continue. - - -
PHQFDGQT"‘S .- 531 0 est continue, pour toute fonction g >0 , semi-

continue inféricurcment davs ¥ , goc© est semi-continue inféricurement

¥, o
dans E ,etona 3 (g)= H (g 0) .

n offet, g est 1'onveloppe supérieure d'une famille filtrante {f&}
de fonctions contlnaeq 4 support compaci, et on a4
,:?fa P o ¥ b
Vi3 = sup 3 (f )= sup éaifé?ﬁ}o Or, les fonetions £ of sont continues,

lirants, et g8 est leur enveloppe supirisure ;

oL 2 donc @é‘g~a“)= S&p %£<f%9b} = Vo) .
THEORBME 2 Soit £ upne fonection définie dansg F , 4 valeurs dans un
&

cst intéfrableg gt on s
fa .{‘ £ g 5’{ 58 e
( ) i dJ = jilinB) diL .
ot S J ;
~ 5 = . ; . i fo v 4 & S &
“n effot, l'ensemble A des points o8 4L (x)#£0 est dénombrablenment
J = g J

: 3 z 3 s s o f e D : Loy mate =
mesurable, domc réunion dlume suile croissante (K ) d'eonsembles @@@p@@ﬁu
ceux & deux sans oint @oJﬂﬁag et d

X

% {- 7 P o §
£o0 eot intécrable dans ‘( ) (£3.1) et que Ji T €ig==}§@,}?§5“3ﬁﬁ-
%
(K,J (& 5,prop.15

fr-ff
o

@
" [e6 est inté rable daus la réunion des envembles

et son intésrale danc cet encenm mble oot bgale & ;% dJ . Tout revient
=4 v :
donc & montrer gue M = 8(N) est négliceable. Or, per hypothége, pour

tout & >0 , il existe une fonction g » O seni-continue inféricurement
* : -

dans F , telle que o, L g et v (g} £= ; dlapros la prop.5 , la fonc-

tion gof) est comi-continue inféricurcment, oB 8 9. < g2 et

'fi‘%{'|_,@9) £e€

il en résulte que il est nérligeable, ce qui achéve la

80




ol

: ~ 98 -
- Remargue.- Lorsgque F n'est pas réuonion dénombrable d'engembles
éiz; compacts, il paut exister dans ¥ les cncenbles B non nérligesbles
et tels que G(N} soil négli- ablﬁg niéne si O est continue
(exorc. ). On a toutefois lu proposition suivante :
PLHCEGSITIUS b~ Doit .§ une foncticn céfinie dacs F , & Vaulours daus

un ecpuce de banacb G ; i 9 ect une application propre de & uag

o
pour gue g. goit intésrable, 11 fuut et il suffit que L ¢0 soit

Lﬂt@ﬁfdule, et on a ls relation (43.

Tout revient & prouver gue si bfﬁ} eat necligeable, i enti néy ‘1i-eable.
Supposons donc gue, - our 7tau$ e >0 i1 @Xiﬁbg une foncition u semi-
 coﬂz1nue inféricurenent dans B , telle que Q_é <_u el que ?Q{&}ég :
Laisonnpons ¢omoe dans 1z prop.5 ; vour toult Xeh soit H{x) llenseumble
D{b{X)}, qui est conpact par hopoildsce ; rocons un(x)= inf

on a encore 9.4 < u<u. )b
4 !#7 >

gque u est "G"ll‘”@@z‘l inue inferieuroc:s GZ]L

&)
et

de la forze ue°b , o0& u st
=

seci-continwe inféricurcment daps I . Or, pour tout nombre k , 8i A,

5

@si'lgensemhle des xek tels que ulx) < k 4, est ferm:, donc sussi
4 | , -
B.= 8(6(a, Y) , tuisquo 0 osl propre. Mais si on a ulx)<k , il existe

oint v of u alleint sa borne inférieu-

i

duns l'encemble compaet H(x) un
k , cc aqui prouve que Bk oet llepsesble tes xeB

dénonirée.

frale

ins

£

) £
tels que u(x) € k ; noire assertion ee%
le méme raisonnecent prouve ais ément que, pour lLoute fonction £ Y

- . ' ¥, # -
éGfipie dans F , onma ¥ (f) = P (£e0) .

—, Rozarque.- M&zc lorsgue B et F sont compacts,; et O continue,
{{/ 1fimage par O d'un emreable nscurable dang B nlest pas nécessaire-
ment nmesurable dans ¥ (38, exerc. ) .
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2 8. Fonctions intésrables pour un produit de mosures.

1. Intéerale sugériﬁure dfune fonction de deoux variables.

Soient Eys E SUX esnaecs lac alc.ent compacis, @, une ecurs positive

, une. mesuré positive gur L., @ =} BE, la J65urs prodait
- = ] § <o
L

sur 312&5 . 5 pelons que, si %7 est une ?cncai@ﬁ continuc dans

SUT 5, ,

hq>422 , & valeurs Gans un espace de Bansch, at & a pport coapzecl, la
fonetion gvg(ﬂﬁgxﬁ}dggﬂ } {resy. :« (quxyﬁéééﬂ{xﬁ‘g est une fonetion
continue 4 support cozpact définie da E, (resp. &2}; et qgufon a
3 {fﬂ f/ O vy
() JH gt fJap ) f (x5, )d p () =
[ e oy Ve : i z ‘S
= %2‘*?‘2)\5% ‘“fxfzﬂz"‘g}ﬁé""'%““%f“
{Gh&§gi15§_ 3. llovs nous proposonc dicbtenir un rdésultat anelosue pour
deg fonctions intérrable é= guelecongues.
PROPOSITION 1.- BSoit £ upe fonetion nunérigue » O , pemi-continue
L :
: - . (¥, <
inféricurcment dans E, »B, . La fopmetion | £lx ,x )dp, est
7 i i e o
J Z -
seni-continue infériecurenent dans £, , et on &
v e —
. crt., . = [ s -
(2) i f{x?qzq}dgé dg. .= | oy | flx-x)dn
4j Sk é s 5 Sk g = tle

e sl - S = iz s :
Tonetions e e e e -ui cont contipuce et forment uvn on- orblie
J ol =
2 = {'J T 5
filtrant pour la relation £ ; | £(x;,x,)dpt, oot donc une fonclior
R 2 22
= TJ 2 Zoa ’ (,,_
se_.apgnt@ma inféricurcrien cens B, et ona (sd, th 1)
2 72 : " =
§ { i Plx = Yo sup jdp | 9 (% .2 )dp = sup |[» (x,,x)dndu
f ¢ V;i i s-l 2 wATS égy \'.J\.}»‘; ;;' ‘:j‘{f i i 4./3 Ci] 4 uq o ek 2 ; g i ,,3 g - } 4«:»2
i z # ¢ 2‘ ok 4 o e £ & S £

z s -

o 3
d=apsz la relatiocn (1) ; “1ais cetis C rnidére eXpTEess sion est ézale &
m E3 3 (<
jwf(x X )dfi1dg&2 par une nouvelle applicatiosn qultn,égyz,gﬁ :

ﬂ*e@ 1a Qrcpoomilan.




PROPCGITIGE 2.- Boit £ une founction nuaéricue » U guclconnus définie
dans b AL, ; on
i i ey % .'/’{k

.é;, &r
7 : f £ B i s : 3 oap
()) j dig,,f.1 f A(ﬁ. J}c‘éy& {th _fg,&,é,,x,‘}dg,z;sﬁ s

kn effet, soit g une fonction ceri-continue inféricurencnt duns
: ,),}\‘(,

4 # 8, telle que £ g ; pour tout =x, €8, , on a aonc f(x,,x,)d £

i
#* : \.j

\éj (X“xa;dgie ; eomac X, -*?f f‘:(X,; » X )cigg»g,ﬁ, est semi-continue infé-
¥ !ﬂ% _ ‘
ieare sent dans B, (prop.1), on a g g [ | flx, x Jog <
, OfF J - -
§ éég fg(,;?,xﬁ)d :jgg{z“}:q}ég-,géyiz ; 1tinéealité (3) risulte
7 =7 = i

donc de 13 définiticn de 1'intégrale supiricure de £ .

"COROLL ATR;*JQ - Soit N un enserble récliseable duns E % E, pour lu zesure

. 1
—;/! Z 4 B - e e
2 (4, - Pour presque toul x, €5, , la coupe fi(x,) de I suivant x

i f —
-.,/w
{ 1 ‘ ,§
est nézliceable pour la mesure gzag -

kn effet, ci on appligue ﬁiﬁ’zg.&ii‘?xé (3) & le fonction £9.. , on voit

. P%
Lo~ - s ~ = s e ¢ = N3 7
gue, pour presgue tout z, € E E, , 1l'intégralc supericurse | %;,{:"«.:Hx,_;, jau
ij' & LA 1 o

Ti s e 1% X3 v e s ~ /e ey ) e e o A R 25
Liemargue.- Bl L est un enservle localenzal neglipesble pour

/‘) g.éi@ %j}:j , 11 peul ¢o Paire gue ls coupe E\?{:ﬁ«:)g) ne =0it localeanent
b e 2
négligeable (pour éf,;,,} pour aucun x €k {exerc.3)
& H 3
2. e théioreme de Lebesgue-Fubini.

THEOREME 1 (Lebesgue-Fubini).- Soit [ une fonction définie dans B, AL,
E &

& vnlours dans un espace de Bapacn P , et intécrable pour la mesure

fecs
St
&

nroduit %, i . Alors, pour rTrescus twi‘, x e [reer v
e e ) e ; 5 :

-
i

Y)
1AW

la fonction x, ~7>>§? =, ‘{,\) (rosr. = —— ef;;a(xig,x;;)) . e

7? {K’i 93’2:@ é’d'o

(reecp. j-gw (x, »%, )dPL ) dé nie presque partout dons B, (resp. L,,)

by
b

pour 1la 7ecure (re-sp 5“"%) ;: 1as fonction Jg

est intdrrable pour 1la mesurc = {resp. g et on a




=]

= 30
(4) jjgm,{,xg}w 4 poy= {cigas, ?(X“xq}du ’«-;dg,.,qﬂg’(x 3;:2}@;@,, e

Lidpr l'hypotinése, il exﬁste une suite (gﬁ ) de fﬁnﬂthﬁ“ QQQBTEQQE

u—mm

& support compacl daps E X kB tells que la suite (<w (x,,%,)) converre
2 ¢ (=S
vers éjixqug) cazuf aux points d'un engesble H 5@fli“”&@$8 pour
i Zm 3 =

g8 P s s = - = >
v & f?z, , et gquu lu cuite {?ﬁ’n) s0it une svite de Cauchy dans l'espacs
4 : o _
LF(Eé% i), converrsnte vers g’ ( 83,cor. 2 de 1a rrop.5) ; on peut en

2 [t =2
outre supposer qu'il existc vne fonction 9 » 0 , semi-conlinue inférieu-

t et intécorable danc E xB, , et telle gue égh_ggg@ pour tout n.

(5 K

Bbtaprés 1le cor. de lz prop.2, il exisie un enceuble nésli. eable Sﬁzz,ﬁ?

{1 , 1a suite des fonctione continues

e

. r - : -
tel que, pour tout =x.e| H, , la coupe Hix
cels signifie que, pour x € |

o

r {x,,x ) ten! presoue parcout vers X — -
{5}"; 1254 ) 15 2

2 = £
1s prop.i montre qu'il existe un ensesble négliceable N! o E,g tel
: ;

G e % = £t = 3 = ) 5 o o
ze  (u, VK1), x —E(x ;x ) eat intéprable pour #_ , ot on a
@ i 2 £ S o4 ’g CE 2
TG i
fp 5 3= gy - = . =
Ffle oy o = 13 g o= x joe . 5 dfuires iemmes 1o
7 Bty 2 N o e 7
S focs = 3 & f({ G A ] ~ TV e &5 4 % o
foncilone continucs 9 (% ,%,) du tendent presgue partout vers
iy R ey 7
e £
£ a : o i
1 e il oA - - srtout ot g f v id :
la fonction | gixﬁgxzjﬂféi ; conie on a partout | 19 (x q}jﬂngé
& t]
. Fpos % il i = P oy 2 3 ” o 753
< f w{x ,x )Jde., , ot gue celte dernidre fonction est intégrable
v =
dfapreés 1a prop.1, le th. de Lebessue montre 8 nouvesu que
a{'}
1 i S - 5
| ~(x,,x )du o=t inte rable pour f et gu'on o
% : i 25

3
, ) _ 1inm X )dua
F;J? 17 5 4 4 J onp gt 2 =
Lz relation {4) découle alors avssiibt de ia relation (1) appliguéds &
9 ot de la d¢ }fll’i ion de 1 suite {% . : o
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COROLLATRE 1.- Si un encemble AC. 5, % B, est intésrable pour ls mesure

g @ /A, , pour presoue tout zié;ﬂq ,» 1n coupe A(x,) suivant x,

est intérrable pour y , et on s 1a fonction f@nA{xi} est intérrable
; i .

Lour é@i
. - .

11 suffit dlavpliouer lec th.1 a4 1a forction @é -

>

COROLLAIRE 2.- Si wn ensenble AC B, »E, ect dénosbrablezent mesurable

pour f%,égﬂ% , pour rrecoue tout x, €5, , 1z coupe A(xq} spivant x,
5 S E
oot dénoanbrableoment mecurasble pour la rcoure gé? -
- v : % 2 7 E 5 »
En effet, ou a par hypothéce A = %ﬁién , ot les A sont intégsrables.

\pOif%L?} tel gue pour tout x g H Aa(zéj soit intégrable. L'en-

-

semble H %5}Hﬂ est donc nérligesble, ot yaaf tout x?%;g H,
&(xi} = i}A&m{xé} est d’ﬂ@ﬂb%aﬂl@ﬂaﬁ* mesurable.
—.,  iienargues.- 1) Oz nolera gue si on suppose seulenent A mosurable,
éiim il peut se faire gqus &<Ki} re sgil meosurablc pour aucun zéé 5%
{exerc. 543, '
—~ 2) Un ensemble a4 B, %K, D

é:im e"{, pf}ar tDB’C X:) & 1:;2} "ﬂ'{x’f } e,“; :

. e £
A s0ii mesurable.

© z

3. Critéres d'intéerabilitc.

3 3 iy e e s 3 o
Hous ‘%-&}QZ}@‘ connidéer gang ce gul suUle des fonctichns 68 la i97rme

-2

P (x If.(x ) oa * @t}fg sont des fonctions numériques >0 (finies

el
-
¥
woa
]
&

ou non) dsfinics respoctivement dans Ei ¢t B., ; lorsgue l'un desc nombres

s : ; - o
f?(xi),fq(xo) est nul et liautre + oo , nous conviendrons danc c8 I
e A 2 % :

gue lezur produit st O .




QUPOZIZIVN 5.- Pour tout couple de fonctions positives f?g £

{définics re spect ivemeﬁt dans Eq et Eq}ﬁ finies presqus parbout, on a
- pﬁ - : . -

e bj o o et e Mlars an

N J ( } X{;)\J—gj),iéé ;-3 k‘;‘j -—é‘ixfz }{“‘t fgl'\hj é‘d‘-“‘&g‘)ﬁ' f‘:;"}ﬁ
sauf lorsou'un des facteurs du secoand meubre est nul et 1'sutre infini.

Comz fg(xﬁ} est fini pour precque tout x;€ L. ;, on a pour ces
< .
3
7

raleurs de X; ?

Te J 2o 27
de remplacer le second membre par O lorsque £,(x )=0 et
(Kn)dr%q = ﬁ, On en déduit | df&? 5 fﬁixg}fgixgjﬁgég =

w( {Waf (x ;dgﬁ;; fgéxﬁ}dfi?}i avec la mBme convention pour ls pro-
duit du second nen %r@ 3 le§§aal cas of la vérification ne soit pas

2 gk
im~-¢diatoc est colui ol [ f“<Xq}dfi2 = +co el oh 5 f?{x?}d}wz >0
nais alers f {x }!! i (zq)dfﬁ @sﬁ'égal £ + 0°©  dans vn ensemble

P

non mcgllgeableﬁ d'ol 1z conclusicon. Celz étant, la prop.2 montire gus

1%6r31it6 (6} a licu lorsgue le second membre est + oo . Dons le cas

ey

contraire, pour tout couple de fOﬁGﬁiGms sgni~-continues infés
st intérrables (donc prescuc partout finies) g g

B4, 8t B, regpest;vemcﬁYEg telles que f?:g £, €t f24§A§9 , on a, en

‘b

—

vertu de ge qui pfécéﬁ@ et de lz

{1{?; !Qf }f ’..,{ .&A Z {)EA%Z“ {}5" A (W . e "} df ==
ju} /gi.ﬁx.z ;?id(/‘é;bbggéa/é !“’2 = jg.ﬁ: C.,#’% ‘-ug 73 2‘;4’2—2}25}&,,& ¢Q2 =~
: : o [ ona o = . N
la fonction ;Aix@)ga(xgﬁ étant semi- ccntlnae inférieurement dans
: i i

f{u

10
Jv' 5
B, A B, . Or 1o produit (Jf f,;P@,}kg dgk?} est 1a borne inférieurs de

y.

N

10 soufon f7anu pas dzns le eas dlexception de

i fex if »( ; ‘ o
@'adf’é’%}‘j 21
1'énoncé. On a donc bl@ﬁ alors

} £ (x, }f,)(x ap, dya < Hf& (X,é,éfi?ﬁ,i}& jﬁf £ (zjdp )




= e -

- 4 -

un _ensemble nérliconble dans B,, A, une partie de

COROLLAIRE.- Soit A,

£ = - -
E, telle que fLQAZ L *too ; alors 1'ensenble A’e * A, gsct népliceable
pour ¢, @ ¢ - _Y | |
11 suffit é*appliquer la prop.3 en Trcnant pour f‘i et fg les fong-
tions caractéristiques de A, et 4, .
Rosargues.- 1) ie corolluire est encore exuct ci on sujpose que A,

est réunion dénosbrable dlensembles de mosure extérisure finie, nais

non si A, est un ensemble mesurable guclcongue {exzerc. 3).
S :

2) On noters cue s8i A est uns partie —esurable (et m8me néeliresble)

de E,! ;43:32 , Be projections peuvent fort bien ne pas &tre zesurables.

p
&

/ : Far exemple, si A, est nérliceable et 4, non mesurable, mais
E‘Q‘W“ 7 o ¢ = - o = o
nesure extéricure finie, le cor. de la prop.5 oontre gue la projectiox

sur b, ce llengerble néclirceble A X 4, nlest pas nssnrable.
o~ 3

<

PROPCSITION 4.- Soient F,”F,”? trois espaces de Hanach, et soit

(x ;9 Yy —> g;;ajg une application bilinéaire conti - ""2

= } S £ 7% 75 2
q- P . *ell we | 1 £ ient. L () & (> es fonc-
oang b 3 be}:.&e ue gE%m}f ;é;i%%ﬂ g;\&l’é e 9}6;.&?&@; %@?(X,} Jy <£ 2\_&{:} dwb i@ﬁ\‘u

vement, et intésrables jpour g’ff‘i% » [~, recpectivement ; alors

i
é“ ﬁ s = Z 28 g 2 S
L1 ,(x,). ?5 2(}(2};? ost intéprablo pour (= K, @ K , €L on &

. f[‘ ' T . - = . =
) j} ,§%€X?>'§2€X2&§igﬁﬁﬁﬁi"L(g?Q*Kz”‘%@}'Ejﬁaéxaﬁiﬁg%j‘“
Yout revienl d ddézontrer cuc zgfi;% z eot inté rable ; 1s rvelation (7)
2 .

sfen déduirs par aprplication éu th. de Lebessue-Fobini, st du th.2 du

2 3. Or, vour tout = >0 , i1l existe deux fonciions %’4 s ?é;/., -, continuss
o : ! £ 2

g,

4]

p:)

i
£
#
:

5
fdue e ot

Sl

ot 4 guprort compact, telles qus T

J E;gz’ 2(d Fo S E’v .. Cun peut écrize

1




1
oot e i
= it ol o
en vertu ds la Prop.3, ce qui prouve que 1{7? aéfyz ect intézrable

=
paisque 5%, - :i esl continue el & support compact.

COROLLAIRE 4 .- Spit & C E

e B an A, et A, sont intérrables

“3 & 7y 2= Pt

{pour fﬂ-,% et ft, roc 7sctwe':ont)g AyA A, o8t intésrable pour

“= i, @g@a - La réciproous ect vraic gi aucus des eascmbles 4, oA
Z $ =

n'est négliseable ; on a en outre

() ' i”jg,, A4 = fh . h . A A
\&) = =g
Lz premiére partio esi une consdéquencs immediste de la prop.4.

Dlautre part, si A *:i, est intéprable et si A nlest bas négliges-

ble, il zésulie du th. de Lobessus-Fubini que pour au Zoins un X €4

g 5 % 2o 4 4§

2 i1 2
la coupe suivant x de liensemble A7 8 ost intéprable, clest-a-dire
i

que A, est intégrable,

= = N - = :
CORCLLAIRE 2.- 83 T4 8&t inté wable dans wn encenble mosursble A, &b
77 Sat Do e £ e b'f : '} e St G : : g""' £ 7 ? B
e 5 28t inverrable dans un en: Q‘m@w Lesuranile .£3L? e | et
i - (| 1 | R
intérrable dans iy ;i.;;,. , 8t on &

-/ - - L ]
L( % As LT?“ Fad TB0ps =/ f&‘z £qa %*"”*sf’j{ st )

Il suffit dta; ,rligaer la prop.4 aux fonections _g‘;’}?@% - %32(5% .

= = 5 =
PROPOSITION 5.- Avec les métes notations gue dans ls prop.4, gi

P =
{ et %‘?2 sont mesurables . &,f’s £ ,>j ’ sal mesurable
#n cffetl, tout cmsesble compact K E1 AL, est contenu dans un
mroduit K AR , ol K,,; et i, sont co.pacts dang B, ct b respectivement.

2
L
Var hypothése, pour tout & > G , 11 oxisie un ensezble comnpact i, < K,




_de 1lu prop.4, on a gL(K1>$K?}»gL(ﬁ,i il ) € (§&?Lf§?@fQ + ey
{

- 16

(resp. H C k ) tel que HBy- gt e (resp. = K - H <) et que
s z b 2 < e e —

2 i = =X o 5 3 e b

£ (resp.-{z} 50it continu duns {?e,p, ﬁu) : 1a foncbion é§}10§-2§

est alors continue dans lfeﬁﬁembie conpact H, X H, , of d'apris le cor.t

2
= N ' : .
fortiori, igﬁ' %ngest continue dans 1l'encemble ecompact L )

S

dont la menure différe de celle de K de moins de 8(§é7ﬁf+§é2ha £ ) .

9%
W
o
)
i

COROLLAIME 1.- 81 A, < E, ot A, C E, gont zcsurables, A

mesurabls.

COROLLAIRBE 2.- 51 A, C B, ect localercnt néclisesble, pour toute partie
fi . : ; :
A, des B ¢ A, x4, ect localemert nérlipeable.
et = e
Ep effeu, tout cnsernble compact dans £y #&, est contenu dans un

encespble de 1z forme ﬁﬁsiﬁ, C” ct £ comprets), et

<.

) ; il sufTit alors d'appliguer

7

{A? * Aq)ﬁ(z;/i XK ) = (Aqf’ ) «(% kK
o Co

le cor. ds 1la prop. 3.

Z

v

T\

4, Bxtension & un produit fini de mesurss.

-Los résultats précédents s'étescent sans peine au produit d

£ini quolconcue de mesures, Pur exemple, scient B, ,E. B trois espaces

iocalezent compsets, (L. unc resure positive sur Ei{ix.yzyié , ot
Y=, §g§5?2 §§§A}._la Jesure produit sur B = B xE,xE . 50it £ une

i ! : £ L ;. ¢ :
fonction inté rable pour (£ ; conue g@:{;ﬁé & ﬁ%}}@§5&3 . une premidre
spplication du th. de L ebesguc-Fubini moatrs gue, pour presque tout

s 7 5 1y g > 2 Sy !é‘:f

point gx%,xq}ééb1>émﬁ , 13 fonction xz*wa>%=€xdﬁxgﬁzz} est intégrels

2 :; > £ o g 57 G

i 2

ur 5%3 , goe 15 ferelion

%
- o~
= - a7 a7
aéfinie prosgue rarﬁeut dans Eq;%&q , €8t intésrable pour féigg

et aqu'on s




(¢4 jlap,d C{ Y6
= A ﬂ }g Xr &G4 »
- ¢ Fa J 100 o yj
Une seconde application &u méme théorime montre que, pour presouo
; ez 2 e
tout x,€u, , la fonction X aﬁﬁagihﬁgx,ij}égéﬁ ecl définie precque
partout duns E, ot est intésrable pour g, ; on outre, la fonction
,r- 3 { = €=
¢ ] 5»5?1"*& % )8 u
%4 > d§£2 J §\1?§X2§x5}o§£3
définie presque partout, ect intégrable pour (L, , ot on a
. (¢ fe. [ T ~
de mfre que, pour precsquc toub X?g531 , ia Tonction

x?‘qufg'Qx?sxgngﬁdgizdgéi , définie presque partout, est intéprable
pour (L, et gu'on a
(o0 fraa i (e )
10 1 - dit= o dd, LAX. X % Jau di .
e s
hgas laissons wu lecteur le soin d¢ généraliser de lu méne manilre

c
les autres résultats déuonirds ci-vessus vour le produit de deux mesures.

‘4
4

2 = ‘n’.

5. Bxtension su produit d'upec infinité ds mesures.

Soit {ﬁﬁ}@ vne famille queleonquec dfesraces compacts, et sur
1o gt

i
chaque L, coit ¢ une accure posilive de masse tobale

~ s o g : g = /<:/>‘=' /4
nous avons dé6fini au chap.il, 8 , 1la mesure produit u = Vet =

< )4 g
sur l'espace compagct E = ¢ 5
D’&pré@ ia &éfiﬁition de ( , on notera gue l’ensenble deos cxaﬂses
de fometions continues définies duns E , & valsurs dans F , et ne

dépendant gue d'un nombre finl de variables, est partovt dense dans
- 7

chacun des asgaae Lﬁ (b<p <+ o0 ).

rour touic partic non‘vidc-J ae 1, nous poscrons Ky = f i Eb -
& -
£ el x pr (x) yOdT tout x€E ; on sait ualors que,

PJ”'&GJ 2 d ‘
rour toutc partltlon (J, J’) de I cn deux ensembles a, on peul identifier

la mesure & 1a mesure - SUT B B et toute fonction
E = #J'égféd 2 -




-

% définie dans E & une fonction £ (z;,x,,) sur B, LJ§ ; lo théordnme

é(‘ Z
e S e - : 2 - .'vﬁ
de Lebes.ve-Tubini monire done qufon g f? de ‘j dg~§ g}? {y sE7s iﬁvJQs

PROPOSITIO. 6.- Pour tout —=zel , soit X, upme partic compacte de B_ ;

la mecure de l'encemble compact X = 5 é K est donnée par

§”§ 1l =
2€ 1 %@K&
En effet, pour toute partie finie J de 1, considérons l'snsemble

(11) - LE =

compact K w(g § K ;@B , of J!' =1 J - K est 1'intersection de la
fer _

=3 o~ e g X 2 —— 78 - - iU 2
L 2R LS PATAY 2 85 =3 Wil e PecEee S 2 Lt ck
farille filtrante (pour la relation ~D ) des X , donc KK est la

(4 :

iizite de ?LEJ suivant 1l'ordonné filirant des parties finies de 1
(&24,cor. de 1o prop.8) . Mais, ¢'aprdc la remarque précédente et le

= e i
cor. 1 de la prop.4 , ou a WK, = ai:i F. k., d'ou' la formule (11).
: & (A @ U
PROPOSITION 7.- Pour toubt zel , socit A  une partie mesurable de E ;
z :
pour gus licnsemble & = | | A soit wesurable, il faut ot il suffit
et
gue 1l'on soil dans 1'un des deux cas suivants
ﬁo ; § J'3 i e S V
3 g i .%«%”Ja_& = Q 3
0 el s - : -
2 A gontient le support de 1z nesure ¢ susuf pour les indices o
Z 2, - 5
d'unc partie dénombrable de I .
bzas enacun des denx eas, on a4 = E L oh
/et 21 't %

upposons dtabord que é% {4, =U . 5'il y s une infinité non dénon-
. | ‘
brables d'indices  ¢€ P tel que (L A < 1, il existe un a L 1
dén '

ot un ensemble onbrable J diindices 2 tels quo “, by < a > rous

= >~
désignerons var 4 € N ) lce indices appu?tua*nt & J . L'eneenble

2
5

A est contenu dans B = g?r A X B (ot J* = i J) ; nous allons voir

&-(,f A 2
ve E oot mecurable et (£B~ , G'oli résultera duns ce H”'ld propocition.

Or, ci Jp est 1fencemble des ‘ﬁag‘ﬁgiadice =p, 6t - = {:J 2

2 T“,ﬁ."’ :
= : G - : # S : — 4
B ezt l'intersection des cmserblee B = LA R B, 5 0T, bp ezt
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L ot
B0 R

gjz,Bp g o;.p s il ¢n résulte bien cue B est mesurable el EB=0 {%é’%;

st Zesursble et on a éng = 7 A {cor} 1 de 13 prop.4) done

cor. de 1la prop.4) .
In socond lieun, supposons qus - (5, =1 sauf pour les indices =z

d'uvne partis dénombrable J des I , ot gue ',ng . # A =0 ; on a encors
<

A »Jg {avece J’zé&}? d'od oa déduit comme pr cpd_ermenb

5

2

AcE G =
2 &d %1/

‘que B esi mesurable et maB_o :

5i A cortient lo support 5, de @ sauf pour les indices = dfune

partie dénombrable J de 1, on pout Scrire, svee les mBzcs notabions

e ‘Tw
= ip % g { % % 4 i 55 25 3 2 s 3 2 3 oy S| i
A=f{ 0. a ;3é i &1}§ ot toul revient 3 démontrer due chacun des
L e @ . ;

deux Tactours est zesurable dans E, et B., respectivement. Pour le

e el
- L < - -
premier, on GYt gorise cl-dessus gque 5@5 A, est llintersection d'une
=7 g}' B -
o iy v - St
fanille dépombrable d'ensembles mesurables et que @ ( |11 4 )= | | w4 .
a7 2 3 0 ey L
i'antre pari, Sy1 = a1 B cst le support de 1l: mesure §§J§ ; Comme

Leg: B, contient SYi , 11 eat zesureble et de wesurs 1 .
X5 24 54 2

Reste le cag oh llensenble de te I tels que é@ ne contient pas

: ltencer ble

S, n'est pus dénombrabie, 1l'snsenbd

6tant dénonbrable et tel que EE K, A, >0 ; nous allons voir que

dans ce cas A nfest peg mesurable. Ko prenier iieu, montrons qus ls

megure extéricure de A ect >0 ; en effel, pour =oit U un enscmble
1

ouvert contenant A ; 1 projection de l'ensemble ferme | U sur Eq
oot un Jusenbles fernic, cvornc son complenentuire U ect un onseubie
- e et s
=
ouvert contenant A , ¢l on a A:Qwﬁ{)} - U . Ur, pour tout 22 |
SUve Ly _ . =
tol gue f%;A£ =3 . A&, ecl nécessairement dense par rapperl auv

curport S5 ée ﬁ%‘ , et on a uonc 5 o U ; cels prouve,
e Tie




d'aprés ce qui précéde,

égale 4 Eg F%}ﬁ§ 7
1€L
ce gui prouve bien gue

51 A était mesurable,

n'est possible que si w, K, = s=uf pour uwne infinitd dénombrable
d'indices ; mais la relalion pr, =i entrsine E > =, d'od

T
ment déméntrée.
Par exerple, si 1
E, =X pour tout
pour tout =ze€l ,

e,

Les 2
# 8

Pt

trictement nositive par hypothése ; or, cels

A D 5% , contrairvement & l'ayvothése. La prop.7 est donc enticre-

) Y o z = = xn - s e
g¢ - eanone foeteur pnlest pos negurable dors K

| | LA ; o fortiori, ona wl z i fh, s
v - el

il conliendrait conc un ensesble compact K de
projection (conmpucte) de K sur B _; ona

X e : %
i E X - esl un cnserble compact de mesure

T

gst non dénombrable, K 1'intervalle 55513 5

1€l , et si @ est ln mesure de Lebesgue

ot
O
o
tn
@
|
oy
&...)
]
@]
g-ﬁ
©
£
£
‘m’
(5o
ey
D
m o
de
e
(it
(1)
wd
it
[&.4
Pt
Lgo)
5]
©
o
e
,’(’Cz
o
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de Banach (sur R ou C ) ayant comme ensemble d'indices 1'espace E .

APPENDICE ,
CHAMPS DE VECTEURS INTEGRABLES.

1 sembles fondimentaux de chanps de vectsurs.

S0it E un espace localoment compuct, et (F(X))x@gg une fumille dfespaces

)

Dans ce qui suit, tout élément £ de l'ensemble produit QQ%= jé}E F(x)v

sers appelé¢ un champ de vecteurs sur B ; pour tout =xe® , la coordonnée

f(x) de £ , d'indice x , est donc un vecteur sppartepant & F(x) . Il

. & = e - . —
est clair que éjﬁ est muni d'une structure despace vectorisl sur R

(ou € ) ; on peut aussi le munir d'une structure de module sur lfanneau

des fonctions numériques (rosp. ecomplexes) définics dans b ~lc orodnit
Gfuns telle fonction ¢ et d'un chaip de vecteurs f étant le champ ds

vecteurs x —so{x)flx) .

Nous allons nous proposer tout d'abord de définir ce qu'il faut

2

entendre par champ de vecteurs continu sur B .

FINITION 1.- On dit gu'un ensemble A 2/~ de chaaps de vecteurs
: .Jk‘«.C’-'-\(/

sur E sst fondamental s'il vérifie les sxiomes suivanls
{5?1} /\ cst un sous-espace vectoricl de -

- : - A - . e
{ﬁﬁll} pour tout fe A , 1a fonction nunérigue mem?gfix}% est

continue duans B ;

{G?LT?} our tout xe B , l'ensenble des vecteurs f£(x}, ot £ parcourt
12 9L O 2 SERATI

/A , est partout dense dans F(x) .

1), '
Examgles.éyéeit F un esrace de Banach, et supposons que tous les F(x)

soient identigues & F ; les champs de vecteurs scnt donc dans ce cas
les applications de E dans F . Comme exemples d'ensembles fondamentaux

dans ce cas, citons : l'ensenble des applications continues de E dang @




= 31312 =

=y et

lgeésemblas des applicdtvca continuos de B dans F , & support

compact ; ?enucmble des applications constantes de E dans P .

2) 8ci% B une variité différentiabls, G le ggolong@ﬁeﬁ» de catue

: variété pdr les vecteur tangenﬁc 3 B (¥ar.diff., chap.1I) ; pour
tout x&EE : goit P(x) 1'gspace %&ngemt & E su point = (de dimen-

e

sion n , si a oot la dimension de la variété E) ; F(x) est donc une
partle de G pcur tout x¢cB . Les chanps de vectseurs correspondants

=y

ne sont autres que les champs de vecteurs tancents & E définis au

Livre V,chap.1I ; on aurs une fanille fondamentale en prenant les
chanps de vectevurs continus (resp. les chanps de vecteurs diffé-
rentizples) pour lz structure topologique (resp. différentiable)

de G .

2. Chaops do vecteurs continus.

Dans ce qui suit, nous gupposcrons donné uvne fois pour toules un onsen-

ble fondamental [\ de champs de vecteurs sur B

DEFINITION 3. ~'Dn Git gqu'un champ de vecteurs f gur B est continu

~

relativemenﬁ & N )enun point xeE i, pour tout e > 0 , il existe

TN

un chanp de vecteurs- gf;j% et un voisinspe V de x dans E tels gue

i;‘fﬁé’}“-g@'}g £ = pour tout yev .
' iy 9] e 2 :& 5 e . ";j
Dare l'éxemple 41 du n®1, si on prend pour J\ llensemble des appli-

cations'QQQStantes de E dans F , ia déf.2 redonne s;mplsﬁen* ia
&éfiniticn daé applicaﬁidns gg&tinuﬁe de E dans ¥ ; en effet, ecmma»
tg est cons%énte, la condition g“(y)a {g)]<;a pour tout yeV
entraine gfﬁy}éf{x}é < 2¢ poaf tout yg,? . On voit de méue que
dans 1l'exemple Z'd& n®1, 1a aéf.2 (& partir de l'un des deux ensem-
bles fbndamentﬁux considérés) redonne les chanps de vecteurs

' continuvs (rour la topologie de G}.




A A Z 2 i
s - i
EE;} i

e

PROPOSITION 4.- Llensembls ( . des ahagggéde vecteurs continus dans E

A
n
est un module sur l'annesu des fonctions numérigues continues dang

ey

En effet, si £, et fg aont deux chanps de vecteurs continus en un

point x , pour tout & >0 , il existe un voisinage V de X et ceux

&Qx ps Ge vecteurs 8458, appartenant & jl els gue
2,8, ()| < = ot [H(3)-gy(y) | © pour tout yev , a'on
%f }+f (y)aw (y)- gp(y}g < 2 , ce qui démontre que £ +f2 est continu

&

su point x, puisgue £478, appartlent a2 N . De mBume, si le champ

w

de vecteurs £ st 1a fonction nuiérigue 9 sont continus au poin t

pour tout & >0 , il existe un voisinage V de x et un champ de vecteurs

g c tels que %f(y};g(g}"%é e et %@{y}s@(z}§4 & pour tout FeV ;

a

on outre il existe un voisinuge WC V tel que ng(Y‘% gg(x}g +e pour
: ¢ !

&,
%@{v)f(y o(x)ely)] < |9 S}Eagf(”}wg(y}ifga(y}m@(xﬁgg}g(y?!
. - ,

ce qui achéve la désonstration.

. - . o . : i
aur 1'espace vecloriel [/ des champs de vecteurs, on peut défipir

%

)

o topologie de la convergence compacte coime sSur un espace vectoriel

d'applicuations de B duns un cspace de Banach : pour tout e > O et
{outoc partie compacte K de E ; soit V(K,e) 1’ensemble des champs de
vectosurs £ tels que gf{x)g(g’e pour tout x€K ; les V(K,s) forment
un systéme Pondumenial de voisinages de o poﬁr 1a topclogie considérée.
11 est immégiat que if’ est emglet pour cette topologie.

PROPOSITION 2.- L'espace 7/ dos chaops de vecteurs conbinus est

ferné pour lz topelogie de 1la convercence compacte.

1,2 démonstration est immédiate.
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.Llespace vectoriel

= =3

PROPOSITION 3.-

des ena ne de vectsurg de Aa f@fne

T

o lss &; sppartiennent & Jﬁ

ot les ¢, gonb

% l&X}F {x) .
i 3
des fonctionse nuﬁéf gunos cond 1nueu

i
dans E et & support cemﬁaot est

Lot

&

partout dense dans pour 1s topolosic de la convefgsnca compacte.
g S %
En effet, so0itb £ un champ de vecteurs continu daus B K une partis
_compacte de E , & >0 un nombre arbitrairs ; dlaprés la déf.2 et llaxio

~e de Borel-Lebesgue, il exisie un

7

o

B dans

et guc

un champ de vecte

recouvrement fini (V,) de K et, pour

tels gue

ie

°

3

yev

(&

€ pour yeUW

PROPOSITIOE 5.~ P@ur gu'un chazp de

comme par

ontinue, il exis

te un voisinage W <

le(y)- |2(x)]

. On en tire

P

tabllt la prop031tlon.

yecteurs £ sur B soit continu

il favut et i1 suffit gue, Dour tout pe A, 1a fbncticn‘numériqae
. | £(z)-g x} soit contiope dans B . '
La nécessité ﬁes COﬂdlLlOﬁS résulte dcs prop.t et 4 . Béciproguement,
si‘ol e est VCrlflee, soit x un point ouelconque de E e >0 un
" nombre arbitraire D?ayres ia ccﬂai {”fiirﬁg il existe g ¢ A
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tsl gue |(f(x)-glx)i g & ; en vertu do lfhypotheése, il existe donc
3

cpaanicase

'e

un voisinuge V de x tel queA éfs y)=aly)]

| ey

~ 2 pour tout yeV ce
qui démontre la proposition.

Renmarg Les pren 1 et 4 mantreng que lfensemble %?ik des chanps
de vectsurs contlrus (relativement & J&,; forment un ensemble

fondamental. En outre, il résulte aussit8t de la prop.5 que les champs

de vecteurs continus relativement & ‘é\ ne sont autres gue les
= v ' : = '
élénents de L : on peut donc direc gue é) est un ensemble

A

foncamental "saturé® en un cerbain sens.

A

3. ZErolonpement d'un chemp de veclteurs continu.

d*une partie ouverte ct d'ure partie fermée de E) ; & est donc un

sous-espace localerent compact de & {Top.gén., chapaIE§§%Q,prapu?O}.

=

I1 est clair gue les restrictions & A des champs de vecteurs d'un ensem-

chanps de vecteurs suzr A et gue la restriction & A de tout champ de

vecteurs continu pour ji cst un champ de vecbeurs conbinu pour Ji .

= A
PRPOPOSZITION Gfm Spient K une partic compachte de B , £ un champ de

: 7
vectours sur k¥ , continu relativement & L il existe alors un

. - - 2 , . .

champ de veeteurs sur B , continu relativement & /i , €L QUZ prolonge T

llons allons démontrer, par récurrence soi o gu'il existe une suite
fo X 322 1- vect = o dans E telle i
(1,/ de chanps dc vecuisurs continu ans B , telle gue
< 12
: { . . (-1
% ( :fqu\ ’3/72’ & o > s i = { ‘%x_}ﬁ g 1” S
gfﬁ\z} P(x)| £ /2" pour ut xek ef {f (%) znix}%tﬁ 1/2 pou
tout x<E . I1 en résultera gque la suite (fn} converge uniformément
dans E vors un champ de vecteurs g gui est contina (prop.2) et

3

prolonge évidemment I . - - .




a

Conmo K est compact, il résults des hypothéses gu'il existe un rTecou-

fd
Q)

yrement ouvert fini (V ) de ¥ et une famille {g J do chanps de vecteurs
’3

§ pour tout gy V. (K
A

sppsrtenant & /I tels gue %,(_ -85 (v )
: 3

Soit (@i)' nne famille d'applications cont

telle que ¢, ait son support contenu dans V. et que zii@i(x}sé dans K ;
5 Yo Gho = ok .
le champ d¢ vecteurs fq = %}s“;gz s

y}af(x)ﬁ ’%— dans K .

Suppoesons malntcnant f défini. Pour tout x € K , il existe un voisi-

covthu dars & , est donc tel que

’é‘

nage V_ de x et‘un chanp de vecteurs g_ tels que é (y)- f(y)afﬁ(y))hg

Ex
£ %fen*g our tout eV_N¥% . d'of on tire en parti culier
= g X -
nti : : - e L
%gX(x}g £ 3f{2° ; par spite, il existe un volsinage WV, dex

tel que gg (y}g 2 10 - pour tout yeW . On peut recouvrir X par

un nombre fini de voisinages W. = W, ; 70ous pOSerons h -

J z - J x
seit { %fj) une fanille d'ap licatioés continues de K dans {Ggi} .
tellos gue %fj ait son support contsnu dans Wj et que ;;j\gj(x}z?
dz=ns K ; il est immédiat que le chanp de vectsurs fﬁrézfﬁéiéz %gjhj
répond 4 la question. .
COROLLAIRE.- Soient (1<ign) des points distincts de E , ot pour

x
3
chague indiee i , soit a. un vecteur de P(x.) ; il existe alors un

champ de vectours continu T sur B xzx tel que fl(=z. )=a. pour 1sisn .

1 suffit dtappliquer la prop. 6 & liensenble Tini K formé des X

en remarqua nt qus le chanmp de vectours I dé6Fini sur X par les conditions

fO{XO} -5 est continu relativezeant & A, comple-tenu de la condi-
5 : i

Acge o
tion {ufii1> -




4. Indépendance linéaire dos champs

c:"?'

init

de yecoeurs oot

et

PROPOSITICN 7.-

sur B ; si, en

Soient £

o
W

des chanps de vecteurs continus

b
=125 0

un point xe B , les n vecteurs fi(K} sont linés

indépendants, 11 existe un voiginage V de x tel

que, pour

les n vecteurs

Raisonnons par l'absurde, et supposons gue,

de x , il
tels que £

i=1

: 3 = {: 4 5 %A =5 ey _
toujours supposer que sUp &yt%gg}ﬁé . Pounr tout indice i, 1l'ensen-
Az reae Ll
i £ é e S 2 ey , X o = 7 % 2 7 e
ble des J&iv‘eﬁﬁ done borné, el psr suite la famille (.. /, OU Y par-
LY - Xy
court llengemble filtrant (pour ——> ) des voisinages de @ . a nne
raleur dladne TGLCO sazvua* toul, Tiltre plus fin que lc filtre des
oy . C?;:, 4 A% L Lol e 3 -
soctions S de ecet ensenmble. Un en deduit aussitot, par récurrence
33 ':Cj cuiveant lecnsl
13 Ge«.,e I 3 Sial vany .,'-fJQu,o-»ﬁ,
limite ¢£. ; en outre,
ztion continue, oo 2
othése
£Y 7z b
P (v )
‘{ff“ikdv«’ .
i 7 i
bRy §
gai“‘&,‘f\:j} H
i 2 = =
(& ., il wvient donc
N
st coonc les (- ne son?t
radiction, ce qui établit

existe un point

fi(y) soient linéairemont indépendanis.

yvéfv et n scalaires Jﬁ.v

1
&Y - = = £ -~ ~ e )
A i yE;(3,)=0 ; en divisant par un scalzire,
=

v

pour tout voisin

non tous nuls

irepent
vV,
age V




= 18
done aussi linésirement indéperdants en toul point d@an_?aisin&ge;d@ x

¢e cui montre que le complémentaire de E dans E ect ouvert.

COROLLAIRE 2.~ Pour tout entier =un >0 , l'cnsemble E' des points € E

n

of ls dimension de F(x) est épale & n, esl vn sous-espace loczlenment

gmx® conpact doc E .

En effet, on a E!'=FE N F(E ), donc B! est litinterscction d'un
n on v n-1 . n
engenble fermé et d'un ensemble ouvert dans B

Pl

o)

Cn obtient ainsi des conditions nécessaires pour gt
au moins un ensenble fondamert.l de champs de vecteur

1 sxiste
s e

pondant & une fanille donnée dtespaces de Banach F{x) ; on psut

montrer que, mmv@fmm'ﬂt certaines hynothdasas =

les F(x), css ﬂ@ﬁdltloAg sont suffisantes (par exemple, lors-
gufon suppose gue tous les ?iz sont des espaces hilbertiens

de type dénombrable).

5. Cham?s de vectours intéprables

Soit L« une mesure sur lfespa ce E . Pour tout chanp de vecteurs
g‘% o 3 A %%;P
] E:t: {)@{X}; s
Pﬂ ; &=

: : e = 6.9 PN
clest nne senmi-norm e sur le sous-espace vecioriel P de 1/ , formé

f»@

99 v
£ec (!l - on pose N (f}a pour tout

L)
("‘\;k\\

77—
(X
¢

des chaupse f tels que 1 () <t oo . Un champ de vecteurs £ sst dit

néplizeable si R, (£)=0 ; cels signifie (52,th.2) que fix) est n

u
presque f artoat dans E . Cotte notion permet de définir, comme su 3 3,

191, 15 nstion de champs de vecteurs éguivalents : ce sont deux charps

dc vectours dont la différence est n négligeable. Soit Vv 1'espace vecto-
= - : . . a4 v o

riel des clasges des charps appaftenant 8 %}'* {espace guotient de
Q%p par ie scus«espaca des champs négligeables) ; par passage au quo-

tient, N (f} définit sur v¥ une norme et le raoisonpement de la prop.t

'dﬁ;v 33 preuve gus cet ﬂspdce norme est cgmglet.

/
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Parmi les é&léments de i}p ficsurent éviderment les champs de vegtaars

. continus (relativement & un ensemble fondamental /i ) et nuls en dehors

-

dlun ensemble compact, car pour un tel champ £ , la fonction numnérigue

- - Pt
- / 2 > = S - </
%f{x}é ost continne dans B et & support compact ; l'ensembls oﬁfi
i ; A
5 5 e ‘_..D o %
de ces champs de vecteurs est un mous-espace vectoriel de < . -ous

T : : : : - -
A son image canonique dans V° (autrement dit,
lt'ensemble des classcs de champs éguivalenis aux chanm
" : = b 2 s
par Lpa l'adhérence de L dans V= ., par of

A A :

- < Pt 7‘
dont la classe appartient & L°

désignerons par

ol
)
o
Y]
&
[

®

On peut alors transporter g Cé’P et I°, 1la plupart des théorenes
- .

I

démontrés sur les espaces i~ au 2, ¢t gul ne font pas intervenir
1'intégrale d'une fonction vectoriells. Iious nous bormerons & énoncer
les principaux de ces résultats, en laissant le plus souvent au lecteur
le soin de calqaér‘leur démonstration sur celles des théorémss cor-
respondants du 3 3 .

51 £ appartient & AP , |£| appartient a C{?ﬁ , et 1tapplication

. ’ 2 ; 15

gui, & 1a classe‘§ de £ , fait cgrrespomdfe 1z clgc

- < = D «
est une application continue ds L; dans L

-:‘iu

e

4 :
existe une suite partielle (fnk} qui converse presgue partout dans E

Liespace 1P est complet par construction ; si {fr} est une suite
3 b o G S ‘. ‘ Ny = 5
de chanmps de vecteurs appartenant & obﬂﬁ , telle gue 1a suite {za;
: 5 =
: : = 9] = - . :
des images canonigues des fp dans 1°, soit une suite de Cauchy, il

.

et si f est un champ de vecteurs é:al prescue partout & la linite de

- 7 « oy = 5 o . - 3 {;;J = - e . -

£ (x) , ¥ appartient & %23 , et sa classe £ egt 1a 1limite de 1a
Xi : Z z = )

=k ~ :
suite {fn) dans L%k . Bn particulier, pour tout chanp de vecteurs
e |
£ E«dﬁé?,, on peut appliguer ce résulitat & une suite {fﬁ} de champs
f 3 .

de vecteurs continus nuls hors d'un ensenble compact, telle gue ls

. S 2 A ! : :_Q =
suite {fn} converge wvers £ dans Lﬂ :
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On dit gu'un champ de vecteurs est localement ﬂeglﬁﬁ bl stil est nul

'lOCdl@l ent presque partout ; un champ égal localement presvae partout
4 un champ mesurable s8t wesurable.

Le th. d’?geroff Se généralise iz ateﬁént sux champs de vecteurs
mesurables : si (fﬁ) est une suite de champs de vecicurs nmesurables,
qui converge sinplezent vers un charmp de vecteurs £, £ esi mesurable
et, pour tout ensenble coupact K- E et tout nombre £ > 0 , il existe
un enserble compacy KﬁEZ;K ‘tel qus ?L(? N g K,) &< © et dans leqguel
) iz o { b = £ =X
la convergence de la suite (fﬁkx}; vers fi{x)

Is th. 4 du § 5 est remplacé par le critsre de mesurabilité suivant :

o = 2 - o
TzﬁORﬂME 2.- Pour gu'un champ de vecteurs T soitl mesurable, i1 faut

et il suffit gue :

A

1t et _%tout nombre r > O

1~ pour tout champ de vecteurs continu g

2

~

- : s 3 A z ey’
l'ensemblc des =x€E tels gue Ef(z)wg(X}E £ r soit mesursble ;

29 pour tout ensemble compact K ¢ E , il existe un ensemble dénom-

brable deo champs de vecteurs continus tels gue, pour prescgue toutb
, £

x€K , f(x) appartienne su sous-espace vectoriel fermé de F(x)

engendré par les vecteurs gn(x)

19 Les conditions sont nécessaires. En effet, si £ est mesurabls et
g continu, }fegs est une fonction scalaire mesurable, donc l'ensemble

des x€E tels que if(x) g(x)g.\ r est mesurable. D'autre part,

v

soit K un cnsezble cox pact dans B ; il existe une snite croissante (X )

- iy i~ oy < gfl -, gk

dtenserbles compacts contenuy dans K , tels qgue f@iﬁ;ﬁg@ ﬂn};% i/a ,

et que f s0it continu dans K ; il existe donc (pror.6) un champ de
n 3

&

43 -

vecteurs g continu dans E et qui prolonge la restriction de ¥ & ‘Kn 5

pour tout =x £ {Mj K =A , le point £(x) appartient donc au sous=-espace

Vi,

= - O e - 5
vectorisl fermé de F(x} engendré par les grf x), et K|, A est négligeabls.
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2° Les conditions sont suffisantes. En effet, soit KC E un ensenm-

ble coupact guelcongue. En modifiant au besoin £ sur un snsemble négli-

geable, on peut supposer que, pour tout x€K , T x) appartient au

N

souc-espace fermé V(x) de F(x) eng ‘ndr~ par les vecteurs g (x) . Si

<fr) désigne l?enocmbie dénombrable des combinaisons linéairss (finies)
5 = : . ;
des £ 8 coefficientis rati ohﬁelﬁ. pour tout xeK , l'enseable des
£ (x) est donc partout dense dans Vix). Soit : l'ensemble des

n n,p

e ; | ’ Y Al i -
xe K tels que gf(x}cf {(x) | < 1/p ; par bypothése, les A, , sont
intégrables. Pour tout p fixé, posons €, =4, |
= !43 < i = = ,f':l g R ‘ : - -

Gﬂ$§§ﬂ =4, 0O}« % Ak‘3} YKk ; des ¢, , soot intégzrables,

e = 2 3 2 <1 s 3£
deux 4 deux sans point ommun; et lcur réunion est égzale &8 K . =i
o est la fonction caractéristigue ds ﬂr - le champ ce vecteurs

i3 1a %
c(x)= 2 P {x)o (x) est mesurablc (en vertu du th. d'Fgoroff),

= o n «Ls:pﬁ
et on a %f x}agp(x)g:g 1/p en tout point de K . La rostriction de f
4 K étant donc limite de la suite des chanps mesurables g is th.

d'Egoroff montre que f est mesurable.

ILn modifiant lépérement cette démonstration, comms dacs le cor.i du

th.4 du @5 , on montre que pour tout ensemble compact K C E , il
S ot 14 : o HiE o i S
existe une suite (h_ ) de champs de la forme 2, 9.u. (somme finie), -
: = : e

ol les fonctions scalaires @ sont intégrables et les champs de vec-

teurs u. continus et & support cozmpact, ayant les propriétés suivantes:

@ h ‘g gfg pour tout indice p ; 59 h {x) tend pres e partout
7 i S Z

ers f(x) dans K .

3

Ce dernier vésultat permet alors de généraliser le eritére d¢'inté-
erabilité du e5 (th.5§ : pour qu'lun champ de vecteurs £ soit de

puissance p-Cnie in térraﬁle, il faut et il suffit que f soit mesurable
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cuo ﬁr(f <+ oo , Le th. de Lebeszue perust cu ef
3 <

razener & démontrer qus lorsque 9 ot une fonction scal £
et 1 un chsnp de vecteurs continu, lc champ de vectecurs <u est inté-
=rable —or 3l sxicioc yd? nypotnése unc fonction nunérique coztinue

y/ a4 support cozpact, telle gue Rq(wm’?@_é's . dloh,

{
31{@ua«?u) & ilie , ce qui démontre le théoréme.

Ce critére pernct enfin de montrer, conze au 86, cuc

& ¢{§§ ot si 1v Tonction suibéricue ¢ oppartient & c{j
-h Lo
ifptifa=t ; 1< p & + oo }, 1lc cha.p Ge vscleurs of
f.‘/f4 e 3~ e Pre i + ‘7‘5@ et St~ -
of, 4 {on ¢éfinit naturelleccnt Ch 4 cozze llespuce Ve
4 : ~f im

chuaps de veeoeurs rssurables T tels gque 5fg soit loc
; H i

rescue partoul dpule & unc fonction hornée ). Ur a en
1finépalité de sblder I ¢t ) % B it ty)
{3 =

ez e e O3 P S <P e =SB TS

si £ appartient
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