COTE: BKI 06-3.3

INTEGRATION
CHAPITRE IV (ETAT 1+0)

Rédaction n° 133

Nombre de pages: 91

Nombre de feuilles: 91

Gt
e

Université Henri Poincaré - Nancy I
INSTITUT ELIE CARTAN - UMR 7502
Bibliotheque de mathématiques
B.P. 239
54566 Vandoeuvre-Les-Nancy

1



m (espace compact){23);9 :Cas localement oomgact{Zé)g

&

M 33

IHTEERATION
Chapitre 1V
{2tat 1&0)

‘able des aticres

’{2*?9811?68 dénﬂmbrab}.es zi 1°in£ini 2 29 P LT B OCCOEOGIHT OO DT OB HODOOOCROEL e z

§2mznté£¥‘a;“es induites ,Q“Oencocc;oeoo"oaecaaeoeaoas'atesoooi’vo;ouotnssocro‘a 2

1:Définition;2:Propridtés €ldémentaires(s);3:7nsembles mesursbles pour une
intégrale induite(5);4:Fonctions localeuent sommebles pour 1'intégrale in-
11%@(8)5 ' . ' ' '

§5»Lntegralea deflnlesgp%w des fonotlons localement sommables o

E:Prcpriétés caractéristiques des fonctions localement sommables§12);2§1nté%f
grale définie par une fonction localement scmmable(lﬁ)gjgvandition pour gu'une
intégrale de base m scit nu119f14)°4500ndition pour qu'une intégrale de base
m soit bornée(15); 50 Condition pour gu'une intégrale de base m soit positive

(20):6:5uites croissentes d'intégrales de base m{21);7:Intéerale induite par
une intégrale de bsse m(22) :8:Fonctions sommsbles pour une intdgrale de base

§£~=T}’lé01‘éms de LBb@Sg}le=Nl£OO.;g§ saﬁgaeooaeaoaaveos'aaoawoeopeoease-sooeeeoea 28

1:Caractérisation locale des intégrales de base m(28):2:Théoréme de Lebesgue
~Nikodym:énonos(30);3:Démonstration de la premiére fermm(%@)’ﬁ*Bgrne inférien—
s de deux mesures de base m{32) ;5:Vesures singulicres par rappowﬁ Z m(ﬁz;,
6:Seconde forme du théoréme de L.N.(34);7:/ssures éguivalentes(34).
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finition et exemples(37);2:Propridtés élémentaires{40):3:Un théortme pro-
fond{40):4:Le théorbme de Iusin pour les fonctions faiblement sommables(41):
ctions faiblement mesurables(dz)g :Ponctions fai hlnment localement som-

mebles(43);
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1:Dusl de 1'espace L (47);2:¢ :Dusl de 1? (49} pplications lindaires contim
nues dfun espace L dans le dusl d'un Bensch {/1) 4:Txe ple d*application du
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théordme préceaenﬁfnﬁ)o:'

Qi«Ensembles bcrellens et analg quas dans les espaaeg palonazs,,.,a,,ob,, 55

l,?rcdu¢ﬁs et sonmes dlrecss d*esnaces polonais(55):2: <Caractérisation externe
des espaces polon sables(56):3: Dévisss ages 4'un espace métrigue ﬁepar@ble{57)
ﬁ°ﬁe;1ﬁl tion ot proy:zet@s el&mentalre% des emsamﬂ}es anslgtigues(58);5:iesu-
rabilite des ensembles ana?jtiques(99} §sTnseubles borél 1@38(63);?2?hé0ré@9
de qep&r&%ion (62); &.Imagp cenﬁlﬁue et biunivoguse d'un ensemble borélien {65);
:Théortme de Pederer-ior rse (68) . . ‘

§8-Sommes conﬁlnues et somuss mesurables de MeBUTSS sccecsssscscesscccssssos 2

um k.:':

1:Définition des sommesd eentinuegr(?3};2:?héef%ms de Lebesgue=Pubini:sommes
- continues (72);3$idzsommes mesurables (73],

§9-=Dé(30m uOtientéaeeooéaaéacooeoeaeao&sooboeooo 75‘

osztlon”&es,mesurss$mesure

1:Définition des mesures quotients (74) 2:Théorems de aecompositlon énoncé(75) ;

500 1%0n construit{en un nombre fini de pas)les mssures m (77); 4:00 1%cn mon-
tre gue les my sont p031t1ves (78):5:0u 1°on concentre lSS m, sur les fibres
(78} 6:Unicité de 1a ddcomposition (79):7:Relations d'équivalence mesurables

{80): 8: Decompesitlan d‘une mesure par uns re ation 4 f”eqnivalence mesurable(aﬁ)@

Ccmmentaires
3}De nombreuses auastlons ont Lte oublleas par wxemple:on peut tcugours me tire
simltandment une famille dénonbreble de mesures mn sous la forme f oim :1%ima-
e reclgrggae d‘un ensemble analytique est analytioue; si le graphe d”une fonc=
tion est un ensemble enzl ytique, cette fanﬂﬁﬂﬂw 28t negurab le(c“est tout & fait
important pour les applications);dans la mesure quaﬁlvnt si la relation dqéqule
volence est defznie par un groupe blen fouta Bt sim es% 1nvarlante 11 en est
dz méme des m. .

i : : : g
Béautrea questions ont été ouhliées par pri pe;1 t ment: decomposztlon d’uns,
mesure invariante par un groupe en partlea ergodigu clest un eaemple de rela-

tion d'éguivalence en gfnéral non mesurable ) le féda&tEQr pense qu.ll.seralt
sussi justifié de mettre ce théoréme ici que dens le Chap. sur la théorie ergo-
digue;toutefois,il sersit tout & fait stupide de séperer ces guestions de la
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%}eorle des sommes continues{ou mesurmblea} espasea de Hilbert,vu gu’slles en
scnt une illustration et un cas particulier tout ¢ la fois. -
On n'sa pas non plus traité des mesures isam&r@heagle rééacte&r ignore 1°’in-

montrer gue toule me-

a3

5t de cette notion;de plus;en parler cbligera B
{ou presgue)est isummrphp . 15 mesurs de Ilebesgue sur 0,1 9¢hesreme'
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dont les méfaits ne sont pas encere terminés .

et

)

i}lﬁ § sur les ensembles analytiques o étd ajoute d'office au nlan prévusnor-

malement,il surait df figurer en Top.Gon.IX ;en ce gul concerne son utiliss,
on sursit pu 1a contester en 1348,mais pas en 1950, ctant donné que les résul-
s en gquestion ont %6 utilisés en 49.de on essentielle,par von Keumenn,

t
~aokey Renlzn(e% mime Twaseawe-mais il aursit pu sfen pesser).le fait que ces
esti

¥

&

)
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gquestions aient été expcsees d’uﬁe facon q@ywlbie par ies ressortissants des
Tiémocraties Populeires ne semble pas suffisan }aar les der:quant au fait
gue Bourbaki a horreur de la séparabilité{com a Nature a horreur du vide),

%
S
<1 ne constitue pas non plus un arguuwent suf an%gque peﬁsereztaen d*yn chi-
mists qul éwrivant des “Wlemants de Gm.m.eﬁ e perlerait pas de Nﬂdeﬁ'SGus

248
si 1'on peut dire.
I1 seumble que le théorbme sur 1”1m&gc cwﬁ%l@a@ et biunivogue d*un borélien
soit poins 1ndzspansable gus les autres ,en ce sens gus,dans besucoup de cas,
démgnstration astucieuse'pérmet de s'en passer;n 1n
uvais de donner un peu g;gg que les théorémes siricisment nécesgaires cecl
fin de ne pas obliger les gens & faire preuve d dfune intelligence infinise
faute de quoi le seul lecteur de %curau&1 sera le Pon Bleuﬁce gui seraii
gﬂe?table pour les dlstrlhutlaps 4% Armasmee) . Diune menitre ge ‘nérale,le ré-
'éé-taui est d‘aﬁls,que 1%on doit,non ssulene ;%~éz%ssar ce gui est deéja conmu
{e% ce par les meilleures mé%&cdea) maisg gu%gi donner 1as m0fens zechnzgues
de @nﬁlnuer°or on R g jamais v gqui gus ce soit irouver du premier coup les
bonnes démonstrations;il importe donc de £ s de moyens gu'il n'en :
fsudrait théoriguement.ilien eniendu,ceci m@@blfwe=nam,é introduire tout Kura-

+owski ,mais seulement & choisir entre 15 page -s{rédaction uatuelle) 10 pages
{ rédaction actuelle moins les borél iens) et @C”’Kuratow35¢)
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sxte qu®il a 1%odorat sensible? DYal ez.s?c“es%june pure gquestiion de zolt,

n'est peut étre pas
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'.a#:}aa
le yonchion T sera semmabla pour m,ct il est clair gue la formils
(1) = It} - f%iV)c?m(27

+

dsfi % une appizgatleﬁ lindaire dens F de 1*espace<§fF(A) des fonc-

tions définies sur A, ?aléu?s dans P,et gui sont éantinaes et & supd‘
ort compact;si de plus £ est nulle eﬁ &ehbrs d*un compaof K Ageet‘si,
?% est 1s mesure de K pour 1'intigrale ’%ﬁ% ,0n aura évidemmenﬁ '
@ sk w2l - ‘ _ |
I(£) est done une fonction continue de £ memx au sens :conversence unifor—
me en restant nullereﬁ dehors d°un compact fixe.
Considlrons alors le cas particulier oi F=C ;deAce gui précéde résul-

te que f«jﬁ(f) est une intderale de Hedon sur ZXK?%&?%E 1%e espece 1oca~

lement compact AC F nous 1‘a§pellprcns 1'intéerale induite par m daﬂs

& (le rédacteur_n?a.pas le couraze de faire une Définition)éei nous lz

degignerons par le symbole m, ;on ne perd & pas de vué gue 1°'intégra-
m, & éfinie sur iferpaée A?e% non pes sur B.

Rerarque:dans le csa ot A est ouvert dens E,le fonction £% eﬁégpéuf

support compact sur A continue et : suppor: compscit

sur F;on retrouve donc la notion exposee eu Chap,IT $? .

Proposition 1-80it A un sous-sspace localement compset Ce fhe it aE“llcmt¢Oﬁ

EF%%K% de 1°'espace ﬁeg intéerales de Radon ﬁéi1w¢es sur B dans 1 esp@ce

anazlogue relatif ¢ A est linda aire et positive.

Cette propricété sst évi&enteQ

Proposition 2-5i A est relativement compact,la mesure m, est bornée.




- L
Gela resulte &e 1& reiaivon {2) sppliquée i un compact K contenant A,

”ReﬂarauemLes 1nt grales m iu?uites csur A par des intéprales défi-

.r.

ﬁlés éur E ne conmtltuent aon pas,en géhdral ,toutes les intdgra-

&
’ 133*ééiinieé'sdrvk}par Hé@@la,%i E=Reat ﬁa“agnglla-ﬁgsure,

e o .:‘ ~ = . T : & " - e : 2 ; - & -
ne provient pas d'uns Initcgrale définie sur H pulsgu’elie asi ds

~ masse toiale infinie alors cus A a5t ﬂvlqtvvev ot sompact.

”On'nbtera'é‘aﬁtré partfguéhi&'ffop@ est valaoie plus générale-

Jeﬂ% 533 que mt&ﬁ est fint,

-

Proposition 3-Soit Aﬂun sous-enserble fermé de h,alers toute intégrale

déf iﬁle snr leespace analemunt compact A est induite par une integra-

Soit en %} une 1ﬁz=graie de Radon sur A gu'on peut évidemment
sugpossr;pg siti v_,?ogr_tcaﬁc fonction num érique £,définie sur E conti-

53 6%

nue eﬁ,;Vsuppdrticompacﬁ la feetr”cglan ﬁe £ ¢ A est sussi continue et

: 54 yow% aompac puisqgue A est fer@é ont peut donc poser

w0

.
, (ji.‘ m(f} %Aj f(ﬁ;&?AX; - :
- A - P -
il est clalr‘qu’on definit de cetie fagon une intérrale ‘de Radon po-

sitive m sur E nous allcns mozﬁc er gue

=%

i nfest sutre que m, .Pour cela,

et g {tant une +0nczlon continue et I support compact définis sur A il

fzut prouver QQe 1'cn

& =
! <x>d§4 = | #*(x)an(x) ;
siie oF L

.} - B .
- on peut Gu reste se»borger'au'éas o1 g est positive;ueis alors g* est

: 7

ine fonction seﬁ;a ontinue supariemremczﬁ sur F,en sorte gue llon

a8

¢



(’ = = = Z : 7 -V ; 4v
uf gh(xjdm{x) = infwj{}(x)ém(x)
B 3 2 : z

le symbole "inf® étant relatif aux fonotions f,continues,positives et
ie support

L7

2 support osmpaat sur E qui ma jorent g¥,c'est-i=dire gui  sur

KC A de g,sont z» g;il vient done sussi

{é#{x}dm(x} = inf jf{xi'g(x} : |
- = A |
- : |
o3 o -y Fes 2 "l |

z > gonsidérées forment dans 1°espace

ot comme les resirictions & A des I ¢ G )

9 e s e = 5 = = it >
ggﬁiﬁjguﬂ filtrant ddcroissant dont 1a borne infdrieure est la fGﬁGﬁlﬁ?

continue g,on &

On voit donc gue,si A est fermé dans K, m — m, est un ne applii cation

= Z . Ko : ‘ = 5
de 1'sspace des mesures deéfinies sur K sur 1l'espace snaicgue reisvii o

A

Remargue:on obtiendrait une d'mo‘ubwa%icm plus courte par Ur jq0§ﬁ¢
5-jnsembles mesursblss pour uie 3 v
5=l6n ; mesursbiss pour U e thvg e dncuite.
g,n‘, oS Y 7 a = o~
Proposition 4-Solent i un espoce 100&10@6&0 compact,n une mesure 0e

Hadon positive dofinie sur K, A un cous-espace localement compact de B,

m' 12 mesure induite par m dens A.S1 un ensemble X A esi relstivement
compact dans A on a
(50 =iy - @' (0 = i) -

~ z 7 7 >
Supposons t&ut d'abord X compact dans A,donc sussi dans E.Par défini~

]

(X)),

tion,on a {Chap.I1T,%5,%0.10,Prop.18)




£

tendu aux fg&ﬁo(ﬁ) oui sont = 1 sur X peis
les ;OﬁﬁﬁiOﬁS £% correspondentes forment alors un [iltrant décroissant
dens ] °*ensemble des fonctions positives semz=ount1nue supérieurement
et 2 sapyaft compact, éézinies’sur ﬁ;1a>aorne intérieure de ce ril
€tant la fonetion caractéristique de X dans 7.on & donc mf (0)=n(X) .ce

4 Ve 1

Considcérons maintenant le cas géneral . ou L7 A est supposé contenu

s donc m*(X) = w(X) ,ce gqui est la prerilre relstion (5) (on notera

gu'elle est valeble méme si X n

({1
{0
ot
o
()
ot
=
o
s
)
b
r.\l
<
9;2;
)
a0}
c..i.
0
C‘)
‘3‘)
(@)
S
SR
o

Pour prouver la seconde relation,remsrcuocns tout dsbord gue 1'en-

.,Jocalewent compect;il est donc mesurable & 1a

fols pour m et pour m':ii est de plus viesure finie pour w{puisgue
relativenent compact dans E),et aussi pour n' (en effet,la ¢éfinition de

n® impligue,comme on le voit imucdiatement,que m' (L)L u(f*) pour toute
fonction positive f définie sur A);com.e pour des eQQwr"les mesurables

: ~ = V_r_._: v o = g 3 o oves 2 - 2 _ : o
et de wesure finie i1 n'y a pas de diffcrence entre mesure et mesure in-

térieurs,la prewiére relation (%) iwmplique donc

’19{"“7{;‘ = m{fi‘g’g}(} >

et une relation analogue avec ' ,on obtient 1a seconde relation (5).
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= e

gorollairelde 1ls Proposition 4- Pour gu'upe partie X de A soit m'-nesu-

reble,il faut et 11 suffit que X soit m-—-mesurable dsns E.
3i'X'est\m9«mesurableiet si KT E est compact,alors ¥nK <Stant 1'inters
section ée X avec 1'ensemble localeuwent compact{donc m?&ﬂ@surable}?ﬁﬁ
est m?mmesuraﬁle;commeril est relativenmernt compact dans L ,on & done

n{%aK) = m' (¥aK) = (puisgue XK est m'-tesurable et Ge mesure finie)

\

i

=r* (Xn%) = a(Y@ﬁ}fce gui prouve que TnK est intégrable pour m:donc X
i 4

est m-mesurable.la rdciprogue se démontre de lz méme facon.
locaslement

3 T

Corcllaire 2 de la Prepesitien 4-Pour gu’une partie X de A goit m’-nége

i1 fout et 11 sufit gu'elle soit w— localement nég ganieo

i. 5
l-.J
T
o
4y
(wn
{».4
0]
i

Remarque-On a vu au cours de la démonstration de la Prop.4 gue la

ol

premiére relation (5) est vraie quel gue soit X< A;mais i1 n'en est

pas de méme en général-de 1la Seconde (conire exemple:on choisit A
ocalement négligeable mais non nogligeable pour m;alors m'=0C,en

sorte qu'on 2 m'(A)=0 et w(A)=+¢o );toutefois,supposons que A

soit 1la rdunion d'une suite croissante de compacts X%;alefg pour %m

: 2z

tout XA on a (Chap. I11,81,Etat 5) n'(%) z.supkmﬁ(ﬁzﬁm} = sup

= = -

a{X@K )} = m{¥):donec:

Vwep081u10n 4 olsws 1e sou~meqpace localement compabt A est dénoubra—

bel *liﬁinfiniales relations (5) sont wvraies pour t@a@e partie X de A,

Cor.

Dans ce cas, 1l est wvisible que,pour gu'un ensemble X A soit AESUE in-
*’ﬁﬂabie pouw m' = o, i1 faut et 11 uffit gu'il le soit pour m,et on
g alors mﬁ(v)wm(X)°”utremnnt dit,et si A est ddnombreble i 1'infini,

les parties intlerables de A sont les traces sur A des parties intésrab-




~8=
les pour m.Cfest en par%ieulier le cas si A est luiam@me‘comgacto

A-Ponctions TOQalpment somuables pour 1'intéprale induite.

On désigme comme dans ce qui pricede par'A un sous-—-espace localement
o

compact de & et par m, ou m! 15 ‘o esure induite dans A par une mesure p0¢v‘

sitive m définie sur E.

na
<t
)
fod
g
-
i
)
()
]
)
(o}
55
®
0
{

Propesition 5-5o0it £ une zometlon détinie sur A et ¢

sace de Banach F:pour gue £ soit mesurable pour m' il fau® et i1 suffit
Ao % )

gue 1a fonction f%zégaie : £ sur A et i O sur B-A,soit mesursable pour m.

Supposons en effet XX f* mesurable pour m,et soit K un compact con-
tenu dans A;pour tout€& ¥ 0,11 existe alors un compact K C’K 1equé1 T
—et donc sussi f-est continue,et pour leguel on & m(xwkiiﬁi£§;d'apr»s
ia Prop.q,ceci s'écrit encore m?(KmKi)<.€, ,ce gui prouve gue £ est mesu-
rable pour m'.Supposons rééiprdquemeni £ mesurable pour n'. et scit K un
@cm@act dans E;1'ensemble XA étant (véir No@ précédent)intégsrable pour
m* , o1 aeut trouver un compact L2<$ XN A sur lequel T eSu ocntinu@ et tel
que m”{Y(Eﬁ-du < & ;puis,ua coupact hg ¢ 1" (A el ne ciife “rant de
o ”{Eﬁ gue par un ensemole de mssuregié,;f* Ctant nmulle ern dehors de A
est continue sur Zv,et ilvest clairﬁlegvcampactg Kz et K3 ctant disiointd
que £* est continue sur K¢~,2t3K§ ;dgajrés»la Prépedgan 2 m(Y%Ki}‘i 2&,
¢ce qul prouve gue £* est mwresurabiea
(&#@&”ﬂ@ﬁﬁ%ﬂ%mw@ﬁ@w’ﬁn £ ﬂr&gnwe sur A uOlt Jocalement som-

- i
91t que £* solil locelefent sommable fHour.

/{/;af%ueﬂt Sion
ia 1onotloq,




Proposition 6-Pour gu’une fonction f Géfinie sur A soit localement som-

mable pour 1'intégrale induite m' i1 suffit que la fonction £ scit lo-

caiement gomoable 1 pour m;cettie ccﬂdi' onn est aussi nécessaire si A est

i

ferme dans B.

t , :
_ | =
a)supposons £* localement sommable et soit K un compact contenu ﬂans A
la fonction £ .A& é ( y :fonction caractéristicue de K dens &) est
; Z _

w'-—mesurable d'aprés la Prop.5;dfapris la relation gg;e rale m?(gig m{ 2*)

valable pour toute fonction g0 définie sur A,on voit tout de suite

& 27

o : .

gue %fg ., €8t d'intigrale supérieure finie pour u®,donc n'-sgomrable:
i 4%

L est donc localement sommable pour uf,

= - 2o £ =, 7 4 . ; 0 R - SB0e s o~

compact dens E;la fonction £% A, (v, :lonclion caracterisilgue as K
Jiss LR

jans Z) est mesurable d'apres la Prop.5 ;elle est ¢pale 2 f sur X8 1'en—
semble H="I0} A et ¢ O ailleurs;uais A étant ferns,H est coupact;donc la
72 o : ~ 3 A + ) g A . -+ W
fonction £ .4, (;@H :Lonction caract. de H dans &) est souwabl
son peut donc trouver une suite {(# ) de fonctions de @ha{ ) gul converge

m?-presque partout vers g = g

. et gui 1Crment'une suite de Cauchy
L - 2
dans 1'espace Ll(ﬁgmﬁ}?ﬁsat en resitant nulles en dehors d'un compact

fixe H' de A.Il1 est clair en vertu de la rela*ion

5 ! 1 fg 34 z :? 7
¢ o~z tdp! = 20—t &L oG
‘ T e Fees o
1 p aq\ £ 1P b
. 5 J .
A &
(laguelle est valable puiscu‘il s7a?it ici de fonctions continues)aue
o~ = o & ?:g' ; :
les fonctions gn% foruent une sulite de Cruchy dsns L~ (5;m):comme d'a-

prés la Prop.d tout ensemble NC A relativement compact dans ¥,et de te-

- . e s o
sure nulle pour m _1fest sussi pour m,on dcduit de ce gul precede gue

Sy
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ment scmmabis Eous =
Um notora qu'on a en outre svec les notations qui prooedeﬂﬁ
) , : =)
i f%(x)dm{x) = lim g g%{x)dm(x) = limdf gn(x)dmﬂ(x)
& s;g < 4 ‘ = _i&,'
’\. < f\ <
=jf f{x}ﬁn{x)dmﬁix) = if f(x)dm* (x);
A , T Ep A
en particulier: - =

Proposition 7-5o0it X un sous—ensenble coipact de E:pour gu'une fong-

tion £ définie sur K soit DQAmabl@ pour 1'initéprale induite m, i1 faut

et i1 suffit que la fonction £*,6/2le I f sur K et 2 O agilleurs,soit

soumeble pour m,et on a alors
V4

Jj‘E(X}de(X} = j i¥(x)a 3{}} -

7

gt

S

Revargue-La Prop.7 s'ditend aux sous-espaces local ement rgmpa@ts 4é-

=

nombrables » 1'iniini comse on Ile voit facllenent,et méue plL@ génc-

O
IS
;’7

raiement>%% (?) au cas 0& 1o mesuse Connde m est dénombrable § 1'in—
Fini(A étaﬁ% alofs guelcongue) ;suppogons en e. et cue ~ soit la ré-
union des compacts Kﬁ:et G'un etSQmale:uégiifeable'ﬁgalars A sern

1z riunion des ﬁ{?Kﬁ et de z{§ on sorte gue ls nesure m, es% dénom=

brable £ 1'infini;dire qulune fonction f,d¢finie =% sur & et sesurab—
5073 7 ,

(¢
le pour m, ,est soawiable pour , ,revient ¢ Gire gue le mExkm de terme
3 f‘ 2 . = - .

sindral jf gi(x%um*(x) st convergeﬁteﬁon suppose que les K for—

Sy c:
e
“&Lﬁ




/./ff;‘j
-3 i
ment une suite croissante);wais d'apris ce qui précede on s
- t (%) fior
: )1(%) am' (%) = | §x%(x);gmgx, .
Lo { (L
g
Tr vz
P&{% Ixﬂ T n
ce gui prouve noire assertion.il est clair gue toutes ces propriétés
nroviennent de lz Proposition suivante,qu’on a implieltcrment démontrés
dens ce gui précéde:
Proposition 7 bis— Soit A un scus-espace localement compect guslcongue
de A:pour gu'une fonction £,définie sur A et nulle en dehors d'une par-

‘2

tie compacte de A,soit sommable pour la mesure induite m,, il il fout et i1
suffit que 1a fonction f£* soit somusble pour myon a alors

[e(wan, () =2 (x)anx) .

JL =

Une autrs conséguence de

-
s

T

cette propmsition est

Proposition B-Soient A et B deux sous-—espsces localement sowpacts de &,
tels que ACB :2lors la mesure induite dens A par my coincide =vec m&o

Fn effet,soit m' la wesure induite per m, Cans Aj;pour £ €L (A), 501t
g 1la fonction(définie sur B)igale & £ sur A et ? 0 sur V-Aj;on & par dé-
finition m'(f) = *B{g}jmaiﬁ g Stant nulle en dehors d°un compact de B,
la ?ropa;résééedﬁe €eﬁne'm3{g) = n(g?):conne on 2 gF=f sur ! e@FG sur
Zh,on 8 donc bien coume annoncd m?{f}:mﬁ 2




K Stant un compactgon peut trouver une fonction g pumcriague, ocntiﬁae et

1")

SR

3»¢nte?rales dcflnleo par des Tonﬂmlcﬂﬂ jocalenment sommebles

1-Propridtés caracierisiiques des fonctions localement soumsbles.

Dens tout ce §;et sauf mention expresse du contraire,on d-signe par E
un espéée localément compact et paor o une nesure positive sur E,donnés
une fois‘pcﬁr toutes,

On & défini(Chap.II1,85,50.5) 1a notion de fonction localement sommab-
ie comme suit:une fonc%ion z?duvlnie sur E et i valeurs dans ur espace
de Banach F,est localement somusble(relativenment & }si, pour téu% COn—

t K{;Egla'fonctien égale { £ sur X et { 0 ailleurs est somuable pour
m.Hous allons domner deux autres caractérisations de ces fsncﬁlensgA’

Proposition J-Pour gu'une fenction ¥ définie sur o ssi' loc ement Som—

c:‘@‘
N

R 0, 1 restric—

wable pour m, il faut et i suffit gue,pour tou% compac

5

Cfest une conséquenca imédiate de 1a Prop.7 du §2.

Proposition Z2-Your gu'une fonction f ddfinie sur ¥ soif Jocalement sor-—

rable pour m, il faut et i1 suiTit que,pour toute fonction numerigue =,

continue et i support compact,la fonction r.f soit someable pour m.
Lz condition est négeesaire;ear g.%,coume produit de fonctions mesurable
,6st mesurable;si ae plvs g est rmlle en dehors du compact K, on a

f =0  F s? x €0 sorte gue %gﬁ% cst d'intéerale supérisure finie:
-t v : _ .

i)

conc of est sommable.Réciproguenment, uupuﬁsowa rialisée cette condition:

support compact,telle que g prenne la valeur un sur K:on a alors flﬁ?

o

!

‘éagx ce gui met en dvidence la somzabl 1ité de fzgy .

Rappelons gue toute fonction continue est localexent sommable,de mé—

e



i

: - o e e - 4 : -
me gue toute fonction de puissance p somable,ou gue toute fonction me—

surable qui reste bornée sur chague compact.

2-Intdorale définie par une Ffonction localement sommeble.

Tous aurons besoin de la notion suivante:

Définition 1-Soient I un espace localement compact et ¥ un espace vec-—

toriel topologigue:on appelle intéyrale ¢ valeurs dens ¥ ddfinie sur K

: : s s - 2 3 3@ .i - ~ . F 0
toute application £ I(f) de 1'espace of () ZEm(fonctions pumériques

continues et I support compact définies sur E)dans F,qui vérifie la con-

- e » - < 0 : 3 5 - g 3 - » - =
dition suivante:si une £ variable de «7 (h} converge uniforméuent vers

une fonction limite £ €of (i) en restant nulle en dehors d'un compact
(94 -

fixe . glors I(f) converze dans F vers I(f ).

11 est clair que cette difinition contimnt celle des intéerales de

Hadon,lesguelles correspondent au cas ou F est le corps rdel ou complexe

Dans 12 suite,nous Ctudierons principaleument le cas ou T est un espace

%

de Banach;la condition de con%iniitd “igurant Gans le DEf.1 signifie

alorquuegpour tout compact KC E,i] existe une constante mx pogsitive et

Linie telle que 1l'on ait

L ol% 5 iz |

: o : o : 5 $
pour toute £&e{(E) qui est nulle en dehors de X.5i les diverses cons-

b

feode

z . e

orne superieure finie,

i:)-!

tentes ?K en guestion ont,lorsque K varie, une

fooc

rous dirons,comme dans le cas des intderales nundriques,que 1'intéerale
vectorielle I est lornece.
TLa métiode 1=z plus intéressante pour construire des intégralies vecto-

rielles est indigude par le thlorcue suivant:

Théoreme 1-30it £ une fonction localement sonreble ¢ valeurs dans un es—




e S — ———

pace de Banach T;pour toute fonction o *Méf%w) posons

7 e Z e 7 2 7
(1) Igg) sqj;g{x}fix}dmax) - -
alors 1'spplication g I(g) est une intéprale ¢ valeurs dans F.

Toutb d*abord 1a formule précédenﬁe 5 un sens d'apres la Prop.2;si par

Définition 2- 1ntbgru¢e T d finie par la formule (1) se nomme "1tinte—

>

®

rrale de densité L par ra por% : m:on 1= note aussi o

o M‘;\

,ou £f.m,ou f£.dm;

toute intierale de 1a forme f.m est dite "de lase n'.

%_Condition pour gu'une intdgrale de base m soit nulles

Proposition 3-Soit £ une fonction localement sommable;pour gue 1'inté-

grele £.m coit nulle il faut et il suffit cue 1= fonction £ s0it nulle

localcment presaue partoub.

Que la condltlan soit suffisanie est évident,car si elle esi remplie &

-

0 <& - : e :
et 51 g€ol (T),1a fonction gf etan

ot
=)
o
iy

srale nalle par rappert i m:donc mf{g}m@ pour toute g%&%f{&}~

supposons maintenant que £ ne soit pas nuile localenent D.p.. 1L existe
aiorsAun ensemble intégrable i’ sur lsguel f est #0,puls,par Tusin, un
compsct non nigligeable K sur leguel I ost QCnﬁiﬂue et £0.Dens 1‘espace

de Panach F ou f prend ses valeurs,l'enseuble compact £(¥
une ceriaine boule B de centre O e ie rayén rion: nul: ey compacité,on

sut donc recouvrir £(¥7) par des,boui es . (1£i€n)jen nombre fini et he

kel

rencontrant pas B;il est clair que pour un i au moins,l'ensenble des wEK
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tels cue f(x)é,%i‘(nnsemble gui est coupsctjne seru pas de mesure nille;
en remplscant au besoin Z par cet ensemble,on voit donc gqu il ex¥iste une

oule fermeée B de P ne cﬁnueﬁ:nt pas 0 ,et un compact KL E non ncgligeab-

le tels que £(X)C Be

Ceci étant?supposons gue 1'intégraie n? soit nulle ;1a yvonction caracté-
ristique de K étant m-somuable,on peut 1‘approcher par une suite presque
partout convergente de fonctions'f deeﬁifﬁ).qui ERnyErgErauzsk restent

.~ s - &3 PEr : ' f = Ve 2
uniforrément borndes;d'apres Méorome de Lebesgue,et ;jgfcm étant par

&N g

>

(E),on aura { la limite J{%(x)ﬁm{x}zﬁ°
. s Z : i ’ Z =1 s
rais K n'étant pas negligeable le point wEé”:{?gdm est,au facteur m(K) pres.

hypothese nul pour toute g &

' - - . X s
contenu dans 1'enveloppe convexe fermie de T(K) (Chap I11,.76,7h.1),
donc dans B ,donc n'est pas nul,et cette contradiction ackéve de démontrer
la Proposition.

Corollaire:si £ et g sont deux fonctions localement sommsbles ! valeurs

ponsa—_

dans ¥,la condition nécessaire et suifisante pour gue les intlegrales vec-—

torielles f.dm et g.dm soient identiques est gue f et g coincidert locale-

ment presque gartout(resp. presgue partout si la pesure m est dénombratble

1'infini).

A-Condition pour gu'une intdégrale de Lase m soll bornée.

-

51 une fonction £ ¢ valeurs dans 1'espace de Banach F est non seulement
lacaieﬁanx localement som.able,mais somable pour m,1'intésrale {.dm est

bornég puisgufon a alors d¢videmment,pour toute fonction £ continue et ¢

support compactd

'mg(g}ﬁ E {; (x) 1(A,adm(¥3% 5 Jféf(k)éadm(x) -

Ataprés ce qui précide,il en est donc de méme lorsgre I coincide logcsle-

ment presque partout avec une foncticn sorwmable;nous sllons maintensar




e _— _— - — T
et 6@ 7
(dens le cas ou £ est nun erique,
démonirer la réciprogue de cette propriétélet ceci en plusieurs £tapes.

Proposition 4-Soit £ une fonction localenent somable positive:pour oue

coincide loczlement presgue part oat avec une fonction sommable il faut et ¥
et f/‘ : < < .
il suffitoue *cs nombres § fixjamix) (K:pertic compacte variable de 7

soient bornds super&pureaert

a1 s s : g . o = SR e AL e o SRR
tout revien eyidemment ¢ prouver gue 18 cof wition est suffisante.
v G ok g . :

cela remar-uons“ ve cette condition iupligue cue 1l'intégrale £.dm est Lor-
# 4 % b5

née: cette intdégrale est par ailleurs positive,puisgue f est ¢ vealeurs posi-

tives:;donc la fonction 1 est sommzble pour f.dm,ce gui prouve 1l'existence
P

d'une suite croissante de fonctions gﬂéaf (B) telle gue O <P £ 3 oour
i

+ : -
tout n et
s it
sup mi(gh}A: mfil) < + o5 .
Le premier membre de cette relation étant,par définition de

sup ml{g f),et les gnf constituant une suite croissante de fonctions posi=

n
tives m=sommableszon voit diapris le Théorere de Lebespgue sur les sulles
0301s~antesgque la ionctﬁon h= sup(r f) est m—sommable et que mlhj=m (1;}.

Soit alors ké@g ():3e kh = sup(kg £ résulte en intécrent par rapport i m

ar;l
ol

(ﬁ) = su m (k }'mals par construrtﬂoq des = on s supls J=1 w —presgue
l 2 Oﬂ % o

=h
Sy (

- f = £ ¥ : . :
ﬁawteut donc sSup m (th} = (k):les i xiag:aie% 1w et m sont donc identi-

queaﬁen sorte gue (Coroll.de la Prop.3) £ coincide um—presque partout avec
la Sorction m-sommable h:d“o& la Proposition.

Considdérons maintenant une fonction localement souwmable £ { valeurs dans

R u G .0ais non nﬁcessazr@nﬁuw rositives . = o
T e 'g&@&gﬁam&&&z&)poux chagie compsct KC B, nous désignerons par ﬁK le

o

: b ¢
plus petit nombre positif tel que 1'on &itg,ggf dm%wh V°%£§jg our toute .

@%éika} nulle en dehors de K:il est clair gue,:i la mesure f.dm est bornde

gt
i

sa norme est la borne supérieure des nombres %, .llous allons montrer gue,




| @J e ;

{

Pour ﬁela rems rguons que si une fonction numérigue g,Lornée et n-mesursbie,

nous pouvons supposer £ continue sur H.L'ensenb

elle prend deg valeurs de norme G ou i

-
T i oA U s Ty B ¢ i 4 f:«.q—x;\ a'Q-; ol ¥
pour tout compact H interieur ¢ 8 _on &
4 T
(5 ol N o v L
{1 C iz dmiz) S M -
qoR ¢ > 1A%

-

i iz frﬂl
gf.dm %ww{%csé

|V\nxfzm'mr<‘"
ey

REtes ?
i ¢ = g5 \ =
en offet,on peut approcher g par une suite g de fonctions de & (E) qui =m
converge presgue partoti vers g en restant de ﬂorméé%ﬁ gl ;et 1'on peut sup—

poser les g nulles en dehors d'un volsinage arbi traire de E ~donec,nulles &

(1)

en dehors de K:la relation (2) est slors vraie pour les grret elle se con-

serve ¢ la limite pour g.
veci Ctant,nous pouvons trouver,d'aprés le théorime de Iusin ure suite
croissante de compacts H C H ,sur chacun desquels f est continue,et dont

la réunion est H & un ensemble de mesure nille pres;il est

relation (1) est démontrde pour les H elle le sers sussi pour H:per suite.
2 ; & 9

visible cue, pour tout & 2 U on pourra *rouver une partition de H en un nom—

bre fini d*ensenmbles mesurabﬁes M (1€ 14 n) de telle sorte gue . dans cha-

et est évidemment uesurable:de plus

E)

> ., .5 g > .7‘, % : 5 35 =
on a £ix) g;( §$u£z} pa rtou UGQLEWSGu meintenant par x. un point de

4. ,choisi une fois pour taau : % * dcsinn&nﬁ conue toujours ls fonction ca—

ractéristigus d'un ensemble mC.ann aura 1?Jnog®11tu

'-{§}’>' ,if(x;_=' éfmuff );&v («;»f( )ﬁzé_é; pour tout xe& H:

B |




‘3"

(6) ‘ éz = %1 \_ tg_s&p_(;f. %)

revient & prouver le _ : ‘ v =

s
de 17 résulte que,pour toute ronction n murlqu@ gzmesuraéleibarnéeAét nul-
le en dehors ?e H,on surs ,
| Jerim - 2 uxy) [elrlan| < £
et donec d“apreq (2): : Z%‘ ' ‘ - '
(4 gu(x ) fg%fh dm %4 (mx a}-f m(‘iﬂ%%

2

introauisons .... 31 ...alors les nopbres

|

'3’12

- (5) a. 31u(xi) .Ef %dm. : ;

s : ,
en appliguant (4)... Miqagé 1s fonction g qui dans M. prend une valeur cons-

tanteﬁgi arbitrairement donnée{réelle ou com nle suivant le corps consi-

sré) on voit que,guelles que 501ent les constantes ‘§: on a

8

on U = w,+f m(l) :si naus grouvons cue (6} 1mp11a1@i>» %a.%ég M,on sura,
i sgue d*a res (5) € dm = ia : Wa slation [l£l.dam £ 7 +En(H)
p .-501 v p s ﬂﬂ' 1 . § = T iC L ¢ grq-hf, S -,‘;{. . /

9..&

ve dé..H. . .montrée.Donc tout

)

€ >0 étent arbitraire, H ...la relation {

L

Lemme—Soient a; &as constantes rielles{resp. complexes)en nombre fini:si

est la norme de nette intégrale on aura Hgégﬁ pour tout oompa@ﬁ K:donc,

d'aprés ce qu’on a vu, {}fgadmé$ & pour tout compac= H intérieur

quels gue soient Tes pombres ré eis{vespo complexes) %i on a (6),zlors

(7) S alé

m lsisse au lecteur le soin de constater per lui-mére 1'exactitude de cet-

(3
=

te importante proposition.
Ceci t 5 reven&ms su problime posé. et soit £ une Tonction localement
b2 9. : . o

z

mommable( e ‘le ou complexe)pour laguelle 1?iniéwga e £.4m est Lorn
1 : ¢

B

2 i
e:81 M

n}wﬁ

KK %%
cuvent 8tre choisi ....H.. arbitrairement cette relation est vraie pour
3 2 ; :

on peut donc supposer, au besoin

2

R

o
o

1'importe guel compact H;d'apres la Prop.d




-en modifient f sur un ensemble lccazlemsnt négl 1g@ab¢e que |f

3
i Ui
[t}

est sommeble
—et donc aussi f£:de plus.on = dans cette hypothese
, =
: . £ -
(8) 1 =,§m = i)

il est en eff=t clair gue le sesconGg wembre Lajore le prcm¢er dlsutre part,

2 £ - e = Sl S
pour tout coupsct K on a é&gbdaug M ,car si K est intérieur { un compsct
L~k ¢ e 5 : 2o o = 2
) Jifl.dm § 1 € Mhde 12 résulte immédie-
g

re de ses intégreles s r les compscis.gue le premier membre de (8) majore

Bn définitive,on a le résultat suivant:
Théoréme 2-So0it £ une fen tion localemerit sommal : veleurs complexes:

coincide, localement pr Sauegpartc¢g avec une fonction scnmable z:lc norme

de 1'intégrale f.dm est alors dgale © éﬁgggdm -
Corolisire du Théoréme 2-Soit m une mesure positive ddnombrable § 1'iniini:

pour gu’une fonction complexe i,¢ocaiemnnﬁ scmmable pour m,scit sommable il

feut et il sui it gue '3 ﬂtsgrale dp Hadon m solt bornée:on & alors

|u'ii = fizCo

i)

_dm{x) .

e
MA\’:.‘G
ey
L= g o

Dans ce dernier cas, on vei% donec gqufon oeu* identifier lﬁespaca LL(&sm)

1%espace des intégrales borndes de base m.muni de sa norme maturelle

Prepier Probléme mis su eoncour8°wtendre le Th.2 aux Tonctions vectorielles.

By

peuxiéme Probliéme mis au concoursade¢cntrer 1'intérét du prdcédent.

([.B.:1]1 ne smzr saurait €ire question de gene*a iser au cas vectoriel

7

1*égaliﬁé§§m ﬁazfg {.dm,vi: qu'elle est trivialement foausse pour 2 dimensiond

s

en raison de ceci:le diametre d'un parallélogfaume nfest pes la deri-somne
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de ses cbtés).

5=C ition pour gu une intégrale de base m ~013 positive.

Proposition 5-So0it £ une fonctiion localement sommsble compleXe:pour gue

1'intégrale £.dm soit réelle. il fout et il suffit gue f wr¥meidex¥ soit lo-

calement presoue partout réelle.

En effet5i1 est clair d'une manidre gdénérale gue 1'intégrale imaginair@
ocaTagaee de £.dm est f.dm;la Proposition résulie alors du Voreal .de la

Prop.3.

Proposition 6wSoit £ une fonction localement sommsble rdéelle;pour gue 1'in-

téprale £.dm soit;p sitive 11 faut et i1 sulffit gue £ soit positive locale-

ment presgue pariout.

=t

La condition est trivialement suffisante:si par ailleurs elle n'est pas

remplie,il existe un ensemble mesursble relativement compact ¥ sur legue

b
=]
r

1csguelﬁe@ peufeﬁt étre supposdes uniforméuent bornédes et nulles

f [
;»mafdm = 1im 1 g

ss

en échors d°un compact flzeﬁce gul impligue

2 g f.dm < O pour n assez grand ,ce qui srouve gque 1

~
7 : T4 G
est réelle,on e [(m) = £ .dm :
¥ e e A e = s L2 ‘7-— it 8o
Corollaire de la Proposition 6-"our gufune intesrale reelle de bagse m soit
® * e < = < = -~ 2 <3 Y b3
m-bornée (clest-i-dire soit mejorde par 1'intdgrale k.m o k est un nombre

o R - N2 1 A 3 Sk b - 53 G 3 S - o
positif fini conyenable)il faut €t 71 suffit ou’elle soit dcfinie por une

densité sssentiellemeont bornde rela 1”8 ent & onm,




6-Suites ercissentes d'intégrales de bass m,

: ' - reet}.
PrQ@931t10ﬂ7ﬁ Soit £ .dm une suite crolaﬁante a'in ﬁugfales de base m: pour
— 24

gus @eg_?ﬁ* gwales_pOSSuden% une Lorne Superis ureAdaﬂs 1'znsembile des inté—

grales de Badon réelles il faut et il suffit que la fonction £ = sup(£ )

soit 1u¢a¢omenz sommable:la borne supcrzeafe des intégrales fnsdm est alors

1lin} éﬁ"ale f.dm .
i 5 X -, Z e o =
flemarguons uaut d*abord que ,d'aprés la Pr Oggiﬁsg a inix;qé fﬁ%1§A; loca-
lement presgue partout;comue les £ sont en infinite dénombrable,on peut,zu

n
besoin en les modifiant sur un méume ensernble localement négli

gue ces relations ont lieu varfout-ce qui ne modifie £ = sup(f ) gue locale-
zent presque partout.

aboréd f{ localement sommable;pour toute

o

Ceci ctant fait, supposons tout

(V.2 = - s S ( 2 “ ~ : et Lo E
g&ol (E) on sura alors,d’aprés le théorime de lebesgue relatif sux suites

croissantes de fonctions sommsbles: v
m (v) Jféf dm = sup fgfmodm i F ool

i —fre
=

- = = - n
ce gui prouve cvidemment que w est la borne supdricure des m .,

Z o

supposons reciproguenent gue les intégrales de Radaﬁ £ .dm soient msijoréed

n

7.

superisuy emen%{ce gui est la condiiion ndécessaire et suffisante pour 1l'exis—
tence de leur borne Superleurezehapeiﬁa@aa),;paur toute géiif;(ﬁ} on surs

sup_[gfnodm < &+ 0 |
'ioncgtcajsara é”aérés 1é théoréme de Iebesgue,la fog tion of = sup(ef ) est
sommable  ce qui prou?e{Prcp;Z}guerf est locelerment sommable.

7 7

ollaire de ja Proposition 7-Toutls intepgrsle rcéelle de baose m sppertient

o

V6
10T

M

¥ 1z bende{Chap.1,52,Déf.3)engendrde par m dans I3 ﬁﬁ 1?95b% e de Riesz

complétement réticuld des intésrales véelles définies sur E.




o>
En effet,soit f.dm une intigrale de base m ob £ est ! valeurs réelles;po-
sant f{ = inf(£,n) ,il £st clair gue toutes les initdgrales £ .dm sont m-

= - = X

bornées et que £.dm est 1= borne supérieure de celles-ci:d'on le Corcllai-

i

re d'aprés le Chap.l,t2,Th.1.

7 T :’{ 1 - < 4 5 § "i r? A : s
,°Argvﬁfﬁ e induite par une intégrale de base m,

Proposition B-Soient m une in‘éprale positive sur ,£ une forction coxn p =

xe localement sommable'pgur'mﬁﬁ un sous-espace locslement compact de E,

-

o 1'intéprale induite par m dans A:alors 1'intéorale Lnauﬁﬁe par f£.dm dans

e % e

A est £.dm ou £ est 1s restriction & A de 1s Fonction £,

ooty

2

Seit en effet g une fonction continue et ¢ suppori compacﬁ définie dans A;
oit g la fonction définie sur I en prolongeant g par 0 en dehors de A

lors{§2,No. 1}1’1ntegrale I induite par W oa dens A est définie par la rela-

o
Fede
()

{.
X

Prod

) . l_(é‘i' =u(gF).

Considérons- malntenant ia festwlﬁtLOﬁ T o A;pour toute geiéi(é} la
ianctlon y;fn h est nulie en dehoru d’um com paci de A,et ¢ est 1& restric— .
t*cn ﬁ de la fonetlcn h%.v 9* f qu1 est vws;blement-somnable‘peur m;

done (32 TOD-. ? blS}h pst mcxmable pour m, ﬁz“dﬁyﬁyf —ce gqui prouve déja

que f est laealement sﬁmmable peur T —et 1°on a

o) [gf dm = /hﬁ dm = ;{)ﬁiai 9
i&e; - | W'A . 'E '. .‘m
3 e -ulen)
é”apf@s (5)»9%_(é}ytoutfre?ient ? prouver éug igmn é
)y wle) - ales)

=

pour toute'gﬁ*ﬁf(ﬁqgon peu *-ﬂu reste se borner =m cas ou g est positive.




- —23=
¥aig la fonction g* Stent semi-continue sapérieuremsﬂ%}b@rnfevet ¢ support
compact,est sommable nog% toute integrale ,et en particulier pour m i pour
.t?;ﬁﬁ‘éeut don; trouver une suite d<croissanie de iﬁncﬁigns'hﬂ{ SD. K de
ifn (B} ,majorant g* et dont la barne inférieure veui m-presgue nafﬁﬁu%freéy

fwgvasaae partout) g*; pcwsnt D sing(fn§gﬁ7goh voit cue les pnéég;{ﬁi con-—
vergent vers gF m- et m pfésque'parﬁﬁuﬁﬁee gui permet d'écrire gue

*ﬁ%ﬁﬁz XX“%X@?%X mﬁ{g%} = 1im Qf{ﬁn} = 1im m{pp{}
fdiune par%bé%»puﬁscue ¢g converge mégfeegue gértca% Vers: fp*

ﬂ{fg*} 1im uw(fp )
d'autre yaré —ce gui prouve (4) et donc 1a ?:ggé&if:ﬁn 8.
8%z?ﬁ§%iﬁﬁ8 sémmabiesmponr une igtégrale de base mie c8pace uompaet}
Téorbme 3-Soient E un espace compact,m une mesure positive dofinie sur E,
£ une fonction positive sbmmable pour m;poufo&sune fonction g,l valeurs

dsns un espace Ge Benach F.soit sommeble pour 1'intégrale migil,faat et il
suffit gue ls fopctloq Feals @olt sommeble pour m:on g alor
;é;dm£'= féfedm - ,

0n va démontror ce théorcme en plusieurs dtapes.
Teums 1-Pour qu'unc partie Hde ¥ soit mfanégli;saETjSl faut et i1 suffit
&a@‘ieeﬁsemble N* des x= N cu f{x)%@ soit mnegligeable.
Posons pour simplifier les nolations ﬁﬁam_ ‘pour toute foncticn positive g
on a%aiarg 1a relation suivanﬁg entre intégrales supcrieures;

(1) TU(DK ief) \
~enn eifet, cette relation est %°W€ ale si g sst contime et i support comp
et on pasée de 1» au eas ginéral en l tilisent le fait gue 1'intéprale supé
rieure eét une Fonction croissante.




m24=

&

11 re ulte de 1% que si ]a fonction =i e

C@

t m-néglirceable,la fonction g est
5 fertzcrl m mncgllgeaaie;applzquaaa ceci au c=23 ou g est la fonection ca-
ractéristique de N,on voit bien que la relation m(N®j=0 implique m' (§)=0,

Reste & mcntfer la reclproenv Pour cela . soit ¥_1'ensenmble des points de

mon l'on a  iix) > =1 ,et soit

pOSl tive -

@“Uf +0ute fonction g continue E%IYX§”K§EA§Xawum&m$ on & ¢vidermment

nlel, )

n'(g) = m(ef) »n- &) i
-comne ci-dessus,on en dé’ui% gue pour toute ‘onciion g positive on &
B> nluel)
zppliguant ceci au ces o g est 1a fonction caractéristique de N, on hrouve
B > oL, En) . .
si donc ¥ N est : m’anngﬂlneable TXTEN LT EERE L les B, sont r=negli-

ges bles et cor e ﬁ’ est Ta reunlun de ces eﬁsembleb en infinitdé dénombra-
le 68 est 1u1~mpﬁe mwnvgll eable,ce gui dduonire le Lemme 1,

Leme 2;Pour taute fonction g continue et

valeurs dans ?aonraAmf(g)am(gf)

fes
el
&
1t
[
o
H
L]
(s
B
EN
(e}
)
i
2
&
®
i
]
0
)
O]
==

&>

Zzn eflet, cette relation est trivisle si o est

i 47

cas generzl,soit F*' le dusl fort.de P,et a' un clcuwent gueloongue de celui

—cl ;on aura aﬁors'gomm@ on sait

: i
= E e P b5l = BT Ef L ) N S
o) s - - e >zﬁa”/>9am Gone: = <oty an
c - - '
2~ o N 2 < = RIS s A (oo
< (g}id jﬁgé?a < Qm soone =/ g2’ t.00
. 4
e ST T B P
pulsque {éﬂa@ valeurs nuutflg&-b;? pplicuant le theéorcue de Hahn
5 _

—Banach, on parvLcn+ 1m&bd1ateuvnt au riésultet cherehd,
Wous souwes mainterant en lesure (e prouver ‘e tr
e = £ : :

tior ¢ valeurs dens ¥ gouiable bour 1 ;on peut trouver une suite g de

fonctions continues valeurs dens T telle gue ¢ soit

la somue de la série absolument convergente de terme gonéral &n
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* TEMHE puisque les g, sont continues, on

8
= sllg|2) = > (lg. ) £ +50 |

donc ¥ms la série de terme gindral g f converge m-presgue pertout vers une

e et

o : g S §‘ = 2 : : = e
fonction m—sommable h,et 2'on a 1u(h) = 2 nle £} donc!{Ilemme d} = > o (h )
e % e e : : < ‘ . = - f Ve
= m(g) .ais de la reletion g zé£ g valable mxwpresque partout riésul-
£S o - o . s 'F 4 = <
te & fortiori of — 7 B7 5 —presque partou%;lesvp01mts ou cette der-

l

niére relation est fausse forument un ensemble w -négligeable sur leguel

on & visiblement ££0 —donc cet ensemble es ”mﬁégligeableizemme 1);en défi-
nitive,les foncitions h et.gf coinoidén% U=-presgue paftoutéde gui prouve

que gf est w-sommable et gue m gf) = ulh) = mfip} :la condition énencée

t donc niécessaire.

L7}

=
Réciproquement,soit g une fonction telle gue gFf soit m-somrable;d'apres

a lation (1) dcmantroe ci-dessus, g est d'intérrale supérieure finie

L

H~

pour tcut revient donc I prouver gue g est mesurable pour m#o@§?%§§V§E?ﬁ
gtﬁﬁf“iééﬂﬁﬁﬁYgﬁkﬁﬁgvm”b’“ﬁéﬁﬁ”?ﬁ‘ﬁ? ﬁ“zﬁ””y YT T8 BrUTESENTE (8 VEUEDAETE KT
LTI HNE s :

g
@“&’E?’fEﬁéﬁﬁﬁ'ﬂé’géfﬁiéw;ﬁﬁﬁéﬁ".é621“52?{ [ EARABHT Y PRI SN Y Ve eI A8 THYEE EY

o]

Vi EHEEHBYE MIHEEYT BEALTE L IABHE YT L orT N SHE YT FEA T E YR L PR Y Y

Or e <tant m-usesurable,on peut recouvrir ¥ ¢ un ensemble m-négligeable(et

o) :ﬁ’ 2 s ' oy ) : Y,

donc m -ncgliges sble) prés par une sulto croissante de compacis Kpﬁsur cha-—

cun dﬁsguelu la fonction gf est ”Oﬂtlnhp ;en prensent n asscz prand,le complé-
T,

wentaire de K= sera de icsure arbitraireuen* petite pour mi;on peut de

plus —au besoin en cOupaﬂZ K par 1fensernble £#0 et

¢t en prenant un compact

un peu plus petit-supposer £40 sur ngmalnzeﬁanﬁzet £ étant m-lesurable, on
T 3 & - i s 1 o e p : s
rourre de meme recouvrir Ln”a un ensenble mw -ncgligeatle pris,par une suite

croissante de compacts Kﬁn sur chacun desauels £ ezt continue(et non null

,en sorte que g sers continue sur chague K :prenant p zssez grand

.




=5

Locd

we et dont le complé-

m

ingi ccnstfuit un compaet K‘ ‘sur lequel g est conti

, . ' : 1
mentaire est de mesure mrbﬁtrazfemenﬁ petite pour W ,ce gui acaeWﬂ lg de-

m@ﬂ“+ratie%}é la satisfaction générale des membres fondateurs(et méme du
redac teaf§ 7ais ce n'est pas fini:car il faut examiner le

S-Cas localement compact .

Théoreme 4-Soient E un espace l@ca?eber? compact, il une mesure positive sur

E,f une fonction positive localement scmmsble pour mepour gu

e 2
Z £
g,. valeurs dans un espace de Banach P soit localement sommsble pour m il
faut et 11 suffit gue 1= fonetion of soit localenent sommeble pour m:ies
=
intéerales de Radon (vectoriell es) pf.dm et p.du sont olors identicues.

e 5 7 2 . S f 3 = (T 7 75N i -

“pour tout compact Kﬂﬁfyog est somuzble pour w " done(§2 Prop.7) ! "pour
e

tout compact K la restriction de g est sommable pour lz mesure induite par

£ = - : = =

w dans K7 donc puisgue cette mesure induite est £.dnm {Prop.8) I Toonr

tout compsct K. la restric%ien de of ¢ K est somible pour la mesure m
(ceci risulisnt du T™.3) et rinalement en employant : nouveau la Prop.7 du
§2? = ﬁgduf_tcgt compact K, 1a Ffonction ;iKegf est mmsommablewﬁﬁe-qai-veu%

dire gue gf est m-loc alement sominable.Per ailleurs,si une fonction h est

. : o = ; : : = £, ;
aentlnue,et null en dehors d‘'un compact XK, on aura {m )g{h} = w {gh} par

définition,donec a.ﬁfqgﬁ) ou 1%0n s'induit dans ¥ (£2,Prop.7) ,donc{Th.3)

P

PPy : > e - :
_=ml{tgh) done(S52.Prop.7) = u(fgh) = m%&{h)ﬁae gui prouve lgldentlﬁé des inté~
: : e £
| grales de Radon £g.dm eﬁ g.0m . OUP
| 2 Sts o
Ccﬂcﬁlalre 1 du Théoreme @@fOur gue £ soit méwsommableqil faut et il suffit

gue gf 001nc1degloca1emenﬁ mugresque-partoutjavec une fonction n-somrable.

CGonséguence facile de ce qui pJpcbdc‘ﬁt.ﬂu a2
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§4m Théoreme de Lebesgue-Nikodym.

1=Caractérisatlon locale des 1ntegrales de Base o

TLe but de ce § est de résoudre le probléme suivant:dtant donnés un es-

pace localement compact E et une mesure positive m sur E, caracterlser

toutes les intdgrales(complexes) de base m.Conformément & une méthode gui

nous a déja servi dans les §§ pfécédemts nous allons simplifier le problée-
me en monitrant tout d*abord que,pour une intégrale 1a propriété d'étre de
base m est de nature locale;1*intdrét de ceci sera de nous permetire de
traiter le probléme posé dans le seul cas ol I est compact.
'?oﬁf ce1asi1-faut tout d*abord priciser la significatién de 1?expression
n]1%intéerale 1 est 3w localement de base m” ;par définitionﬁon,empldiera

cette expr9581on lorsque la circenstance suivante sera réalisée:pour tout

x E,il existe un voisinage U Qg ¥ dans I et une fonction 1ocalement SO~

mable £ tels gue 1'on ait

(1) I(g) = m(sf)

2 = < 3, ’ T 3 = o~ 7-- = =
pour toute g &<2{(%) nulle en dehors de U.Bien entenauglo fonction £ peut

éﬁpeﬁdre de x;pour montrer que "I esi localement de base m” implique " I
est &e baéérm? ,il nous feudra construire une fonotion 1ocalement sommable
fb‘telle que la relatlon (1) soit velable avec £, eu lieu de f,et ceci
péur" toute g€ :;Zp(E) 7 . | . |

Or ,désignons,pour Sviter toute amblgultu»paf U{x) et f le voisinage &% U
et 1a fonection f_qul sont associdés & x;on peut cv1demmenﬁ suppossr U{x)
cuvert sang restreindre la generallte pour deux peﬂnts x,ywr~“§con31dcrons
alors 1°ouvert U(x)/”{U(y)‘°s1 une g€ & (E) est puile en dehors de celui-

ci;on sura & la fois I(g) = m(gf Y=m( gf ),et &= 1'intéerale (fxefg)odm




o9
prendra donc 1a valeuf 0 sur toute fonction g continue &oné'ie support est
un compact contenu dans U(X)’%U(y} i1 suit de 1; que lﬁlntegrale induite
- per {fxmfy)dm dans cet ouvert est nulle,donc wwE {§33Prcp°§ et Prop.8)
guegdans cet ouvert,la fonction fx“fy est nulle localement presgue partout

relativement & 1%'intégrale induite par m;les ensembles localement négli-

geables pour la mesure induite ¢tant les trsces des ensembles localement

négligeables pour m,on en conclut que les {enctions = assocides aux Giffe—
rents points de E verifient 1s relation de compatibiliié suivante:guels

gue soient x,y€ E,les points de U{x}f‘U{y} ou £ et £ ne coincident pas

forment un ensemble localement négligeable.iious allons déduire de 1t l'exis

tence d*ume fonction localement Sommab?e fQ possédant 1a gzeprle%e suivant
:pour tcut X, f chincide loca?ems@ PT gsque pajtcai avec fX dans U(x);

i1 en resultera aussitbét que 1'intdsrale I est identique I £ .dm (done de

base m comme annoncé),car si une gﬁggf (E) est nulle en dehors d*un compact

K Wﬁ%ﬁﬂvgﬁﬁﬁ et si lﬁnn choisit des Xi en neﬂare'fini %eis q&erles ﬁ{xi)v

recouvrent K, on paurraga 1'=3de dinve paruldwﬁn de 1°unité éerire g = ?

ot gaééﬁ.(E) est nulle en dehors de ﬂ{xi);ii viendra alors I(g) = > I(Ji}

P .,...-.
\a.

= ;Q nglf ) - m(g £ ) nulsQue £ coincide,localement pp dans U(Xi)?
avec g ,et flnalemcnt on aura bien I(g;,: wf o) pour.tcute geﬁéﬁl(ﬁ)a?out
revient donc % construire foaet‘il est ¢lair cue cels résultera directement
an 1emmo gcncra sﬁi#ant: |

L@m&%mScL% E un espace localement compact muni d'une mesure positive m:

goit P un ensemble arbitr&ire;pcur chague x& E soient U(x) un voisinage de

% dans E et £, une application de E dans T;supposons rdalisde la condition

suivante:auels que soient x et y»les z¢< U{x)\Uly) ou £ (z) Y(Z) forment

7

‘un_ensemble localement négligeabie pour m:alors il existe une application

7
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f de E dans ¥ gui,dans chegue U(x), cozncvde localement preugae _partout

avee fxo
Pour une dcmonstration,vois Chap.III §5,l0.12 (le Lemme sera mieux i sa
place ici qu'au Chap.III).

2-Théorcme de Lebesgueuﬁikoaym‘énoncéo

Il est clair que si nous vouions caractériser les intégralss complexes
dc base m,nous. pcuvons m)uq llmltnr aux 1nte§rales gositlves par ailleurs,
comme on sait,les integrales réelles définies sur £ forment un espace de

Riesz compléetement réticulé,ce qui permet de parler de la bande engendrde

par m:dans 1'ensemble des intégrales positives,c’est 1a famille des intégra
ies quton peut conSidérer colge la bornensupérieure d'une suite d'intéora-
les mmﬁornées (on dit que m® est w-bornde si l'on 2 m' £ k.m pour un entier
positif k convehable);nous avons déja vu{§22€ofallo@e la Prop.7)que toute

intégrale réelle de base m apparticnt & cetie bande:le théorome de Lebessue
> b )

bt

~Nikodym(du moins 1'une de ses formes)affirme que la réciproque est vraie:
en d'autres termes:

Théoréme de Lebesgue»ﬁikodgggle forwe):pcur gu'une intégrale réelle g= soit

de base m,il fzut et i1 sufflt.gu il appartienne ¢ la bande engendrée par =

Ure autre forme de ce ﬁdbOT“LC jgelenment iwportante, est la suivantez

Tnecreme de Lebesgue»ﬂldodvm(z forme) :pour gu'une intéerale positive nm!

soit de basse m,il faut et 11 S “”1t que tout enaemble 7ocalement negllyeua-

le pour m le soit aussi pour 1’

3-Démonstration de la prsiidre forme.
Soit m' une intégrale F&EXPE apparienant ! 1z bande engendrie par m:on zgE
peut,pour prouver gue ' est de Lase m,supposer u’ positivé;posons glors

m; = inf(m® k.m) ou k est entier posi paf “ypat wse m1 est cans la bands




1
engén&rée’pér m,et ﬁ* est la bc:ne supcrieure des m' ;si nous préuvong gue
mﬁ est de base m,il en sera donec de mbme Qe m };en.d*aaires ter=
mes,tout revient & démontror le théoréue dans 1c cas ou nt véririe

(1) Olae n '
Nous allons encore réduire le probleme"en utilisant les considérations du

<y
bel

No.1l ;pour cela,soit x un point quelcongue de E et soit U(x) un voisinage

eloativement compact de x:d¢signons par n! la uesure obtenue en multiplisnt

x
m® par la Fonction caractéristique de U(x) (on peut par excmple sunpose;
ﬁ(x) cuvert de fagon & ce que cette fonction soit esurable pour m'):il est
clair que 1°'on a O5£fmgé;m* ﬁen‘sorte.que m; vérifie (1) comme m’;comme ies
intéerales m‘ et m% prennent la méue valeur sur toute géi%f{E) nulle en
dehors de U(x),on voit que,sl nous prouvons gue m! est de bLase m,m' sera
elle-méme de basge m "zu voisinage de X“;ce gui,x €tant erbitraire, prouvera
ie théorime d'apres ce qu'on a vu zu o.1.

Ceci étantsgosons n® = m; (x:pcint fixé de F):considérons 1%*espace Lé{“’ }
des fonctions complexes de carré so.usble pour m:les fonctions continues I
support compact forment un sous-espace Qar%ou% dense L de cet eapa@é de
’ﬁilbert;pour une g€ (7),et o borneegon a(Cauchy
—Schwarsz)

)

ju(g@)] °K o7(1).m(eg) < n"(1).m(ge)

e
,,_1 .

si doncjggﬁé désigne 1'application canonigue de éf(ﬁ) dens L (E;mj,on voit
gue la fcrmﬁle, £— n"(g) définit une forme lindaire gontinue sur ie sous
%espace L ;d'apris une propriété co&nue des espaces de Hilbert il existe
ddnc un £ & LQ(E"m) tel que (g} = o >_ uf of ) pour toute red?(E)

-=Ce qul _prouve gue z” est de base m,st &C:Oﬁtra le thdéortre de L.E. sous ss

premlgere forme.
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POUr I —en Sorte que %OU“ Loute

4-Borne infirieure de deux mesures de base m.

Proposition 1-Soient £ et g deux fonctions rdelles localement sommahies

(“t}
o
',..3
M.
o
O
()
B
(e
O

o

}..J
@
@
2
®

pour une mesure positive m:alors ls borne inféri

Badon # f.dm et 2.dm est l°iﬂtégrale —intlt o

re est 1'intderale sunl(f »).dm

: f & 5 HEL oo 3
Comme on a sup(m gmg} = m + (m> -—m) et suplf,g) = £ + (g-1) i1
, - - £ =
est lalf gue tout rev1ent & prouver ceci:l'intégrale (m )" est m .Or
£ - . ' - s
posons m*® = (m )* scomme m , m’ appar%zenz : 1a,bamae engendree par m. donc

h _ . ]
est de la forme m ou h est localement sommable ,“ﬁ€?§V§%7§%XKﬁXA¥?® XXX

b
- = o : = - £ - o +
BREAZXSGIXYATEATEX puisgue 1'intédgrale positive W  maojore visiblement m |
: o % 3
2 » }.’1 5 25 245 -

= f
;mais de W 2.0 et m > 1w résulte dgapre

—

O
=5
{44]

necessairement m éb m

3
O

guon & vu au 3, HXXXX 11}&#’ localement pp;il s'ensuit néoessairew
ment que h=f" localement PD.,Ce gui prouve ls Proposition.

- 7

Remarque-Considérée comme espace de Hiesz comylitement r

Us

ticul 2 ban—

N
L oped

% £ 5

de engendrée par la mesure m peut donc €tre réalisde comme suit:ses $1é-

ments sont les classes de fonct 1onu 1ocauemezy sommables réelles (deux

£

telles fonctions Stant 1denulfioeg si elles coincident 1ocgppo§sla rele-

!

u}

tion d'ordre dans cet ensemble se déduisant par identification d@ la sui-
wante? £{x) & glx) loc.pp. .

S=vesures singuliéres par rappart cm

On dit gqu'une mesure positive m® est singuliére relstivement . mw si 1'on

a inf(m,n’) = C -autrement dit,si m et w' sont des

=G

1°espace de Niesz des mesures.D'autre pari,nous direns gu'une mesure m est

THERPERE concentrée sur un ensemble I si




=55
Théordme 3-Pour gu'une mesure posi%i?e m' soit sinoulicre relativement :

m, i1 faut et il uf?1%~§g on puls@e concentrer m et m' sur deux ensembles

disjoints,
Nécessité-Supposons inf(m,m') = O,et soit u% = mem! ccomme m” mgjore m

et m',onae -dm=+.4n" . dm' = £f'.dm" on T et f° sont positives et

localement sommables pour m":d'apres la Pro d.obs  inf(f £') - 0 loce
z o 7 / 2

(&)
£
(@)
n
e
L §
Q
®
o
o
(4}
3
(&)
*-.J
o
sl
Joete
<
(G

lement presque partout pour n" . ce qui perme% de su

vraie partout.Soit alors i 1'ens semble ££0,et 7' 1%ensemble £'£ 0:i1s sont

: . - >
disjoinis; gz ¢tant 1a fonection caraciteristigue de { ,on & gf=0 partoat;
. ' x
- b 3

s

Q»CN-

donc{53,Th.4) g est ;ocalement soumable pour m,et 1'intégrale g.dm est nul-
% estv localement négligesble pour m 4
concentrée sur et de mduwe 1’ est concentrde sur

ensembles disjoints 2 et

=
o)
®
o

Suffissnce- Supposons m et uf concentreses sur

%°,et posons encorév duw = £,dr” ,dn® = £!. dn” oﬁ'm”:m;mg;gX&ﬁﬁig%éﬁﬁYéﬁ@ﬁx
ﬁ&ngYEEﬁ&%ﬁﬁﬁX&&ﬁﬁ&X&ﬁXﬁiX@ﬁ@XE@XYYXYXXV on peut supposer £ {(resp.f* }nuT?e‘,
en dehors de Mresp.i'); dongc 1n£(x ?)mO ce aul_i plique comre annoncé
(Prop.1) inf(m m')=0, - -

Hemargue=on ne confon&fa‘pas 1a condition du Th. avec la suivante,gui

est beaucoup plus restrictive:les supports de m et m' sont disjoints.

Corollaire:toute mesure positive m' est de 1a forme dm' = £.dm + dm" ou £

A

¢st localement sommable pour m,et ot m” est concenirde sur un ensemble loca-

=2

]

lement néglipesble pour m; cette dccouposition est unique.

z 3
o z

omposition de m

1)
(i
6]

ve n'est pas autre cﬁase en elfict gu ‘en un Slément

de la K##Z bLande eﬁgendree par m et un élérent 4iranger & m.




.

f-Seconde forme du théoreme de Lebesgue-Nbkodym:démonstration.

Nous allons_méin%enaﬁt démontrer-quexpogr qu?uhe éesure positive m' soit
de base m,il faut et i1 suffit que tout ensemble N, localement nérlipgeable
pour m,le soit eussi pour m'.

12 condition est tb&t d‘abord nécessaira;si'en efieﬁ dm' 4= fiémzet si
une fonction g est localement négligeable pour m il en sers de méme ? plus
forte raison de gf;donc(§3,Th.4) « est 1ooa1ememﬁ sommable pour ﬁ*»et 12
mesure deABaddn g.0m' = af.dm est ﬁuilesse gut @rouve que g est localement
négligeable pour m' ;appliguant ce résultat lorsque g est la fonction ca-
ractéristigue 4'un ensemble NC &, on tfouve la condition en guestion.

Supposonsiréoiproquement cette conditiocn réaliséde,et dcrivons conformé-
ment eu Corollaire du Th.3, | A

dm' = £.dm + dn”
oz m" est concentrde sur un ensemble N localement négligeable pour m ;per
hypothése N est auési chalement’négligeéb%e pour m*;dcnc‘g fortiori pour
n” (car on a O0sm" & m' ?doné m" est de bLasc m'  en sorte que rnotre asser—
tion résulte de 1z premidre partie de la démomgtratioﬁ)gﬁuisqué {:N est
rlocalement_négligeable pour u" on voit que u’ est rulle,et ceci démontire
gue m' est de base m,

Remarque-1a condizionﬂpouf oue v’ soit de base i peut Jvidemment encore

_sgéﬁonéeg'oomme suit:tout enseuble relet‘vemeﬁ% compact de mesure mulle

pour m est de mesure nulle pour m’.0n notera d'au're part gue,dans le

cas d'un espace E ddénouwbrable ¢ 1°'infini, la condition s'énonce auséi
commé;suitﬁpour toute,paftie H de E,la rslation n{H)=0 impligque m®(H)}=0.

T-iesures éguivalentes.

On dit gque deux mesures positives w et m' definies sur vn espace locale-~

(OIS

~




L

ment compact E sont Sguivalentes si ' est de base m et rdciproguement,. en

a3

méme bande.Il résulte directement

-

dfautres termes si elles engendrent 1o o

u § précédent que :

Théorene 4«f0ur que deux mesures m et m' soient éguivalentes, il faul ot i1

=

suffit que la relation " N est localement nésligeable pour m ° soit égui-~

valent@ é "H est localement nAgl ceable pour m' %,

’

Iecs mesures eguivalentes possbtdent des E“GU“" ctés importar ses\cu on au-—
rait du reste pu énoncer dés le £3).Par exemple:

Proposition 2m301ent met m' deux mesures positives fguivalentes sur un

espace localement compact E:pour gu'une fonction £ £ ¢ valeurs danw Uur espa-

#

)

ce de Banach ¥ . soit m-mesurable. il foaut et i1 suffit qu?elle soit n'-mesu~

En "tronguent” si nécessaire la fonction £,0n peut supposer celle-ci bor-
née sur E:si dm’ = g.dm ,et si £ est mesursble{donc locslement sommable)
pour m.fe est localement sommable pour m. donc £ est localement sommable
—et 2 fortiori mesurable-pour m’ §§33Th@4} ,et la réciprogue se démontre
de facon identigue:dfol la ?rcpéaiticn@ -
En pawtlcullgﬁ 1a prop¢ia ﬁpour un‘ensembi@ %Q:Eﬂ d'étre meéurabie pour m

ntest pas altéree si 1'on remplace n par'une mesure éguivalents.

Hotons aussi le wcﬁuLtat suivant qUi sera ui‘ie pour la suiite:

&d
ot
f‘J
o
i
&=
o)
ey
o
{ohe
I
st
bty
2
L
o
0
P

Proposition BwPouw gu'une mesure m soit dénonbrabl

THXISURE gutelle s0it equlvalente ¢ une mesure bornde.

s

S0it en effet m une mesure dcnoubrable 1'infini:on peut alors effec—

tuer une partition de E au moyen d'une suite (M ) d'ensembles intéegrables
£3

pour m:;définissons slors une foncition positive £ sur tout F en posant

= 1 A
£y - pour x€H
¢
: :
ML X
2 .mih )




e

clair gue £ est sommable pour m,de soris gue la wesure £.

; 56— ,
( on suppose naturellement les J non négligeavles;si ce n'était pas le ces,

e

on 5'y remenerait en suppriment de la suite donnée ceux des M gul sont ds

SN

mesure nulle,et en les bloguant avec le premier i non négligeable) .11 est

S

do :si 1'on introduit par ailleurs la fonﬁﬁien g = 1/f (partout finie),on
& of = 1 en sorte gue(f3,Th.4) :1) g est localenment SQmﬁable pour m?;Z'
la mesure 9 4 gg&m@ est identigue & gf.dm 9c§aatw?u&iré.a ém‘zm est éonc
dquivalente & m' ,ce qul démontre la Proposition.

Remarque=Yalgré ses illasions-premiérésgle rédacteur avoue platement

=

son incapscité & démontrer la rcciprogue.




$5 - Fonctions feiblement scumables.

1-Définition ot exemples.

Définition 1-So0it 1 une mesure pesitive sur un espace localement compact E:

soient F et F' deux espaces'vectariel sur R{resp.C) ,unis en dualvﬁe faible

2 P

par une forme bilindaire < a,a'>;on dit @u?une fonetion fsd’zznie sur E

et & valeurs dans F est faiblement sommsble pour m si Jes conditions sui-

vantes sont réalisdes:

(Esl} : pour tout 8'< ¥° g fonciion scalaire <f,a'> est m-sommable:

{Fﬁz) =31 existe un élém@nt‘m{f}é P tel gue 1'on zit
(1) - < m(f).a } /ﬂl( %) a**adm(y;
pour tout aeg n!
Le formule (1) ddtermine parfalte ment l?élfm@ n(f):.on le notera pour
[-w

w(f) = | f£(x)dm(x) 5

4

dés raisons évidentes
1'indice w étant destiné/ % rappeler,au besoin par 1'intermédiaire d'un
dictionnaire frargalsnaﬂglals gu'il s'agit 4°¢ ure*¢ﬁtegra?e “Fazble”
anmgle 1-5 §1£ F un espace de Banach,?! Je dual forﬁ de F;la forme bili-
néaire fondamentale ddéFfinit ure dualité faible entre F et F';i] est clair
gue toute fonction £ 2 valeurz‘dané I,sui est sormeble au sens du.Ch%p51113 
est ¢ plus'forté raison faiblement sommeble;de pius,on a ;fsdm f}_ £ om
Exemple 2-Ies notations restant les mémes gue dans 1°'Iixemple l.et 1z mesure
m éfamt'sﬁppcsée.bornée,ssi%,f ure fonoticn : valeurs dans F!: uvpansons

reallseos les conditions sulvant63° 2

a)La fonction ‘- i-est bornee'sur =

b)pour tout aé;Fgla fonction scalaire < a,f > est mesu rable pour m,
11 est clair gu'alors |<{a,f>dm s un sens pour tout a<FP et constitue
</ ' - -




une forme linésire continue sur F -donc définit un S1ément m(f) & P! tel oue

T'or a0t (1)
11 n'est pas difFficile de voir gue ce resu;ta+ nlest qu'un cas particut
‘Jier du suivant,dont 1a démcnstratian est du reste sussi évidente:

Proposition 1-So0it F' 1e duasl d°un espsce de Banach F:pour ou'une fonction

et

£.définie sur un espace loocnlement compact E et 2. valeurs 6aﬁst@5901t
9 i 2! , ;

o blamant sommable (relativement & la dualité canonicue entye F et F')

pour une wesure positive m i1 suffit gu'elle pos =de les propeiétés suivant

tes

S

zjpour tout s€ ¥ 1s Ffonction <a f > est mecursble:

0}1& fonction |7} est d’intéerale supérieure finie.

i3

-

11 est possible,f 1%szide de uet exemple de montrer que la notion gue nous
avons définie plus haut est g.us généraie {(dans le cas des espaces de Ba-
nach)gue celle de fonction sommeble,Par exemple, prenons pour T le segment

= =7 v = - o) : =
{ 0,11de R ,pour m la mesure de Lebespue, pour F 1'espacec’ (L) des fonc-
Lt = : > : = ;

£y

tions numériques continues sur ¥;F! est alors 1'espace des mesures de Hadon
sur B;associons alors & chague point x€E ls mesure & (pmasse +1 en x):
se'on s ainsi uns fonction :

il est cl aisﬁggé %&ﬁ%%‘% faiblewant 30mmu91 11 est sussi clair qu'elle ne

PR A &S -x.l
l1%est pas au sens du Chap.III(en effet,si cette fonction était sommable,el-

le serait & plus forte raison mesurable:donc 11 existerait des ensembies
» et mems compactis :
M CF non vides sur lesguels 1'application

=
i
B
i
in
o
L
0
}~J
(o))
P.A
ot
2
©
o
foe
Q
c'r
}.(
~
&
4]

propriété dont le lecteur constaters tout seul 1fabsurdité).
Exeuple 3-S0it P un espace de B Banach;soit G 1'espace de Panasch formé des
endomorphismes continus de F,normé par _éﬁ% = gup |Ax)/lx] ;soit G' le pro-

duit tensoriel {algébrique) de P par iwkmmiwsz son dual F° ;on peut alors

2

L G RO T 12 SRR ol o = ~ T “= g B '4. o N AR 2 Spava >
etablir une dualite entre G et G° en introduisant 1z forme bilincsaire

FAaiE - = 9N




peut donc appliguer aux fonciions i - Vaiea s dans & la Définition 1.11

G

e

st clair que,pour vérifier les conditions (FS

)
e

®
e

ner & considdrer les éé.émepts de G' gul sont ds la forme a®a’ ;par suite,

3

nous poserons la duluzl%lov; suivants:

Dér nl'tlon 4-=501ent P un espace de Bansch.F' son dual fort. &E(F) 1'algtbre

des endomorphisies contlnas de P;on dit ou'une fonction u(x} ,& valeurs

dans LIF) ,est faiblemen‘i; somaable pOUr une mesure m oi:

a) guels gue soient ac F et a' &€ P!

13 fonction scalaire <u(x)z,a’; est

sommabie pour m;

-

b}il existe un opérateur lindeire continu dans ¥ ,noté

1%cn git -
{23 < ju(x)dm(ﬂ a,a’ } Lulx)a,a’ >dmlx)

guels que soz.ent aé- BE et a'e T -

Bien entendu. u.ne définition analogae g'appligue au cas ou u prend ses
valeurs dans @6(}“)&011 a & ce sujet le résultat suivent:

Pr@positi'on 2-50it u{x) une fonction > valeurs dans 1'espace des opdrateurs

continus définis dans le dua.}. d‘un espace de Hanach F;supposons:

a) gque gquels gue scient aEk¥ et a'c B g fonction {a,u{x)a’ >s0i{ mesu-
rable pour um;

- T i e
bila fonction !gu(x)g soit d’inteﬁra"te supérieure finie:

&

alors 1la fonection u{x) est r‘aiblement =ommable

QO

3 e i S e : : 5
En effet,puisque iéasu(s{)a@}%ﬁ%&ag@ e’ iulx)l ,1s fonetion,ulx)a’)
] :
est sommable quels que soient & et a':pour chagus &' son intégrale est une

forme lin eai:re en a, vzsihbéemen% continue d'sprées la condition b);on peut

dene édcrire

[ ' - :
J {a,,u(ﬁa‘ Zdmlix) - & a,8l >
0

ou sl Flea' . ai est Svidemwent un endomorphisme de F? ,continu pul%”’d“
A= " . Z




. .
e i el 4 B 2 3 Vool
f&%; =5 u p%Qa;ai;i;: sup ;;%aﬁa(x}a,ﬁym{x;-éi =
lsiL ]! = sid 1 J
domc on peut Sorire a' = u a' oi u_ est un endomorphisume EE continu de ',

0
et i1 est clair gue u est faiblement somuable, son intéarale étant égale &

u, -On noters gue g’ apris ce qui préctde on a

| | e

: <ﬁ>am<g>§ jgguw

Remargue-Dans la deflaltlon 1,0on eura soin de ne pas oublier la conaition

7
by
Y

K

"m\r\m:wn’q.‘S

/%

*ﬁz} en effet la condition (“S ; peruet de former les nombres aﬁ}&m

S

et évidemment d°obltenir ainsi une forme linéaire sur F"La con g on (FS2}
revient & dire que cette forme linéaire est drterﬂlnce par un élément de F,
c@es£~é~dire{Esp°Vect&Tops???}qu?elle est continue pour ls topologie faible
associde sur P! & la formevéfa,av;9 ;11 est fecile de voir que ce nest

pes toujours le cas,en d'autres termes gue la condition {?52} n'est pas

une conséguence dz la précédsnie. k

faiblement sommable

<’.
(it

Certains auteurs définissent la notion de fonction

(¢

sans imposer la condition (ESZ)znous ne les suivrons pas,la définition

)

proposée ici étant largement suffisante dans la pratique quana on saw* s'en

~.

gervir(ce qui n'est surement pas le cas du rédacteur).

2-Proprictis élémentaires,

Soient ¥ et F' deux espaces vectoriels en dual

g.-h

te
gue les fonctions faiblement sommable. % valeurs dans ¥ forment un sSous—

LQ
o
5
G
®
e
3
i
o
2\,)
m
P:r:j
"D
o
o]
=
(Y)
B
£
=
(¢
(4]

espace veotOflel de 1§espa%e des Tfonction

scuuwmspace 1'intégrale § £(x)dmlx) dépend linéairement de £,

-

Ie rédacteur aurait simé dtoffer ce lo. intéressant;uwalheureusement,il
ne voit pas d'sutres proprididés ¢ldmentaires © exposer.

5=in thdoreme profond.

¢fest le suivant,qui constitue un resuit?t plus fort,que ic Prop. 1
‘».,
Proposition 3=Pcur gufune fonetion ?

valeurs dens le dusl d'un espace de

=




um’
]
8
£
e
(]
(e

Bonzeh F soit faib ement gommable i1

i1 suffit gue.pour tout a4 F
-_g ; 7 3

1a fonction scalaire La £ soit sommable.
< _ =

anpcsons en effet 1la condition rdéalisde
1(a). J/;’azf/mdm = -

on noélent alﬁSl une-forne lindaire sur F et tout revient ¢ prouver qu'elle

est continue.S5i 1'on associe & chague &£ F la fonetion scalaire £&:=<ia9f;;

on obtient une application lindaire de T dans 1'espace de 3anach Lé(?;m);

nous ellons montrer gue cette application cst continue,ce gul inpliguers
: » piig

‘videmment 14 propri té que nous avons en vue.
Pour cela,et en raison d'un théortume fondementel(R.VJT. ???)9i° suffit
de prouver que le graphe de cette spplication est fermé;en 4fautres termes

gue si’a? converge vers & et fa vers g,alors g=f_;or on peut supposerﬁ
- -

eu besoin en extrayant une suite partiell

?"""
m
LCJ
(o
D

£ convergse presa e partout
vers ¥ g ;comme par silleurs fa oonvergerpar%sui Vers fqﬁOﬁ.a fazg presgue
partout,ce qui démontre la Proposition.

AT tncoreﬂé de Tasin pour les fonctiong Faiblement aommables@

xaas allens étendre en partie le thdorbue de Tusin aux,fanctions faiblement

somrables,sous la forme suivente:

Propogition 4-So0it £ une fonction faiu’ﬂrent somrieble ¢ valeurs dans le dus=s

[

dusl d'un espace de Banach F I base dénoubrable;alors pour'tout compact K

ot tout nombre & >0 il existe un compact Kl“”y sup 1@Quel f est faiblement

continue .et gui vérifie mf XK, <

pémontrons d°'abord ceci:

Temme-1z fonction scalaire if(x)% est mesursble,

¥n efrfet,F admwettant une base ?pmambrmble ,i1 exisie une suite (a ) DEr-

Wﬂm,
if
o

tout dense dans F;on a donc %f(x}g up%«{a_@f(xjigfgaﬂg ,en sorte que
§ § 5 ¢ b4

fmd

e




12 fonction f(x)% _étant 1'enveloppe supérieure d'une suite de fonctions

esurables est mesursble comme-anmﬁmcéo
Démontrons meintenant la Prop.4.Pour cels,nous copstrui ons d'ab
compact KOQ;Kgig tel gue m{K«K ) = cur lequel 1a‘foncticn,§£€%}§ est

continue-donc bornée_ sles ?cncti@ns <i9 £ étant mesurables,et on infini-

+& dénombrable, on peut Former 4'sutre part un compact hﬁZ,Koaﬁel gue
on

g

m{K < ?3*<' ,sur leguel toutes ces fonctions soient o

ctent part aﬁ%’densesvdané Fﬁvﬁ restent Lornde sur ¥, ,onvoit que f est

faiblement continue sur K, —d° ol 1e résultat.
On ne sait pas si la Prop.4 est valable dans des cas plus généraux.

5-Fonctions faiblenent mesurables.

Définition 2=301ent ® et P! des espaces vectoriels en dualitd falble;on dit

qu'une fonction £ i valeurs dans T est faibiement mes surable si,pour tout

a'e F',1a fonction scalaire <f,a’ >est mesurable.On dit cue £ est faible~-

o g

ment mesurable L} si .pour tout compact VCFE et tout 220,11 ex e un conm-

pact X < K sur }e uel f est faiblement continue et tel guse =Kk
Li g
11 est clair que 1la . surabl‘i

(On

r

& faivle (1) impiigque is mesurabilit

=

caible tout court:on a le df@lt de mettre en doute la réciprogue;toutefois,

by

®

1 est clair dfaprés ce qugon s vu au lo.précedent gue les deux notions

-t

sont identiques lorsque 1°on considere des fonciions i valeurs dens le
dual d*un espace de Banach ? base ddénombrabie.
7 7z

Les fonctions faibiement mesurasl poscedent de nomprel.ses proprietes,

+ pas toutes;on peut méms

o

diautant plus intéressantes qu'on ns les conna
dire gu'on n'en connsit aucune qui ne soit pas triviale ou fausse.On com-
prendra donc le silience prudent du rédacteur{demerdetur)sur cette guestion

s e

réservée.Connons toutefois le curieux résuitat (vraidaue volici:si ¥ est un

W

Benach,si f{resp.g) est une fonction mesurable{resp.f

iblement mesurabielXX

> valeurs dans P(resp.T'),slors la fongiion scalaike .o est meﬁ“waslee




un compact

f@y
¥
A%
-]
o)
e
o
o
ot
0

B effet,si K est

£ sur un ensemble négligeableﬁqu@ £ est limite

f(‘qﬁ'_b

Z ou les 2, ¢ ¥ sont vaesfpmiﬁ

me f.;a.

i
des £
suite de fanctiens de la forme ; 5
mesurabilité.

6-Fonctions faiblement localement sommebles,

sur ¥

e

fonctions scalaires mesura bles;la fonction<

S 4‘8‘.: 2=g 4;?

upposer au besoin en modifiant

de fonctions de la for-

ou les £

sony
1 3

dQﬁw”@ et

fgg;} est slors limite d°un

,ce gui met en €vidence sa

-

bélinition 4“ooien? r et F' deux espaces vectoriels en dualité faible:on
dit ou'une fonetion £.5 valeurs dans . est Jaiblement localement sommable

lorssue  pour toute fonction scalaire g,continue

et & support ocmpacuq_

fcﬁcﬁian‘gf egst faiblement somm-abls
53 1'on pose
(- -

'Qn obtient une appllca tion linédaire de 1l'espace
cation est en outre continue au sens suivani:si
en restant nulle en dehors d’un compact

vers o

faiblement vers I(g@? -en effe

s
ifgotﬁg‘ ﬁa@

7

+ . pour

f

converge ver&{l{gg?, . .Par

A < r) K
)mdm a >

dérer I comme une intéprale vectorielle i vale

tout a'ef’ 1°

Urs 4aans

oi {E} dans F:cette appli-

=

g converge uniformément
fixe,alors 1{g) converge

conséguent,on peut consi-

la tépaiaq e i&lb§8 définie par R yecf &2 Tef 1

On pourrait croire que toute fonction faiblement somme

localement faiblement sommsble:malheureusement, onf=

1’espace Fl{muni de

le est i fortior:

le rédecteur)n’en sait

5 E ! . s 2 0 - ‘ - ‘
rien,du moins dans le cas géneral.On ve examiner simplement le cas des fonc=

tions prenant leurs valeurs dans le dual d'un Bznach F.

Proposition 5-Pour gu'une fonction f I valeurs

dans le

uel d'un espsce de

O

t 11 suffit gque

Bonach T soit Rax localenmont faiblement sommable

>

~  nour tout s P la fonetion scslaire < a. f

it loealement somabhie.




o
=k ."Jf_~

- Pout revient & prouver que la condition est suftisente.cer sa necesaite

?isulte des definitions ﬂoseeU°ﬁr 31 cette condition est rempl ie?povr tou—

=

a"“‘\

te g6¢

doncl Prop.3) gf est faiblement sommable ce qui démonire notre assertion.

B) ot tout a&¥ la fonction <a,pf> = 5.8, £> est somrable:;

gzé

corollasirelde la Prop.5-Pour gu’une fonction L ¢ valeurs dans le dual d'un

espac ée Baﬂach ¥ scit 10011@ment falbﬁemeﬁi sommable il faut et 11 suf-
0

£it gue pour tout compach K(jEsla fonction égale 7 £ sur K et & sur E-¥

soit faiblement sommable.

3 oo 2o T B et e A e s ? oDy
n effet,si i, est la fonction carascteristique de K, la condition " <a,1/
58S g 2

,puisgu’il s’agit ici de

@®
LH]
(ol
=
Q
&
V]
‘-..J
@
=
o
4]
:
4]
o'
*...J
(0]
8
I
]
ot
Q
o
o+
]
i
b
405N
Vo2
)
bt
3
i
fn
o

dual d'un espace de Banach F soit lccalement faiblement sommeble i1 suffit

gu'elle soit faiblement sommable.

Corollaire 5 de 1a Proposition 5-Pour gu'une ionction f.....,11 suffit gu’

elle soit faiblement meSurableyet reste bornée sur tout compact.

rn effet pour tout a€ ¥ 1a fonetionec a,f> est alors mesurab

sur tout compact -donc 1oealement somi-ble comie on le sait,

On notera & ce propos gue 1la nmesurabilit

cesssire @& pour gu'une fonction soit loc.f

fonchions sommables &




' l'on appelle Hf‘iaé le vrai meximim {Chap.III,$

on peut considérer 1'expression ‘}ﬂ<gyf}ﬁdm :comme fonction de g,il est

clair que c'est une forme lindaire continue sur Lf :de fagon preécise,si
5)

| feest>anl< gy

pour toute;gé;Lé'cOn verra plus loin gue,su moins dans ceriains cas,on
' 1

}—a-; <

t"!

obtient ainsi toutes les formes lindaires continues définies sur

Notons encore gue,si £ est une fonction feiblement mesurable et bornée

: valeurs dans 1@ dusl P' d'un eapgce de Banach ¥, 1'expression

I{g) = ﬁré’;fe&m

(g€ (E}),dont nous savons déja que c'est une intégrale vectorielie

)

valeurs dans ¥' muni de la topologie f@ible¢e%% sussi une intégrals vectoz

rielle quand on regard@e B? comme un @QUEC@ de Banach:on a en effet pour

tout aé P
<222 &a gfﬂdmi-s (]l - [ |siam
o0 ¥

en sorte que

lI(g><,uf§! =,
nulsque guand -on con81dere des fonctions nulies en dehors d'un compact
fiX@gla» nvergence uniforme impligue la ﬁolfelgemce dans Llsﬁos“e asser—
tion est demontreeQOn-v01t de plus que dans le ces envisagé,l'application

g—3I(g) est prolcngeable par contiruité en une gpplication lindaire conti-

nue de 1*espace'LC dans 1'espace de Banach F' application dont il nlest

{?@’
pas difficile de voir qu’elle est encore donnée par I(g) = § gf.dm pour
: A : > 7 A 2 v 0‘; o

toute fonction numérique sommable g.lci encore nous démonirerons que
certains cas,on obtient ainsi toutes les applications lindaires continues
de 1'espace Lé dans T° ,

Notons enfin la propriété suivante qui géndralise 1la Yrop.3 du §3

et ol




-

-

Propogition 6-Scient ¥ et ! deux ee&aces vectoriels en du alité faible

5

£ une fonction localement faiblemen@ sommable i veleurs dans P:supposons

gu'il existe dans F' une suite pariout dense pour 1a topologie faible:alors

la condition nécessaire et s&ffisanteApear gue 1'intéprale vectorielle f.dm

soit nulle est jue 1'on ait £{x)j=0 localement presgue paricut.

La suffisance de la condition est.évidenéeﬁmém@ s'il n'existe pas dans P?
une sulte partout aense uupposong rec*pvﬂgue ent cue 1'intéerale £.dm soit
mulle,et soit fa } une sulte part t dense éawu
“tion numérigque gﬁcontinue_et & support compac
dené{§3§?rop°3} 1'ensemhle ﬁﬁ de@ points o

négligeable;il en est de méme de N ;{‘ I

pour tout n,donc,puisgue les e, sont psriout
le Proposition.

C@tt@ Proposition s'spplique en nartkc‘l' er gux deux cas suivanisc

N

a}fonctlons & valeu°s dans le dual a un espacz de Banach i base déucmorabi%

-

b)fonctions & valeurs dans un espace de Baﬂaa@ base dénombrable.

1-:-;-1
i )

oo




: ~47~—
: =1
 §6-Applications lindaires continues d’sspeces L .
= - i
1-Dual de 1 esnaa@ Lc-c
Théoréme 1~50it m une mesure pcbﬂ+3ve.ﬁur un éapacs,lccalemen% compect E:
le dual de 1‘'espace de Banach L {(f:m) {fonciions complexss sommables pour
5}"% B2 - -
m; ezt isomorphe & 1'espaoce L AE:m) (fonctions complexes mesursbles et es-
sentiellement bornces pour mw),la forme bilindaire réalisant la duaiiié
ey Lo e
entre ces deux sspaces e aﬂt donnée par
= r ¥ .
s 7 5 Fos 2L S0
%k»fﬂg;z = jl x/glx)dm{x) (f& s *LC .
3 -
S0it en effet 1(f) une forme lindasire continue sur I~ :considérons ses
parti éelle et imaginaire 1% et 17 definies par
3 47 3 — “" o¥ - W\ S
1®(£} = =1 l(Ij’{”i(f\, : ﬂ!‘_cmiif/ ==l
or-a - 1% 4318 ot 18 aont encore des formes es ﬁuJ
sur les fonctions réelles prennent des valeurs rdelles.
‘Considérona par exemple 1° ;801it. L 1@ Socus-espace pariLout dense de I, for—
né per les fonctions continues 2 suppord regardee
comme une forme linésire sur L,donec sur gue pour des
ionctions nulies en dehors d'un compact fixe,la convergence uniforme impli-

. i o
l“{f}_ﬁ*j f{xjdl (x) pour f&€4 (E),
Cette intégrale appartient i 1a bande engendrée par m:soit en effet k ls
norme{au sens du dusl de L1§ de la forme 1':5i I et ¢ sont des fonctions

positives'continues et 'gégfson~aura
1'@’}!

= < o
ae.laﬂen prenant

upport compact te?les que

la borne supérieure du premier

b

on déduit menbre ,gue

¢ 1




e

1%'intéporale de Radon il'l est majorée par k.m ,ce qui prouve notre ssser-
tion.Ceci Stant,on peut donec trouver,d'apris le Théoreme de Lebesgue-Niko-
dym,une fonction g' rdéelle,localement sommable pour m, telle que 1'on ait

d1' = p'.dm ;comme 1'intégrale %1“% est définie par 1ls densité g ’% 4.

1923

Prop. 1) et comme cetﬁe intcpgrale est,sinsi qu on vient de le voir. H&j@ré@
,par kx.m ,c'est-t-dire par 1'intégrale de d@nsite k par rspport ¢ m,on voit
{53 ,Prop.6) que 1'on a ig'(x)}a localement pp.Pour toute € L* on peut
donc former 1*expression Qg}g“dm ,leguelle est une forme linédaire continue
sur 1.} ;celle—ci coincids sur L avec 1' :donc sussi pa rucut?eﬁ er dvz:u'lit:p~
ve on a la formile 1'(F) = Jffg’gdm valable pour toute £%=Lé o

Appliguant lermém@ raisonnement 4 1" . on voit en combinsnt les deux résul-—
tats obtenus gu'il existe une fonction g,nesurable %% éssentiei]ement'borﬁé
telle que 1'on ait

78
(. 1E) = J£(x)elx)am(x)

pour toute ﬂ&iLé :la fonction g est définie % un ensemble lccalemens négiim
peable prés,en sorte que 1'on peut considérer le résultat précédent comme |
définissant'une'applicatién linéaire du dual de Li gans i?@space.Lc@ cbien

@nyendu il @st trivial qu'en fait on & ainsi une application blun1v0gae sur

°reste c preuver gue cette applxcatlan @st isométrigue,en d'autres termes

que lz norme de la forme lindaire (1) @st”égaie ZAggé - ctout revient dvi-
demment I prouver 1'inégalité Rlégﬁzggg :or -on i'5 dementré ci-dessus pour
g',i.e. dans le cas ou g est réélle;danémae cas coﬁ%raireﬁon rend g réelle
en.la-multipiia;t*par unc'fOnction de moduleflgce01 ne charige ,comme on le
voit immédiatement ni iig%ﬁ{»ni lélnorme de 1 :le théortme est donc éﬁwu
tlerement démontré. =

Remsrque=Une methode analogue s'appligue i la détermination du dual d@

Lp pour 1< p < +c~-;maisfle procédé exposé au Chap.III,%6,permet de

donner des résultats plus généraux dans ce cas,



E, F un espace de Banach & base dénombrable;? toute forme 1in éaire con

‘Nous sllons montrer gue,pour chaque x n'appartensnt pss ¢ un certein ensemb-

. _A9-
2-Dual de L% { B:espace de Banaeh‘séparable}o

" Théoreme 2-Soient E un espace locelenment compact,m UNe MeSUTe posi tive sur

x z

Uus

ot
fte

+

= L oy . .
1 dérfinie sur 1'espace de Banach LW { fonctions aammablvm i veleurs dauns ¥
' : - - - feiblement v
correspond une fonction g5 valeurs dens le gusl P! de F, mesursble el eser-~

tiallement bornde,telle que 1'on ait

(2} 1(£) =j[<£(x} a(x)>.am(x)

pour toute f%;L? :1a norme de la forme linédaire f est de plus donnée Der
£z !Eg’,,- 1’\
{3) 13 = vrai max (e(x))
5 < B
7
Démons tration-—
&) Pour tout a=F considérons l'e o £ est fonction
ﬁur’rwgn@ sommable;c'est une forme linéaire continus sur 1 dont la norwe
5 :

J

est évidemment majorée par la}.ill -donc{T.1) il existe une fonction com-

L)

plexs 2, , mesurable et bor 1ée telle gque 1fon ait

7

(4) — 1(fa) = Jf(x‘ﬁa{x}dmm

e

et 1'on & méme %gé(x)k;gaiggzig seuf peut éire sur un ensemble localeuent
: % 1 2o ,

népligeable H{a}

5 ke

bisoit {&ﬁ) une suite partout dense dans F,et sOit i 1“@nsemble 4es. COl-—

. coefTicients rationnels des an;?o est dénombiable,

!
)
)
Y
|4
&0
(®)
=
A
"J
fode
i3
Dw
Q’
ot
H
®
n
e

-

et cfest un espace vectoriel sur ie corps ruﬁlGﬂﬂ%io? ensemble

g Lo
s P : -
est localement ﬂbgllﬂegb&u puisgue FO est dénombrable.fn a évidemuent
gg {X‘i% - la % pour tout & @f}?‘{}, et tout :{%;\3’
1e localement nég&igeéble?'g (x) ost une forme linéaire sur F._ o

Pour cela, sunposons qufon ait entre les une relation %zf'r a =0¢%

coefficients rationnels r -de (1) résulte sussitbt que i'on s



ce bvanlvaque avec ceriaoines suites finies de nombres ratianmelﬁf;ﬁoqc

~50--
= 3= 2 E =
§ Jfg, dmw‘{' rl{a, ‘fz 0 o)
pour ‘uoute Eg JJC e‘c par guite § r?,c,a (x)=0 sauf peut étre. sur un @nsembm
ie ¢ocalememt négligeable EJ depenclan‘t de la "f'cla‘tlgn considérée:or ces re-

1aiions forment un ensem‘ble dénom‘br‘able{puisqu’“’@lles sont en correspondaﬁz

1

fde

logalement s :
existe un ensemble negllg@able §' tel que,pour toute felation A> r 8. =0

on ait <i, gh (x)=0 guel que soit xek N,

Dans ces ccndltlensanaus voyons gue,pour un x;é N* et un a‘:égi rnanéiFos

ne dépend que de a.,et

ie ncmbre‘;§%rmgﬂ (%) -une fois choigies les
Ao sz 5 'n :

non de sa représen taticn Qomme-conmiﬂaison des a_ :dans ces conditions, il

pewts

~est clair gu'on supposer les g {a€ P ) choisies de telle sorte gue

s - - o=
a= > T2 impligue (%) r-g |

Srecnmma s : e

1%application xeﬁagéﬁx) définit alors vne forme linéaire sur F 300ﬁ81d€w

} pour tout xg N°

vé comme espace vectoriel sur § .Au Desocin en réunissant N et H°, on peut
supposer en outre le relation {(5; verifide sur ' .Finalement,o g&ut

choligir les g, agsociées aux points de Fe.ée_% ells sorte gue, pour tout

‘sppartenant pas & un certain ensemble localement neégligesble N, le nombre

ga{x} soit une fonction gdditive et continue de a sur Foos

< = 2 2

o) ceci étent fait, et FO étant pertout dense dans F on peut, pour chague
x¢ N, prolonger 1la fonction gé(x} per continuiié ? tout F -on obiient ainsi

sur F une fonction additive et continue-donc une forme lindaire continue-—

_ce gqui prouve que:nour chsgue Xfﬁ'ﬂﬁil existe un cldément g(x)€F' tel gue

.i on 31!.4

g, {'x} <agg(x);> pour tout a€’P

on a en outre d”apres (5)

7

- e sk : 3
! %gﬂﬁ}b@§§1fi pour toul x'%;xg
4 3 X {



&

R

~ En convenant de prendre g{x)=0 pour x€If on peut supposer g paritout définie
. . e &y I & :

;18 relation précédente Stant vraie quel gue so0it x.
djpuisque <La,g> est mesursble pour tout saeF ,et donc sussi & 1a limite
pour tout a&P on voit que g est faiblement m@su?éble et borﬂééa
Par construction,on a en outre
: . ,
1(f.a) = j(v)%aygu‘s .dm(x)
pour tout aéiFO et toute £ numérique sommable;il est clair que ceci est en-
core valable ¢ la limite pour tout a€F:on en déduit pvar linéaiité queyla
relation (2] est varsble pour toute févLé gui prend ses valeurs dans un
sous-espace de dimension finie de ¥ ;or zmmxsw ces f iorment (chap.III, }
un sous-espace partout dense de L% :par ailleufsgchacuﬁ des @eux nembres
de {2} est une forme lindaire continue sur L —le premier par hypothese;le
second ,d'apres ce gqu'on a va au § précédent, No.6 :done la relation (2) est
vraie guel qée soit féilé

ejenfin on a obtenu en consiruisant g la relation

NGV
UL,
)
0
oh
ol

(BN
=
(@)
=
)
)
@

o
)
-t
o
{4}
e

= . e & 4 X » e e \.,
comme 1a relatlon%%l%gb Sup 25<X}E est triviale (3}
gue le théoréme 2.

Probléme mis su consours:évacuer la séparsbilitél

: - - : 5 . ' : '
=Appligations 11nealres convinues d'un esovece I dens le dual d'un Banach.

sommable :

5
Thécré me >-soient ¥ et G deux espsces de Banech sépersbles: soit L une appli

Q

ation lindsire continue de L%'dans G';slors 11 existe pour tout x€ T une

spolication lindaire continue u(x) de I dens G' telle gue 1%on ait ce gui

o S d g
SUL G

e

a}pqur'tgute fe Ly ,la fonction u(x)flx) (i valeurs dans G') est'faiblementiV

W
b) on a = (D) f}f u(x)f(x)dm(x} :

5

I {x)

s:,:‘

c) on a !
&

PRl
ez

l= vrai uax
it

1




= .
Démonstration—
ajpour tout a 1'expression {a,L{f) > est une Torme lindaire continue sur
L% ,dont la norme esti jorée'ﬁaf' %a%egiaa :puiscue 7 est séparable on
peut dcrire d'apres le Th.2
{6) La, L(f) > = ziflx}ﬂga(xl}gdm{x}
; '
o ga‘,at une fonciion & valeurs deans 7' faibleuwent wesureble ed vérifiant
f (1) éiﬁ,a{x)%%g ) L) la| sauf pour x&N(a),
ou H{a) est un @nsamble localement ncel igeable.
bisoit {au} une Sllbd partout dense dans G,et G_ 1'ensemble dénombrable for—
né des combinaisons lindsires i coefiicients rationnels des ﬁn'ﬁéh@isissens
une fois pour toutes Jes fonctions g (x)
, 7
Sia = ;i; iaﬂ::a’%cgcn a ?eaprés 61
Za,Lit)> “§<E>Z r g >-du
pour toute f£& L% :le pr;%ier wembre é%ant ma joré par %a%ugLécg‘%lg e
QODCé;Zw P'Ja {X}%é% Lgogag 1ocalement presque partout:on déduit de 13‘
comme Zu MO, 5récﬁdegt 1texistence d°‘un ensemble H localement nagﬁawaable
tel _pour x %;% 3X§?ﬁﬁ‘ tSlement ‘%;: T r {x) soit une foncticn additive
et continue de 1°¢1dment az525~r*a£ d@'GO-Qéﬁ QGﬁS#QH@ﬁQ@QOn peut choisir
ies gévassooiées aux a¢ G de telle gortv gue . pour x%?ﬂﬂga(x} soit fonciion

: o
a&dLu_w@ et continue de aéiﬁe et méme Le.tellJ sorte gu'on ait,de facon

'Dl@s précise:

. % L S ' 5
dien i Cr Y Wi o s Tt x e =
\8‘_A g&xﬂé&LWpﬂ . p%&ﬁ%ﬁX%J@bquawgga
7 ’ Lo i SO 7 > » 2 3 2 TAG 2
Par conseéguent,pour chague K%;§?i9&3?116a313ﬁ aﬁggé{x} ce GO dans F' est

prolongeable_parvcontinuité & tout entisr;pour chague a€G,on obtient
ainsi une forction g, (x) définie sur | N,Z valeurs dans T* ,vérifiant (8},

3,

et aépendany Eznﬂawr@meQT de a:

{9
et
)
1t
i

ey
&
(®}
]
be)
}-_ 3
m 5
1
o
Lg
=
fo
ot
4Y)

s
Q

il est

o , = P = » : e ; e
O}palsqueﬁﬁﬁuf tout Xg%?ﬁa«%gééx; est une applicetion linéaire continue de




o

G dens F? o ut considérer 1'applicaiion trensposée de T dens G':5i on 1a
G dens F’ on pe n pp. ‘ _ A

note uf{xj,on a donec

g = 7 ‘ﬁ S = ..';L,,;.;.L' =y s éﬁ_o
@iasuix}b;>:z<iggoa ;;> quels que sgient a¥_g3%<139 X EN

o
&
o
1é)
(i)
e
b
ey
\><i
i

longerons u(x) & tout & en possni

2 SN s = SRS e R =5
tion u(x)fix) & v-%@ @ans G’ est faiblement:
%Y
7

-~ ~ R E i /'f ¥
qui donn ridewment ggu{x7% Lﬁgpeur tout x¢- .
Remargue-Bien entendu,ici comme dans le th.p

53

est déterminde I un ensemble localewont e ceii

immédiatement de 1la Prop.6 du § pricedent.

s

4

4-Fxemple g’ appllﬂatls u théoreme précédent.

Nous allons appliguer 1e féSﬁltaé précédent au

z

bt

0 sur N.Dans ces cond Jitions,

récédent,la fonction uf
geable pre8:cels résulte

probléme suivant:soient

un espace compact metrisable m une mesuré positive sur E:ircuver une

‘réalisation "conerite” de tous les opdrateurs continus définis dans 1'es-

vace I des fonctions complexes somuabl es pour m,

des membres fondateurs):soit E un

espace compect méirisable

‘alé ey ! @S“‘C@ = { E} des Tonctions numérigues

topologie de 12 convergence uuﬁferm@ sur Lzm o

continues sur E mni de 1a

base denombrable —et ré-

ciproguenment.

En efret,E ¢tant métrisable ;11 eviste une su“t@ (v ) de points partout

denS@s,dans T:soit alx, ,¥) une distance ddéfinis

congidérons la suite

£

C““
®
2

=

¢videmnent les points de H:donc (Th. de S

es fonctions £ (x} = diXQJ




'>= et -

E) est @ng@ﬂdfe par 1

=
Os
(@]
fnd
i)
5
®
b}
(i
(o1}
(@}
)
Cont
5|
£
)
@
Uk
o)
W)
Q

une suite partout ﬁense d&QScm (Fi

propricie "x converge vers X, % éguivaut

Revesnong glors au probléme posé et soit T un endomorphisme

. - : : (T
coupact Zmukt et sSupposons -2,

prouve comee snnonce gue ©

Coax oo e oo 3 3 fen o ie o 2
201 E - espace ae Lanaca iorme des fonctions continues comple-

xes définies sur E;son dual est 1'espace G!
sur L.A toute f& 1 associons alors 1'intdégraie de Radon T£(x)dm(x) :nous

o e

o”%ezaa une gpplication lincaire continue ds L

bl

dans GT,telle que 1%on ait | g(x).Tf(x).dn(x) aggiﬁ(x}ﬁ

u(x),dont la valeur pour chague x est une appiication lindaire continue de

e ,‘.’," L ddE i ’.r." M; - : N = =
rable;le theoreme 3 est applicable.et nous voyons gu'il existe vne fonetion

P 3 - =, = 8 -
T e e ; = R i LT .“ 3 ¢ 7 - =
role anaiogue = celul de 1ag matrice d'un opérateur de dine

722N = g - . A = .
uiX) avec une umesure de Radon ,gue nous notérons u pour €viter toute ambi-
guite:cons ces conditions 1z formule précédenie s'dorit
7 ra 3
f SAeN ¥ 2 = g X ’f{ Y
a(x) .2 (x).dn(x) = | Lix)dmlx) ! glyidu (v) -
: i BB 7 Xne_ 5 =
si nous dans le dual LC e Li
i Vi
_donc en yarﬁiculi@r pour les ronctions conti siil vient
-~ -
J T 7. T 7. - s 7
/ Telx) . £(x).dnlx) = iE£(x)amlx) | elyyau (y) ;
‘ J = -t
en conseguence,on a
‘tm 7 - b
Telx) = Ej’g{(;;dux{;’) presgue Qaf“ﬁﬁa‘f
- 3
v charnts { = ES 2 E z A
pour cheague Fonction continue z.11 est clair que le qymbalz v _(y) joue un




s et sommes directe= d'espaces polonais.

M
{
y
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2
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o

s
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fromest
®
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3
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frned
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A titre d'illustration des principes expos:

introduire un symboles abréviateur:

s Lo S - = S SR LT z ,wr.,‘ "b,,-.' 5
Definition iz%ﬂ appelle espace polonais tout sspace uwetirigue complet &
- - 7
bage denoum brable.
3% 5 =4 = = - - - s n
Bemsroue—les Polonais nlayant pas ctudie d'autres espaces,zucune coniu-

S s 5 S 5 3 Ga ma e TES RS B 5 2
gion n'est & craindre guand on uvitilise cette delinition.

Torsgue 1a topologie dun espace E peut €fre définie au moyen d‘'une distan

s
éﬂumﬂra%le

1
Loit en eff@%(En}n&N une famille dénoubrable 4 sg@ac@s.pelonais;sn peut

toujours supposer que la distance & definie sur En‘vérifie d, % v £ 1
guels gue soient %,y € ? :on obtient slors une distance dens le produit

il

une distance permettant de déTinir la topo-

et i1 est visible gu'on a ains

-+, 2 base ddénonmbrable est

logie du produit;que l'espace obtenu
évident,de wfme qu'il est totaleuent disoc ontizu si tous les = le sont.

Fn ce gui concerne la somme directe itopologigue des E_.soit B, ,on peut

2ed b= oy 1 - a3 o e e : e : oy e -
partition de E en enscmbles ' lhowconorphes aux I _,ouveris edl
z 3t = £3

s Eron Obtient 2i0rs ube

T 3 = e Vo M 1] e ey o o e g Ty Fe Y
Bl SAee SUT 3L €N SranusSporLant e

frodde




e g
distance dounde sur E ,et en convenant gque,si deux points de E appartien-

nent - des Eg distincts, leur distence est Cgale I 2 {toujours dans 1*hy-

pothése ou 1'on g tou jours dﬁﬁg l):on a ainsi polonisdé T etc...
2-Carpctirisation eztsrne des spnaces nolonisables.

Etant donné un eanace polonisable 7. i1 est important(ovour 1s suitelde

.
o5
“@Cﬁs NE3 wra

Théoreme 1-Pour gu'un sous-espace P 3d'un espace poionisable E soit poloni-

1 o3t relat & ¥ une interssection
Necessif t€--50it @ une distance ddéfinie sur P teile gue P soit poionicé per
cetie digiance:nour vn xé%?”haiﬁ ¢3{x) 1z berne inidrieure des d-0izrdires
des ensembles de la forme UN P ok U est up voisirage arbiiroire de = ders
4 = e des e & e .
E:ooit ﬁﬁ }fensenble des x€ P ou 1'0on 8 G3(x) £ 1/n :dirve que x €6 equi-
vaut { ceci:des que y,z €P sont assez voisins de x,on 2 d{y,z)< i/n;per
Lonvne B i
suite Gp est sweress dans 1'ensemble fermé P ,donc est comme celui-ci une
o 3 z £l - T 3 37 ,'7’"%» s s
intersection denombrable d°'ouverts dans E. aintenent.soit A ﬂgg G, ;A est
; = 2 i

pres ce gui précede une intersectieﬁ dénombreble d'ouverts:si x€ A les
ensembles UNP (U:voisinage arbitraire de x dans ) forment cans P un fil-

tre de Cauchvalﬁqa@T par nvpotause converge vers un point de P qui est évi-
demment confondu avec x;fineslement A = P et 1a ndcessitc de la condition

suf fisance-Supposons que P x{/WEGF ou les G, sont ouveris dans Eisoit F_
a 2 2 : i s 53

le complémentaire de Gfset.polOﬂiganﬁ E par une distence 4 :vour tout z&P

on & d,x»Fn)#Q puisgue Fp est ferné et ne contient pas X°nun1 sons alors P

w

de la structure uniforme ddiinie par la famille dﬂnombr ble d ‘écarts formde

-cette structure uniforne

2

de ¢ et des

ot

P esy identicue & celle gui

est méi trissble;la
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 6$§ i§dgi£e par E (eﬁ ef?et»la é0ﬁvergéhce aa}é%ns'da.la ?remiérﬁltﬁpolagi@-
iﬁ?liqu? t:ivigiéﬁcnt la‘¢0nvérgencé Qan' E: ;réci proguenent »S1 une suite %,
Qeipcints de P converge iams_E vers un point % de P, pour chague n le nom—
aussi canverg@ncé pour

“bre 4 \y P ) tend'vers,d’x;F ) en sgrﬁ@~qa*ii vy

1)

p?
la structure unlforme en qu 1on)?pQquue IE est & base dénombrable . il en

est de méme 3 fort10r1 de P enfin ,F est complet pour ls structure uniforme

@

déﬁniie ciede'ssus;en ‘»effet,soit—xp une suite de Cauchy:elle converge dan

%

E vers un point x;comme ,pour n dcnne L (x X%, ) tend vers 0 1@;3@&@ petg
e 3

sugmentent indéfiniment,on voit q e,p é@ﬁnt cheoisi assez grandgxq reste

dans ug‘voisinag@ de xpfqui ne rengont;e-pas Fﬁ;da@c x¢ F el ceci quel gue

n
soit n,en sorte finalement que x& P,qui est donc bLien complet:d'c
‘ :
réme,

R:alors -tout espace po-—

orollalvn du Théoreme 1=oo1t I 1e qggmant Eﬁi
e

s
pseShus

Tansable es homeomorghe é une 1ntersecﬁ10r Génombreble d'ouverts dans le

CHQQ.I et r901nrooa®men

Toat rev1ent preuver la premlewe parz7e puisque I ,Stant polonissble

section dénombrable 4°fou-—

-d’apres la Pfapol 31 en @st de meme de tout

@

«@rts dans II\I Pax allleurs tout rev1ent E.MGﬁ%f%? gu 'ty

-,

- fs e
E est nameomornhe & une partle-de I :cette pariie se

éenoﬁbr&ble ae I d'apres le 'th.1 Pcur Gei&

3]

wa
ot
@
TR
b

'3\\\/'

=y LL?S une su

Atanee,é sur'Egtglle que d(xﬁy)ég 1 guels gue s
- =

_partout dense dans E,et d'associer i tout x€ & nt de I' dont les coor

L'ﬁ
3
)
Lo
°}‘

données sont les nombres d(x xn} 5

3=De?1ssages *un espace mgtrzque separableﬂ

Deflnitlon 23801t B un_ esPace trlquelon appelle @éstsage de E toute ag?’

*1cat10n (n ...n )-nﬂB(n geeagll ) de 1° @Hm@the des suites finies @
12 1 g

flers p031t1£s dans 1*ensemble de% pa¢+1ea lss proprze%ég
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suiventes:

: : : : 3 5 p : ] Cambl : o L ia
a} B(#) = E ;guels gue soient iﬁg’ﬂlﬁwmagnpséasnsemb¢e ﬁ{nlgmaa?np} est 1z

réunion des B(niﬁeagsnp,mi

b‘chaque ensemble B(n ?OGsﬂnp}. est de diaméire £ 1/p.

=

5 "'*é = .3 s G e
Hous dlrons que 1@3 B(nlg ag,ﬂ ) sont 1@& ele menms d eréferp du devissa

e,

Proposition 2-Tout espace méirigue séparable peutl @%:@ dévissé au moyen

d'ensembles fermés.

Scit en effet 4 une distence sur 1'espace pétrigue séparable B el soit
(x_) une suite partout dense dans E.Pour iout

74 -5

1a boule fermée de cerire x_ et de rayom i:i.l

rermés et recouvrent I;nous allons maintenant

ments dtordre p du éév1$sag@ par recurcnce.

Supposant géfinis les Bin,,...,n ) ,0n choisit lans chacun G'eux une
suite pertout dense,soit y_ ;et on appeliie Eghizaeezn?ympvl} 1'ensembie
des zé%%{niéeesgng} dont 1a dist&nse.& Y est & 1/p+1 ;i1 est clair

= . el o=
gu'on obtient ainsi le divissage cherche dé Z,et qgue ses élcments gont des
ensembles fermes.
4-péiinition et proprie +és S&lémentaires des ensembles snalytigues.

péfinition 3-0n dit gu'un sous—ensemble A d'un espace polonais est snaly-—

tigue si A est 1'image d'un espace polonais per une application continue.
Remzrgus—1il @st clair que la DEf£? pricédente indigue en réalitd une pro—

P riété de 1E espace topologique A;en congéguence,on peut parler é*@ﬁsem%w?

. ies analythues dans n 1mpurﬁb quel eupaee topologigue ,méme non Boicr ais

Proposition 3-L°image d’un exise;naie ansiyiique par une application continue

est un ensempie anaiviigue.

e S ey et : St < 5% i : = = 2 &
Proposition 4-Toute réunion dcnoumbrabie diensemplies analjuigques 5T anoly—

R et

L




w:j:—;@

Soient en @f?@%‘ﬁp des sous-—-ensembles

t 4

‘espace gazaﬁais somme directle

b

de P dans I en convenant gue sur P z@
ainsi obtenu une application con

gu‘on &
{ S '_,
reunion des g

2y

ction

analytiques

une application continue d'un espace polonai

‘nn espace ? €L pour

s P %@r A 5
es P ;dcfinisgons une application
l1e coincide aves fq:ii est cleir

_ . b
tinue ¢'un esnzce polonsis sur la
able d'ensewbles snalytigues est

Provosition staa te 1n§er3

Les notations restant celles

t direct des P :soit P°
2

I
ray

précidente ,soit P° le
P'iforré des {(x ) tels

gue imixﬁ) soit imdépendant’dé n:P? est fermd éaﬁaszsd@n@ p@i@nﬁsabie dlg_
pres le Th,i;en agsociant I, un {Xngé%P@ le point f@{xn} de E,on définit
une agpiic on continue de ?” sur 1%interscction des A -d4°'ou la Proposi-
%iaio‘ -
5.Yssurabilitd des ensembles anglytigues.
Phéordme 2-Soit E un espace localement compact dont tout point posstde un
systome fondamental den rable de volsinages:tout sous-ensemble analvticue
A de E sst mesurable pour toute mesure de Radon 5

Puisque tout sous-ensewmble fermeé d‘un ensemble enslytioue est Svidenm-
Vm@m%‘aﬁaiytlgtﬁzan peut Se ramener.en stinduissnt sur un compact . gu cas
E est é@mp&c%@ |

Soit alors £ une applicetion contipus d'un éapa@e polonais szue P sur A
et effectuons un dévissage de P au muYCﬂ dfensembles fermes “(n,;...,n J;

1 P

posons Aln;,...,n ) ﬁvf{B(nﬁgggcanf}} 9

Puisgue A est la réunion des Afn} et pui sque 1a mesure extérieure de la
réunion 4'une suite croissante dtenseumbles est la borne supérieure @@s me-—-
sures extérieures de CﬁuAmLEKCh&Q 1171 ,Ftat 5),0on peut trouver dens P un en-




=S e

sexble Xlﬁréaﬁian finie d'ensembles d'ordre 1 du ddévissage,et tel gue
f{Xl} gait:d@ mesure sxtirienrs > B(A)=&/2 { & nombr positif domné) !
ﬁaiut&ﬁaﬁtﬂpuiaq X, est réunion éem@maxa@i@ d'¢lcments dfordre 2 de 1=

ﬁafiliiﬁﬁgﬁﬁ peut de m@m@ rouver un ensemble 12 ¢ X ,réunion finie de tels
clements et tel que f{Xz) soit de wesure extfgi@zz% > mlhj- £/2 mazfzz :
sl besoin en grandlssau; Ahpgd peut supposer gue toutf élément d’ordre 1
qui zEnIRsEX est eant@nu dans Xl renconir XZO

1 procedan’ ainsi indéfiniment,on forme une suite décroissarnte d'ensembles

X g;? possédant les propridtés suivantes:

L

a)chague X_est la réunion d'un nombre fini a°
sage:

=

b)chague éiément d'ordre p contenu dans Xp rencontre Ap%i
c)l'ensemble f<X03 est de mesure extérieurs> m(A) -
Considérons alors 1'ensembie
. Y {QE
= 5 X =
i P .
il est compsct ;en effet,comme intersection de fermds il est fermé:et par
a}angaﬁg&@w@ga 8y9 le recouvrir au moyen d'un nombre fini d'en-
sembles de élaméﬁr@s<£<39
L'ensemble £(X) est donc sussi compsct;je d:s gu'on. 2
. £
1 Lo g | f(X 0
tout dfabord il est clair gue 1@ premier newbre esi contenu dens le second:
maintenant soit x un point de E adhérent i tous les f{%p} ‘501t Eﬂ un sysio
me fondamental dénombrable de voisinages de x dans E:pour tout p,il existe
un x e X téel que f{X?EQ U? ;bais d’aprés la condition b),chegue é1ément .
1 i & : 7 R
dqgwave p de. Xp rencontre X;donc i existe sussi un y € X tel que Ay ”VD§
£ 1/p ;puisque ¥ est compact,on peut exiraire une suite partielle p telle
que y, converge vers un a€X;on aura aussi évidemient limx = &8,d%n
‘n i
lim.iixr ) = £{a) et @uisqu@ f{xp)é'? vient x = f(a) ce qui

ments d%ordre p du dévis-

=
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Proposition 6-Lfimage réciprogue d'un ensembie borélien par une gpplice-

tion continue est un ensemble borélienc

Soient en efiet B E et F deux espaces topologiques,f une application con-

tinue de E dans F.Quand B décrit 1la famille des ensembles boréliens de P,
=1 .

(B

(e
Shpie

£

déerit un ensemble de parties de B qui posstéde €videmment les deux

propriéteés suivantes:c'est un corps.,et il contient les ensembles({Ffermés }
- .
de ia dorme £ {(K) ou K est fermé dans F:c
1

contenant les ensembles %%{K};par couseguent c’est un sous-corps du corps

engendre par les ensembles fermes ce qui prouve la Proposition.
HemarqveﬂLeimage directe d'un ensewmble boreli pes
en gen ral un ensemble borélien:guand il s’agsit d'espaces polonais,c'est
un ensemble anglytique. :

Theoreme 3~Soient A et B deux ensembles snalytiques disjoints dans un es-

pace topologique séparé E:slors il existe dans E un ensemble bordlien gui

contient A et.ﬁe”?eneontre pas B,

Soient en effet X et Y deux espaces polonais, et £ et g deux applications

continues de X et Y sur A et B respectivement -Effectuons un dévissage de I

au moyen d'ensembles fermés F§"1‘09¢fn_} et posons

7

( S r/?f noo
A(nggc&q)ﬂp/ = L "tﬂis oe_aﬁp}}
de méume effectuons un ddévissa me de ¥ su moyen ¢’ .
: z : Ut
et pogsons
é 3 Lo _;/ ;_,41~ S Ay
B{\n‘égt'“"f)ﬁpf = g\iciﬂjﬂl);‘?ﬁ’g"'] @
e 3 TS s <> : e G R e i LS S B
Supp le tnecreme faux pour le couple A B -glors 11 sers foux aussi

pour au moins un couple A{m,}ann“ en effet =i ouels gue soient m et n on

peavait tr@uver un arsnmbfe b@rwl¢eh B contenant £im} et ne rencontrant

- m, :
pa, B(n}jl“ensem le bo elien ¢ ;g g,Bm n contiendralt A et ne yencontre—
’»9&.‘-




; .
raitAgasvﬁycqntrairement : 1'hypotacse. ' : -

Paisque.%{mi} et J{n1§ sont respectivement la reunion des ﬁ(miﬁmj et des
B&mlﬁn}gle néme raiscnnement montre 1'existence d‘au moins ur couple
A(m mz)gB(n 2) pour ¢eouel 16 théoréme est faux.kn poursuivant einsi,

on constfuit»ﬁonc deux suitez dentiers {mi} et \niﬁ telles gue,pour toutf p
,le théortme soit faux pour les enscmbles A{mlﬁaaggmm} et L{ﬁﬁgagogﬁp}c

“ais oonsidérsns dens X les enseubles correspondants Fim  .-,m):1ls
forment une suite déé?oissante d’ensembles dont les diameires tendent vers
0:donc X étant complet,leur 1nicfue~t on se réduit exsctement & un pointg
- je 4is qu“bn a
(2} - gf\g agmwwwmp}? = }£(a)

soit en effet x un point de E sdhérent & tous les Lkm .. J: quel que

39S
i

Sy
(O

o

a,on en conclut que £lg)= U ;U Stant arbitraire et E séparé,ceci impligue

a reiation (*}.

b
il
et
N
o
Noart
o
L]
2
el
pmd

<

De méme, les E(nﬂqg,gvnPE ont pour intersection un seul point beY, et on &

= % .
(2%} g | Bgnlgagagnﬁ} == Iég(bgg_ =

_ Ceci dtant, puwsquﬁ A ot B sont disjoints,les points £(=2) et f%rg{a} sont %
t au moins un » '

"‘\
7

E{ﬁlgboaan?} ne se r@mcastfenﬁ pas (et ceci

L = ; ] i N . = = et = e ] A = T o
démontrer 1e theoreme ) ; supposons &i effet gue guel gue 850it p,il existe un

x appartenant i ces deux ensembles;on sura x =g(b_} on b =0G{n, ,...,0 0}
- -5 : = = =

done b iend vers bgen Sorte gue X conVerge vers &t

Stant fermés et décroissants,il s'ensult qu'ils contiennent tous (b} ,ce

T

qul est contraeire s *}zle théoreue est donc prouve.

rollaire 1 dﬁ Théoréme 3=Pour

3

eﬂﬁemble borélien,il faut et il =i




—64-

sa oomplémentaire.

L= oondition est suffisente,car si B st é;B sont analytiques,il existe un

ensemble borélien gul contient B et ne rencontre pas {;» 2ce ne peut étre qu

B,oul est donc bien bordlien,

Pour montrer que la condition est néceaaairagsn remargue d°sbord gue les
ouverts ctant polonissbles,sont analytigues; 9n.ver%u des Prop.4 et 5 sur
les réunions et intersections dénombrables dgﬁms¢mbigs enalytigues. le £avt
gu'un borélien est analytigus résulters é@nc de ce gl suits

Iemms -Dens un espsce métrique E,les ensembles boréliens forment IH¥IX lsa

pius petite f&mi11QQ? de paW%iaa de & m@ssaé&ﬂ“ les propriéids suivantes:

a)é@ac@nﬁleﬁ% les ocuverts:b) si d? contient une suite densembles, ¢ con-
E 2 €

tient leur iﬁterse@%ian;o)gg«ﬁ: contient une suits d'ensembles deux & deux

disdioints, & contient leur réunion.
-t saben 3 7

)

Puisgu'un fermé est une intersection dénombrable d’ouverts, %E contient

5 - a0 g
P g’—i’ %Jﬁ'%éﬂ%%g

les f@fmés°sci*'é§ * 1a femille des ensembles X tels gue Y€
contient les G&%érus et les fermes Bi éz contient ur
éé idem oo (26 résitte (| [ %,ed dono [z € ;uott a0 plus ¥ =
xa % Xnglgceﬁgle les Yn sont par avp@ahé% dans ¢ et
aczuuusﬁcno lour réunion est dans & ,oce qui prouve que X £<§_3&@mﬁé i)

FAHRELY YXXXV&Eﬁ%iéhénﬁiéﬁinXXXﬂ%Qﬁﬁﬁéﬁﬁﬁﬁi”ﬁ hﬁﬁﬂXHiKYé

=0

XX KEE A HpENEY
BN XA S A SR S TG OB DU TR X 3«';&;@5“ BUXOENY per sulte ¢ ' est
un corps qui,contenant les formés, Oﬁﬁbj@nb tous @s bovdli iens:done ¢ g@ﬁa"
tient tous les borélisiis, 9% comms les éléments de %ﬁ sont visiblement boré-

liens le lemme &8t dém@ntre On s'en sewvzra pour Wﬂ_Tﬁaig

'C@fellaire_Z du Theofeme 3_Dens un espace topologlgus sdpard E,soit Aﬂ une

suite d'ensembles analytigues deux & deux disjoints:aiors il existe une sui

ta d’ensembles boréliens B ,deux 3 denx disjoints,.tels gue 1'on ait éri;Eh
P8

oouYr ©out H.




&)

les B cherghe@ par réourenocs,en posent B.=
'Raimage continus st biunivegue d'un ensemble bordlien.

EREHINTEENGEIERS Si Qﬁ contient une suix
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In effet,pour tout vouple m,n avec mén il sxiste un bordlien B quz con-—
= t “%% : : ,5.
tient A et ne rencontre pas & :posant B! = 5 i B ysn voit au@
W n 3 2 .0 s

lien 83 contient A _sens féﬁceﬁtrsv gucun des auitres A L5 0n de

7 3,
ﬁ&¢¢ Bp 1§ 1‘

(S8

e

R

Théoreme 4-Soient E et F deux espaoes polonais.B un ensemble borélien dans
ng une application continue et biunivosue de B dens P:alers f£(B) est un

enseuble borélien.
Ue théortme est une conséquence dirscte des lemmss 1 ot 3 qui vont suivre.
Lemme 1-5i B est un ensemble borélisn dans un espace polonissble
te un espace polonisable uoﬁalems@* discontinu X dont B solt 1°%1

une application e@ftl e 6t bihﬁl?@ﬁhég

4

bppelons (P) 1a prc?rlet“ Sha
-engenmbles de E qui vérifient (P} - ABXEERYHTE

HEEEN

i Gl

2l leur interssction;la démonstration est iéenaigu@ & cells de 1ls Prop.4
relative azux enseumbles ans iytigues;ds Eam@ ﬁgﬂu nt deux & deux
disjoints la ﬁem@n@ fetlen de la Prop.5 prouve & contient le réunion
de ces Bﬁ o ’
En vertu du No.7,Lemme tout revient donec

dent la nr@prleﬁe (p).

Or ceux-ci sont polonisables(Th.1) . e% U@ﬂ@&v@f@ilo&ﬁ Th.1) homéomorvhes &
des intersections dénombrsbles dfouverts dans 1o cube tout revient,

A
ar Te HE

(4]

68 ouverts de IN en feit il suffit de dduontr

5

car i £ est une application continue et biunivogue de 1°espace p6¢65¢$&b?w
0%

reisonnement que ci-dessus,& prouver (P) pour les sous-ensemb-
er (P} pour le oube lui-wéme,

@

Vi l‘l

alement discontinu ¥ sur Em ,8t 81 G est ouvert dans 1 ,0n aure immédia—

Z

tement la "représentation parsmétrique” cherchée de G,eﬂ renplagant X par
1(6 qui ,étant ouvert dans X ,es8t polomzsabl otalement discontinu.
“Yaintenant,il est claﬂr gue pour prou vu&.{P; pour lﬁbij suffit de le prou-
ver pour le seamena I lui-méme;et pour cela,d’aprés ce qui précede il suf-
fit de montrer que I est une reUﬁlsn denombra sle de sous-ensembles deux 2
deux disjoints pour chacun desquels () sst vrai: ;voici ces ensembles, &%ﬁﬁ%ﬁ

extraits du gdnial cervesu de Lusin:a)les ensembles rédul

rationnel;b)l'ensenble @eg irretionnele{ou

ble d’cuverts,est polonisable,et visiblen
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Temme 2-Un espace polonisable totalement discontinu possetde un dévissage

dont.guel gue soit pglpw elemenzg 4 OIQT® p sont fermés et deux & deux dis-—

Jointe,
Soit en effet 4 une distance sur cet espece ¥X:i] est cleir que tout re-

vient & montrer ceci:iguel que soitéi}*@ on peut recouvrir X eu moyen G&°une

%
43)
N
@’"

suite d'ouverte G deux & deux disjoints, tous de &iame

5 2 o~

Pour celz et X étant & base denombrable cholsissons uane bease de 1°espace

J

-
2 - .H' 5 oy
formés per des ocuvertis B ;pour chagus X€ X, 80i%

n =3
nant x,8c diametre < & -¢a existe pulsque
a suite des indices tels que 1'on &it

, choigissons pour chaque n un X ol
: &

N¥HE] BEAGE? %ﬁfi?l@i&"\dﬁé@f&fﬁﬁ HX pu:
e S fo o

qu'il contient,on a &j BD = kwﬁ'w

¥ e :

s G cherchés sont stors donnés psar : -

B N .
2oy G = Ulx jf%é; Ulx, /e n

o,

= 4n g L OO

v

<

9
Iemme 3-0i £ est une apyllvatlen continue et bimnivegue d'un espacs pol
totalement discontinu X dans un. espac e topclogique séparé T (X

lien.
Effectuons un dévissage de X au moyen d'enseubles fermés,les ¢lcmeunts

?(n3§9@@$np} d’ordre p de ce dévissare étent disjoints deux & deux.5olit

A(nizsa@sﬁ ] = £(7 fﬁ19°°van .

b

pour p fixe,les A sont ana¢g 1@&@ ,deux % deux disjoints et en infinité
dénombrable; par conségue on peut trouver dens E des engembles boreliens
Blri .....n ) deux & deux ulgjcinua{pa r p donnédjet tels gue

1

ﬁ(nipcoegﬁp}aﬁ BEn . 6

Ay besoin sn coupant B(ni@oeasn Y par 1'adhérencs du premier membre de la

relation ﬁ”fﬁeﬁeﬂ te,0n peut supposer

EEER : 7 ;) : x 3
{#} A{nlgeefgnp) Cc B{nlﬁeaegnp} C Alny,...n ) ;

&

enfin,en remplagant su besoin B(nﬁggagn ) per 1l'intersection des ensembles

1%
- 3 ¢ = : ; . e o o
-u{nljwahiﬁ 2)9¢¢mvﬁ{nige@ogn } on yeut supposer que,pour toute suite {n




(K

S g
&

les ?fnggaw@;m y forment une suite décroissante.

Ceci etant,on veitacomme.dans la démonstration du Th.2 que D&*ﬁ tonte sui-

Sear?
£

les &(nqagc@»qpﬁ ont pour intersection un seul point,oui est aussi:
1'intersection des adhézences de ces ensembles,donc aussi des Bln.,...,n );
: — s = 2
par conseqgusnt on pﬁut ecrire

/= } -
- U C Blag,econ)

‘..«..

meis d'apres les ﬁjﬂ@%ﬂ&ﬂeg faites sur les i .. u -2

o
v
<

0]
{0
2
(@)
{-—- ]}
bt
)
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1
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crit sussi
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£l
(D

(%) est denec 1'intersection dtune famille déncnibrable d'ersembles

"

5 Z 2 3 s - Sl e =
snecap des rdupions 3dvonbrebles dlernsswbles borélicnms F(1) eat donc

o
tonfs
-

{
et
e
O

Thecrage S5-3cisnt F gt T des sspaces goppacsts méetrissijes et £ une applicsm-

o - N Vv
gur lcousl £ eet Liurnivogue et tel gue £(5)=£{E).

On peut evidemment suppeser gue £ appligue ¥ sur F.Pour un y €¥ nous no-
. 1 .

Pour cels,supposons la topologie de E définie par une distance d.Puisgue

EXEHT
E est compact,on peut le recouvr

}-J.

r gu royen d'un nombre fini ¢'ensembles
fermés de diametres 4§1;seieh; B{i}gng;B{néé'ces ensembles.De méme on peut
o 2 v ‘ 5 o 3 £ ( % / 2
recouvrir chaque B(p) par un nombre fini de fermés Blp,q) (1§;qg§ np> de
diambtres { 3,et tous contenus dans T(p};en procédant ainsi indéfiniment,

on forme des ensembles fermés Bim n@ae»mﬁ} possédant toutes les propriétés

ek

>
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imposées sux gléments d'un dévissage,i ceci prés gue,pour chague p,les

é1éments d'ordre p de ce dévissage sont en nombre finilceci caractérise

.

évidemment les espaces polonisables coupacts].

Ceci étant,nous ordomnerons les éléments d'ordre p du dévissage par le

76)

rocédé lexicographigue;on diras done gque B{m?@aﬁaﬁmﬁ} est "avant”® B{nzgaﬂﬂg}

pour le premier i tel que mi%nigon e dn

e B

Pour chague y&7F considérons alors le premicr ensenble de la forme B(m)

o = > z 5 s S Soele : = s /= g qi e
gui rencontre E(y} :s0it Elgy; 1%intersection de E(y) et de cet ensemble;

_suivente:; "soit B(m) le premier enSemblv du devissage gui contient x;
glors pour tout n<m,1'image de B(n) par £ ne contient pas f(x) ".¥E ais
=i nous donnons & m une valeur fixe ,les x gui possedent la propriétd dont
on vient de parler sont caraciérisés comie suit:ce sont les points de Bim)
oui appartiennent & 1'image réoipraque par £ du ccmplémentaire ée ia réu-
nion des £(B(n)) avec néim;mais la réunion des £(8(n)) en guestion est uné,
féunionrfinie de compacts,donc un compact;son complémentaire est ouvert,
sinsi par suite que son imége réciproqué;donc les Xégi% gui appartiennent
¢ Bln) constituent "intersection 4'un fermé et d°un ouvertméona une inter-

section dénombrable d’ouverts;E, est donc lui-méme une intersection dénom—

brable d°ouverts,comme riéunion finie de tels ensembles.
De méme,pour chague y,s0it Ep{y) liintersection de B(y) avec le premier
ensemble d'ordre p qui rencontre E(y),.et soit Ej ia rcunion des Ep{y};on

volit comme ci-desmus gue Ep est une intersection dénombrable d'ouverts.

Les ensembles Ep ont pour intersection 1‘enseuble S cherché.

Tout d'abord il est clair gue
{W\% = | 5 {’“\ Bty -
.,~ﬂ§}k - % D\d, 9

P yetr b




—T0=
donc tout revient & prouver qus,pour chague y, les Ew{y§ ont pour intersec-—

1 exgectement un point:;puisqu'ils sont fermés et que leur diemttre tend

IS

ien

(«

£

vers O 11 sv1f:u ée faire voir qhwlié forment vne suite décroissente.

Or soit B(mlaoao,m.) le premier en '?LE@ dfordre p qui rencontre E(y):
P

aplum?em@mﬂ@dacwgﬁ$zwirmmmﬁw Bly):

frat

-1'2;, B(nl@,aeg p& P‘f‘-l]

comue celui~ci est conteru dens 5(ﬁﬂ9a992m ) .oe dernier se trouve "aprés®

P

B(mlgagagmpﬁ;mais puisque ce dernier enserble est la réunien des B(migaegg
s ,n},on est sr gu'un au moins de¢ oeuz-ci rencontrera E{ T) par conaéguent
il vient misni pour 141 p,ce qui met en &videncs la relation E () D

- ®
‘E! N
“p&j(g}°_ ' = , - :

Ie théoréme est donc démontré,avec la précision sulvenueaa est une inter.
. % “g s o

seciion dénombrable dfouverts.On sfest toutefois servi du rdsultat suivant,

nen encors de ‘montré:toute réunion Llﬁle d“ﬁzz iblos Aﬁgaacaﬁ% ,intersec—

=

iong dénombrables d'ouverts, egﬁ une ing@

!

Sy N o B 1 e g
seciion denombrable 4% ou iwverts.

ustifier ce point;on peut se famenez eu cas n=2;so0it alors

{’-\}@ ; AZE{EH

“1 0

o les Gn et les Hﬁ sont ouverts:;on a slors par un ca Lcal Slﬂpl@ la *afmis@

% : = = , - 5 5 ,
A uh 2:{ ¢ Gﬁﬁﬁﬂ ,1laguells prouve notre sssertion.




“."'Mem;es continues et somies nesursbles de mesures,

i-Définition dss sonmpes continues,

Soient E et I des espaces localeument coupacts,celui-ci étent muni une

-

fois pour toutss d'uns mesure positive X .Co fsléérezzs 1%espace o7 (E) des

n

ur T, ainsi

M\

one ngns numérigues ae.{‘z.m.es continiues et ¢ 5&339 % compact

&

que l?espa&, ﬁ&?’(E; des nesures de Radon nuwérigues deélinies sur T:ices deux
espaces sont en dualité feible le produit scalasire d‘une f@c@(ﬁ} et d'une .

S 2N 7
;& u@@(m étant le nombre

< £, m} = jf(x)dm(x) -

Par suite,la notion de 5amma‘bihte, faible([5,06£. 1) s’applique sux fonc-
tions définies sur I et & veleurs dens J}@{E}ge% oconduit & poser la défi-
rition suivente:

DEFi Mtwn iuSoiem. B et‘I des espsoes locelenment compacis,of une nmesurs po-

sitive sur .Weﬁ i—> m uns applioa tion G;e 1 dens i“agw@e NAE) des mesures

d& Hedon définies sur F.On dit gu ‘une mesure @ sur £ est la somze des mesures

my suivent la mesure of 81 les ccnéiitibns suiventss sont remplies:

1-Pour toute £e& (E),1s fonction <z, ml “;.7 = ff“?‘cmi(x; est somnable

sur I pour la mesure ol

2-Pour toute f&&L(F),on a
- e
{4 <f m {“fy)dza‘;{} ] d(1)
j’ <

| S’

Tixemple :Lebesgue-Tubini

Contre-—s xem;ile sFourier(hélas!;

D prc,s la théorie des 1nteg;q1®s faibles la nesurs m est umque on éerire




T

doédente sous la forme

symboliquenent la relation pr

{ miad (1)

s

P

it

s

]

~pour 8tre sn socord. ieoauvea is £5,0n Gevral

un indice supérieur w

su gipgne soxme. -
Il errive psriois dens 1a pretigue gue 1'appli eaéd‘,m i~ §ﬁi censidérés sgi“é‘,
continue péaf in topologie vague é@_uﬁé(ﬁ};ﬁaﬁs ce cas,on dira gue m est la
somme_continue des m, ;éans ls cas généraﬁ?ar dira gue & est le sonze mesu-
reble (ou méme 1la somme-tout courtjdes ... .

ns toutes 188 questions d’in+@5?a7e§ faibles, la nondltlan ide 18

Définition n'a pas de raison d'impligquer 1'existence d'une mesure m vérifiant
la condition 2;toutefols:
Proposition 1-Pour gue ls femille (m ).  , s8X p@sgﬂﬁa une somme,il suffit

: i’ie

m positives ot oue la condition 1 de 1a Déf.1 soit

gue les mesurss -

soient

remplie.

forme lindmire

v m Sj mlgolai{i}'

Une S0mne a@ntinue de mesu--l--res8 positives:si une fonction £ ﬁéfinie,sur &
&% L ve eurs dans un Epace de %anaﬁﬁlﬁ est souzsbls pour m,on a les prépriée
tés suivantes:

a)pour presgue ﬁeut i%ilgf‘ggg'mi @ang;ggg

bjla fonction J;ieam‘ (définie presgue partout sur ﬁ d‘apres ce qui préctde)
- e¢st sommabls sur I pour e¢ ;" |

clon s la relatien (1) de 1a DEf. 1,




10 démonsiration de ce théoréme déiant identique I celle su théoréme ds
Tebessue-Fubini(qui en est du reste un cas psrticulierjon se bornera & en

indiguer les grgndes lignes.Tout &° &JJ?@ ,50it @ wune fonction positive et

- 7 = NS TR e go 3 V R
S.¢.1. sur E:pour 1 aut@ féé?{“) voT 1figﬂt 0L f4 @ 1e Fonction <s2¢%;>est
2 g wom 2 :
, = :

- : = : =
per hypothcse continue sur X 1 ;d@ng on peut ecrire

im. (£)@(i) = sup m‘f) m@%) ,en sorte qu'il vient la relation
s
£ > 3
(<] fg dm = jcﬁ%( ) ‘ff © .dL, -
de 12 résulte ev1de“uentﬁlwmle Théoreme 1 pour ces fonctions.S5i wainﬁenaﬁt"

£ cat une fonction positive arbitraire définie sur E,pour toute & 8.0 3.

2 T ’,ﬁ s .‘"n i =
majorent f on a d'a pwoa ce gqui précide | (i) | f.dm BZIxaioE <
— o o = ot
;’w 2 /’f e = e
jax(i) | © .dm; = Kﬁ%ﬁ et donc en passant & 1z borne inférieur
fdm(z)j £ é.m £ n(f)

il résulte de 1% que,si f est w-négligeable,slors f est mlsnvgii eable pour

presgue tout i;en particulier,%out ensez%le FCE ;ui est m-réglirsable est

i
Z

m,-nérlipeable pour presque tout i, beal posc, soit £ une fonction m-somzable

P

gmi'

¢ valeurs dans un banach F;soit £ £, uns séri@ ds fonciions continues et &

3

S%“”Qﬁ% compact qui cenverge vers £ en ¢@4anna ,61 sussi presgue partout;

&

le th.1 étant & peu pris trivial pour les £ .on voit en utilisant ce qui pré-

ctde guel,pour presque tout i,ls scrie fr'@GQV@r;@ m. —presgue partout, vers
b

ne fonction m'msemﬁﬁaﬂeudsnc £ est u, -souzabls etc,,..

i
Z _Shdnrere @ B YFabin o PO ORnT e S vy e o $ Bt wp
Z=Tneorcre Ce 18 espuea ubini csonues (FPOUIADRLES de mesures poOSivlves.
Theoreme 2-50i% -

mujmwé(z)

ne scone nesurable~ I-—-de resures positives:si 1'espsce £ est polonisable,

S 1*04 unalyse 1s demongtrqtion précedente, on e rend compte en efiet




w74m

du fait que %ouz revient £ prouver la rels isnfiz} lorsguse (g‘ est 8.c.1,;07

% dtant palenisab199€? eg? 1'enveloppe supéri ev?a d’uns guite croissante de

fonctio ﬁr paqiti@@s continues et & sup port compact:on obtient alors (2)
de facon éviéente=s°és%«3ndir% en sppliguant le théorbme de Lebesgue.

§9-Décomposition des mesures: mesure guotisnt.

aed

T0US LES ESPACES LQQ:LET‘"W COPACTS CONCIDIHES DANS CR § SONT POILONISABLES.

On reppell qa@ ai T est un tel espacs, on ﬁwﬁﬂ4ﬂ’ des fonctions
mumé?igges convimues gui tendent vers O ¢ 1%infini sur E:c’est un espace de

Panach I base dénombrable guand on le munit de 1z topologie de la convergen—

- -
ce uniforme sur E.De plus,le dusl de &5$

- 7 2 — m‘ﬂ 3.
des mesures de Radon bornfes 4éfinies sur Ljpour zéa%%(g} et me M (E)
on posera <f,my = {F(z)dm(x,geﬁ rappelle enfin que toute mesure m définie
>
Lo

une mesure bornds m';on peut mime pr@%@wg dn'=f.dm

sur E est équivalente

A
o
{3
&
IS
n R
m
w
TN
?»u’

e rédacteur esSpere que son succsesseur voudra bien justifier ce

ticn p Js'il existe des mesures bernées e et m® oequiy alenz@s TesSpes *ivem‘

I ¢ et m telles gue o' soit 1'image par p de 1= mesurse o'

71 résulte oviderment de cette ddéfinitior que si m posstde une mesure quo=-

fresd

tient,clle en posside une infinitd ftoute mesure sur B,qui est éguivalente &

une mesure-guotient de m,est elle-méue une vesure quoticnt de moP ar aill@ursg
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E?exisﬁenee de mesures-guotient est évidente:on en construit une en pfemant

une mesure hsrnes n® équivalente & m,et son imsge par 1 app‘lcatlon p(cette

image e-istant puisque m' est bornée:Chap.IlI(Ltat 5)937 }ennflngdeuz mesu=
res-quotient quslcongues de m sont éguivelentes ;il suffit Svideruent de 1le

prouver pour deux mesurss-quotient borndes & ' et ®",imeges par p de mesures

o
b

bornées ' et m" dquivalentes I mjuais alors 1’ est équivalente & uw”,de sorte

gue les eneembles m'-néglipgeables sont avssi m"-néglipgsables et é iprogue-

l'

ment;ceci étant,soit un ense:ble BC B:B et & stant dcnomlrables & 1'infini,

ie relation »'(H)=0 dguivaut (Chapo?7lgf?9603611aire non expligité du Th, 1)
= m@{gwliﬂ)}mO done & m"(p (ﬁ)}:ﬁ donc & of "{N)=0 -ce qui prouve,dfaprss le
théorime de Lebesgueuxibodyn gue o{ ' etol” sont dguivelentes;en définitives

il existe des mssureseqpoﬁieni,et celles-ci forment exactement une clesse de

mesures ogquivelentes.

o T’ p‘ .‘v«- v-g" e - Ar I
2=Theéorcrme de Ccecomposition:enonce,

Théorbume 1-Soient E et B des espaces localement comacts polonissbles,m une

mesurs positive sur i, p ure application r-resurable de T dans B;soit of uze

Y

mesurs-quotient de m.flors il existe une famille {mﬁjig o de mesures positi-

- £

ves borndes sur 3 gui posszdﬁ les propridétés suivantes:

o

) m est la samme(mesurable)des,n& suivant la mesure ¢/ ;

L]

o % Zh o - S P ==‘1=
b)pour presgue tout i€ B, 1e mesure n. est conceniree sur 1'enserble p (i),

L‘L-w

it

M-

De plus.presgue toutes les Besures mi sont déternindes ¢ es facteurs cong-—

tants présf{le "presgue toutes” étant relatif I une mesure-quotient guelcon-

e o
gue de m).

Ce théortme étent éroncé,on ve le ddéuontrer en plusisurs ¢tgpes.Pour un i€

B,on notera F(i) 1'enserble des x FE tels qus p(x)=i;les T(i) forment évidem-




=7 6= |
ment une partition de £ en ensenbles mpmesurabies{Chap,III;f?;.,a)o'

Kotons gue,pour déﬁontrerlle th;l;on peut supposer gue les mesures m et £
sont bornées;én'effet,plagoﬁsendus dens le ces généralgéz les mesuies'm et of
sont gueicoﬁgués,ep supposons le Th.1 démontré ﬁass le cas de mesures bornées;
scient m® Sglgﬁf des mesures borndes dquivalentss & m et o{ -on peut les sup-
poser de la forme dm'=f.dm et ax’ =ge&é< ou £ et g sont continues et tendent
vers O & l‘infiﬁi;spit slors ' jfﬁged&?{i) le décorposition de m® relati-

% *gsoit h une fonction continue et % supporty compact sur E;puisqué

one

veients
h est m-sommable,on peut Serire h = k.f ou k est m'-sowrable et on a alors

£

mlh) = ' {xf) (23 “h,S) reis é*aprus le theoriume de Lebesgue~Fubini gdnére-

1isé(fs, Th. 2jon pourre efiirmer ceci: a)k sst w; —somrable pour presgue tout

i £€B8;b)la fonction E (x) est<w;'~sem&able sur I:¢) ©'(k)= Jj x*{r)daéfi)

ﬁ@ﬁi é%ant,remplaqens les mesures ms per les nesures m, donndes par dmi=§dm§v

{noter qae £ étant contimus et partout non nalle si 1*@@ y'tientgl/f est lo=
1emant sormeble 