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- . LMmE I
THECORIE DES ENSEMBLES
GEAPITRE IIT

Proiet de § prélimimaire
(qui permettrait de publier ce chapitre avant les chap.l et II)

‘Ce paragraphe EBEE permet d'shorder la lecturs du reste de ce Gh&p*ﬁf@ sans sup

poe
%.‘_J

poser la connaissance préalable des chapitres I et IT ; 9@ 1t done étre omis

parf les lecteurs de ces derniers . Il contient essentiellement un certain nomk:

de définitions et de résuliats complétant ceux qul sont résumés dags Fus.R jces

mpléments servent d'ailleurs & peu prés exclusivement & fonder la théorie des

R} T

puissances (ce qui expliqmé que nous ne ies ayons pas ineclus dans Ens o L
'noint éé vue auqﬁei noué nOmsvpiagons dans ce paragrapvhe {(coOmme dans tout le re:
te &u ehanﬁﬁwe) est le meme que aans Ens.R , c'est-a-dire cu'un certalﬁ nombre
: ée>termes ne sont pas definls s mals qu'on les emploie de fagonm qui concOrde
aV¢cﬂle sené_qu"ils ont dans la langue courante ;_ponr les lecteurs que cela v

satisferait pas , nous renvoyons aum chapitres I et II , ob %outes explications

utiles ont été domnées sur ce point de vue "naif" et sur sa justificatior

1 . Relagions entre Objets mathémaﬁiques .

,E@~pfemier lieuxg il est uﬁ1$e d'elargir 48 les notions de relationd of Ge pro
2 Z S 4
Qriét’ , dont il a été parié dans Ens.R,§ 1 . I1 y était alors question ¢gs
& &1 en
ce oul

suit , nous qual fierons d'obfets mat héma*lowes les
B

res 5 en garﬁicalier s tout eﬂsamble est un objet mathématigue | pulsgu'il est
é1lénent de 1’ eﬁSEﬂﬂl& %5(?) de ses parﬁ?es
tror 'alors aeSOTMdlS de parlier de m®lations entre obie

pfapfietﬁs d“objeﬁs-maﬁﬁﬁma%lqa§§} 9'celéaims
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tvaires . En partzculler » nous poayOﬁs pz:lér ée ﬁelatloﬂ entre’ ensembles aT=

bltramrea': ceci 2 tanrait pas été Zlcite du pcznt de vue de Ens,R°,§ i, ear 11

}.-

eut fallu gue tcus les easembles ;ussent étre cOns1derﬂs comme elemenus d'un mé

me ensamble fzze Or . on peut mnntrer qu il n ex1ste pas- a’ensemale dont toué

easemble se?alf un elomen+ (cf. chap II 5 3.

Les obxe%s mauhematvques goi possedent une méme XFA propridté f@rmeﬁ%vce au ! oy

'anpel?e un +?ae & bee’c . ?ar ezemple ,}sz A nst un ensemble donné 5 ies.abu

iets x tels aue *cA (c est»a«&i?e les elements de A) foraent un méme type 4fotb
,39#3 s Baas ce cas'partlgnller , tous 153 obijets du type emvmsaﬁe Aﬁﬁﬂéﬁ* saﬂ@
&1éments d'un méﬁe ensembie';lﬁais ¢2 n'est pas toujours ie cas 3 par exempie
'les.ensambles forment un typeidfobjats cargctéris’s par 1s propfiéﬁé”“g-esﬁ un
easémb}ef.;xmais na peuyént 5érg considdréds comme &léments dium méme ensemble.
On notera qu'on néne Qbﬁet ?é&t;appartemir & plucieurs Iypes dif“drents .

- iémsqa*bﬁ consiéére rne rgiétion eftfé piﬁéieurs cbists , dont cerisins seﬁ%i
7ar51tréir§s , il es% toujuafs Sﬁﬂﬁueﬂbé ndu gue. cha cun de cas cbéeﬁé arbitrzireg

un
appartien+ 3 un certain tvpé ééﬂné on 8it que clest une Vdﬂlab?& ; Cu (Brgulis

nent , Qu un gzﬁﬁéﬂﬁb?et geﬂequua dz ce type

Gela,étagt . iantes-;as définitions ecGmcernant los velztions entre &ldments

-

C}

G5

& easembles dennés . Snoncées dans Eas.R,5 1 3.8 , s'éiendent aux relziions
eﬂtre Gbiets ae tVnes donnés . ﬁous a*au ﬁ@'l@ caﬂmav ent suivant : si une

relatlﬁn %E (eu pranrzrté; R est %ELLQ que sa négation R soit une ideantitsd (ou.

quel cas on Ad% encore que R ast pav£0at ;&&“”&} ; pour toute relation 5 , B
em%raine S s car cela SIQﬁlLle (Ens Ra,§ i 0%3}) que pfv tout systéne de vaieny
v&Oané aux obwets arbltralfes qul iﬂﬁerviennenm,&aﬂs,ﬂ ou dans 5 , 1'une des

deux relatioas R.S &evlent vraie .

Iorsoae deux svmbﬁleq renrésea%am* des ogj s de m3me type . en les dorivantg




. . =3 = .
de paft e+ &*aut“e du szgna = e 3 ﬁme ﬂeiaﬁfOﬁ éiﬁe'relatiom &’égalité ;qui"
siaanle que ces deux $7mbales reorésgﬂtent 1e mene obiet ; aa aegatian s?obw.:ﬂ

ﬁi nt sn eerlvaat st mé@es—symboles de paxt s% d'aatre &a si gae %';.

2 ?onctionﬁ et famitle é’ensembléq - : ’
La not 1Qn de fOEetloﬁ &éi~£18 dans Wns.R 6 2, &7 &%tend Se la fagoy suivanse >

SOiﬁﬂﬁ T o’ ieuz %Vpes a’obwets . a;sﬁ izcts ou nom . Hne relatvon eatre vne Ve~

iable x de tvpe T et “une variable ¥ de *ype P esﬁ dxte reiatlon fone+zomaelle
eﬁ en y sz - quel gue «oxt L”Ow?et b 4 de typae T ,Vll existe un Dﬁjﬁu y ée tvpe T?'
et un seai qui 501t dans iz ralaglon &onape aveecx . On 50ﬂﬂe le nom de fcncm
,E&EE’% 1'op fatlon qui , 3 tout oblet x de type T associe 1° unigus objet v de - |
type: Tfrﬁul se ufouve dazs 12 relsiion donnde avec z ; on dzt que y est iz vo- Q%
1@0? de La IoncﬁiOu pour XXEIK&E%E W?szet y';-et que ia fonction est ﬁeterwﬁ |
é ® pa sr 1z re;atlon foaetlanella consi déree ; Deux relations fonctionnelles.

pqulvalentes détermlnent 1a méme fonctlon . -Par gxemple , la relstiou F»?Z(E}

entve aeaXKensembles E jo e@t foﬁcﬁlonnelia en B et determlye iz Lomctha
Es34(E) d§f1ﬂ1e pour “tout ob?et de tyne "eﬁsembls"'°

=

_Por famille d‘objets de type T, on entendré uns Fonezzo définie poar;ias~

élémen&s d'un ensamnle et donc iz vaaemr est un - objeﬁ de- j € T ; on la note-
va an éra}, (=, ) et ‘

iff. ence en+re cas . notlcns ﬁéﬂewales de f@mc et de 1am111e s e% le@

e
o
F.}.v

notions désignées sous le méme nom dans Ens.R,§ 2 , est que A§§X$5y§§25§§ lors-

-

Que tous les obiets &u?%ype T=E%Z%ﬁﬁ*xéﬁﬁ%iﬁ&f%25§XZX sont &léments 4 ;mré@me

emsemble, ainsi oue tous ceux de typs T¥ , nous 00ﬁw16cfﬁops 1 fsactiong T
chmme'&E_éiémenf d'un nouvel-easemblé- e*esx«auﬁire comme.um nO&VQI oblet ma-
+thématique . Nous ne nous ﬁOﬁﬂefOQ: plus ée droit- dans le cas génér vag .

Toutefols , nous sdmetirOns la p “Gnoa?ckoa uivante (connue sous le nom g'a-
£ - R
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xiome aes'f* 11eq d’eusemb eg} ;'si (E.}t;ijeStfune 31119 d’ensemb&es ,'ii'

ista un. enseﬁbla F tel que'A o F pour tout t& i'i ua famille d'enaeﬁbles de-

vleﬁt alcwb uﬁa appl;eaﬁzcn &e 71 danu EX(F} au sens ds EnsoRg et yeu% done de

_nouyesh Bive @0&81éer@e cOm@e un. Qb1e+ mathemﬁtloue :

3

- ;
s

3“. ﬁrt enamarés .

t Damq ce chapltr@ - @u cm va @eflﬁlf Zes entlews ﬁa&urc?s ES partiv dec aotlans

dé 1la bhéo“me QQQ'EﬁSembi 5 11 est 1m&ss;easagie Q~ bien caacev01f la distine

tion eatfe'ces éﬁ%i B1sS . QUL somt des Obieds mataémaﬁiqaeS'g et 1es "egt1evs &

pumérés" 3 langa e céuranﬁ .
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Il-&?eSt pEs ques stior de &eflaﬁf }e mo+ ”um" du langazse , dont le sems doi

supposé connu {eﬁ,&owt ;1emploz es% indispensasble , méme en ma%hematzque

s
=
w
&
)

i

malisée g‘cfochapel)a %abs la lecteur se coavalmcva ais Dﬂﬁﬂ gJe , dans ueu%e
’phrase ol om oafle.a v”aeaz élcmeﬁss ygyf ou de ”ﬁroisvwe tions R;SQJ° 5y On

Criv

(YA
)
o

pourrait 5v;$e eLp;Ol de s"mots-”ééaxkn‘+w0 ig" en :

nt res peeuLveﬂeat

g dldwent x et uﬂ elémeﬁd y""féa "une relation R-et ane“féiaiiogfs'et Gne re
‘dation 7Y . fas ﬂO@o%es”":a&jeatifs nunéraux) du langase peuvent Gonc 8ire

tous éiivinds & lfexoeut 0ﬁ~ﬂa ﬁnﬁ“

‘Te ot"un” n'est pas uiwﬂeme un obje mathématique . mals un "ensemble & un

ﬁu‘.a

g i ::‘_’. v : % e e £ 2 G 4 Gy = S TS r : 7 S = %
.- eifment” en ost wa 3ns cettz e a"%SSlOﬂ . Lo terme "2 un élément” 4oit dfail

leurs Stre considéré cOmme'uﬁ qaaiificatif\umique . et pourralt &trs remplacé
3

et 2 TEES 5 ; g T ﬁ'...’> = Ao S 3 oo T
-par un adjectif tel que "uniélémentaire” ne faisant plus intervenivle mot "un'.

Remarguons gue i'existence d'un sumsemble & un ¢ldment 23t assurde dés gue l'e~

xistence d'un enssuble E g3t 28gurés , piisgus ?Sﬁ est une pastis réduits & un
- = ek /5ERV

senl 41dment de %ﬁf@} :

A (13 RSSO e o & Z E {4 5 S o P | vy i Y B s
1 Yonscemble 5 deux Slidmenis’ s clest un cnsemble E conitensnt un elzment 2 8t
_ _ - , .
o i L 3 S ST A = i a T ey a 5 =
un $1ément b , tels gue a#b et que E=ia,br . L'exisience un el ensenkle s'é.
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tablit par exemple en Femaﬁquaﬁw que S1 F_ia} est un ensemble & un élément ,
%j(F) {ﬁ'{agk es+ un ensamble & deu élé ents . On définit de 1a meme mani&re. ‘
un ensemble & t301s ocu guatre élémegts , et en ge eral un emsemble dont on peuﬁ

dnumérer successivement tous les éléments constituant 1'ensemble . Wals celsg

ne constitue nullement une définition ABXIX d'un ensemble Fini guelcongue , no-

+ion indispensable & 1'édification des mathématiques . Il serait facile 4'in—|
troduire cette notion sxiomatiquement ;3 il nous a paru plus intéressant de voia

qu'elle peut se définir & partir des seulas propridtés générales des emsembles?

que nous avons admices ; les 113&88 gui préeiéd nt montrent qulune telle 4éfi-

f

niticn ne constitue nullement un cercle viecieux . 12 notion de. "nombre” du lan-

gage courant n’étant nullement présupposde . _ . o }
a,b) . =
Etant donnés &eux ob3etsfd° méme type(ZYB et un ensemble/a deux i

T

é
la fOnction qui prend 1la valeur a pOuT t=x¢ et la valeur b pour :=f définit

famille d'objets de %ype T , dont les EIEHEATATEOALKE valeurs sont a et b . Ce-

-

s'étend & un nombre quelcongue 3téléments diun méme type . En particulier ,
(

{a
O

&

Ggptd

deux ensembles E,F guelcongues sont toujours (en vertu de 1'axibme des famil-

les d'ensembles) contenus dans un wéue ensemble G .

Si A est une partie d'un emsemble E , la partie vide de A est identigue a2 la
partie vide de B . Il en résulte que si E et F sont deux ensembles quelconques,
leurs parties vides sont identiques , puisque E et F sont des parties d'un nmé-

me ensemble G . Les parties vides de tous les

0

nsembles sont done identiques

8 un méme ensemble , @ppelé 1l'ensemble vide (ce qui justifie 1'usage d'une no-

totion unique {J pour désigner 1a partie vide d'un ensembia quelcongue}. Lfen-

seuble %J(ﬁ) est un ensemble 3 un €lément , gui contient done deux parfvéq dl@?

tinctes , £ et fﬁj (qa on gurs soin de ne pas confo ondre} ; 1l'ensemble ;q(%j(g)

est donec un ensembls & deux didments ., et cout eﬁt quakre ‘ﬁt?eo “15%1@8@83
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o,
b

B, A% . (0 ot [ et ainet ge ouite .

L9eﬂsamble pfo@uzt Zx g est ideatwque 50 i1y 1ieu~de ccﬂsiééfér'éOﬁ uni

que pa %ie 7 eOmne le ﬁﬁaphe (oa ensemble wepvéscntaclfx dtune agpl*catiop biw

ﬂlvoaue de 1tensenble @ sur 1yi-m8me. . En effet , 1o 'r@vriété ni caractéw ige

""B

ﬁﬁéﬁ»?ensgmbie représentatif,Aid“U 1e application biunitvogue d'un eﬁsemble

sur : -
‘AFEHE vn ensemble P , est que Ia relation xg;E entraine la relatlaﬁ P11l exisd

e un ye T et un seul tel quée (x,yle A" , et que la relation veF entraine

e
fed
®
b
e,
W

te un z&E ot un seul fel que (x,y}€ A" . Or , les relatiouns xc P et

v €@ sont partout fausses{n®l) aﬁ'eﬁtraimém% donc toute autre relation . Lfuni

que application bilunivogue de @ sur lui {-mBme mingi AéFinie est appeide 1appli

cation vide .
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