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6;?2 Y 3 autrement dit ctest e J}ioéomerphisme- pemis dn modnle E&E
mzm de La rr.m_uaﬁen dénnie par 1le éegré total, cs.d,ns is maczaln pmdue
: yoﬂ; ma:.n‘henant B et F dam. albebras ’Tra&aées sur le méme anneau AE'
lioue ne\zsfpropaﬂens &efraumr- w module - ’alg)raéue, ) @f glune structure
: mu&tzplie&nw‘s, ct est-a-dire ﬁe cons‘tm;m Ve d}}PilG&blGn lindgire s V
{a& ‘@7 g (5 S aans B @? on cmfe;:m cello-ci en identifiant le
'pz‘eﬁiézﬁfﬁaéii'ié*& E 2 (¥ 2B} @E is en appliguant celui-ei U

B @(E @ } @ T oau Rmoyon é@ };Hsc; 0;‘@&1&36 ganonique d6find e 2°5 , ot
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enfia on iaanmuagt o8 dernior & (6 @%) ®(F &Fj; on fail alors lo
;:rﬁ:imt tensoriel dee homamczfpmc;meé E@E -3 & sgs’a, PP - ¥ -
aé f‘im ssant les stxuc‘*urae mi@;ylica‘;iwe de E st do T , ob celui-ci
4éfinit .1.2, mmemre 'm}.‘biplicatiw de & OF . Si“xg;&“ iy sont
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Oﬁ voit‘&lsément que l'isongvphiama 5 (@'”';jbfﬁéE (5efiﬂi au 3555
oat aussi’ mn iuomorphia 18 paur lse structuzes dkltiplle tives. 81 E ot F
sont des’ algdbres _essociativos (reap élgébyaa de Lie), BHF est
sussi vne A1i%bre ass oeiative {resp. algdbre de Lie). Le produit tonso-

risl de. dsux homamorpniaras d‘algébrea est un homcmorﬁhisma d”&lwébr@g.

orphicuss a*gn'mod“}a gradué.

Soit ¥ un = adulc &radue Sur un anneau conmutatif A, L'snsewble |
o= ﬁem(m.m} &ea enﬁomorphlsmes de M 8at muni i*aae strueture Qe

A-modulé birracus (8%). I1 est aucsl nuni dtume loi de nml*lnlzca ion
i&a@@sgliion‘de endomorphismss ). 53 g@n} cont les projecteuzs de i ,

ﬂnv)

isg prejectéuiS' {p ) et (p*} de & sont d@fzais par
‘ <3 D, x',x /;, = p 4&%}:} Q-‘t 4@&:{933 *;; = %' Z’n""“>_ -

“es fczmulsﬁ mOQﬁrent
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congtit uent 1a. pous aluébrs dbs c@&omogph& meg permis de. L - |
4} agz elements hom0géaas de g@gra 7 pour la premidrs gradvation e 5
sont los endomorphisres x' tels que {?»pn}x’ = 0 , cfest-i-dire tels

@ﬁsils'a@TILQﬁﬂﬁt az'daﬁe g

%3 Lec éls“eﬁts home @ues ds de-3%6 n pour la seconds 5?&&&%&1 n de B

s = Ay N 2 = e
- gont @eﬂ andc arohismes f’ tels gug x'(i-p j=0 : lorsgue I esi somue
Giregie das mﬁ cE saaf osux qui s'annulent sur tous les & pour g F n, |
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1 j- Définitiom ¢ moiula d'homeleriec d'un modules & bord.

Définition 1 - Boit G‘un madule gur llanpesy A : up endonor; hi gme d am

¢_ost oppelé ap;rateur d'un bora'$?i2 est decarrs nul, clect & dire si
dod =0 @6 pr@n&'alara 1 non Ge a&iaieié bord. Ug diduont x de G

kel gus dx = O eat app Delé v evele ; un Gléaont v de € de la Torme

5o O ,@ﬁt,mﬁmlﬁ, 53n hawd ; Ty e
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Pegérguez Daﬁs -certaing cas, gue seul l*uaans pernet de reeonnaitre, les’
operuteurs de: bord eycles et bcx&s ‘preancat les ‘Rong d’operateurs de
eobord cocxcles et caggrd - | : =
Proposit;on 1.~: xeat bord est un cggle.

Ccei resulte aussitot du fazt que ddz %.Q " -
Eeci Bous: permet da poser la défznitlon suivante .
Définltion 2 - Si 5 ast wn module gk bord e gggtient du module Z(G) dee

crelss dé ¢ gad Ye sous-module B(e«} des bords ds G g8t gpvelé le modilé
d?homol‘“ie &9 G et st note B{{ - . .

Examgles 1) ni G eut un modale qaalconqua, 1 anaemorph sae nal'est.nn
apezatear de bez'd le moéule d*.an‘neleg;e de & est alors redaz.t a iﬁ}

2):8i ¥ eat ane varzéte d;fferenuzaoie l @spage vactoriel des formes

dzfzcrenulelles deflnlss sur V ; muni de- lﬂ észérentiatian exterieure
est un module & bord {Livrs v ch&p i1}, ¥ous verrons plus tard qae 80n

«msdule d’hoaolagie Joae~an role ;aporta&» dang 17 étuae vcpala zQue ds 1a

?ariete v .fn‘

-

}-— Hgnamarphzsmes germia 3 sous-modulos stables.

Scient & ot Bt deux medules 3 bords sur un mBme andeas & , et solent
g et as ienrs opara-eurs de bord. tUn hemoz @sﬁh?@w@ £ 68 E dons Bf est

ait pezmi 8- l’on a fod = diof . 51 x est un eyele,éé'z , on &

d?f*{y;}‘»“f(dx}wﬂ ; Qonc f(éah}ic:;zfﬁf ). 81 3 ost un bord de B , clesi
4 dire sz y dz , 082 f{y)*f(dz}~a?(f(7 ), et £(y) est un bord de B!

ainei f(B(E}}c;;E(E?) - Par paagasa au qu@gi@nc f'zmuuat done un hgmaﬁera

phisme'? de H(E} ders . K(E?}, e&nan;qu&menr sssocib & T .
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Coroilajre Hiaz 53 i’ wadule é‘ﬁsﬂal&; ie dfun modul ezcat< _31bre K

-nneaa,ﬁriacip&l A egt ag;, i1 eﬂr&§b<§84u¢3@ de tous les mod&les

88 sohon olo~1e g6 E & noeﬁfiezen%s Laﬁs ﬁﬂl les Aemcaﬁlas -

- Bemsrgug - o cas parﬁlﬂul,er ;nicwe05¢aa est celul of le,ﬁ@ussmg&ulé'

' $ o8t nul ;'a}é?sv h(ﬁom(x L,} aat seme“phs & Hom! E{”} H(L}}

"leg agérdtzcas ﬁﬁﬁ et ”ﬁsﬂ“ cgﬂfa ttent® ., 11 fant o% 11 snflit pear cels

 que = (K},ﬂ( )} s0it nul lllen-cﬁ*a 3ﬁ_particﬁliér‘ainsi a3 (&}A

est un module libfa,-ﬂar ayemnée un aroape &bélien'éans torsion ot & on

= : : : . s By oo ¢ et
noubre £ipi ée g;n rafeiﬁs -gn encore si B{L} sst nu ﬂcdv?e zn hiﬁeﬁb
-divisible (&ha@;z) l*unp et itautre conditions sont ?@&l;ﬁ&&é.ﬁ" A

o st 1353 -,,;' "‘:‘w:yu T :

2yt - UEAR {./CA.SJB, .

=2y oA Z e
2) Tusartne de Einpeth.
Spient © ot BY deux A-madul 55 caténaires dfopéraieurs de bord 6 et 4t

deoré tobsl et 8s 1llopbrateur 46 bozd tolal D défini par 1s formule
13 2 - 3t {52 w923
w44 Q(X@}/ = 4%} @ vy ?ﬁfg’iﬁ‘yf . L8 5,8 5.

Celle-ci Qﬁﬁt?ﬁ que, si x et ? sout des cyclos, 2 &y est un cycle de
%

7 g}@ﬁv;, i % est v bord . (y = dz2) ot v %ﬁ cyels,

3

i
- X @7 esh w0 bari, niﬂSl, iséuq“’ % ot y sont des cyeles, 1o classe

P

A

'-ﬂﬁ?swaig 318 &a é?y' as dcpeﬁa qg@ des ©i lnsges a?q@nﬁla sic e z et ¥ ;
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81 H(E) et H(E!} e cemperuent que des de{;ros povlm,fsﬁ le th.z ot 1es
prepnete,s de., pmduits tensomels a1 eapaces vectoriels men’cren‘s que 1a™
_série formelle de"Foincaré de B -B' est ‘égal aw produit des: sérleﬁ
Térmeiies &e_ £oinca.zfe de & eu_.de_ F_’ =

: § 6 - btrueture multlglicatma. _&lgébreé e.zaténa'ires-' .. :
1)- g _ - '
Définition 1 - 0n dit Qu'me alodbre praduée (21, b?} sur un snnesu A
est v.ne al""‘bre ca_t_gg_z_gg_‘re i B est 1m nlodu.l £3 end,i**e ds ey Iateuz* de
berd & ée- "tfré_ g=ti., et 51 37 apg;éca - iinéaira ag_ 'pfod.um

tezzsoriel E@E dems E @bfinie par la uu}.t;.plmatmn dans B { 8%,n n%)

est an hmzo)norphz.sme perm; Qoar les sné‘ve"’urec de moﬁules egaténaires

*ebras eat enaiz'as

¢

deh@ﬂetde:?s'__ e s
» Prop Qsit-i‘t:m-- ”i .t'onr qu’une ma}.tlphcabwn defim.e sur o5 -xusdo.la

ﬂlca’c;é_nair'e- ks éf:'fasae une algsbre caténairo, il faub et il 'safi‘»it q&e

1o proauit de dem: slé: nen’ss homoreaes de deg és p st g soit wn &lément -

-hoﬁareﬁe de derre' p+q > et um, Q ur tous x et yds B , on ait 1s-

yelation : =
() - dly) = (ax)y + Klay) .
La conamt;on $elative oux dcrxé rime gue E est une algbbre gradube.

Dlautre Par't 1e f‘a:.t qoe l?mmcmwmiame de E@®E dans B définissant
la malt, pl“ eatioz @ut pernis 6’&:&;” me en é& iyant gho -d{ﬁ’;; est ilimags
dons B d@ E{x@y} ; en V@.‘é‘”c{? de la formule Blzeyi=(dzxlyy + zeldy y)

5’}? 3), cacl sfecrzt @(xv} = (dx}y + ?Z{ci,y},f -

T ‘ esu;lt dz 1a d4é6f.1 ei; au »% {g’é‘}' a6 ls prodult tensoriel B@E!

_E}mmé}gi%igﬁﬁzf» B5i E est wne alpdbre coténaire, is mv;l‘i;ipliaaégaﬁ dans B

dérinit par aagsaere aux _guetlients sur H{E) une multi gl cation gui en fail




= 3_,5'?2- = ;
e’bre @?aeﬂmla :t.e éﬁ E .

}m ef?et 3.:3. relai:ien (1} 'mmtre que 10 p::odmt de ctau:{ e«:eles ast

ale, et qus lo produi% d'un cycle ot d'uﬂ eard {dans p’impax»e auel
3?@&9) és» un bord | _ : . ‘
Tiemsygques - 1) Si E‘eat QEP alg o assoelative {rasp. wae aigéhrs de

Lie), il en est de néme deo E{E}.

‘2} B(E) est un 186al bvlausra das z{E) . _ = =

L?homomorphlsme pernmis ds E@RE dans B définit l'hamagorﬁhiomé

ﬂsaz‘vé "* F(E@E)wyri(ﬂ) on voz,z, aussitel gue la structave nult.np"ima?
glo)

L4
# gyt

tive de ﬁ&u} &gt dbfinie par 1*hen oupTphisng Gsiégmé.ﬁe ce dernictr
e:*fzmc;zphisme ef de ‘ l"’hémmﬂéfphisme cancniqus de H(E) S H(E) dams
H{ERE) d_efmz. au o 35 - : ' ,

ixemple - Sazt E lfalgébre des formes diffdérentielles dfyne variété dif‘
férentiable V . 15 ?Qﬁmﬂle uonnqat'aa giffbront éll extérieure &'

i
prodpit est ideniigue ézla'fqrmaia,{ﬁﬁ,’et & ot ume algebre-cgﬁenairei

H(5) est slors uﬂ“ algébze g?&&%ée; fort importsnte dans 1'étude de iz

topologie ds %

wﬁ ’C’“ 33?‘31’1_‘1321’3?3 }'.Z‘C ii’ll”,' =

P g .—.*,.4:.&.,.,,' e
steble povr les prejscisuys ev pour.
e S o e e
montre aussittl gue E/1 est uno alpebis

re alpbbre coténaive 5 dans une alpbbre eaténesirs
Gur les ﬁtrﬁc%ufég e
xt?fiéiﬁiyé"ﬁémr.
hisne pe rmiS"ggnt des

aéal oziab sre gta blg

o 2oy L v g
Loas-m Suy
o o
: £ b DY

e : i : : : e 2, Nt o




J

o -

nig da ltalgebre caténaive ¥ dang l'algébre
{‘ aies. _ % -

\an
o

S

5w est un hgmem&rphi$ae pex
caténeize ¥, 1'h nGM@rnhisme associé ( 2,n°2) de H(B) dans H{?) est

-

£y éemmegt un hGiCﬁinhlS 1€ perm 5 pour 1@8 structures. d’alféb s pwaéuées

de Hfﬂ} et H(T) Sz, en D@rticulie I est un idéal bildtbré gtable de

lTalgé@re catéﬁslre.ﬁ . ies aonow h es © et = de la sui te exacte
m) '>wm
H(E/I) | |
sont des hO”QWOIpﬂ?SﬂGS d?a7géov@sr”d&u s ; mals, en vertu de la formule

(1) de bord d‘uu prodvit, le troisidue home gcrphismé' o n'est pas un
nomorpnisJe peur iss struetures mult 1plvcut1ves. : :

87 - Ogeraueurq d'homgtopie.

1)- De£¢nltlon ot proprietes fendamenu¢les.

Bé finltzon ? - Sozt E 3o ﬂodule cateﬁ&lre é‘oyératear de berd d ée'dep:e

( = *‘1) : Qn appelle eperataur d‘aomotopze dans E un endomorphlsme

h d E (consxdére ccmme Aamodule), 67 gu! 11 ex1st° uzn evdonorphlsme k

év degxé —r (pn rk = kp | ; 'u_(pﬂ) Stant les nra;ectaurs de m}, §§

satista isant is za’ ation.

e

B} eéhu3~&k + ka (e Lcsi“ﬁaﬁt l’ﬂuuonewfh;suc ldent&qae)

Dans cea ecadztlans n gsL dlt aSSOClL a8 k .

bn egerateur d*honotopie est ae degré o ﬁ'éﬁtfe part on a

dnéh - ~hd dk& d’aprés (H) Doae un operateur d'homotopae est un

rendamarphisme gexmis pour la etructuve de moduls. caten&zre de E

Lemargue - B8i E est Thai d’une atructure d'alvc*re cauena&re, 11 arrlve
souvent dans les application ‘qus ‘les opérateurs d'homotopie dans B
uolenﬁ &es Bniomerphxs%es nultxpllcdtlfs.

 Aveo lcs natationu de 1a du;.>,-31.am sous-nodule stable ¥ de £ st

stable pour k’, 11 est stavié pour B ; h induit alors unm Qp@?ateur d’ 9%04

opig¢ daps F . Par passape au quotient h et k définissent dﬂs




des em’omorrhismes an module guc vient E/r qui satiafont encore & la rela- :
‘tion enalogue & (8} ; ainsi ) définzt un Opbratsar d?ﬂomcoople dans 19 '
3m9dule qaet;ent %{? ' :

:?QQOSltiOn 4. §;_k,§§jk 80 ésuh endo&argh;smes ds deﬁré -T dg module

Cab@ﬁ&lfﬁ B , et sx n gg h £0 nt iés Qgeratears d’nohoto_ie a%secz'

2 et kt - 3 eLGOﬁavpﬁlsme eompasu h‘h egt _un eperatsur d’hamgtOQZet
gg;@cié & 1le ndomerghlsme k £ kin . ' :

0 effet en a s~h?£ {eea} + {esh ﬁh dk_> kd + ak'h + k'dh =
— if"*v‘h}+{k+k*h;d : puluqae gh = hd et dong k’ﬁﬁ = k’hd

GCorpllnize - gg,ﬁqeme'isé?“ de ltopérateur d'homotopic h 3sqocié & k

est un opératenr d*hﬁﬁotagle-'hL 2sc0eib 4 k(a+h¢,1.+ h“f;) >

féxq gue - La’ concluszoﬁ g4z la rroﬁ. reste valable 2i; Lfon BUPPOSO
521 5 mx que k- et h'} qcﬂt dos hoz &“ovrhiames de h(&) daﬂs B .=
$1wﬁréﬂe ? - 8ih ﬂsb on ogyratear dfvcmObQQ“e éane le mednle eatenalre

7*endanozgglsme’ﬁ e Q{E) ocié &'h ’§._gu°2} est l’autaao gg;

i ae ”las h SSU W pr ozecteur 4% E sar un sons

adﬁéqﬁe de Hfh)

modiie {stable} Eo . et ai £ ¢ ééezfﬂ : &3eetzeﬁ de ¥ dagg B 1_‘ﬁ:/
‘‘‘‘‘ 1ﬁmo?pnianes a*ﬁ(E} ~avh(F§ gk "? B{¥) -%~H{E) ggsoelés & H e% r

o

s&ﬁ%'dss cmernhlsmps smf ré 231D fsazes z tap do 1’4@t§e.

iz =0, danc XPh(Xi'éid(%(x))‘;;eﬁ

31 = est un avcle de B ,ona

'f:,).)

-

vﬁgx}-&ﬂt wn yyela ha@slg“ue B x .

ded

lens le cas’ ot hest um prajectear

=m0 w2
s

£hn egi l?autemgrwnhzs ne ié ptigus Os E{E} a?arr@e la premiéra part;e,

e i

-@@’ﬁ@f~f aﬁsaﬁi & l'aa*emarg isiue identique baf s T esﬁ l’autemare
Thisne lae@tzque de E(B; .

s

a} - Transpesé d'up QQ&?&*SE? é’ﬁﬁm@;@u&&;

cient E un &—a@&&lﬂ eafgﬂazre, ot ¥ un ﬁwm@aula quelcaﬁaue ;'ﬂaas"
5vons va f§ 4,0%1) e&e ‘1o module Hom(E,y) peut Btre nuni 4'une stzaa-

=

turs de mw&a&e eatenaire, l?aaafat@ﬁr'&@ bord dt de Ecm{E,y).étantflev




: =09 = .
le tranépoSé de lfopératevr de bord d de E . 8i k est un endomorphisme
de degeé -r deo B et b 1'opérateur d'honotopie assoelé &k , clest-i-dire
défini par e-h ='dk + kd, - lnntraﬁspase'kﬁ de -k sst de degré r , et ls
transposé nt de h est l’oporaneur d’homotople as80cié & k' car, par
transpocxtion de (H), on obtlent ef-nf = d'L' - k?d‘

‘ 81 h a8t un Drogeeteur de B , st si g ast l’homomovoalsme de E sur
nl ) &edumt de h (alors h = fog £ étant I3 a3ectlon de a(E) dans B .
aite dlfler diﬂﬂl ia fin du th. 1 gui nta sucun Seﬁb) on 531t gue le traaq—
posé g! de g est un lsomorphisge de Hom(h(®),v) 'dans Hom(E,v),
clest-d-dire identifie Hon(h(E),y) 2 un sous-module do Hom(E,y), et
que le tranura;é h' ﬁ g*af€ ‘de h est un projecteur sur:ée'soue—module;
Comze e'est aussi un operateur d'ﬂOJOtOple, 41 r8991t9 du th,1 cue les
homomarphismes entre modules de cehamgiogze H'(b}~ﬁﬁﬁ'(h(E}) ot

zzf{h{zz’“) —> H'(E) associés & £' ¢t g' sont des isomorphismes sur,

PECiDTOqUsS 1‘un dc l’autr

j)» merateurs d'homotoy dans les proeultg tensoriels.

propos;tzen 2 = bl h est egezateur 1"0&9t0@l@ dans le module eatenalre

B ,_,z 51 BV a* un, nedulc caténaire dﬁop@rataur de bord d! &a wéme

derxé aud celai d &e 5, f 5»1 est eperau nr d*hometagle B 693' -

S0it k l’endsmo?§h15m9 de . dewré -7 syguel est ;SSOCie'h;;-en_a
th{K} £ Qkéx)nz kdlx) paar’toat iﬂéﬁ.; naﬁsi&ééoﬁs l’eﬁdﬂﬁbrﬁhiéme
ds d@g'-»’- oi**k@‘i de B ®F ot fcmoz:z; k1) + (Lf @4}53-'-11 men‘t;

py) b (k@ yn(zwy) = dk(x}@:f@ﬁc&ad"“y%kd(z}@yﬂc( ;@(d’y)
mais, comio k est de &egra‘impai% on & k(Z) + klx)=0 , et le second” |
sembre est egal & (ak{x}+kd(y)} - c*aazaaédzre & (x»h(x))égy-;CQFD,
"%em?rc ues -~ ?) La prop.i mencfe aiors qgue le produib tensariel
haeh! = (h&@ﬂj (4ﬁ9h’}-&p'd@uxreyéxatmmrﬂ dﬁhomotapie-éstfuﬁ*@mérateur |
d?h@motcpieg 31 h ot h' sont de plus des projectours, il en eut de méme

de n @K' (chap.I), et 1a fin du th.1 s'applique & H(E @B') :




26
2} 3i B'vest un nodnleé caténaive trivisl, un opérateur c'homotopie h

cle. B C‘iéflnlu un o; r-ft@u'r d*hometopie h@1 du module caténaire E & B!

dse chaines de B & OOf”flcxenbs dans W' S

ﬁjw Exemple des formes différentielles<de l*esnace euclidien.

nes différentielles & cae¢~

)
lw‘

Pour siuplifier nous considererons les foxr

‘espace nunérigue B2 . plles

i peadd

Ticients indéfinimeat-différentiabies de

®

forasnt une alﬁébre«ca‘ aire E gur le corps B des.aombres'réelsv; 804

onératenr de cchcrc a es { de degzré +1 . Hous définissons ug endomsruhi ne

Al

k de da“?@ -1 deo 1‘ spgee veotoriel sous-jacent

P S
(o) = blu) ( ?}l u.daé..;dul...da?}, le " A" sur du. signifiant
/ £

= =g , : ‘ s
que ce faeteur est & omeitre dans le produit éerif, o étant la forme

oy de degré p , 368 (u.) désignant %?s GDOTGOﬁﬂéQS du pclat u
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