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. GHAPETHE IV (5tat 4)
ESPACES z;ccza.mz T CONVEXES UBTRISABLES

% 1. Espaaes ée ﬁrespe+ @t espaces 4¢ Banash.

1. IEspaoes 1oc¢lemenﬁ canvézgs né *riﬁableg.
Sapt menti pr se da caatfazfe; tous lesz xésulisis Ge ge e»apitfe

sopt égaleaent "aldblou pour les espaces localenment convexes cwasiéézés,
e t

que ¢es ewyaceo soient reels ou gomplexes ; il doit sev

Vnt@ﬂaa gue ior sque B est un espace locealement convexe complexe, les
BeNi-N0INSs GuUe iﬁan‘considérs sur B ﬁoﬁt tenjours supposées telies que
ol Az) zf‘ﬁg'p(33v pour tout XA € Cl chap.Z1%, 84,19 ) ; bien entendu,

lorsqu! on parle dlune application linésize d'un esps

vn espacs vecuorlal F , il est toujours implicitement 3UP)GQ que le corps

[T

sos sealaires est le mfme pour ces deux ¢sSpaces.

Hious dirons gqu'un espace vectoriel opologlque est métrissble si,
considéré comme groupe additif topolomigue, il est métrisable (Wup.gén.,

chap.I1X, § 5, Y1), e
PROPOSITIOE 1.+ Tour gqulun eapsce localenent convexs B soil métrisable,

i1 faut et ll(salflt ou’zl soit séparé, ot gue s topolocie soit 4éfinie

pay poe famélie ééncmbfable de aeus«no?meg.

Bn effet, pour que le gz oape additif B soit métrisable, i} faut et il
st
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déncabrable de VGlulﬁ&”%g (WOQ,ggm s chap..i,g 3,8 i,§:0§.é;,-ﬁette
.éerﬁiére.candiuiOn.cct evlagnmen+ rexplie si.lé topologie de u-esﬁ«défiﬁze‘
- par une faﬁille dénombzable de ssmi-nomes. Inversenment, si E?L“igin&  -

admet vn s*stemv'¢opdauentql génombr b de voisinages, on pe&%ﬁtdﬁgoars'

: : ! _
supposer gue ces Gerniers sont gonvexes eb cerclés (zesp. symétriguss si

] S e g s L e R S S e e : 4 . S s e
B esT Bn esSpRes fSEi} 3 les A80E£8S U8 TES Voiginagpes i1ormens dgne une



A s
=

une fhgﬁl-» dénc a&able ds S@ﬁl*&Q“ﬁES goi d6finit is topologie de B .

=T
a

a1 (p } est une pﬁlu@ de GGﬁl—LO?ﬁeQ aéfinissant ls topologie ds B,

ies foacﬁzcns q = 4 <k§2n. By sont susei des semi-normes ot définimsent
o= L A : : D

' [hsielor o= la oOpOlG;le de b ; on peut donc toujonrs supposer que cetis. .95

niere est definle per unc suite groisgante {pﬁ} de SeMi-noE mes, Les espa-

ces pprmés sont bie@mentsnﬁa des esgaees loculement convexes métfigébles z
il sxiste des espaces lecalemenb convezes métrisables dont la 03%30 ie
ne peut 8tre définie par vne seule norme f{exerc.}).

Tout sous- euguce vectorlel d'un espacs Eaﬂeic*ﬁar COLVERS métfgga is
Z agt_evz&emmenﬁ métrisable ; il en est de méme 4o tout ésvace guolisnd

E/¥ de ¥ par pn sous-cspace Vectoriel Temmé V ; sk la tayeiagia'é@ 4

cet définie par les se:%encvmag D, , celle ds EMV cst définie par les
semionormes'-p (z) = Cﬂ§ { p,{z} , of ¢ désigne l'homomorphisme

=n- Z >
canenique de B sGT B/  (chap.TIX, ¢4,0%). Tout produvit dlune Tamille

dénombrable (E } a*eﬂtqees 1oﬁﬂ?ac3nm convexes méirisables et un espace

localenetnt convexze metglsable ; si la topologie de & ést définie par

(&

%

les semi-normes .pﬁm (m¢ N ), celle de & =

leg sémi-normes - 9 ; N =07

5 A

lscale:aﬁb convexe aétrisable, dont ls topolozis est définie par les

A : - bt 2 = e e Sl 7 2 A S e Bl it
GeHmi-U0TMeSsS gl proleageﬂt BAI contlyuliees g B - leg soni-nonies dofinissan

97}

- e SOy TTh e : G G a2 5 4 i
la topologie de B (chap.1IL s $T;n"3). Un sspace locaslement convexs, méiri
able el ¢omplet est eneors appe. 1é espace 4§ Fréchet ; on awppelle
sepacs de Banach un egpace nornd ¢comnlist.
Liegpace produit R gst un sspace G8 Fréchet ; on pent monirer
- = Lencioci »,s-="‘"‘~w SiRE S e et { e 3
que sz btoepelogic nme peut Sive définlie par aucuns norms {exerc.i).




- = 2
%’ZLL?ancﬁiéﬁs»liggaires définié§_dag§'aa:es§aca‘ée Fréched.

'fﬁOPG ITLUﬁ 2-? ”01% E Bn sspdoe 1oealeﬂbmt CORYeES ﬁ@g?zsabl -E’aﬁ £SDass

loealeﬂnan eanvgze gaelcengve. fouw Qu*aﬁo a§81¢6dtéﬁﬁ. iin éaire'a.ggvg

dans F scit coabin ue; il feut et 11 suffit ous 1'imacs Q r u de tout engem-

bilo h@rné ae E~501t bsrn e dans F

iz condlalan ept nécessairs si B 55t pnn sspace leealenent conve S oa@le
coaq“e \Vh¢L.A,‘§% tmop 8,. ?Dar montrer gutelle est suf ol s*ﬁﬁa; quand B
est nét fisab?c ‘nous allons “raisonner paxr ltabsurde et montrer gue si 1

pas bornée d 8 F,* Sl u est dlscanzznu il existe u;'yeisiaége de S0
?~ﬁﬁli que 1'image véciproqus a (%) ne soit pusluﬂv?eisinagé'dg ¢ dans
E . Boit (Up}ﬁune base déaambrable gu Tiltre des voisinages d@3Q dans B ;
i i i o ; -

(w%) on est tne mutre. Alors, sé (V) ntétant pas un voisinage de ¢ , il

: ' : : 4] Ml e
exists, guel-gue soit n-, un point gm'de Etel gue §e -2, ¢ ¢ a (V).

: e f b
Connme ;:hf: n ? U, 1la suite x, eonverge vers O donc est Lovnée dans B
(chap.I, §1, prop.g}) 3 conue wu(x ) %ﬁn.?f, 1'inapge de la suite x nlest
pas bornée,gans F . CoFD
' i?aﬁiéﬁﬁe. On"démont:e_dfabor& on ieﬁm@ : dang un eshege B ieéalemen%
cenv@ie métriseble, si une suite ?ﬂ;‘a&nv&f&@ vers O ; il eziste une
"sa;te gde nombres _A_ tevdant vers + oo - tells gue la suiile des_£% %%
CONYerLe encore Vers 0 ;»Gn.msnire'a1ers dirsciement 1z continuité de n
conme guit, Il'saffiﬁ-éé moaifaf que pour toube suiie %M convergeant
vars g, la suite L( 3 cOnve?”e vers 0 , puisgue B oot matrisable,
%

Diaprés 1 le%we ‘511 existe une suita de nombres ‘}%i tels que_laysaite
xﬁ.:.iﬂ;i?; csnverge—vars o denec soit DG“L@@ dans E-g d?apfés'l*hygothéssg
la suite Ji ~uf § '} est boPfnée dans P , done 1la s ite af % j conyerge

S ___1 ; e i
vers O . c.\g.i.a..]




- - -2 = -
Théoréme 1 {Benach) - 8i E et F gonit devx espaces de Fréchet, foute

faﬁpliéaticn linéairé_ecntiﬁmé'&,de E sur 7 est un homomorphisme. -

fows sllons mombrer que l'imsge de Sout ouver:t de E est un oﬁvért de F.
et ¥ sont‘deuz.grouﬁes abélieﬁs mé trisabl&sg dons on peut munir'ghacun
dfeux dfune méﬁriéﬁé invarianﬁe par traﬂsiatiOﬁ (?ap.gén‘enagbzﬁi §'§,
prop.2). Dans l?an-guelccnﬂae de ces de | :
boule ferm:e de ecntre x et de.T ayon & . Le théereme risultera 6videmment

des deux prop zitions suivantes :

v \
o
)
§..e.‘a
{1}

P (J?u-).}-llo.u 3 z 0

o)
l..Jb

1 i <% T e - £ 3 e am o 4 'v‘-
erit £ et ¥ gul sout deux espaces yecloricis LODD.

ues localement convexes mébrisables,

mébricgues invariantes par translatio

Tir {asrc contlnue de B gur ¥ . 'Alors

il existe un nombre 3;> 0 el gue

ge b c0it dense Gars 1s boule B (S

" Boit en effelt ¥ un voisinase €

S N

B ‘1,@} La rTéunion des nV est B ; ¢
u{B) = 7 = étant&an'espéce de Eaira
1tune au moins des ddhe rences n (V)
anssi. nals Ef?jgesijgonvexe cercls,

sans &tre un voisinage de 0 (chap.II,

nonbre S >0 tel que (V) D B

‘S BL B 0) &aturellem»nt u &tent lindaire on en &¢
s Ty ; 3 ¢ - L 3 5 = IS e
vion que 1 1mage>par u de _B\d,z} est dense dans B | 9, nlz)

PROPOSITION 4, - soient T et F deux ospases méiriques, B gouplet, 7 = ulx)

une spplication centinue de E dons ¥ avant 1la vropridié guivanis :

5 e : X : = - S . 3 = 3 0
guel que soit le nombre & >0 , il sxiste un mombre 2> 6 el gue,

S - = 3 3 < S o ey i v, e, : 7 & ; =
pour tout xe B, l'imape par v de ls boule B(a@,x) la boule B{d,x] soit




: : -5 = - |
¢ Gans la bouls B(J ,ulx) J . Alers 1'imsse de B{D,x) contient
;alx}) ,vtgou:'c’v tout D> a . '

Soit en eff (a } uoe suite infinie quelcongue de nombrss >U ,

dens
B &

telle que d; = - ,et B 3 d, L+ . 4 chacun d'eux oa poub

attribuer un nombre 5 zz_> G suivsrt Ilhypothéss du .iamma; agec O, = 0 ;
. . - s 4
en remplacani événiuvellenent & p bour n >4 . par it L5 = Y

diies . 2 g v
on ponrra Loujours supposer gue Lim O =0
Soit. ae® , yve Bl 8, m(a) ). Hous sllons menirsr cus

culB (9, a)]

On déterminera par réeurrence une sulite x_ ='a, . ,%5...% ... Js

points de T telle que, %, cB{ s ‘l” ulz_ }eB
en effet déterninég oo Ty ,.;v..{
g ] :
x ] E 4 , &t
u( & B( %n,y) on & auss

_,x;.‘} sst dense dans B{

» timage u(:
Xn-’i> dont 1'image u
que de 7 , soii " ulx 35‘5(234,1;&

La suite (x ) est utne suite de Gpum”, cay la distance entre  x

3 {3 < > £ e < : Es izt e
et X est majorée par 4., + 4. ,+ +d qui g W
L5 & £ LIRS & LS e & » ¥ 3 AR A O
i L p n ?"? nbd S onde
s : 7 e : 5 e A e - At e Sl S o e T e
B OO Conme B '3‘" ¥ co;_:Lple Gy CBL te sulte com Tae Vvers Hag poine o

de B , et la dis i,az:ce eutre a et X est majorée par d ¥d +...+d +...=D ,

done % € B(D,a) . Comze u est continue, la suite z:;-,f:f:ri?‘} converss vers
wl(x} ;":ﬁaiﬁi. ulx }63(8r+’2"} , doneg é{fﬁ) converge Vers ¥ , Par suite
¥ = (i) ot y'appartient bien & u {;.:3 (B, *a?] ;

Corollaire 1.- 8i B et ¥ sont des espaces de Fréchot, toule applicstion

¢aire conlinue blunmogge de B sur F est up isomorvhisme.

bonsd
fte
o

3OS

5i en particalier £ ot F sont des espaces de Banaeh, le rapport




6 -

:Vﬁorcllaire 2 = 32"E'et F sont des éspaces de‘?réehetv pour Qv’ané appli-

,eatloa Tinealre conf;nue u ge B a as F goit un aoﬁemorphlama, ;1 ?aut

'Vet 11 Slfflt goe u(m} co;t feznp danc'; >

La condltion,esﬁ necQSSalre, car si u est un howagergﬂlsma, u(E) es
;orphe et quat;ent d@ B ; espace de Fraeuet par é%(b;, sous» space
f@rae, est complet (Top.gén _cha ap. 1x 5,5 grggaT) done fermé daﬁ o
- La condition est suffise ante, ear, si -u(m} ost fermﬂ,:c’esn.gg»espace
de Fréchet, et u, application linéaire continue de E Jur‘u{E§;'éstfua .

“homomorphisne.

Corollaire %.- Soit B pn _espace vectoPiel ‘51 at - é; devx topoclogies

csmaatibles.avec 55 stftctyre dfesnace wvectoriel et pour chacune das-

guglles B est un espace L@,Frpcnoa. §;,‘€;.g§ iz% sont comparabics,

elles sont identigues. ‘

En effet si B, et E, sont lesfespaces de, Fféchet obtenus en wunissant
B de ﬁ;
11autre est continue, donc est un 1som0rpblsue.

et f; ot abnlioauron iccntxque de T’un ds. ces cspaces snr

Gorellaire 4.- boienz Eet ¥ d@ux espaceq ide Frpeﬂe . -Pour oa}unc gappli-

cation linéaire u;gg E dans P soit coatinae 311 faut ob il aa?zlt que

-

g0 graphe dans Je produit EXFP soit Perme

-

La condition éé%:neeessaire, car le vrapae u‘ane application eOﬂtinue
ost tonjours fermé {référence 7). ¥our voir quﬁalle-est suff;sanﬁe; remar-
guons ou'elle eniraine Que ie gra?hé-e ; sous»espace-VGcEOfiel'fermé &é
l*espace ds‘Fréchet ~“2<F » S6it:gn espace de Erechet L’applicaﬁionq
pf s restreinite & G est mne applieation xlaoalre,'contlaae, ‘biunivogue,
ae g gr B ; c‘esﬁadone un igomorphisme et somms‘5en:a§p11catlon'zé¢i-

- progue est -x'—Qaffx, u(x}) ‘& est bien continue dans B ,

On pQUu uettrc ce corollaxre ‘Sous urie autre forme :




N o2 ! 4

= ?"7

Siu a&t une spplisation lindaive éiscenxlave de E dans F 2 il ex ¢8ﬁ9

une gnite de points (x ) de B converseant ve T8'65 telle gue la suite

E(Xr) ai‘é une limite ¥ ?,z_ o

VCorai aire 5.- Soit E pn espace de Fréchet. Si V et # sont deux sous-

ggpaces vegtoriclg fermés q@g}enpntazr&s dans B , B est somme directe

topélogique '(chap,ly §?, n o) de ¥ gt de W

(7,2} —» ytz de liespace de Fréchet

Lﬂ effec l’app¢1 £atT ioa linéaire
& sur l* espace da Fréchet B sst continue et biunivogue, clest done

un iaomorpﬁiame.

©2. Dual fori d'un espace de Fréchet.

t.» Eespaces de Ffonebions linéaires continves dans un espace de Fréchet.

¥

Soit B un espace de Fréchob, I un espace localeuent convexe. Sur

l1¥gspace &f(EgF) des applications lindaires continues de ¥ dans P ;

nous considérerons les topclbgiea T de 1a convergence sinple, G
- e 1 et o2 e

de la conversence’ unlfo? e dans les payties relativenont compactes de E,

et enfin .%fﬁ de l; COuYGfV@iC“ unwiorm@ dens les parties borndes de E,

On sgait gue ?ié est moins forte que %f » .elle-méme moins forte
; | : ; e : . :
- que L. ; en cntre, ces tvoLs topologiss sont sépardes ot o mpat*ales

Ls b
evec la siructurs d’GSpaﬂs vectoriel de - <L (B,F) (chap.111,8 ?ip?Op.é}.

PROFOBITION 1.- 3i _1'espace F eat complet, l'espace mf(w,P} est_complet

pour les topoleogies %? {zesD. %ﬁc } de la convergence uniforme sur

o

a

les parties bormbes (resp. relativement compactes) de E .

Soit em offet '@}'un.filtre'ae'sauchy s&f‘ 70523 F} pour la topologie
ffé {resp. ifé}.rsemme ? gst‘céapletp Salt c&nve$ﬁe si mplement dang B
v8rs uue férme'liﬁéaire‘nov; CORMS @? converge-aﬁiformémeﬁﬁ danS~tbute
partie-barhéé’(resp.) compacte dé % ao asl contlnue, sur itoulte’ pa@tie :

: e 2 _ ~ compacte,




i - : o " ‘.- 8 = : : .
= ;;:iaus#s" mentrons. qwa %C—: af (E,Z‘}, | @ ‘convergera vers u, dan 'ﬂ_—_fb ;
fresp. fg} et le-f"‘fthéeréme-'vssra' '-dzﬁﬁmnt;«fe.- “dis lfenﬁgm?“le forﬁe (ié._,
 &lénents %, d‘tme szzzte converg,e*rue ot de leur 31 ite x est .ccm--»ct_,‘
. é@pc s image ;wr u de t;oU;e suite ﬂonverggnte dans E , est une suz.te
V'ccnvaz’ggeﬁte .dazz,s F - ‘alo:ra E &tan : zétr isable, uQ gt continue danSE‘
(rétérence 4 un e e*‘c:o,ce de Bourhalkl 1} st u.c_é;‘ ef_(E,.}?} -

Lorsgue £ et P sont deux espaces do Banseh, lz topologie ’fb BUT
ol s ji

oo : % . 3 " 7o St g g !
E,P) peut 8%tre définie par la noyme f§u é’iz { Jz{p ﬁu{x} ég ( ehsp. 111
- x<1”

fof LeRaliit |
autf'em n‘t da.t (u,x} —> zi(_x}’ est une‘application bilinésire continne

de %{, E;«: F} X B dans F ; lorsgm’a’n-maaifé ’é{f’(}:z};;ﬁ'ﬁf} de la topologie .

Z 'x.ette derpidre pI‘OpOSlthﬁ nt s«t plaa exacte’ lorsque B st ¥ sont

des espatos de Fréehet quelc-ongv.es (exere, 3 b).

S‘Jo demanaf» gaton sit dit au chap,.I, § 3, ou chap.iIi, 21, e qxu suit:
19 pp op iz%} ¢ Four qu‘une pa:c't:z,e H de C_Jf (8,7) 8(3.:.1', oem&e dans ia ’Lsm}—»
iogis '(:C , i1 faut et il suffit que 5 plzm:. touts partic A dazas @3"-;

is z*c"un;_aa deg u(A} s .aeﬁ' , peit borumée dens ¥ .

in offet, dire que H est bornde pour {;ﬂ, oY iq"’dire'qua toute

Seni-norms suy = egt bornée sur B ; df: 1Jreq l., défzn ion d.e ces

seni-nermes (€hap.ITI, $1,pzop.6) ofest dire que, pour toute sem:{nerme
D dang F et toute part,ie 2 de G ; plulx)) reste borné pour - XeA ,

clest donc dire gue, “pour toute partic” A& (S  la véunion dés

W

neEH

nla) - urd reste\_bornee dans F =




0 F Eahmtbon.\B} Si H est une parbie éguicostinue de oL (E,F),

(1)
i
Dy
t
Q

rnée pour 1z’ topologie %
éopclegies:_%;; corresponfant & des Familles (o "&e-paJuiQS‘hﬁ?ﬁéés
de B ., Piy de 1fentr?acte.j i '

51 E est um cepace de Fréchet, on peut compldter comme sull

les prop. (A} et (B) du ehap;I, %5 i

Théoréme 1.~ Soit B est vy espace de Fréchst, F up espace losalesent

, e A ¥ 4, -~ e _p( e S G I L By ,,;1 . 7 :

convexe. SHi ung pertie H de o (B,7) eci bornée pour la wopolegie L
e : ‘ : o

de la SONTLrPence simple, elle est bornée pour la topologis {_;ﬂ,:3 de

s converpence uniforng suy les partiee bormées de B , el elle sst

Comme toute partie H de f%f(ﬁ F) qui est éguicontinue bst ‘bornée
28U

pour 1la &opalcaz %?b S ££it de montrer gue touts partis H

T e e G S P L P Gl e e o g
nous montrerons ceite propriété teules les fols gue B est un espace

s e : el Ghlerer s L A :
de Baire (Ivﬁu$cuo@}. Soit ¥ un voisinage de U dang ¥ , fezme, connexe,

gr la topolsgie ?ﬁé clors gusl
gue so0it e B ; la réunion deg u(x) , vweERH , est bormée dgac dans
n V. pour n zssez gréﬁé, plors " %é€n U pour n assez grand. ~ Zais la
véunion des n U cst alors 1'espace entier B ; é’étén;-uﬁ sspace de

Baive, 1'un au moius des n U, donc U lui-néme, a ua point iptérieur ;

8 étaat'GOﬁne;e gerclé ost alerg un v01siﬂage de O (chap.lli

5

Ve 3f<

o
it

G

e
)]
D)
&

cuicontinnité de H 5 1t cé:zqm de E, done dans‘E
i (& : ?

Caion s

™. it
chan. b

it
L
AN
el
g
)
Pr:J
m
oo’
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A Df*'vapz*ég, le théoréme 1, 1&110‘.{3;;031?6.’ ensembls horné dans gf (5,F7)
est la méme poui‘* lss ‘t;apalé‘,ggiéis is - fé . <?é‘b ", on pent dc:fz}l&
,{Saz'lez* ay ezz%zzblé,b@rﬁé dans cod espacs sans ys'pésifier pouxr guell ‘
+topologie. - '

Corollaive - Soit E un espuce de Fréehet, @ uvan filtre sur cy” \E F},

-ayant mne basé' de £iltrs bornée. Si @ . converse Simplezsseat vers

voe fouchtion v, g est _une =zpplication lindaire continuc de B dans

e

gy 'f ', = s ] - 2 < = - . s ,
P, gt @ Converss umformement yers v, deas btoute partie compacte

de = ., En outre, s F est complel, pour gus @ converse simplement

dans B ; il suffit gl._e (i) converze simplenent aux points dlup

oaseuala total de B

Cela résulite de ce gue H est éguicontinue, et des prop. 3 et 4 du
e ‘ 7 ¥

PROPOSIIION 2.~ Boleant E un espace de Fréchet, F un espace wca},oment

- CORYEeXe. @ un filtre de oF(E,F) ayent une dase dénombrable. Si. r?)

‘converse simplement vers uv u. est vne appligcation linéf.‘z Q- cozztinue :

57 0
de E dang F , 8t (S) converse vers u  uniforadment sur_ toute :Oaz"cie :
compacte de B .
Lorsgue le Til @ est le filtre élénentaire associdé & ume guite

(w_Jj, 1a swite des uﬂ(x}' est convercente dans F , donc bormbe, alors

£

1a suite (un) est boernde dans éf(ﬁ;,}?}, Gtaprés le théordme 1 , ot
la prop.2 est éoxi,séquence- da corcllaizrs ;b'rée:édeaf '

Soit maintenant un filtre qtzeléont}ue ; & bese dﬁno-ﬁafab?a ( @ n)' ‘
avec @ﬁfr’i C;@g . Soit {ﬁa) une suite telle gus w € CE% ; la suite
o, converge sizplement vers u{'} » d8nc 1B, est cpne application lindaire

e

cobiinucdc B dons F . Fomous u - u-u_. 5i X est un compact de E




.

...’,’g‘g.‘.

¥ uz voisinage de O deus T , nous devons montrer gue, pour B assez grand,

s,

- Q{K}'g; Vv powr »nu é'é;ﬁ . Gr s'il n'eon é%ait pas ainsi, il existait pour

tout n une application B, ¢5 é;ﬁ telle gue vn(ﬁ} g ¥V ; or ¢eci est

¥} gr

£

sbsn ée?‘eaf'la walfe 1 converfe Glﬁplﬂment Vers o donc, la prop.2
£

étant vraie pour des suites, T, (Y -V gourn 2smez grand,

€

Remargue. 11 ns ?abdfai% pas cf@ire gufun Filt tre conv ergent aaﬁﬁ

c{f{E,F} & base dénombrabls ait vne base de Filtrs bornés.

2, Dual fort d'un espace de ¥réchet.

B n'est autre gue 1llespace df@E, R} {yeap. o {8, C }) 81l B ect un

espace complexe), on pevt le munir de leo %opologis €. de is CoRVergencs

unifofmé sur les parties bornges dw E . duni de cette topologie, ncus di-

rouns que x* est Ie dual Port de B ; vappelons que le dm31<§aibls de B

{chav.? § ) est l'espace E' nmuni de is 009019 ie ,;f de la convergence

Y
simple : on distinguera sur £' les notions relatives 4 ces deux topolo-
gies par i'usaze dees guali: ficat 1fs”ﬁfor%ﬁ et "faible”, eun des adverbes

néral, la topolegie faible sur B} est

o
L.J\

" Portens at” ou "faiblieaent®, En zé

strictement moine fine que la tépologie forte ; il peut exister dans B

des ensembles convezes LO&teﬂﬁﬁG mais non faibleaent formés (ef.prop.6).
Pour tout ensemble A borné dans E , soit ;*::%F§ = sup (L x,x'> | pour
: =g Xeh

boxnées de & {ou soulement des parties Dﬁrﬁ@Ec convexss et fermées ).

Soit (p,) une Pamille de semi-normes contimues définissant 1z topel
gic de B . Poor toute partie bornée A de E , soit «. = sup B, (x)
' » - xE8

‘! Pl

A ess eontennr dans 1o partie b

i
ornéo de E définie par les indgalités
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D, (x) (ne N ). On peut depe, pour définir la topaloyme forte |
sur E’- s harncr 8 falre parcourir & 4 l‘ense mble des ens embles
‘bornés définis par ces systimes dtinégalités,
On notors cu'en générel, 8i B est un espace éa'Frééhet, E’, ouni de ls

tepclogie forte, nfost pes acirisable (& 3, exerc.4) ; toutefois, lors-

gue E est uu espace de Banach, la topologie forte sur son dual BY peut

tre Aéfibie par 1o nerms.

(‘32\

{53 : i ' b
e

(ohap.11i, §1,prop.6) ; lorsgu'on parle du dusl d'un espace de Benach

N

comme d'un espaece normé, il est tovjours sous-entendu gue c¢fest de la
norne définle par lz relation (2) gu'il est guestion.

PROCOSITION 5.~ 81 B esgt un espace localement econvexe, H une pariie de

son dusl B!, pour gue H soit bornde dars 1o topolenic forte (resp.faible)
Eosb S ety ¥ -

de B', il faut et ils suffit gue lorsque x! parcourt H L xz,x' > reste

borné sur toute partie bormée ds B (resp. en toub point de ).

CTest 1'application au cas particulier 0@ F =8 ou € de la prop.(4)
du chap.l §§'

PROPOSTITION 4.- Le dual fort Ef a*uﬁ espace 06 Fréchet E est un espace

complet. Le dual fort dlun espace de Banach est un espace de Bansch ei

dans ee cas 1'application (x,x'} — I x,%'> gg £ AE' dans R

{resp. © si B est un espaece conplsxclest conbtinue .
--—ti-éb-m

Conséquence immédiate de 1a prop.i.

Hemargue. 8i B eqt Bn espace de Fréchet, l'application billndaire

P ag “'\

/:) ~f><<‘x,x{:> de EXE' dans B ou € est en 7éﬁéral discontig%
i Si B est un espace loecalenent ceonvexe complet, E' nlest pas en

»”

£énéral complsi.
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- Dans le dual E? d'mﬁ espace E loghlemenb Gonyexe, Loute partis eguicen«‘
t;nue o8t fO?tement bornée, touts partle fortenent bornés ssi zalble@ent
d'avrﬂs ia ?rop teute parﬁle

bornée. Drautre part— du chap.I, 81,

faiblement: relat;vemen* ccmpacte est Palblement borﬁée. La recxpreque

est vraie si B est un espace de Fréchet.

Thoordne 2.~

Sur le gaa» E! é'un espace de Frédnet E |

toute partic H

I

ut bornbe est anssi fortemend

bornég et Gguicontinue,

=

pour la

conversence coipache

cutye relativement compicte

sur B (a fortiori Taiblement relative

Liicdentité entre les parties faiblem

\).I

t.-

i

ou égnicontinues de B! résulte du thé

est bornée dans E'

E est un espace localement convexe et si H est une partie

quelconque, liensenble des <« x,x'>

donc relativement compact dass R ocu € ;
coli,

topelozie de la eonvergencs compacte

temoyove. On nolera quien géniéral

fortement v61301Vﬂﬂenn compact (&hap.

1.- Daas le dual B! dfun o8

topolosie de

HOT

féms 1

sans spbéeifier pour gu
xleH
ehap. X, $ 4, théor.t . H est relativ
uvn ensemble béfné dans

Pace

P
&t
Q
Q
(8
A
o
ot
o
St

‘)
ot

5 bornées, foritement bornédes

. On pourra doanc dire que H
elle topologie. D'autre part si
équicantinue |

Lcut X

; €8t borné pou y

elors dlaprés lo théordme d'As-

ement compacte dans E' pour la

sur B .

nlest p=s

oE, 230

de Fréchet B , tout snsemble

borné et fvible_enﬁ fermé est‘faiblement cempaet,

un filtre ayant une base de .filtrs bornde.

SuT

Corollairve 2.- Soit @ oo

d'vn espace de Fréchet 0

est un filtre de Ca

ﬁt la_ccﬁvorxencc est

&lénent xf de E’.

J,T‘ 'gaj.ﬁ;_@ 5

il conversge faiblement vers ua

uaiforne sur btoule partie compae-

de Elu%i_ll suffit pour gutil exn so;t ainsi gw é% converge

vers une foncticon llmlte SAmyl°ﬁ€ﬁt sar un ensemblie total ds B .




5

S g4

£}

v
e
&
YN
o
L
b
)
.
@
ety
o

Sieet vn oos Uarzchllev @u crrollgfre au

<3
Uorplis re'z.uggur le aua;'ﬁ,dfﬁa capace de Fréchet B , Zoub filtye de

i
Cauchy fzible & base dénombrabls esh faibiemea%'ganvérgent vers un

élénent %! de B', st 1a convergence est uniforme sur toute partie

Hemergue. Si é? est le Piltre élaﬁentaire associdé 4 une suite (x') de

2
B, cette suite est faiblement conversente donc bornée. De plus, toute
seni-norne % ’ég ¢tant seni-continme inférieurement pour la topologie
faible, on 2

(x?}3£§ i - ioE . (e

e :
relativement compacte.

cffet, ¢etie enveloppe est bornée ({echap.III, §g2, pTop.1).

3. Pelarité entre voisinares ot ensenblos boznés.

‘Hlous dirons gu'lun ensemble {j% ds parties bornéss diun espaes vecteriel
topologioue est QL systéne fondamental de D §ﬁies bornéss, si toute partie
bornés de 1 s8pace est contenus Gans une autre quli ap ﬁient & {%k.'
Soit alors E.ua gspace laqalement convexe complet, Ef son dual fort,

On a les relations de polaritd suivantes i




A€

e

| . | -5 = 4 | | ,
ZT?QO L polaife*ﬁg d‘uﬁ ensembl;’borné-ﬁ de E-est aa'vaisinageﬁéé 04éans
i BY . par defznltlon 5 de plus les .polaires des parties bornaes de E
formeti un- svst mc fonaanentag de Yoisinazes de O dans E’ t
'20~.LQ olulre JO dfun yoisinage G¢ O dans B est éq"l aulnu our E’Leac
borné (cﬁap.I,lgj,,prop,B} dans E? } v° est en outre-faxblementgcompact
(é*aprés la démonstrati@n’du théoré@g 2. =iaie les poleires dééj?oisia
négea de O de E ne constitmgnﬁ.pas nécessairemeat ug sys§éme'fﬂndamental
de parties bornées dé oY : }

30 Le polaire yr° dtun v0l51nage Vt de O dans EY, egt borné Gans-E :
Gsy d‘aprcs 1F 11 ex1ste un ensenble borné A ée B tel aus Yt :>.A ,

G0

alors V‘Og:;’ak qui est borné (référencs ?}. De plus les A; 5 ot

a fortiori les polaires des voisinages dc 0 de B' forment un systlime

fondamentql de parties bornées de E .

- Le polaire At° dtune partisc bornee Al de E’ 'ééﬁ péé nédeséairemeht
ni voieinage de 0O dans B , i#ais ceux des poialres des Darties bornées
de B! quiISOnt~dea inSinares de O dans B Torment un syqttme fOndamenzal
. ‘de voisinages ée g 3 éa; al v esttun voisinasge de O de E , eonvexe,

corcié, ferms, V.= VP est le polaire de &' = V°

PROPOSITION 5.- Si B esf un cepdce de Fréchet, #' son dual fort, log

DOldlf“S ces vo in‘ﬂés de‘G'de cLaé&n &e’ces deux espaces forment un

S“stume fbndamcnual de Darules bornees de l*autre les Dolqzres deg

nartles bornees de chaeun de cas deux espaces farment v svsteme

"fendamenﬁal de volslnages de O dans l’ utze.

D’apree ce gui précede. 11 suffit de mentrer que toute partze bornea
At de B! est contenus dans lé polaire d'un ?Olulﬁ&ge de 0 de E . Or
A' eSt equlcenﬁlnu gur B gtgéor;E), genc il existe un~volslnagerﬁ de ©
dsne % sur 183261 198 fhrmeé’linéaires ifégaf"sont boz&ééa e valeur '

o = B
absolue par ¢ , 8leys A' . V
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§ 3 Bidﬁal dipe esnace da ?reehet. Espsoes refiexifb.‘ : :

1. Bidus] ¢'un esgagg“ée;yrechgg, Soit £ an ﬂsrace iocalement cecvexa E’

son dusl fort ; nous appelleroms bidual fort Ef le Aduzl de E* . Pour tout

x€8 , 1z Torme lintaize x¥ —>x,z'> sur B ost faidlement continue;
doniz fortezent econtinue, e¢est dounc un élément ds E', gue nous noterons % .
& = ‘." sl E . ~h"ﬁ’ - ot o 1 -s g “J 2 =
Op 2 identiguement < x,x" > = x',X . Ltapplieation %z —2 % st

dite amgl;catxon canonique de B dans son bidual 87, Cetle application est

liﬂéaﬁis gk | aﬁlvoque ear F =10 oniraine jlwp zﬁ;; =f pour tout

%t € BF déﬂé"xzv' (chéa.llz '§§;p“o§.é}. Bile persmet lcnavdfideﬁﬁifiek
algé&riqueﬁeﬁt E & un sous-espace 5 de Ef . Mais 8 ob Ef 21ont pas nécossai-
rement 1is mémgitopclégie. ia topalogie>de'§ {induite par cells ée‘EﬂB

ést plus fins gue oelle de E , apizement 4it 1'applieation %f ——&.nvéo %I‘

dans B , réciproque de l’auu? cation canonigue, est continue. In effet,
tovt voisinege U de © ddns B ,-ccnvéxe, coere io, Pormb . est i&enclque.é son
bipoleire U°° dans B (roference), done trace sur ¥ du polaire {(¥°)° de
u® dane EF, et comme u° est borné dans BT, {22,857, 2Y) (UG)O eot un

voisinege de O dans BY.

FROPOSIVION 1.- 81 B est un espace de Fréchet, st si U parcourt wn systome

- ciA - e G0 e
fondamenisl de voipinares de © dang E , les bipolaires (u°) -fozmont un

svetine fondementsl de voisinases de O dans E" .

LE

En effet, d'aprés la définition, tout voisinaze V de § dans B" contient

le ps¢a1re &’O"‘uae partie borﬁee A’ de B! ;.mais~d’a*ré5 la'prop.S au

52, &' est eaatanae dens 1é polaire U° d'lun v&zszngge de 0 de B , done.

Y oar S e eiow g

Corollairs 1.~ Le bidusl BT é?uz espsge de Fréchet E est m Sablﬁ.
pesséde en effsﬁ,'ug systéme féﬁéﬁmen;él deaombrabl da vols;nages

ds G . e
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Gorollsire 2.- 8i B ost un espace de Fréchet, 1'appiication oanonioue

T 7 - N e ;5 o s f : . - . s g
% —» % ¢gg ¥ dans E" est un isomorphiszo.

: - oA - -
Aptrement dit, Z et B omi la méme tcpglcgie‘
Pour ls voir, il Taut montrer que sout voisinage ¥ de O dsns BV 8 youz
trace sar E un voisinage @e O . Or V D(U%)°, done V NE =05

~F %
ya pillsire 3, i %st formé dang ER.

In nffet B est ?’smave é‘an espace do Friéchet B par un igomorpnisne
(8 4, corol.2 du taéor.1 ).

‘Corollaire 4. 51 B esu v @SB@?Q de Bdwdﬁh B ost un espace de Banach,

ot 1t ppllﬂ&%iOﬂ caﬂonlaus ﬁ'-192: gt Bnc e isomébria,

En effet BY est le dual diun espace de Banach gr § Z,Apr0§.4},ﬁfautre

part [I x | = sup }<:x x';wx : mais dtaprés le théoréme de
i xVji= _.
Hahn, Banach (chap.ill 32, cofsil_a de la prop.5) il existe ume form
linéeire continue x'€ B'. telle gue [=x'{l=1 ot Lzixts Q
NS
grot |z || = fx b

Hemargue. Si E est un espace de Frécheb, guelcongue, & a'est pss en
£

général un espace de ¥réchet, ot E" n'sst peut 8tre pas complet.-

2. Bepaces réflexifs et semi-z é flexifs.

Définition 1.- On dit dufpn @sDpace leteément eonve?e E est s&miéréflaxif

l'i«"

s'ii est 1aent1Qve eledbrigueient & son bl&ﬂau F* (B =%8") ; il esb
réflexif si en ouitre la topoleogis de £ esb identigue & cells de §;3
induite 2;' B,

11 résvlte du ¢ oroliaire 2 Ge la'ﬁrép.%,qﬁeg 51 E est un espace &e
?féei ek, is semi¥ flex&vztu en ntraine le réflexivito.

PROPCSITION 2.~ Pour gue houlte partie convexe At du dual E! dipn esoees

localement convexe E soit faiblement formée dos gu

fermée, il fout eb 31 suffit que E soit semi-zéflexif.
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Te conﬁitién &8t suffisanze, gar A', convexe e£ fbftemeﬁt formée, est
toujours fermce pour Iz’ tonclogze Faiple G(E‘ Eﬁ} {r&féronce ) done, si
E est sem;-reflexifg pour le topologis feible e(®!,B). La eordltlon est
suffisante : © ou si E.n'est pes semi-réflexif 1l existe une larme iiné-
aize z"€ BY owul est fortement continue sur EY mais noﬁ-faiblement conti-
nue ; l'lyperplsn sur lequel'ellé-s{annale est forbtement fernmé dsns ET,
mais non fa*Llemont fermé, .

Corollaire. Pour guiun ensembls A' de B! solt total, il faut et 311 suffit,

gi B est semi-réfiexif, cu‘il3§§iste un Slément % # 0 de B sur leguel les

formes linéaires de A'scient toutes nuvlles.

Jn'effet cette‘conditiohjésf nécessaire ét Suffisante pour gue le scus-
espace vectoriel engendré per A' soit faiblement dense ; iaié, pourT un
gous-espace vectoriel, Pfaiblement donse éignifie fortement dense £i &
est semi-Téflexif. ‘

Théordme 1.~ Pour gulun espuace localenent eonveze B soit semi-réflex v

il'faut-et'il suffit que tbute partle bornée de & goit faibiement

relativement compacte ou encore gue touts partie bornée convexe fermée

goit faiblement compdcte.

% i £ L L aNG - i __‘. pe

£n offet, si A est bornée dans E , (a°)” est ls po olnire de AY; voisi-
nage de G daps B!, done-est Paiblevent scte dans BY (92,1%, 29)
{23 15 B, done-es siblesent compscis dans B Le2;,m3, 27 ),

clest-s-dire dﬁns E sl B est semiéréflexif et A est Paiblesent relative-
=ent conpache. ; |

sontrons la réerprogue. Lorsgufon munit B! de la topolozie @; de 1a
convergence umiforamé sur les partics borndes fevmées convexes de E ,- son
dual est B" per aéfinition ; lorsgquten le munit de la topologie ”g; de
la convergence uniforme sur les parties convexes Taiblement e§mpaetes de

E , son dual est E {théoréme do ssckey-arem), S5i comc les parbies bornées
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NeLozs o

Lermées cenke es de E sont ‘denoioues gux parities aonva*és faibleacnt

.csﬁyactesz les dcu& uGEO7O“lGS fi ot %2’ sont identigques, ot E est

»alﬁrbfLQQGWQJt isomorphe & EEF .

§Variamﬁe. Féciprsqa@meﬁt, supposons gue Gans B, toules lesz parties A
- e i : -
conveies cerclées fermées sont f aiblement compactes, domc Laibl @zent

Feymées dans BY
b

Alors les bip olal“es (A°)° Ganms BY de toutes les parties A soab

sncore dans B. Les A° forment nn systéme Tondamental de voisinages 4e o

dans B! par définition ; tout élément x¥ de B, fozme linéaire continue

¥
sur 5, est dass le polaize 4w tel voisinage de O, donc Gans 2.0.0.7.D)
e

3

Corolliaire 1.~ Pour gulun espace de Fréehet £ god ', i1 faut

et il suffit gue toutes les parties vorndes de B soicnt faiblement

A

relstivement compactes.

gorgllaire 2.- Tout sous-espace formé ¥ dfun sapace £ semi-zéflexif est

geni-ré&flaxit,

En offet, toubte parties A convexe fermée bornée de F est auéﬁi formée
et bornée dans E , dowé Faiblement compaete puisgue B eau'semiaréflaxif;
conne la topologie faible de F o5t induite par la tbéolaﬁie
(‘éi nge %), A est sussi Faiblement compacte dans F , 6t T eé% séﬁia
réfisxif.

3 4. Continuité forte et continuité faible. Transposées.

1. Ensembles faiblement ot Fortement bormés.

PROPOSITION 1.- Dans tout espace lgocslement convews B , tout ensemble

ziblement borné oskfortement boraé

Wa

lontrons-ie dfabord lgrsgae est pn espace 4e Banadh. Alors BLEY
sont aussi des esaaees de Banaech, et toudes partie Tfalblement bornée dans

=% e S e T e P Foiai:
BT osh forbement borade [théeriame 273.




U

= a0

SBEDosSons wdiatenant : localenent convexe q@eleeaqae. Soient A uvne partie

faibioment bornée de E s D une sesi-norme sur B . fonsidérons la topelogie
) - I .

?f” ; Zoins flﬁe gue celle de B , définic sur B par la seule semi-norme
y {

D, et 1'93@&09 Ep associé 4 B par cette topologie (chap.III, 51, n°4j
son ecomplété BP est vn espaco da Bans, a.chate Torae 1in &8 i o continue

S { % : i
spr B est con nue suyr B, done sur B s alors 1'image ﬁD de- A par liap-

!

I

u‘3

: ; : i Vs &
plication canonigue de A dans Ep est faiblement bornés dans En , dong
%,.

=
QU }

fortement bornée puisque est un espace de Banach ; on en dédait'gue po)

: w'
O

bornée sur A , et conite cetie propriété sera vzaic pour toute semi-

)

&

rme p , & est fortement bornée dans B

ible.

{IJ

2. Continvité forte et continuité f

Hous avons vu {(chap.lil, 9%, cor.4 de la prop.2) gue si B ef ¥ aont
deux espaces localement convexes guelconques, touie application linéairs
ont

fortement continue de E dans F est aussi faiblement co nue,

PRuy‘”LLlOd 2.= 8i B est un espace localement convexe ﬂétrvs e, P un

st

espsce localement convexe guelconcue, ioute appliestion linf aire faible-

ment gcntinae de E dans F esl apssi foriement continue.

Bn effet, 1'1mace par cette application de toute partie faiblement
bornée de B ost T aiblement bornée dans F (chapgiggi,prap.é} : mais dans
E comme dans 3l f a identité entre parties faiblement et Iforbemeunt
borﬁées {prop.2), l'application esn t alors fortement. colti'ue d?abrés 1z
prop.2 du é‘t‘ :

Corollaire 1. ?our gu'une appllc ion linésire de E dens F soil continug,

31 Ffausc ob il'sufflt que l’zmage'reeipréaue ds tout ﬁynerplan_ grmé de F

soit fermée dasne B

P

1
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- DA o

sees loesiement convexes Béirissbles,

==

8Groilaire~2.o S8 B et F sont deux os

i)

14

£
O

tout _iscacrphisme ?azbla de B éaas £

st vn isomorphisme fort. = |
, Eﬁ effeu, l’anplwcatlcn iinézize e u de B sor ulB) et sa ré&iproqueiscat'

faib blement continues (la topologis faible de ul{E) étant induite par ls

topologic faible de ”} donc Ffozrtement.

%.sar 1 espace yecioriel B o
compabibles sver go sbructure dlesvace veclberisl, pour lesiguclies B soitl

Ccralla;re 5..- Doux bopolosies %i g;

‘«\%

: wE! :
logalement convexs¥eb ayent la méus ;eggleb“* feible sssocide, goot

idespkigues.
Eu effet;'soisaﬁ.vﬁ st Eg les espaces wectoriels topolegigues définies

\

£
: i
sor B par 2; - e %? ; llapplication identicue ds B, sur £, €5t Imms
1. 3 o : <
snisconorphiane faible, done fort. On peutl encore 4dlre i

by

Sur gn espace vectoriel, toule topologie dlespace locaiguent convexe

g ble cst entiéreament dé%erm;née par lo comnsissance de la tonolosie

faible correspor&anﬁ0 {ov du dual, ou des hyperplans fermés, ou &os con-

5.~ Pransposée d'vne appliestion lindaize coptinue.
51 B et F sont deux espaces lgcalezaat convexes queiecongues, W uns
_a?ilicati@ﬁ linéaire e t“fuﬁ de ® dans F , elle est faiblement conbinue,

7

done aunsei sa tr oposée, Yy {réPérence). De plus i

‘RGPOSITION 3.~ 8 % gt F gont denx espaces localewernt ‘Tonvexes, © une

apolication lindaive continuc &e ¥ deps F , sg trensposée "u st une

gppliesiiocn linéaire Fort tement continue de F! daos i ol

Gela résulie inmdédistement de la praﬁ 11 du £ 3 do chap.I, et de ce
que l imaze par u ds toute partie bornée de E est bornée dans F {chap.I,

¢ 1, prop.8) .

=
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Lersque E et F'soni des S8paces de'Banaeq on ppat préciser cs résultati
de la naniére suivanis : o1 a » : : Lo '

o = la -

S

In effet, per définiiion

BB R Ao

suia : g <u(x),“y.’-f> z = sup i\a(z} i = fu il

Bemnanse

W

§ !i pzh<s

s (i

Geréliaire 4 Sl“E est ua espzce lgcalement conveze uéh risable, F un

gspace localeﬂeut conveze guelcongue, Lou ste applicetion linéaire Faible-

ment continue Ge Pldans B est aussi'fortement continue:

in effet, elle egt branspesde %y atune appliesiion linéaire u de B
dans F , qui est faiblement continuve ; alors v est fc*ta&ent continue
(prop.4) done aussi 'u {(prop.5) .

itemargue. Par contie une application fox ctement © continue de F' dans u'

b.Jc
5t
&)
&
¥il
et
ks
w
(7]

tost pas en général Paiblesent continue. Par exemple, s
s@mi~réfléxif, et 81 xfeF* et %;F , X* ost une forme linésire sur F',
fortenent ot non Taiblement continue. Mais :

Si B et F sont localoment gonvexes, -F gemi- re;lex&f; toute application

‘..J.-

lindsire forbesent continué do FF dans B ost faiblevent gontinue.

in effet, elle est continue (ehap.ilI, §3 corcl 4 . ds 1a PTOD. 2) pour
les topologies o(F!',FP) et o(BLE?) ; mais o(F',F") = ofF! ,F), ek
< Lo b 4 > 7 3 3

2t BE")} est plus fine gue  of(BY,B} .

Corgllsire 2.- Si E et F sont deux espaces localement convexes ; u ua

——ro

¥

isonorphisne de B su%‘n g2z trqngnosee t& as t 129 ioO@Orpﬁlsﬁs ds F¥ sﬁr BT,
B effet u:et u sont ccnt¢nues done ”u et ( w) SQQ& gontinues.

I1 stagit a'ailleurs ici 4! un -impr transport de structurs.
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YROPOSITION 4 Sazen+ B e P deux ssnaces 4s Fréphet roriexifs. Toute

D4193410ﬁ v linéaire ccntlﬁue blb nivogue de F! spr E! est un iéemcrphism!

nue, donec etest la transposée v = "n dfune application

ment continne de

1
E
0]
e
439)
o
Tats
¢)]
2
o
o
«4
—
s
Saet
il
5
o]
)
0
e
5
e
m
(9]
&3
)
&
Lo
S
‘Jr
o
&3
0
)
¥
ohi e
e

de E dans ¥, (référence %), donc un isomorphisme fort puisque E et F soat
métrigables (corol.2 de la prop.2); mais v étant Diu;i§04u;7 a{E) est

1 du 21}

‘D‘
fad
-
"\
;—.:'
=
&
W

neo dans F ot sussi fermé {corollaire du thé

&
ufs) = F ; v est alors un lbO“Gr“’i mp de B sur F , et par suite ¥ un

=
u est evidenment divni ) kiontrons que si un Tiltre (P sur £ est tel

i
- - - i 3 Aslral TR i
vers O dans B . Or l'image de é? par liapplieation x .W~h<f;(,4,(f/) e
C
ey { TV { c i o < M T iV L -~ < o
= 41.., v(y') > converge vers U ; comue V(y ) est n'importe guel point

'"' *.. ] - 9 i o - - o H
de Ef, (O converge bien Paiblement vers O dans & g.

(
7. T') sont deux couples d'erpaces vectoriels en dualité
fai'bléﬁ i une pariie de l'éspace  of (£,7) des aﬁt}.ica{cions linéaires
faiblezent CODClQ&“S de E'dans 7
13té6 Lulz)y' > = <:K, ut(y*) > montre que *H est borné dans

e LA ; ) : - = e
ol (#',E!) muni de 1a topolezis de la'@onvergence sisple faible gi et

r
- iy 1*cnuegnle des transposées, l'éga-

seuleisent si B est borné dans chQu,F) pour ia iOyQ]G de la conver-

gence simple faible.




5

= oy
PROPOS ITEGE 5 - %o;ent E ot F deux espaces de Fréchet, H une partie de
1'espace ng(ﬁ F} des ap;llcatlong continues de E gdans F . 8i l'sensen-

ble “H des tra ansposdes des u € B est borné dang (¥ ,B') pour la

topologie de lu couversence simple fuible, B est bormés dans o (E,F),

-

et %4 o5t bornée dans (¥ ,B') pour 1z topologie de 1z conver-

o 3

gence pniforme sur les parties borynées de F', et en outre éguicontiaue
sup W,

Dtaprds ee aqui préedde, il vésulie de lihypothése que H est borné
p = ;- ? (5]

dans <i?(E,F} pour la topologie de la convergence simple faible ; cela

signifie que pour tout xe B, l'ensemble H(x) des u(x), uc€H , est

faiblement borné dans F , donc foriement b@rﬂé {prop.1), H est donec borné
i -4‘7. s C""G , + - .

dans <L (B,F) pour les topologies U, et G, et équicontinu sur &

t

(prop.1 du §2). 11 reste & montrer que H est éguicontinu sur F', ce

ui entrainera que Yy  ost borné dans P (P ,B') (pour la topologie .
q : ? =

%!
\D@ i
Soit U un voisinage de O dané.E', qu'on peut supposey, par définition,

etre le poldlre A% dtune partle bornée A de 5.

sais (tu i 3 = {u(A)} (référence %) ; comme A est bornée et H
bornée dans of (E,F), la véunion des ul(h), u€H , est bornée dans ¥ ,
done l'intersection des [u(A}}o éu (?'é)v est un voisinage de O dans
Ft. ce qui proﬁve gue ty ést éouicontinue & llorigine de F!, dbnc

I~

ans B! (chap.1; Q55 prop.2).
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CK ot BANACH.

“Ohsp VT é?, apres is propositise 7, le

5

P

Sﬁit 5

DT eeamaaetes coavexeu,

Théorsme. B &n‘éspaée lgcaleaent-ceﬁvexe,

=

-
2rF

1

rclée

thépréne dso :
Grothendieck :

un eﬂﬁeublv de gartzes

Tign du dval Bt de B muni de lq tonologie iﬂg g

2

o

, fermées, 8o E gugendraet E . La compld-

forme sur le ast i'ezspacs

dont les vestricticus aux parties de (2, sont contianues.
. Ay 5 ol A 2 MR e it T +3 % G
11 est d'abord évideni gue toul élément de la complétion de B! est ane
: Ly : L ks o i o
Torme linéaire coutinue sur toutes les pariies de (& .
Soit maintenant u une. forme lindaire soubinue sur chajywe partie ds (g
B = (o r) 2l ; i ¢ - » 2 B P
et 501t A € (& . 11 suffit, pour la réeciproque, dé montrer gue, cuel que
sgit e >0 3% ex1ﬁte vne forme linéazive contimue v suzr B ; telle que
{17 Vi, an i . b . il 3 it % gl T (i 2 A
P AT (ﬁ)!:(;& . Puisque v est continuwe sur A , il existe un voisinage
4
¥ de G dans B , convexe, cercleé, fermé, tel gue ju (£5§¥}§%% :f@ . maig
be | i 2: . s
A ept précompact, il existe donc un sous-¢space veotoriel de dimension
£ 2 - v 2 s A L2 £ > g - il _ f e R 4 3 »
finie M, tel que le voisinage (ANM) +V recouyre A (référence) .
Hous impbserons alers & la forme lindaire cherchiée v de ceoincider gvec u
sur M . Si x est un point guelconque de A , xz, un point de A/ e fel gum
- b f.
(x-x,)}&€ V , on =apra aloers. _
¢ i E Y A L f L s <
vix) - alx) = v{z}ev\xﬁ)g = a(z}—ng,;§
’ § : 3 P 14 =
alolh
=Y ! i i e e B
(u-v)(2) . a(zan V) + ¥(28 N V) C 2u(B) + 2v(B)
o . i i . i e Lt ook
of B=ANY {ear A-A =24 , A étant convexec cerclé). Comme
» h ?:» S e -~ 57 3 Lot ‘_. ‘_\ ~
EuQB;g<: ef4 , v satisfers & toutes les propriétés voulues si
: 5 : ik
fwefmy i Q!
i VD } §Z< = @&




o

. - '
Le probldme so pose donc ainsi : u, (restriction de u & M) &tent une
fiant Eag (B{“ i8] ‘§< a/é’;

=1
1, vé

forme linéairé dosnde sur le sbas«espace'm , véri

1a proloncér en uns forme linbaire continuve v sur B , Gonc sur 53 complé-

tinn'g’ oelle que §§{3)14<'214“ Comne B est cercié, il suffire pour
o i > b § - > e & > 2 T -
esla gUﬂ l'h"pevplan Hde £ sur leguel v = £/4 soit Tezmé, so reneontre

as B, et coupe M saiyént le sous-sspace B sur lsguel u z;sjé‘.

e]

H est ée ¢imension finie, il est donc identique & son adhérence B_

A ; ; : - ALaL il
dans B ; B a pour adherence B , compact, dans B ; H et B sont sans
point commun, car vn tel point, situé sur H_ serait dans B done, B étant

forné dans B, sur ﬁO(}B = ﬁ . I1 existe alors un voisinage coanvsxe ouverd

i . A ‘ : : ] | 4 ; %
U de B dans B Qui ne renconire pas B ; il reste zlors & appliguer ie

S A 1 a7 4 it o s by DS 5 3
théoréme do Haln-Banach (ehs ip. 211 ; §2,thé @r.r) en feisapl passsr pay g,

Ny
1

b 2 N
un hyperplan formé H de & ne vendontrant pao U .

k=

Corollsire 1 --La complétion du dugl £' d'up espace localemeni convexe

muni de la topologie faible o(B',E), sst le dual alg2brigus ds E ,

gspace de toutes los formes lincaives sur B ,

corollaire 2.- La complétion du dual Ef d'un espace localement convexe B

muni de la topologie %2@ de la conversence uniforne suxy les parties

-

fornes linésire

o
{6)]

b

G e i TR 3 - s < s v
aur ¥ , Taibisnent

ft
D
1)
18}
hv)
Q 3

460
E’,
&)
0]
]
Oa)

bornées de E , est

continunes suy voutss les E&?ﬁiés BOTness,

En effel, des parties borndées sont Faiblement précompactes

S 2 du présent chapitre, n%2 .Bual fort.

PUHOPOSITION (ﬂ) Pour gue le duml fort B' d'on esvace localsment conveze

B séit-compiet, il faut ot 31 suffit gue toute forme linéaize faiblementd

gontinuve gsur toubes les parbies bernées d@ E soif continue gsur B .
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2 5, bidusi,

n° final.

un espace vectoriel 1

.21 F .

Théoréne st
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ocalement comvexe complel,

toute forme lindaire Faiblement continue sur

touvtes les parties éoui-~

continues de_Ef; est faibiement continpe sur BY, donc définition par
vne appliication ! ~ﬁ><:z;€*;> . o el .

Bn effet, toutes les parties éguicontinues dé EY, sont faiblement
relativement compactes donc Ffaiblement précompaciss, {chop 1, §}; tkéwr.%%
et on peut appliguer Grothendieek. lore la forme lindairve coas-dsréa
v sur 8% est limite éc pointe 6o B pour iz topologie E% 4@ iz convexr-
gence vniforme sur lés parbies éynicontinues de E ; mais leg polsires
des Veiaiﬁages delu de E forment vn systéme fondamenial de parties égui-
continues e E', denec %%} est ia topologie de B , et conme B est complet
v ey
Corollaire (Banach). Si1 B est un cspace de Fréchet, ioube forme

inéaizrve sur B! faiblement conﬁinde gur toutes leg parties bornges de B,
est faiblement continme sur B! . |

#n effet, toute partie bornée ds E!' est gquicontinue (théor. 2).
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Gcmmentaizes.

Plusieurs des théordmes-elés sont relsbifs 3 un COLP e ds denx espacss;

3= yoafraient'éﬁré énoncés dans nn seul espace ; d'autre part, on peut
dis %éqa@” les diverses propriétés qui, dans chague héarcme relstif 3 un
Préchet, sont fondamentales. Un aryive & ce qui suitl.

% %,- cgalegza et parbies bernnes.

Défivition. ©Un dit gnfun egpace vectoriel 1ocaie“nﬁb convyexe % est

aphigue® si toubte partic comvexe qui par homothéiie peul svaler

tout eﬁsemblefbérné est un voisinase de O .

PHOFOSITION A.- Tout éspace lacalement convexe métrigsble est

bernographigue.
Seit en effet V une partie de E capaeble d'avaler tous les boxngs
Hoit V une base du filtre dea voisinages, _V .4'C;VL . 81 ¥ n*&tait pas
un voisinage, il e risterait vn point X & Vﬂ et ;ﬁ V. La suite (n x,)
convergerait vers B - (n x e;V ) deone serait bor rnée, et cependamﬁ
Zl#gv montre gu'aucunse de ses hOﬁOththReS ne rentrerait dang V¥V ce
gui est absurde.

Rezargue - Quoique non métrisable, un espace of & est bovnographi-
: que.

PROPOSITION AY. - §;,E.est'bornographique; ¥ localement convexe, toute

application lindairé u de E dans F telle gue l%'image par u S8 tout

borné de E soii bornde dans F ost continus.

Bn effet, si V ost wn voisinaze convexe de O dans F , n (V) est une
partie convexe de B qul peut par homothéti o avaler tous les bormés de Iy

donc ctest un vo;s;nage et u est continus.




2 2. .Topaloaie et _parties couvexes fermées.

Définition. Qﬁ dlt gufun espace B 1@@4leqept gouveze est “fort“~ si

‘touie partie convexs, gerclés éaailibgée en U, st Termée, st un
voisinage de O . |

Cuel ue sozt ¥ localement convexe, On pourrs lpi associer vn espace
e o o o L - . - '
£ , plus fin @ue 1ui, qui ait pour voisinazes les parties convexes,
cerclées, équilibrées;‘fsrmées de £ . Je ne crois pas si B 80i% ?crt
#ais peu importe .

PHROVUBITLION B.- Tout espace localement eonvexe des Baive est fort.

Si-en offet V est équilibré, LTérué, le réunion des n V est B ,
donc d'aprés Baire, nV et par suite V a un point ivtéricur ; i V est
convexe cerelé, elest alors un voisinage de O .

N

Hemargug, Poute puissance R Ge la droite réelle est uu espace de
Balre, dong fort, co gui donne dés e: enples en dehors des espaces de
Fréchet.

Do espace £ K ., quoigue ni Fréchet ni Bairs

¥
PROPOSITION Bf.- i B est fort,Ylocaleuent convexe

lans &f(ps J pour 1z uonolo ﬁ; , B est équicontinue
Bn effet. si V cst un voisinage ds O dans F , convexe, cercld
3 > ) 3 b3

: e g
ferné, llintersection U des u (
fernmée ; d'anres ifhypothése elle

nege, et H: est éjuicontinue.

§<@. Parties Falblement et fortecuent bornéss.
ie 54 doit venir aprés 3 malprd les zppareness, parce nus sa démons

tration de la prop.1 utilise le bidual. On peut eependant feize venir

(1)
@
)
5
Pl
k
a&
s
0]

Q 4 jusle =prés $2 ce gui est sa plac
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- PROPOSITION G, - 8L B ost localement convexe, et si A est uwne partic de B
relziivenent . i :
bornde, convexe, cerclée efY'enlacomuTéga (2 goupldte pour les suites),

. o Lo . : .
5 est bsfaagApour 1a uonolo gie B domi les voisinases sont 1

@

Vs

convezes, gerelfes, fquilibrées, fermées de © .

Un peub supgosnr % 6quilibrée en G , cazr il suffit de raisonner dans

1o sous-espacs vectoriel eagagdré par A . Z peut zlors servir de boule

&
O
L)

our ume %topolozie dlespace pormé sur E ; scit B 1'espace B muni

Cette topologis est plos fine gue celle de E , puisque A est bormée.

@
i
o
i
o0
QD
pheS
ot
s
e
-
v
s
T

-kiontrons gue B et un esnace complet, donc un espace de

est upe suite de Cauchy pour B , elle est bornde dans B , donc contenus

L

dans vn homothéticue de A ; comme A sst semi-couplet, et gue {zg) est

une suite de Cauahy, au sens de la topologie de £ , cellte suite coaverge

dars-EB vers un point X,. Pour n assez granc, 1! gnsemblie des Fotp * P20,

st dangs une boule (de la tepologis de B) de rayon £ € ; tetie boule est

geni~fermée dans B , done X lui'apgartient,'ét'pai conséquent 1a su vite
{;n} converge vers X pour 1z %opologie de B , qui sst bien complet.
Alors B ost un espace de Baive, donc Port { R 2} ; lz topologic de B
étant.moins.fiéé gue celié de B ; la tépologie ds Ef gst msinS'fiﬁe'que
£ : . : :

. > : & e : o e
gelle ée B =B , et A , borné dans B , ost bien bormé dans B ,

[44)

Applicatbions particuplidres.

«v -~ i - = -f."?-
1® & fort, A borné gquelecongue, ear E =B .

2% & semi-complet, A bornée queleongue, ¢ar 0n ~raisopnera sur 1 eﬂvelome
pe convexe, eerclée de & , gul sera sncore bornée, et nécossaivenent
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e - : | £
31 & est semi-complet, il g donc les mﬁ’meq parties bornées qgue E

5 E guelcongue ; A convexe, relativement semi-compacie ; en partjcuw
V lier, eonvex$ com9a¢$§;

PROPOSITION €f.- B ef F guelconque, touis partiec B ds < (8,F)
bornée pour 1z tovolozie de la'csnvergenée siﬂnlaq et bornds pour la
topologis de 1a.conVsrgeﬁce uniforme suy les parties bornies, convexes,

cerclées, complétes

<

En effet, soit V un vc isinage de © dans E , convexe, cerclég, fermé,

U 1'intersection dos L( ) veH . U est convexe, verclée, fermée ;
dfaprés l'hypothéss elle est 6guilibrée, dounc elle pourra par homothé-
tie avaler toutes los parties A de E , qui sont bornées convexes,

cerclées, complétes.

PROPOSITION C".- Toute partie A de E, fﬁzolcmna . bornée, e

v e 1

fortement bornée

iseons en effet B! de la topologie faible. A est alors par
hypothése bornée peur la conversente simple sur B!, done d'aprée 1z
Drop. {G?') pour 1a convergence uniforme sur les convexes faiblement
compacts ; oizis le polaire d'un voisinase fort de E est convexe

faiblement cozpact dans B!, donc A est fxxuxm fortement bornés

*




