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Weli définit 1’annesn Ge apéc+allsaﬂiom 3’ &v ldeal p“em*er Glon domaine 4'ine

aF%Yl%é A . La notion sauvavtb s un-b@u pxas generale . 85t tres fréguemment

utile . Soit é vn 6.;2}13*1‘19 g’ z.nté.e*fl*té , et solt E une sdrtie de 4 , me ;Oé;"»:te-»
hsnt vas O et sﬂabla pour iz mul*zplicabLOﬂ . Les éiémeﬂts d& la forme &% ,
ekaE = esA . fbrmaﬁt 510?8 un sous~arneau AE au corps de2s fractioms de A {vé-
ri%‘ a‘ ion $r7v1ale} qu_en neat appel v l'anneau des fraéiicns de E \pér A~
port & A} . Cette noticn iatervient d'aillenrs plusienvs fois dans 13 rédac-
tion Weil . On ratrcuVe ia aotzon d¢annean de ‘spéeialisgation g
mier 5o dans g caz. of B est 1e complémentaive de 7> - Les propriétés dont
0B 5& sert sont les sui?an%es g
i e 8% ¥y,..,¥, S0nt dans 4, , 17 ya H7 eck tel que sy, 2 {(i<zisn).

i 5M,est>&n ia3é3l de Ap st 28% lfiééal engendré per (A dans A 3
iaversemeﬁt . 8% 40 &st un 1déal pfeaﬁef dela qui ne rencontre pas B , 9o o5t

1%interSection avee A ¢ 1'idéal ?} e:rigezzﬁ‘fé par o Aans A, , lequel idésl

\1‘5 i

B
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retigr .. De plué - &E/ij ‘28% 0033 dans le corps des fractionsde A/= .

=

1T . Lés notations & ant ee‘les.@e II , 1'amgeau de spécialisation de 1'idé-

oo e 2 : —'.’ = ? : e =
al ;  de AE es+ iz méme que ceﬂal de 1fideéal 9 Ge A , e% Agzjg_egs 1lannesy
das fr ‘ions ée 1 imase s B o gaT 1’hcm0mowph 5¢e cenonique de A sur A/oe .

les iemonstratlons de cEg prOprietég sort ﬁrzvialca :
Orat%quamaat 5 on a%&lxsé la notlon décrise plus haut guand on vel t dtudisr
1s eamaortﬁment dtun Qééa7 nremlar é& de 4 relativement & un sur_sonesu B de

A s G est alors soavant cammo&e de fbrmer Tlgnnéan des deﬁT&Ona fpar r&gpuwt

3 B} dn complément de o ?ar rappor% A (c eshid-dirve aussi 1lanneay sngendrd

o
ot

$

‘9‘3
L

D
ol

par B et par 1ian aaneay de néclélisation de 70 rel&flVe&eﬂu S as
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vaipons pour lesquelles_les 9ah&au¥ é¢ fracthﬁsvﬁOat tres commodes est 1s pr
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rié%gzsuivaﬂté : 81 E &st une parfie multiplieati@ameﬁt stable d'un anpeau A

)

intépralement clos dans sOn corps des fractioms , A; est encore antégralement

clas (vérification trlyia1e~~ & faire quaﬂd on parle de 1a notion: dyelémeats

ntidrs)s

®

Remarque berminalogique : Au lieu de dire amneau de s;oe1allsatlon s on pourf~

rait dive aﬁneau ioeal , moins lourd : de plus , quapﬂ on dit arnsau de speclalv
séﬁiOE ; on es® oujours un peu géné er se ndant s &1 Stagit d’aﬂe spéoiali~
sation déjé comsid‘rée , Ou s5i "de SQéO1aAlSafAOﬁ” aoit seulemont Etre ﬁonsidé~
Bé commevun aﬁtriéﬁt de "anneau" . A yrai dire , On en%emd en géunédral par snnes
ioczl ur apmezu qui est mozas général que les amneaux de 3pec1allsatlon en ce

gu'on le sunvose.noetherieﬁ , mais plus gzénéral en ceci qu'on lui permet des dzu

viseurs de O fet il es% toun 2 fait sgsentiel gu’un znn \eau Losal puisse en avoLz

e

canse des oempletlons)w Lz cOnalt;on suppliléunentaire de ”noeﬁherzen” nfa pas
srande impartance $ dans les chapitres ol elle inferviendra , slle interviendra
toujours , de sorte qu elle pourra Etre nouxerbe par une declara+10ﬂ d’lnten*

ticn en t3te du chapitre : Qaant aux diviseurs de O , rien n'empéche de domner

‘_u

ic .

_une dpflﬁltlon généraic les permettant et u:' s'sppliquera en particuiier

sux domaines d*intdsrité ibcaux que l‘on considére dans de chapitre -

I . Notions relatbives aux plements eﬁtiew -

fave

Uz certain n mbre de rasalrars trés LL@O?T&%EC sur les glémente entis ”é se dé-
montrent exactement aveo 1eq moyemg quk Do ixtxoou its ians ae ehap;twe s 2t
v devraient & mon av1s ?1gu QAG&C on les utilise pratiguetent t@utes lés,fqi
(quﬁcﬁ'00351dere dQS-élpmeﬁts en%ieré.o il‘s?agit des résuiﬁaﬁéﬂéui&&nts s BHE
dans lesquels 4 feprésenfe un sbus-gnnsau 6’un corps K kavéé leséj-, KX etanu le
corps des fractlons de A 3 et B un sSus-annesu 4'un surcorps L de K ~ contenanﬁ
A et entier sur A

I . 81 F est une ?aftie mul tipliéativementns%able de A ne contenant pas O ,

l'snneau des fractions B de E par T30port & B est entier sur 1'asnpeau A : tri-

e : 52 -




vizl . _ ; , . . _
i Si '33 est un 1deai premier de A , il existe un idéal premner ?3 ée B tel !

que mm 230%39 On prend uns valuatiora v de L donu l'anﬁea.u ooni;ient A
et qon+ l‘ldéal intersecte A sui.vaat v § on wend pouy p l’mtsrseot:son de
1"1dea1 de v avee B, - - i -

Cela sign 1f1e que tmte spéeiahsa’sioz: de A se prblonge par use spéclalisatmn |
de. B, . - ' ‘
51 54 ";3 e'c 0{ eont des idéaux premiers. duféren%s dé'*B A-tAel..s' que O?c:?ff,
on a O{m&.,é 'gSnA - Pogons q N A= 3 B/(Jg qontient Aff e% est entier sur lul o

Tout revient done 3 déﬂwntrer l'aqser‘*lom dans le cas ol O{ {Of . Soxt Xy!O dan

‘ (QJ - on 2 une relasion de iz fOr'ne " +a1:; 3-}-0.«-!'8. =0 , a5 &€ A s et On peut Stp
poser a ;ﬁO . pu:c.squ :.l n'y a pas de diviseurs de O dans B ; on a alors aas pm&
T1 T‘e%ul‘be de 1% que si }a contraction & A 6"uw idéal premler }/.) de B est ma-
wimal e {r e&po muimale) dans A, 5\ est max;ua.t {resp. mialmal} dans B . :
Iv” - %o:.ent «@; et g - ées i10éaux premigrs de A tels que geo bt q un idéa?
nier da B tel que (}}ﬁ:&-' I}, v = alors un idéal pfeme'f 7) da B tal que

?5? f}n.&—f - DS dédu:,'t tout de suite ge 11 en considerant A/a} ax 3/0/

or

“'&e-.:‘w l“"{

el

I Snobesc’ms A wtegralement clos dans X . 51 xeB , la polgmome ninimal F{X) t

s 931“ fanpc.c’t 3 K 5 ses eoe?’flc*enﬁs Gans A

fda
£

11 existe un polynGme unl‘balre G({X) & coef fficients dans A el Qi:.e G(Xiso ,é‘oﬁ;
: Cr::ﬂ 5= @m HGKLX} Suﬂ: v t;me valuation de K doat 1'anneau con'bient A - ;
sﬁ _V l’anneau &e v et 23; son. z.dpal.e 1 exzsw ‘4 et b dans K tels que aF
et ‘bH alez!t Ieurs coeff:.clents dans V e’c que chaeun de ces polyncmes az.t ai
moms un cceffle:.en non dans i) ; si i* et Hs? sont le« polynomes déduits de
a7 et bH par réducticm dés cbefficlents medulo W+ OB 2 ¥ 40 , ; H*;!O a“oi! ‘
F H O ce qu1 mcn-i're que tOus ies eoeffmleats de bl ne sont pas dans L7 ,dozw

gue a,:«,;} e-t par sm.te que les coeffmlaats de F sont daps v ;_Gecz. étamt vraz.

T = . 5 i < 5 > el e R R e




v -4 - :
pour toute valuation dont l‘annéau'eom%ient A , les coefficients de F sont dame
Vi = Supposans A lntegralemebt clos dans K , et soient et des idéaux pre-
miers de A tels qu- gCF ; seit %3 premiér dans B tel gue Q]ﬂéw~§; ;'il existe
slors un 1dea1 premler b?[E&JB tel que ChfiA*cg . So0it E 1’en3emble des élémentsj
de ia %orme ab da‘B - eu agh , aé.os s beB ‘3@%) On va montrer que 1'idéal
9B engen dv*e par 9 dans B ne rencomtre pas B . Soit xe B, et soit F{X)=
*Tﬁ+qqu l+°,+qn le polvnome minlmal de % par rapport & K ; les a5 éont dans A;j:
on ve monmirer qu'ils sont dans ¢ . Il y a une valuation v de K telle que 1° in
tersection de son 1dea1?9 avec A soit 94 . Eorivons X:.%i XYy s @Ves X&)
y.€B ;3 on a v(x Y >0 , et on peut supposer que'v(xl}zminﬁvixi)) . On g alors

EF=X4V O ¥ ost antier sur llanneau de v . Ce dernier anneau éhant intdzralenent

clos , les coefficiants du poO olynome minimal de y , qui est Xp+%l Q1X‘ 1 +Xl g,

son% dmns 1'anpeau de v o 4'oh i1 résulte gue les a; sont dans k?ﬂA: q o NDBERO!
Nontrins qu'On ne peut avcir g=sb , of & ot b satisfont amxz conditions énoncées

plus haut . Le polynome minimal de b serais alors X a0 o q, § ses
: 12 v .

coefficients seraient Gans A , et par suite . puisqie a%

<]

résulite: rait gue » & mjjc%Q be ju ce gul n'est
{ i

{

9y
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o
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3y des fracticns de E :;1?Ldéa1'géw cnhis t
contenu Gans un idéal premier f de A, . L'idéal [ ¢
_!_‘J

Dhs ik faa&walt dire quelgue part cette trivialité querlvlnterseetlan avec

v scus-aunean d'un 9483l premier 4'ur anneau est un idéal pgremizr dv. sous-an- f

nesu) 3 il ccpiient ¢ , mais il ne rencontre pas E , d'oh il résulte que

'x~g 5 2 z

6@ A A= 3 egaTAmaﬁﬁ,pafee qu'il ne rencentre pas & il est contzru dans;%? .
I1 convient natorellement de donner en exerc. uu contre-exemple pour 1=z cas
o A n'est pas intégralement clos .

Giomiiriquesent , VI signifis gue , si o projette ¥ne variété V sur une va- ||
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“%

riété normale de méme dlmeﬁsidh .at si un pozﬁ% P se pro;é%te en P’ g_alérs {

toute. var “ét passant par b est QfOJEGtiOﬁ d?une vac#e+é passant par P ;,c'eé%

2 e

l*uﬂe des DTOleetéS 1mp0rﬁar+ns ées variétés fmalas -

Valeati ions et owdiaatlons 4" = e : =

J‘al des &Outeu tfes se“lﬁux Sur itavantage gu' 11 y a.gonsidérer 1és_véiuan
tions comme des speelallsatlons maximales ; et ceci pour 1a raisoﬁ suivgpfe'f,_v
Smppos@ns qu on. alt une speclailsatlon f d'un anneau A dens un GOTPsS b . Oﬂ'peut
bien prolongef £ par une specmalisatzoa mazximale g du cOrps des fraetlons K de
A s mais on n’ p@athuemeﬂt aucun contr@le sur le c0rps M qu1 va etra engendré
pawlles éTgmeﬂts fipis de g(F) 5 On peat 5 1i est vrai , st arraager pour que b
suit aigebrlque sur I (encore qhe je n'ale iamals v de cas Ou l‘importance de_
cette con®ition soit &vidente) ; mais , mé&me alors , et néme pour de 1 OBS" an-
e {annelux de variditds algébriqueS).le corss M péu% ?affaitément s4re de

degré infini sur L¢ét n'a qﬁ“ug rapport‘é pen grés inezis&aﬁ%'aveélla pature de
1a a@écialiSa ion dont on est parti o MOn eﬁpéwienéé'es% hue iés'ﬁaluéﬁioas

{qui ne somt ‘apr's8 tout que &eb outils techuiques 4°usage nomentand au cours -
ées émOﬁstratlons} foﬂcﬁiOﬂﬁevt ﬁOu}OUﬁS comne O rdinations fau sens de Weil).
CettefiqgreSSLOn stest confzrmce wecammpﬁc dan S'?Y”ﬁvde gue j'ai faite des tra-

vaux L’ic Za?‘lskl sur les tr ansforma-tloﬁc« birati Oﬁﬂelle% . &tude qui m's condui?f

Q

silleurs & une nouvelle~déf:n1t;om des vari iétés (un peu &ams l?esprzt des Ya- |
%'é t4s de Weil - m%is sams'atiiisef jamals de eoor&)np es et par suite sans am-‘
voir-* passer &§abov& par les variétés avee wn vt buf thzs is another stdfyo;
Je propose 6onc ae comélnuer & utiliser valuat&Oﬂ an seas de Zarlskl (et a*au»
tres d9371ieﬂfs) on n@drralﬁ ) vwal dl?e au besOLn les nocer maltiplicatives
ﬁen% , pour acceﬁtuer 1’analOgle avec ies "normés" dans 138 anueaux ~Bn font
état de cause ﬁe m'oppose avet énergie au mot ”oralnatior“ 5 tout 1@ monde
salt ce gque clest qu'un coTps ordonné , eﬁ 1l niy g vra;ment pas lieu de brouil-

has 5 % : e




: : =G0 % - >~ A .
ler les iéées des gensé'sgf ce point .’Sﬁféu'v;ﬁt uﬁ}ﬁot.; on écurrait-atiliser
”iééi&uaﬁién?_péur les valuatéoﬁg;de_Weil ,aét appelérﬁrésida ée'ﬁ‘pqur v de:qﬁt
Weil éppellg v(x) . - - . ;

Quoi:qﬁ’i Téﬁ so$t'; Cn pourrait indlqaer leé dotlans suivantes . O peat dira |
qu‘une vazaa+1on v' est plus fine qu‘nﬂé #éiuation 7 @i l’amnean de. v'"eat eon-
tenu dans eelaa de v 5 v' damne alors lien 2 une valuatzon~v*'du cOrps des resiat
dus de v (1 appetle ai nsl X§§ le qaotient de 1'anneau de v-par son tdéa}} . d%
on g une c0rrespondanee biunivogne znire les velaabzoaq &u cOrps 6es résmdus de
v et lds valuatinns plus fines que v . Si on a une lawillé totalenent ordennde
Dar nﬁluslon d‘aﬂneaux de valuatlon 4’un farpS‘K s 1! 1ntersect10a de ces ape,
neaux es+ encgre ud anneau de valua%von de X . uecz dit , SOi% A un anneay de

éclallsatvon et’}g s0n idéal premier , I1 j 2 alovs (par Zorn} une valration
o aoav 1'annsauy contlen* & , don%—lPlaéal contzeat 33 et ﬁelle q&fiz n'y azt
pas dé valaa%lonfplus Pine avee Ies mérnes pvoprzétns 4 L» corpg des reszdns d°
cette valuatlon est alo%s algébv*queﬁgﬁF sur A/@Q comme on le volt en obseryge
: vant que si an corps M est svanscen&ant sur us nafps in il-a’j 2 qu'une valpa.. -
non t?i?:alé de M qui est triviale sur I ;_ { v -

Incféenmaﬁt = Zaflskl utxllse une Ou deux f@aé 1é fazt qae = si Ies Xi sont
des élemepts de M (surccrps deﬁz) algebvlquemenﬁ indﬁpendants sur L , toute va«
'baatLon w de. UKEELLE L Deut s& pfO»Oﬁg r par Lﬁe velvation w de M telle que lés
re81aus des x, pour w selsnt algabfiqaameat lnéépﬁﬂdaﬁtg gur e eorps dea résiav

dus de v ¢ cela n'eat pas bien: mportant - mals ne colite pae cher .

élf'Groupeshord03nes'g,TDut éé qu ‘o tlre des gzoupes ordonnds pour L'arzthmé»r
%iqag estAexactemeﬂt eefdui,ﬁé falé paé intervenir 1a strueture adéitzve : eleg
maigreiq Mais_9 si'on véut'}es gardér , vOiél uﬁe prOpoaltIOn traﬁSaétlannelle,
En.ce mi ccncerné leé grOupeq;multip1lcatlfs ; on ﬁ0m31&éreralt partout des -

groupes préordonues et 6o y lntvoéulfalt airectemenT 13 tefnlnologle arithnéti-

gue (mivisvbﬂLvte s pegbcudo,p iDal ooyt 1ement3 premiers). De cetie manidre ,om

froes



auralt pas é rﬁnéﬁer tous las énOmeés da ns un autre langage s Cé& gue 5e trouve.

*ptoléwablement agagant»o De plus , les resultats énoncés s appllgneraient direc

camqaz é I’arithmétzaue dans 1es gzqupes ; que eewtaLn3~généralisateurs h tou*

prix ai ment é eonsidnrer =  , - » _ : - V =

A

. Rewm a?ques diVGrses

12 props 5 2,n53 : &oit venir avec la notlon gt enﬁler 5 ello ex przme qu*un Ere
neau Toe +Orisl est 1ntegralement clos - ‘ :
D7 s les 4 l*ﬁnas gu haut sont trop elliptigues -

P.27 . Ne Sefaltall pas approprie d'avoir 1a aotion d*anneau mizai &‘un algOriﬁh~
ﬁe d*EBuclide ; le problame‘de l'bxistence d‘algorzthmes é*“uédee dens les ‘gorps
inagindires quadratiques est ap*és tout - & tort ou 3 reison é wn problémé néiéé
bre . Lo prop.l2,p.32 devrazt se démonorew peur ae tels anneaux 3 pourquoi 3é";'
@rivér 6@ ;a pfOp.correspenésn%e pour les entiers , qui est utlle a1’ OccasionO

D54 o demme de caUSo 'On ﬁeu% pvobaklemeﬂt+s en passer . En tout état da caum

se 1@*1@@%@ suivan+ est pluo 1mn07taot . S0i% %3 1gézl yvemier d’un envesu A
Lt}

Q4
&A
W
O
pd
&
=
o
{9
G
fQ
}...u
(@

orque et soient T et.& pclynomes & coefficients dans A tels -

que les coefficieats‘de”FG,soie&ﬁ dens JJ 5 alors les cCefficlents de 1l'un des

polynomes P ou G sont dans §3 (trivial par passage aux quotisnis sazvaatz}3)

Le lemne de Gauss se déduit dfailleurs de 12 sans difficulsé

- o

P.51 . Von éxa’rﬁépce o5t qu’ 11 est eommode 4°im pOser'quéun idéal premier ne .

(i
(@)
(5]
(o
&vh
]
]
e
o
]
o
0
e
o

e'est d'ailieurs néeessaire pour avoir 1'équivalence avec les
spéeiglisations tellés que les défiﬂi% Weil . '

rereice de lé Dl s =i A B 1&6 éiéments de B emtlﬂfﬁ @ur A fﬂrment an anﬂ'.
neau . Guand ba a les annesux noeﬁher;ens = on peat donnew de cel&.une démonstr&:
tion plus élépgante . Si x ét ¥ sont entlers sur A , ils somt entmers sar un

sous-anneau A, de A engendré par pn nombre fini d°éléments , dome ﬁoeﬁheﬁien'aOnv

X
3
s

déduit tout de Suite°quenAl{?;y}'es% module fini sur ‘4, , dong-aussi Ali§+yj’




: , . - =0 =
et Alikjj o a’on le résultat . o f - .

A propos des anneaux de Dedekln& 4+ Well sembla tout heureux d'avoir remplacé
'la “fousz noetherien" (que je trhuve quaat 5 moi fo:t 3011) par un “fCurbi .
kroneckerien" (cue je trouve absoiument affreux} Par atlleurs , cela l'oblige
-2 passer é.uﬂe extensiom normale (ee qui est une. des nombreuses inéléganoes de
la &émonstvation) et 3 avoir & se: livres en exercice 2 des cOntorsions nouval~
les pour oouvrlr 1@ ecas bu l’anneau do base est lui-méze de Dedeklnd 5 je& Veux
blen gue ce ne s0it pas partlculiorement lmportant gn pratique . Mazs ce n est
pas joli s et gui saaralt garantlr que des anmeaux de Dedekzna non obtenus gar
is th.2 ne se présentent pas un de ces jours ? D’ailleurs ,‘conxcrmémant aux
gab;ews e Bourbski , j'estinme que cela doit se faive au moyen
des gnnesux normavx o

Question des anneaux mostheriens .

BT mé parait de @lus'eﬁ plua:gaugrénu de f&AfE 8 pages de géndralités sar leg
'aoafhériens sans en arriver;guz héorémes essentiels . Je comprendrazs auton en
agigge ginsi si ies dits théordmes démandaient une somma'dyefforts,eonsi@éra«
bles ; mais il n'en est rien . Pour le montrer , j'ai faiﬁ uneg ré@aetibt','en;
g pages = , de tout ce qu'il séra jamais uﬁile‘&?sm cOnnaitre';jsi on_vouiait
se'limi%er_aux thécrémes;esseétiels ; les 5 premid; 65 pages dé ma redactlow se-

raient éuffis&néeslsrlés 5 et 6 sont des reguxzats plus fing ;, dont om a,;
bssoin de temps é autra : maia QL*On nourralﬁ au bnaoin démontrer quand om aurs
2 les utilisera;,Bu point ée Ve géométrlaue s & laisser leow cnoses er 1'état ,
nous sefions Gans ia sxtuatlon guelgue peu rldlcule de savoir. déQOmQOQer une
avpergarface en ses compesantes 1rvé&uetlbles , mBis pas une courbe de l?eSpaée

5 3 dimeaslons




IDEAUX DANS LES ANNEAUX NOETHERIENS .
Dans ce 'c;_ui suit» , A désignera un anneau hoetherien commuitatif , que nous Sup-
poserons posséder un olament unité (bien que ce ne s0it pas esezentle’)

1 Divi seurs premiers minimaux et cémpesafﬁ’aes =

On ap'oe].‘e diviseur 'o:emier minimgl d'un idéal O’ un élément mmlmal de l‘?enuc

semble des idézux pvemlers qui contienunent oL (ordonne paxr inoluszoa)

Lemme 1 .- Tout 1deal renier ui eoncz_ent un -idéal L Qoz:tlen‘c un diviseur
! P r g 20

premier minimal de g7 .

Soit P une partie totalemen“t ordonnée maximale Ce liensemble des idéaux pre-
iers con tar‘:as dans 9 qui contiennent a ;s lt'intersection Fo des igéaux de

? est un-idéal , et on a 2y IR i Te complémentaire de Zao est la rdéunion

1}

0
i85 complémentaires des ensembles de P, 3 cesc ompléme mentaires f‘ownent une fg=-

rille totalement Ordonnée de pariies mul’clpllcamveaen stables de A ; leur ré-

=)

inio

[

1 est done mu}.tlplicaj;vfement s’caole s ce qui montre que 7o est premier .

I1 est clair que %, est un diviseur premier minimal de oz,

I1 résulte de 1% que tout i déal qui ne contient pas 1 admet au moins fn divi
seur premief minimal -

Soient # un idéal et 4o un iviéeuzf premier m.ﬁ. imal de 1 _Or’é ap;oel_le 2 ~COUP0=
sawbe de OL l'ensemble 1/ des xe A pour ieﬁquels il exi ste un Y& tel que

Xy& Ul; c'est un idésl , car si x,x'6 ¢ et si y,y’ sont c'ies e'?em nts non conte-
nus dans % tels que yes, % ”v“agz , on g (x-x')yy'ett, ¥ % P> d*oﬁ X»X”eqé
et il:est clair que ax &€¢) pour 'tout aelh .

Lemme 2 .- Soient crun idéal de A , 70 un o‘tiviseurﬁ‘ pretier minimal deﬂz,et /{7

la y° —composante de O . A.loré : 2) ‘oza a oC 75; iy b) i1 il y a un 5’%? *i-el gaé

Wgr::,ti c) ?g est diviseur *oremier minimal de (;? s et %ﬂ est g2 propre ggmeomm

posante 5 d) il y g un idéal g qui uve contient pas 4 , tel que &:gnﬁl’f/

a). 5l xepr, ona x.lel.  dloh X&ﬁi! 3 81 xeg , il y a un y;éé;w tel que

s




SalaE

xyC%QJ : _d ou ::Cc;a b So:u‘; {x s 2e5%, }xm enseuwble f).n:. de genera’tnmrs de

(j{g et so:\.“t yigg@ ‘tel que X4 . JEUL 80Lt y=yq.-¥, : OD & FF yxg eﬁf,(l“" <m) ,a'oh

v ,c;.(/b et yﬁ}w parce que é@ est premier .

e}. I1 résulte de a) que v est 4i-

viseur premier minimal de Q] . Soient u et v tels que uvc.-.:,r;}f/ ”ngé 7o Ily a w

\vef !ﬂ tel que BVWEGL: On & W‘é? d'ou uc:_ﬁf cecli montre gue él; est 83 propre

2;9 —compasante d). S01t g:%%—ﬁy e yki,(,saut tel que yuf?cﬂl 3 ‘g et ﬂ[’ con-

+iennedt L . Soit g=a+uy un é1émens de ;‘3{\6? (q:’::-z/'lf’g aclL, ugh) ; Oon a uy=

]

sisgue &g, B -

2 . Diviseurs premniers essenﬁieis =

q-2 &0/ {par a)), 4'on ué&f’ (par c)) et uy€ve, gt ; On a done @:{Qngf s eb.

-

i1 et @ sont deux ‘iddaux de A , on désigne par i 5" 1'engemble des x €A

els que 72? ~ - Les propriétés suivartes sontg évidentes :

2, Si [ est un 1d%al contenu dans £ , gr i contient sl .

3. 53 p est un idéal quelcongue ;,{,;,:{?’_Gg::’ :‘:{4?'5;_ g}:;‘;‘ (ot 2 -

i, Tm @ f)f;, ot ”é;:g%}o

On appelle diviseur premier essentiel de Or un idéal premie r qui contient
& et gqui est tzl que & ?g#@ . |

suffit que {~ soit conternu dans un 1iviseuy premier =ss
= 7 s - = : —
Si i est contenu dans un diviseur premier essentisl o9 de OJF , i - contient

Oeppkt , dloh % e}-/?’* Supposons mgintenant que & Lo £0., et solt go un
% ; ST, &

£1ément maxiwal de l’anqefubla des iddaux ?ﬁ?

qufil contiert 7 7 dtant maximal , on a7s

(

24

Montrons que %z est premlar . Soier

2y (7 +Ax}C 2 u%—u[& X};‘fﬁfl’.z?@ C L, mais 23,*6;%05,

O s ‘gg, Az lor . dion gg,,« +Ax=72 puisque ~= €5}
= , :

I

1 , > / s 5 »
70, 2§, ; 0B & o C Oi2hz 3 de vlus o el A7) esi fééa‘; parce
v

=2 h7, . d'on en partlemlﬂer ﬂﬁ{"?ﬁ

%

+ ¥ et v els gue Xy € fo s yéﬁf;@o On a

puisgue _gjngz:% et y?{jﬁ - Done

marimal , ot par suite x@f;,@ ce

Lo
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qui vnon’cre que 3‘9 e8%t premier , done est un diviseur prenier essentiel de o

contenant g’

Gorollaire .- Tout idéal o #A admet au woins un diviseur premier essentisl .
11 suffit de prendre €=9% dans le lemme 3 .

Lemme 4 .~ Solent ¢r et @ des idéaux . Tout diviseur premier essentisl = de

& 5’ l'sst aussi de £z .

Cn a (G g'}:;a%.&::g? . d'on (@:ga}:gx(mag}?o ;f:’é:{,:ge et ﬁ-‘;zv;:’{& ; de pkug

Y contient o , puisqu'il contient &z,:g'” .

&
3 . T3éaux primaires .

- &

Un idda1 {f“ + dit primaire pour un idéal premie wg; si » est diviseur pre-

mier minimal de % et si ?’ ast sa propre Vi —-composante . Si 7 esé; un diviseur
premier minimal d'un 2déal o , la P ~composante de g, est primaire p@ur?«:
vestu du lemme 2 .

T 'rvf -3 _3 S = 7 =™
THEOREVE 1 o= SOIE ;‘/:’/’ un 1déa1 primgire pour un ideal p

)

emier » - Il v a2 un

n >0 *};el gue c 7 s pour qu'un x €A sO0it dans 2 il faut et il suffit
Yoo One U = o o5
qu'une puissance de x s0it dams ¢ . L'igéal ‘o est é la fois le seul clvzseaf

premier minimal et le s-eul divise‘ar premier essentiel de %, -

S0it }@ un CLi""lSEtUI’ premisr essentiel de gj = 11y a5 done un x%ﬁ? tel que
:\{-f}éz'c;:‘: g 3 si y@;? . les conditions X?ge&g = xyécj entrainent ye=n . On a
g é ]
: 25 sas ol sy - Naoe = 2 2
done ? {:?g , d'on f =’?”, puisque ;,»:o es% ‘aﬂ’,gs:ear pr@mer minimal de ? -
Soit Efu fj ZJ ; les Q;" forment une suite croissante §*idéaux ; il y a done
= . : :

an U tel gue ; ‘~€"j W Montrons que 1le ? - 5fil n'en é%tait pas ainsi , 7

: n A - n
aurait un diviseur premier essentisl (cor. au lemme 3} quli le sersgit aus=zi de
g7 (lewme 4) et serait par suite % ¢ mais c'est impossible , car gfﬁ:? =

':Q}'??n{?@ - :zﬁm—lzqn - On a donc 1{-;6{7?! d'ohn 2’@ C,z? . 5 XE% , on a.
x est t2l que % r/{ pour un m}»O s On a ¥& xm@?@ - d’oﬁ.xég@

e,

53 un idéal premier }@ comtient ? = On 2 X € ,d'ou x eﬁ;;@ / pour tout

Er




1o

Xa,zé%g d'oh 3&'3;@ , ce qui montre que 7 est le seul diifisgur premier minif

mal de Og .
Si ur idéal (f? est primaire pour au moins un idéal premier g}g s On 4dit que ?,f
est primgire ga . est alors uniquement déterminé ; et s'appelle 1'idéal premier

de ¢ . Le plus petit n tel que ;en«.::sz s'appelle 1'exposant de g . L'idéal

jcsr n‘est en gé é al_ pas lui_méme primgire ; mais ¥ en est évidemment un diyi-
seur premier minimal . ;@chmposam;e de ;@ s’appelle la pulssance symboli-
que n-tme de ? s et se désigne par ?"’(——) .

PROPOSITION 1 .- Si Cfl’”sgh sont des idéaux primaires pour le méme iddal urs

mier Mf:; coa est priveire pour ~s .
?10 fwl’h prive D 7 ‘

Si ;ﬁ est un idéal premier qui ne contient pas ?{o s 11y o, pour chaque=3
un v;é gs qul n'est pas dans Z/_}’ th.1) ; on 2 Xy - %€ tff,’ln”ef)/k‘ s €%

Xha‘;i?g," , ce qui montre que fj est diviseur preuicer minimal de églf‘z o {%/
Soient x et y tels gue ys;‘g& z nyg"iflﬂ, “o!‘;;;iﬂ : on ,-“Jé.{;fi (1§th ;07 Op_,
xé{,}li , et xé‘ q,flﬂ“oﬂ?}, s ce guil montre que g}fl{’}o,oz"u?hes*‘c 88, propre
e ~omwr>scmce %

4 . Décomposition en idéaux primaires .

THEOREME 2 o= Tout 1déal gpfA de A peut se représanter cemna intersection dfun

nombre fini d¢'iddaux primaires .

PosOns (Jé;’ Of « Si &i et déja défini et est #£& , sow é{g_! un dz,vmaur oreg.'

mier minimal de ¢4 , et '?i 1z J¢1-composante de gL, ; il existe alors ‘un idé-

al Oty P p; tel aque Cy=ty 30G; . Qon Og 40 .

5% i

o)

a suite d'idéaux (@ )|
étant strictement croilssante , n's gqu'un nombre Tfini de termes ; si O,3=h
on a = (flﬁ s (i ﬁf_f s oy 193&}!1 sCut tous primaires .

I1 ¥ a en général plusieurs représentstions gde g7 comme intersection d*iddaux
primaires . Faispnt usage de la prop.l , om voit qu'on peut en trouver au moins |

e ., soit &th \{ 0}' qui possile ies propriétes suivantes : a) es idéaux pre-




ray
wiers des ¢/, sont tous différents 3 b} aucun des 4}71 n'est contenu dans 1'in-
tersaction des sutres . Uns ’celle représentation est dite réduite ; i1 y 3 en-

ccre en générgl puzs* eurs wepresem;a’clons réduites de oo .

T”—'{’)POSITION 2 .~ S0it Ot= :,‘?‘ln il 6’;’ une représentation réduite de O comme

intérsection 4'idégux primaires , et soit 793 ilidéal premier de 4/; . Chague

}@i est aléers un diviseur premisr essentiel de ZL. Si 72 est un diviseur premier

minimal de g , 7° est 1'un des R et si ng?ai > c}f’l est ls é@=composarxte ae
0t «
Soit é—; 17intersection Ges 41?']" pour j4i . Si x4 , pour que x%ﬁi s50it dans

"Qi:gi . Puisque

0L, i1 faut ot il suffit qu’il soit dans g. , d‘oh &: @iﬁ

{‘i (i‘; g, . 0na id Uir&. , % Q]Qz g admet au woins un diviseur peemier esse;
tiel ? aga est aussg divmeur premier essentiel de 7;7 . d’'ou ;@’:{;‘éi sy €%

de ¢ {lewmme 4) , ce qui montre que 7%, est diviseur premier essenticl de gz .
Soit g;?é un diviseur prem_ier minimal de O ., et soit 0"’ la ?amcomnosa;ate de &t -
Si ?@i s 7P ne contien;t' pas'f?i =1 ;11 yauny, €, tel que éf’léf

5 Y nb e
1l'exposant de '?1 s 30N yilé" ?i ; s0it y le produit des y pour ceux des

%.53 \
R

indices i poar»}.esqae}.sv ?1%?@ - 8i y n'était égal & aucun des Yo 5 ¥ Se-
rait dans €2 wais non dans ;s ce qui est impo szbl . SUpPPOSsSonsS que B =
% . ce q . Supp q_ P =p.

on a alors yé& e’//{ ;<0 y“?’i? . 4'0h g, C

- De plus , si zedq
74 _

4
¢ ;
y a un %gg gel Wwe y'x€2CYH, , et puisque J%‘ég‘ﬂ y X& fji S G'ol ff@‘?l G

0g a donec ?:731 - _ : ‘

COEOLLAI;PE o Un idéal 6c de An'g qu un nombre v”z.m de diviseurs premiers mlxzi-a

o

MnauT gg’l“"_”?g et i1l existe des m >~ ) {141{“@} tels gue 1! 1nt@rsec*clon dc«s

ms
Zﬁ*ﬁ'i soit contenue dans CL .

Utilisons les notations de la _démonstration de la prop.2 , en supposant que

3@19 - Q%g soient les d1éments minimaux de lf‘ensem‘ble 253%1_9 o ’z?é’ h%’ - 11 sufPit




< ___"‘_ 3 : i 5 ! \;_" B 3 ,-:-: T = 14 S V = £ ‘; i : N_ /__: = e o e /:’/,
de prendre pour . le plus grand des n; pour les i tels que ;ajc 5 si

"‘:fr;;,»e‘:‘,;foi s> on g alors en effet g@ ’C 'Z?mlcﬁjf

5 . Passage aux anneaux quotients et anneaux de fractions .

PROPOSITION 3 «~ Seit #fun idéal de A et soig @ 1'homomorphisme canonigue de

A sur A'=A/ . ﬁgb est un iddal FFEAEIEF gqui contient #4 , pour gue ga(‘ga';
s0it premiev , il faut et il suffit que % sS0it premier . Supposons gqu'til en

7 : ; = o 8 e
501t ainsi , et s0it ¥ un idéal de A guli admet » comme diviseur preaier mini-

&
la?«

'&u

c‘i"

mal 5 & (2] est glors un diviseur premier minimal de (#(&-) . Si or est

composante de ?§>+ﬁg, < (&(f?‘} eﬂt iz %p([ﬁ}uco nte de gﬁ{g«)a

Four qu'un id4al s0it premier dans un annesu , il faut et il suffit gue l'an-

neau ~uotient par cat idéal soit un anneau d'intdgritd ; 1a premiére gssertion
= = = ~ £, S o At !
résulte donec du foit que AV/(.{é*(g"ﬁ} est isomorphe & 4/% si ?st.é, - 81 p'est
., : . : —f
un idéal premier de A’ tel que §9 (€ szc: 2 (5‘6} , on a , puisgue Z.ff;:(f(cf {ﬁ))
H v
P -1, 3 =

trcw(p )cen , et E/ f) est premier , d'on g/{zc =%, P=@(r). Il est claiz
. . :

que &f{; est encore diviseur premier miﬁimal de i+#t 5 scit C,ﬁ‘? la 7 -composante
d'é_ ’f-w%"' - 11 y a done un ’fg‘;‘b tel que ygc £ 1t . d@‘ Cfé‘f)?( }C%ﬁ{afrw_‘.—.
tij’{‘é") s ce qui montre , puisque .f{a(y}é—; b{ﬂ‘ﬁ)' , que f(ﬂ* ) est contenu dans la
ga{;js}wcomg e de (f%{%} 23t inversewent x' un é1lément de ceite composante;
3 ~ jf:} 2

il y a alors un y'€ A' tel que y° é iz é,‘«a ) ,,:»{"W’s%z?ﬁ{vw' =51 x et ¥y Sont des res

7]

: 8 - 4 -
presentants des classes x' et y' modulo s On 5 XV E&E %49((?9{54};:54?%@ et y%f/’,

w

d'ol x££ {3 , et var suite x'¢ ({/’(C}? : ff{%ﬁ} est dome 1z ?c{g’e J=compcsante de
3 g : : ¥ s

" COROLLAIRE .- Les notations étant celles de la prop.3 , sic / est un idéal de

A' primaire pour {i’? (f%) s il existe un idéal %@g A primaire pour =s =2t conte~
nant 444 ., tel que lf(cf )= 6?"1
_— ; ¢

11 suffit de prendre pour 0! 1lg ?'e:wco‘mposante de

D
S

PROPOSITION 4 .- Supposons gque A& soit un annean d'intéderité et soit E uns partic
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multiplicativenent stable de A qul ne contient pas O . Scit o+ un idéal premier

de A et"'soiﬁ 'Jw’_'l? idéal engendré par 4 dans 1l'awnesu des fractions Ay de E .

Pour gue ?g" s0it premiar , il faut et il suffit que » AE=F . Supposons qu'il

en soit ainsi , et s0it e un iddal de A gqui admet e comue diviseur premier mi-

mal 3 1'id8al q! encendré var ¢z dans Ak, admet alors ?a’ comme diviseur premier

mini®al : si 7 est 1la ?ucovﬂposante de & , la 2@’-—9@@‘903&111;9 de ofest 1'idéal

%9‘ engendré par e?; dans AE s et on g ?r.Angy’ - SOA% &ix?iﬂo;om,,gi{h umg re—

- présentation d'un idéal ¢ gquelconque de A comme interseetion d’iddaux prima,irag

Si @’est ®'idéal éngendré par (z dans T 2#'nA est 1'intersection de ceux

des g, gui ne renconkrent pas E .

/ n'est pas pzsmier . Suppo-

Si fggﬁE;éﬁ : ilrest clair qué le'gbi s dong que P
sons que j@qE..ﬂ soient x’,yf des éléments de Ap tels que X"y’/’é’)l ; on sait
gue /éfa ‘se compose des dléments de la f‘orne = 12 ; ot zs? s 2eE . Il existe
donc des élcme;ats e,f,z de E EXXE tels que ex',f y soient dans A et gx Pyt dans
3 efpxiy® est done dans g0 ,: paisque gé{s . 1'un des elemep‘cs ex' , fy' est
Gans y 1'un des elprnen’cs x!,y' est dans 2@ puisque 1%’? ga ‘380 pPre-—
mier - Supposons que #o soit d;lvz.seu_r_ minimal de 4 , et soit 2@ ‘ yn igéal _bre-
m'iéf aé A—‘ tel que 521 g@c %@ ,gx "aa est alors un z.deal premle}? de A conte-
ﬁan‘&, Jg, et contenu dans 2@ {car % nA«-é@) ci*ou e’? f;Aw‘;}’a et ﬁ ga .
quz montre que f@ est &unseaf premier minimal de ! . soit ? ‘la yzwco:aposan%e
" de i , 8t sodt y%gj tel que yg?csfg ; On o aigfcs yg/,z;gig = yégz ;s de sorte
qgue g;f est contenu daus ia ? —~composante de g?”l . S0it inversement x’ un élemenﬂ
de cette composante , et soit y' unm é1ément de A’ non contenu dans }g tel que
atyt C,éi; . gxiste’ des elements e,f,g de E tels que ex’ st fy' soient dans A
ei;.',gx’-.y' dans'&g o vOn g _efgx'y’eﬁp - ;zj:ais gfj;‘ n'eat pasg dans..;é ; dfoy ,ex’@a&
x“é,?;’ , oe qui--mon{;re qué‘,'q/’. e_st"la;?@’wcqmpoaeanﬁe ge o/ . Soit'maintena‘nt.

0L = ghﬂ.o,;n (fh une représentation d'un idéal oL comme intersection d'idéaux
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primairaes . SuppOsOns qb.e c;;il f"lE—-ﬁi pOlt’f‘ lﬁi«:g ; ajinﬁ;éﬁ si 1;>g . Soit &71 pLEE
deal engendne par J). dans Ap soiént 'ff-?i 1’idéal premi.er de ?i et ?"l 1“:«.dé-»
- al eﬁgend?*é par ff’ dans AE < S;. igg , i ne :reneontx‘e par B, comme 1}. résulu
te tout de suite au fal-t; cu’una r&@ssaﬂce dfun; élemem‘t quélconque de 3%2 appaz‘» ‘
’-1en‘i; a ﬁl et que toute puiqéance dfun element de o0l est dans E o Soit x un é-a-‘
1ément de‘A(\&?l ; il y a un ecE tel.que ex@g;}_ e’c-, puisqus e%;wi ;, on 8
X & %?i , ce qul wontre que ?;ﬂ A ‘?i’ si i<g Lf:adeal Qb/engen&ré par &1_ c'iazzs\
Ap est évidenment contenu dans ?1 ;i dfat o7 f‘:AC L;-; éf’l . 8i 4?}% , eho:.sig.-
sons un e c qJnE : et soit e=e g+1°%n - 3iu est ua d1ément de - z;yi s On 2
eucqlf‘n. n?h.— gd’Ouqu(}A,ona.donc {)tt’}A-—'_ﬁ {ii.,

COROLLATRE. .. Suppbosons gie A né contienne pas de diviseurs de O ; spient o un

idéal de & tg un divisenr premier minimal de 4 . Si A* est l'anneau locel
de e . eb o 1'idéal -éﬁgénéré par ob dsms &' , o1’ A est 15 70 ~compesante de
h . : e ' = - =

58 existe en effet une repré’wéz:tai;ion. de ot &onme iz:i:erseé‘z_i.on d'idéaux primai-
res &onJ PRALLE est 1a » —composante q r}re 7% .,_;.ea autres ?’l“ox?h ayatt HEE
ieurs lcieamz g**am*e?’q tous ?4{,9 s 81 21 et 1%i¢ éa,L premier da ?i = ?i nest
pas c'untei"l Q&DS »ga' Srce qua no ast ux &u“’eeur premv er minimal de o et
contiant un eigya ; il ¥ g ure puissa}scé de e, dans G s ce qul mrntwe que

9q

suite de 13 dernlese assertion de 1z Pny.@ -

‘#enc‘.atre 12 complémentaire de P 3 ue ;;'~r013ag.m résult,c 2iors tout &eA

f=te-

5 . L'intersnotion des puissances d'un idéal .

PROPOSITION 5 - Sapp“sbns que ] “ideal {Oj de o’ scit prz.maire . 91 ¢4 a3t tn i-
6@&1 de A qul ne contisrt vas 1 ; on a5 {"\& -53}’ : :

Nous ‘gt’ocederﬁﬁs p‘ar 1'absu:cﬂde‘ : uhppOSOﬂS 1s pmposztion fausse . L’ensemblé
des i.dé’aux primairas W da A tels que f"\-(gg"ui J ¢q et que 1¢0[ +? n'est

pas vide puisqu'il eOﬂtlnn't; {O} su.zt g, un idéal Saxinsl oo e ooenb set




»
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s0it l“idéal premiex' ds 9?0 : Posoas A* A/e/; - ?/d; ?O/&;’ o ¢ i1 r’ésulte' g
lors de la proD. 3 que ?/0 < est un dlw seur premier minimal de 1‘idéa1 nul de A°
et qve ¢e dernier ast sa- pI’OpZ'e ;mo omposan-{;a s done gu'il est primaire aSoi’s
07 un fdeal prlmaire de A’ &11"feren‘t de 10} 5 01 @ alors 7 q,/?/o 5 Oﬁq est
un id4al primaire de A contenant 9 5 at. ;470 (eoro 4 Ia prop.3). Soit EXXX

- ' /n B . : ' -
51+0[ )/{,70 s oma g’ =(o; +¢fo)/f/ et o° +f —gz -Mj{)/ﬁ‘o ; on en conclut

qﬁe ¥ J{O* et jgue , Ou bien le & +&’[ , Ou vien i &2.1/ . Nous sommes

N=4
donec ramends i prouver la pfon 5 s@us 1'nypothése supplémentaire suivante :pour

tout idéal primnaire ?« , Ov bien m&‘z, cd o, ou bienle ﬂ.f,w}/ . 501% 72 143
2 i
déal premier de ”i €zl primaire 5’0} s S a{C% , 11 y & un n tel que ozn-.-z‘ol
et ﬂaﬁ f O} . Supposons que @éaﬁo et s0it y un &lément de JL non contenu
n=4

dans )fo . Soit ¥ un elemen-t #£0 de mﬁz, ; puisque yé 7(’0 - on a xy£0 . Soit

=i
5z§y—- ( §02§ une représentation de Azz:] comme intersection d*idéaux primsires . Si

f"\ :
¢ Cﬁil , OB a X& (’?i ; pour chacut des indices i pour 1esque7a cels ne se

T

_5}1”06_0_2.6 pas , il y a un qiéﬁf ’re}. qm a = 1 (mod.4) ; soit q le produit des

e
A

q. pour les indices i tels que '\yz, gt,é;; s - Op

5 done }qu 5/;71 pour I<igh , d'on

a
}:quxy : éerivons xg=bxy . be:A‘g d'ot z{g-by}=0. On g g~by =L (mod.cr) ; soit
j-by=1+a , a €L . Puisque %40 , x(1+8)=0 , on a l+a €y done il existe vn n
~ ™ = = (4] : % : ; o - :
Z0 tel que (1+a} =0 ; mais (1+a}? est congru & 1 modulo 4L; puisque (1+3)?=0,
on 2 1€l , ce qui implique comtradiction .

G, : = :
THEOREVME 3 .- 3i ZLest un idéal de A , pour que | | # 0 , il faut et il suffit

: Tz ; :

gu'il v ait da A un diviseur de O congru & 1 modulo 2t .

Supposons que ﬁ m”%{ O} - S0it {O}: é}’lz"a o af‘t{}’,f une représentation réduite
55;’3 ﬂO/( comme intersection d‘idéaux primairves ; il y 8 au moins un i tel gue

[\“{9(, (f;‘f"l { sSupposous qu il en soi% alnsu pou'r* i=1l. 51 mf={01+:ffl}/ﬂ, l,l?ina
st ; -/
ﬂ‘ewsecmm des puissances de o/ dans A9~A/é;ll est ;éﬁoj;'de plus , 1'4déal nul

. z = S
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de A/Ogl 'est' primaire . 11 en .r.évsal‘cé en vertu de la prop@S Que le OL’ » dfon
1€ 0, . Soit q un élément de 6‘;1 quis esf% =1 (mod.0r) 3 notre représentatior
ok,

d'ch gx=0 , et g est un diviseur de O . Supposons réciproguement qu'il y ai% um

Gk

de fO} étant réduite , il y a un x40 dang Q g4 5 on a2 alors gxe Q“?’ i

ac 0L et un x£0 dans A tels que (1-2)x=0 ; on a alorws x=ax , d'0h par récurrencc

Lzaﬂg pour tout n ., et x‘ef/g%i ﬁZ,n 5
e |




