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per celle de»%>(3§)90n peut supposer gue gy est une scus-algdbre de‘?ﬁf{V} et
. : :

gue fs est la représentation ide
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BAPPORT SUR LES ALGEBRES de LIE (III)
LES PROBLEMES DE CLASSIFICATION.

ao—oaaaee@

i.'objet ﬁa cette partze aa xéﬁp@ft &3t ds pa @ﬁi? é ia clasaifzcatigﬂ
compldte des‘algébfes de Lis simples sur un corps algéar;quemaa%,e;aa de
caractéristigus 0 , sinsi gue de leurs Teprésentations. Aprds é@la, iz
théorie contisnt emncors iz classificetion conpléete @eg.&lgébéas simples
sur le corps &eﬁ\réalss que jé'ngai ga@ﬂféﬁi ée ; c'sst seasiblement plus
campiiqgéaqae dang le cas algdbriqusment clos.

] 15, - Lﬁs"ssﬁs;ghséﬁaas DE CAREAN . -
Pang toute ceuﬁa gaffie du xagycvt K dea¢pnw;a {ﬁauf mentién du'

cemwim} un eorpe alg és qusment clos ds carac téristigue g, eb %

zne alge“:;:s {3.8 Lie 5@ml=s.‘; gia ﬁuz X -
Un elémem; de & agt g@;}alé %ag;mal {resp. :ni }.g gtenu) 2i son opéra-
tion ad jointe est daa,éczzml@ (msp, : ailpa‘%:mﬁ, } -

9 aam 86 reprégenieor gomme pomme dfu
_81ément nilpotent gui commutent entre sux.

L'slgdbre % est isomorphe & son adjointe [oar som gez;%fé-s& f~§_€;}} ).
I1 suffit donc de démontrer le lemms 1 dans le cas of % ‘st une algébre
de ‘Lie'dffen&;;morphismes atun ?e-e%s;rial'?;; Soit alors B 1'ospace des
_enéem@rpﬁiameﬁ de"‘g"j s:i xegf -, B0it £ dlap Zigatiém ‘f«-—;}[ X_g‘if] -
dg B | L’opémﬁi{m f esc done une dem%z on de la structurs d'algdbre
de Lis de B , &t zn.;.lm aeﬁgewa g . Soie: a'compcsanta diagonale
S est diagonsal, i““z
ilpotent, que }: §‘;".«;} f{%‘ﬁ O et gus 7_ =14 +f on en cenclu’s'

e
&t la compesante nilpot ente.de';%‘ : on ssit alors gue

que "’-‘ﬁ a8t fg sont les cammsantﬂs disgonale et nilz @tema de f‘ .
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Puisaue ce sont des polmm@g ) :5,;,, foetf appliguent ¢ dans lui-mbue
i & s g e .

ot induisent par sulits des dérivations de ? . Il résulie zlors des la
prop.3, §7 quil exlste 87 ot X' dans 4 tels que £ (Y)= jang
: 2
ad 8! est diagonasl, ad H?

i”ﬂ.éi‘;“{} g{ﬁﬁ?ﬂ? pour tout Y é ;éf, . On voit qus
R =5 =

9 ES';W‘; sont dans le centre de 4

donc égsux & 0§ ., Liunicité de lz déeompositior résulte de 1'unicité des

gonposantes disgonale st pilpotente de ad X .

Lemme 2. 81 X est _un élément ﬁiﬁgma}, dse Z et p une représentetion

5{Z) st dizzonal,

en offet utiliser les notations de ls démomstraticsn du lemme
gug ¥ aé’s l'eepace ds p et que o set Liapplica-

A 7 2 & o= 21 £ X,
ians ¥V . 31 p est fidéls ; sinon, on se ramens au

o

&lémants de § . Les elemez’z‘t:& x

o
=4
o
o
o
&
<
D
v}
@&
{3
pau?
2]

de V tels que Mx=0 forment donc un asous-egpace U de ¥V sisble pour Z

2% "&'f’g‘a; pulisgus ¥ est nilpotent. Cs S0US-88D8068 égt done V tout sntler,

lemms 3. 81 ¢ ;ég«a.}%, il exists un élément dla_g opal #0 de 2 .

Lo

En efist, g . &tant ssmz»simpl,eg n*sat pas nilpotente, st eczzti@zm paz
sulte un élément non rdilpotent, de sorte gue le lemmes 2 résulie du
lemme 1 .

Définition 1. On eppelle sous-algdbre de Cartan do ;0{ up_ §lément

meximsl de 1'ensenmble des s'ougsa.}...o:é"amg £ gui possident lss propriétés

sz;i*g_a;ztes : &) topt dlément ds 4 oset diss zonal ; b}“ﬁast abélisnne .
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» et g0it ¥ l'espacs d@
- a.i w une f@n@mon 1méaim gur 4 . Op dit

m

eg.gf_;ug ?ag tagg g_gpammnt 5w > g(h}x—-w{a}x pour tout H eﬁ :
M p m b4 gst é.e naiég q .

:‘ﬁ;,rtant_am_mma w %fé"t ’i ug élémsn‘t d.a g,

mmraema o . Lo mm@ur g:aa? }z. _;qg__ment a.z.ers 3 la
fezzetwn ko, . - - ) : :
i Heh ,oma plE) o(x)x = 9(}%2) p(R)x + 9({5@,3]}3 = w(ﬁ) pia}x '
+ ol8) p(X)z , oar (4, i) = «(B)X ; 16 th.1 est donc ﬁémmtré. - ‘
Coroliaire ?. ,;; a+a nlest pas u 1&,‘;fﬂw_ - p(X)z = 0 .; ,
_ corellaim 2, §i é_ss elémsgts Z st Y de % a.amiamem { ':
a2s B, [ ,,,*z} aggammm 4 e.ﬂ?s X es‘h pul si a8
' ‘E’héaréme 2¢ Sai‘%.' ¥ lieg ma@ee é’zms r@nreaexztat en s de % . L"Hejsgace

n' gzt ., 4

8L Beh |, p(u) set disgonal (lemme 2) ; les p(if) forment dome un
snsenble 4! enéiezéorphis&es; ﬁiégﬁziaux' aul commutent ex'zfra sux ; i1 r’ésuit'a
alors d*xm théorame amn conou qzzfil ems‘ete une base d¢ ¥ *g;s,r ra.ngor’c 8 .
laguslile }.es plH) 56 zenreqantemi; tmm par des matrices diagozzales -

les 4laments de cette boss appamiemsm des poids ds p .
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Goroilaire 1. Soient X, e i oK, dos éleman@ de 4 gui sppart
4 _des ra%nns aﬁ :"'#‘*'h dont 1o gomme est 0 . 81 o est une mn;ﬁse:m:as
tion de 4 , Sl % pl3) |
Posone BA aik )“.;3{3}3) et o= %ﬁ, @, . 81 x est un vecteur de V

gui sppertient an poids w , et 81 k 70, MEx appertient & wika . OT p
n's quivn nombre finl de poids ; om peut dowo choisir wn k> ¢ tel que
ke =ne puizse pas sléerire comme différence de deux poids. I1 résulte.
elora du th.2 gue =0 . : '

gggg,fnu%. Liasesrition @aﬁ p n's gulun nam?:;z’e £ini de poids se démozatm
o7 obsarvant que, =i {»4 ;.,.,xd ; est uns "é:a{sé de ¥ e@m};}osée de V@@W&fﬁ‘a
qw..i apgaz’tmnnem & des poids W,i,“qwd . gaar"qa‘un f%ié@ de i ag;par;
"smme a. ma pc:;d.s w , .z,l fazzt e”c suffit gue % soit combinsison limaim
des Xy z}a 1@9@1@1& W, .

3

Gcrﬁllaim 2. Sciezzt 4 gﬁ f éﬁa ez.nead@_ % a@zxt ~

‘ 'zsaz*tszmm 5:?. ces x"acizzes. On & asl@

6t goient. X et Y cze« 5 @len
Ty (&ﬁi F)(aa ) = i) .

Bn eﬁ‘et (ad %) (ad Y) esg mlpaﬁem en vertu éa ear .

"'”"Cerolla.g.z*e 5. § a g5t une I raeiae da A - i1 en eset ae meme de -q .

oeit X un élemem, apgaﬂ:enm% 2a. 8 -a n’étam paa zms racim, 1.1
msul’semit 3; cor. 2 qué lton aura;.t Tr (aﬁ }(aci Y)»O peur tout Y€ %

o qai em’: impeaﬂz.ble ruisque gc eat seriies ifapl,a.

Garallaw@ . g{% z £ 11 emats an moim r

recines 155353&3.2‘*@2&3 Jndépendantes.
Car, ‘aciv B un élément de 4 tal guse m(ﬁ) 0 pwr sau?.a raciﬁe a <

11 réen @ a,}.:)m du 5?}..2 gu@ b {as*a ﬁazxs J»e ﬂﬁntre’de % ﬁ’a& H=0 >
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80it g ’1@ aaaa*&apaeé de é{ em@ndz*@ par leg élémenis de g qzu
appartisnnsnd é‘ ia raaizz g ?f(,;,: - est done ng'ae@mhle des élémw.m de
% gui mamt@n‘i. aves cenx de £ . 51 X ¢ ¢g et slY _appartz.em;sa .
une raciae as.]é g , 00 B Tp Eaﬁ X¥Mad %) = o \m}r 2 au th.2). La forme.
bilmma re i‘onﬁ:%@m;a&e éa % ”z’é ant _Qas dégénaré@, 5,3. en résulte qu@
ga matmet.z.m 3 } el gz a! paw éégsz:rrée; Pout &lément diagonal ﬁ
s g;fa  est é.an@ % - n émaw, vpuiaz:;m H ggm;mte airec_tgus les 616-
ments é;é £ ﬁui smt suz-némes diagsnaax; tout él%rﬁesi; de 1’%&3@,@9
‘.@ngemré yar ﬁ &% ﬁ %t dmg@ml : c@‘a aapae@ est é.'m.c: %atamz éma -
ﬁ an vsrtu tiu. c,e,me‘tére mam zl de “é% , Ltglgébre %} ne gszzt conte~-
mr &ueme a@&S“ﬁélFmb?S s@m»smrls 1 ;i%}} En effet, 7 con‘i;i@mmit
wom un elamer'% 'zi«f'% - tel que sf’* k; 26it ai%an@l s 11 r@sultem,it du
&n.2 {app}.iqué & }, mprwsemtaﬁmn de 7 induite par la r@me&eﬁ@%tiw
aﬁjbéﬁte@é z ) que H semi* :a,z.ag,ezze,la dont coptenu dans 4 ; ma iz,
4, étazzt dezns le centre de g@ , B sersit dans ls csntre de 7 .

‘ Q,-.,;’f. ést }irap%s%’b&@. 11 i’?ésal%@ done du th. de Levi :qzze ?g esfc
résoluble. 81 ¥ est un élément nilpotent de 2, 3'%6» ¥ est dans le

‘radical de 1'algdbre asso ciative engendrée par les =2d X, X g;&

L4

(lemms 1, 214). I en vésulte que, pour tout X € g &% , {ad %)(2d H) est

4 oyt
nilpotent, d'ol 4T {3," X)}{ad §) - 0 5 gt H=0 écit ma,m‘tanant X un él_éa
ment q‘zé.élc:onqée de gg@ , 8t moit X=H4H , aﬁ' B et ¥ sont dans %

" disgenal, ¥ nilpec@zxt et {E; }«0 . M@ s, ;;&':E et 2d § sont les
campoganjag diagonale gt ;a mi:eme de 2d 4§. - e‘s peu.vent stéerire comme

polynomes en ad X . Pulsgus @i X c@mate; avec tous les éléments de ad %« ,
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= 5{»(’ o=

i1 en est de mme de 28 K ; la apﬁéa@nuauim &d}gmta 5,@ g shant

fiddle, ¥ oommuise avec les &léments de £, dfok BE Y % et par suite

o £

F=0 . On a dome X=Heh et =% , os qui démontrs 1a prop.t .

Hobation.

pour téii"t Be ﬁ ; ﬁmw apmllﬂmm ﬂ 1'4lément dusl dé@ - m&?pii?
cz»tmsz w —a ‘&st un wazﬁcrgmam@ d.u dual de £ avec £ .88 ésfi
un élémezxt tzaeleam de £ . nous nﬁs%mxss v}

| 431,«:;;:@{ <
'_ -g‘i; $ ‘81 W, w? sa;‘;t des ezzs‘@i&szs ;mé@‘wes sur ﬁ ; nous p@semm

Lo > = LEELS = wE,) = @)

?mmsxtmxz a. g0it o e mgim %@3 és cgﬁ 3 ucé.e-:em z t ¥ é@a

& Lpar b@

eléma%s de % ﬁmﬁt%ﬁ?ﬁ?&@iﬂ@ﬁ o 8% -a rsggactivsmnt

.zzaalg f_iﬁ} <“;‘§f”>ﬂ

Yiélsment [2,7] z,z,i::}art.aam a 1z racine 0 , denc ast e f?‘,rZ
Loy $

_ {-gw.mm.‘ffg};”sz z{-a{%‘, i ;;;?:f,\,;;'j;;v Zw L1 > = @(a%{ z;};
ee gui démontre ls prop.2 . -

S@itﬁ-c@né un éli,.émeﬁ;:j}{{z &;}par’semm & a . 11 sxiste alors un

7 e tel Q?ﬁd;ﬂz > #0 ; or, 0B 8 /&;u} =0 pour t@m 7 qui
sppartient & une racing # - {cor.2 a:a.p '%;&_,2 . I1 en résulte qut 11

existe un ¥ sppartenant 1, Un & alore

3

? 7 T ',., = @ !;;; 9 Ty
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 Les élézaem;s Zi&. , Xet ¥ f@rﬁmn‘é une base d'une sous-algdbre &aﬁja da
dimezxgion 3 de g{. . De plus, a,{ﬁ@) n'est pas nul ; cer, si m(%‘i 3
"'étgi%:. nul, B seraif dzne le cenbre et dans l'alpdbre dérivée de gZ@
et 11 en résulterait qus ad H sereit nilpotent (lemme 1, 91 12), ce qui

nf@s%;' pas: On déduit tout de sz:ai%;;ca de 1 que 4 , €2t simple. Les
: b .

4

propri &tés famammaiw des polds et raeima provisnnent de 1'étude

des mpresemta:%igns des algbbzres g{ ;
: : o : @

§ 16. BEPRESENTATIONS DES ALGIBRES SIMPLES DE DIMENSION 3.

| ane 60 é . gL a,_éaz,msa a une a.&géh:m de Lie simple de mmazmi@ﬁ 5
qui 4 une base iﬂ,,é,ﬁ} t@l@ qus " - -

(1) -E,&j =ax ; lmy]-= ey Lz, ’z}s
oh 2 véa%;- wn &lémen 72@ de £ %ems z&éaifmemﬁs per U l?algebra assoc ig-
tive sniverselle de f';,- : U oest é@ﬁcs engendré par son élément uﬂi‘ts Iet

6.“'{"

_gar des éléﬁa&%é %,¥ o H gui sont liég par les I@l&ﬁl@ﬁs (1} : nous
pagﬁzéﬁs: Xléﬁgéﬁééi . w@éi ¥ un g@lgnﬁm 3 caefziai@nta éaﬁs K oﬁ 2
alors - . : o
() EEX = m(wD) Rt b w(md
on voit eﬁ‘ ffet tout de Suzt% par zacary@naw BUT 1 gue ces fgrmulea
sont ?r"az;ea }i §"€,Ei}': . On démontre @gal@”‘@ﬁ‘t par rém?rence sm’ n
les f@rmul@s ‘ : ' - ;, .A_f
5 {ﬁ Xﬁj : pax® ;. ' Lﬁﬂﬂ}z ;ﬂaY"ﬁ‘f‘:”
i - i ~(1f2)(581)a1) ; [r.2] - —enx? %%{1}2)(34 a1y
Soit p u:a? re;@;'eseatafion simple non triviale de gz (ie. o 'n?applz.que
pEs tous les éiémen’cs. de gi sur G)..'I Posons D = p(H), 3{}, Q-.G(YZ)
Il éa’a ciaii’ que le gous~espacs ds . g; @ns&;md*é r}a;i' B est une saussaméor@

de Carten de ¢ ; B sst done disgonal (%h.2, @ 1) et P et Q sont




e é%q@ =3 ;
nilpotents {cor.4 su th.2, & 1). Il existe domc un vecteur #0 de
llsgpace ¥V de la représentation qul est a;;apliaué gir O par P , Ur, on 2

DP-Ph=g¥ ; les vectours qui sont annulée per P forment done un BOUS-SEPAC
W de ¥V qui est appligué dens lui-méme par & . Puisgus D est &iag;@zzal y

la vestriction de D & W sdmet au moins un vecteur propre X . Il existe

done un =zfU tel gue Fx=G , Dx=ex , of 6¢ K . Posons Qfx=x, . I1

Pz, =i0" " (B-(1/2){i-1)a)x = (e-(1/2)(i-1)a)x, 4, (2 p1)
33.:-"1 = {,;imé - ;‘r,agiz = {s=is)x, (12 Qy)

Euiaqm Q est nilpo ytent, 11 existe up entier n 4‘?,;*;.; tel qaa A0

X =0 ’; on & d@m @s:-'{”&j’a;jﬁﬁs ; ;E’s@i::’: réciproquenent '%? un e"*pm@ ?eetao

b3
rigl de &ﬁ.@mﬁmlgﬁ. o , ot soit éx ,ﬁ,,,,,,;fﬂ} u;m ?‘*e;,g@ de e@i; @EQ@Q@;

DELLY ismcng des @e”%i@um D,P e‘t o] de cet gspac% par l@s fez‘msf*es
' Bx, = {(‘t/’g}ﬁeﬁ.}zx . |
Px =0 ;o ng 4/2}(:&-:& ),»3, ‘ (,ﬁ; 1)
o x =z ( . 6% ¢
Qxi Xi“%"ﬁ (eﬂ: < B,; 3 cgfa-}:}, J e .

0n vérifis alors aisément que {D,p]=ef , [D,0] =-8Q , [:&z,g} =D :
on en déduit ltexistence dlume représéiﬁai;ia& 6, de ¥ telle que
4 }«.'z} - _%{X)z? s 0,{¥)=Q ; lés seuls vscteurs de ¥, anpulés par P

Z’i
' éhaﬂt les muoliiples sze ‘"faz-z.’; Te8 é@ X , on voit que % eat im*éémti’ala,

"ﬁs:m@,-‘ pour tout m.;}:{}" - 3", admet szactemept upe représeptation

irréductivle P 'd.eg 6 ntl , Bi on désigne per o la fonchion lineéizw

r X telle que e{B)=a S len wﬁiz&ea de g

i
Y
&
X

sur llesgace ﬁ @ng& ad o

sont o , -a et O ; et les }gﬁéi@.:‘:ﬁ de o sonb }es (l’%/ﬁnu Ja l0Oc ig n}.

n
‘Soit y un vecteur #0 de V, qui appartient au poids (4/2)ra . Bi D @st
la l o "".-. i iar 5 l - .‘S-}z}'v :‘l"'l' 7y sy T s ;

e plus &ga;‘.ﬁ:ﬁ entier Z#0 tel gue I y#Q , on 8 @m=2pir , veEx, et

p A
:}n‘% ?1&%& QZ,"@}QQ_ @ﬁ& i @}: } \J E{@i e ‘;;i‘fi"?fdé'- L) "-?;BL'J.{; =13 a na
Q Q. o & L
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gﬂope

Soit maintenent o ume représentation qualeenqua de o , et soit vt
veoteur #0 de liespace ¥ , de la représeniatiou p qui appartient é tm

poids de p . Désignons par p ls plus grand entier } G tel gque \
{g(’{}}?g;ﬁv et p=r ¢ le plus grand em:.sr ;c el que (O(Y))Q:ﬁﬁﬂ s

La repréaentation p étant sam.wsmyl@ s Son espace est la somme directe de
smzsoespaces aa.ab}.as qué. feuz'nisesm &@a rapvéaematmzas simpl&s de g
ah&eme :Ie ces repx'ésen-ha’sians simples aa’z equimlsm@ & l'upe des Py
cscma'i;wii:ea p}.us naut. Posons ¥ = 2. ¥3 2 08 cnaque ¥ i appartiem & un :
50US-68PRCE stable mmpls de é.imensmﬁ {3 1 . Il est clair que chaque
yj doit ap;ear%eniz s méme poids qma Y. done gue le peids de v ‘et de la
‘forme (1/2)2'0, , ok © est un entier. D plua, on & (Q(K))pﬁ 3—0 pouz' |
tout ;} , mgis (p(x;}yyjﬁ'} pour sm mins an 3 14 en résults en vertu -
de cs qu’oa & T plus ha,ut qu@ prr ; o : c;zz.e: (f:v("“'})?;‘r'M
3 st que (@(‘E))w *fjés pour tout indice j tel qus (p(K))? #0 oned
é,azm q*‘m-z' : r—aup és ;plas, on a (p( }} (p(}f))? 40 pour G(i(p&-q .

2t ce veeteur a.pparnem au pmas ((*% /a)me* Ja . &eus avons donc 1es

¥ 3-—0 pour t@u‘t

_f»sul‘@aisa suivam;a . o

,.,9;.,,..2 (1/2).?@, , g8 T 2at un entier. Soit ¥ un vec‘beuz' %’J de 1 eeme@
d.@ la regrésentat.wzz o gul 2 (?/2}3‘& . Bolezt p le
plug prand entier > O ﬁs.,, gus ( g(a))ﬁyf‘é et ¢ le plus g rand entier
>0 tel gus (p(Y))nyo . Un s aloz'a r-»f)-?a . (a(z})i(a(ﬁl)pyj“(} m
o0gigpra s (9(?))1(9@})?3 est " #0 %mw |
('Z/g)ﬁp-i)m ; en perbiculier, -(1/2)?:3, egt un poids de o .

 _- ar‘i‘-ient _gp poide

& = = - Cr e > R at




- s_@@' -
§17. PROPRIETES des RACINES et yOIDS,
. Ra’mmmm que g désigne une a.uv@%zm semi-gimpls sur le corpes slgd-
origuement clos X de c&m@tévmtiqu@ g et ‘ﬁ ube sous-algéhzre de

G@?ﬁ&ﬂ e¥:) % o , e E
Théoréme 3. Soit o une racine- f{}degi ot _soit w un poids dlune
eprésentation o de 55 s 1L @5&* ste élom des en tisrs » et q gui Jouig-

=

sent des Qr@pmétés sulvantes : on a W{Z’im):( S/Q}(q»w-'p}a(_ﬁm) , et whka

oids 8e ¢ pour tous Jes sptiers k itels qus -9< k €7 ; en

'.pf'articulié:«.ﬁ, E;J=2(W{E%)}{Q,(Hg’}}_3?% g@é; un poide de o .

. Nous avons Ve gee # contient dea él’ém@xzts Z et "f:, appartaam‘t
mspge‘fsivemem auz racines o et -aq , a@l&, qu@ [K, j = 24 : de plus lss
éléments 9% 4 et :i f@maﬂt uns base d'une smsaalsébre swple g £
ds aiaensmn 50 ng‘; un vectaur de l'@avs«m@ de le: rapresar:‘catioza o
'qmi appartmnt & w; le th.3 - resul’te imm@mﬁ@men‘t du lamma 1, g‘m 81

on cbsewe {;3.16 (o) }"’( g(ﬁ} )Py s,ppartmm au poidg m—{ p=1)a :

ymmsitmn 1. Seit r la aimexégian de £ , et soient ca,‘z,... ,%

r z‘aamesxiﬁéak@m@ntmaé mzdam'ts 1. Tout g@ids de tg&ta r@grés@nmtim

d@?

G’ ’8-&6;@9 *
1 .‘

o
=3

effwwnts we,t;emals de
éea E

bour ?autae les racix,es o 4 fo memo up esgac@ %etcmel oke] @izzeﬁsmzz r

Lés cambz,aai sons Ssires aoeffi cisnts ratmxms

;-.,___811%186?36‘@81‘&%10%@1 304’“ -ﬁ A ba reﬂtric’ﬁl(}ﬁ f?;, ;9 é@ 13; fﬁm@
4 (-

est _une forme gaaﬁ'fat.s.au@ déuni@

e

quadra'cigzze fendamwmm de g,
pogitive sur ﬁ -

Soit w un pamg a*une vepresantmticm de g;;, ; éori voms % = Z Gy .
t=d :

81 nous p@gms 2<g.rz, 3 } iz, <&335,7> et § :;, TF o= ml,j{@“’“ >

iles m ot m,
3

g3 500t des zafmz,ars, et on 8 mg = > CyBy g -
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mwrﬂy? =3

La restriction & ﬁ £ de ls forme bi1linsaire fcn&amanmla de & é bant
o dégénérés, le déterminent det {m ) est #0 ; il en résulte gue les

»s

¢, sont :ea‘t:mnnel& En particulisr, pour toute racine o , #, est combi-

naison linduire & coefficients rationnels de B, s+0-,8, gul soni

linésiremeut ;‘-E;“zéénendaﬁ%aQ Soit H un élément de £ ; tous les o(h)
‘aom‘; dmm mtmmm 8. 81 = est la éimezzszazz de liespace ﬁ% s1éments
é_.e % {mi spparticndent & ¢ , ok & < M,ﬁ} = v {w... B)® =
= 2; m (a,(zé))z ;'@t si ta ug 1@3 o{B) sont mzla, 2 est dans 16 c&ntm
de g. 3 _i’mﬁ B=0 , La j;;:i"ap 1 est cmx;c dém@ﬁgrée. . _
ﬁeﬁpac@ ?. & d_e;rc‘; zs,zs;e at‘rav- ture a ez&pm@ smcﬂz,;dian sur lw eorps 4
des fa'bizcmeis._ 81 _c?;_:é t une ma’m% #u ; bous @émgx%mas DAET ?
ltnyperplan ﬁ_*é’gziéi‘tiw a=0 r’:s,;e.a 3%’_6 5 les mfp@rplams 3? ' sx:mt

:;f;ﬁel’és leéh‘-:barﬁ ang f%dmmmz. mﬂé zmm% \ﬁanempresﬁmtamop d@ ?

#

peut ém’a wmimx’% Comne g;ﬁ@ ;@fwtmn liz@.eé,im Ear ﬁ “oit "ﬁﬁ'
18 wal d@ vfi b

&‘
. L
gmsma de % su “ﬁ - da.as une s«;rm;mm @uclim@mza aur ‘f% =
L] ..'

S

mcmm %mlimame gw tﬁ c.éf’iaw up ;samrv

("J

ans laqualle ls ﬁm Li"{; e laiz‘& est 17 a*pmc&sﬁw {eﬁ,',yﬁ} *ﬁ: < w,‘ﬂ')

81 & est w.e mciz « ;&i} : E’EGQB ;’gémﬁ,ﬂem% ey P;’: l?ﬂyp@rglan de ;29

FEAl

copposé des W te..z.e que £ W, > = (0 ; les P’ sercnt socors appelés

les nyp e%l%s radicisux de £ .

Tnéordme 4, Soit ¢ une représentation de % . La symétric par rapport

4 un hyperplsn radiciel de 4 permute epire eux log poids de p .
> B

.t@ %ﬁ&?& »ilaa les

e
e
&4
£
{431
&3
5]
b
@
g.:
e
s
S
|
fa
L
W
&

oy
kA
£
3
)
&
]
s
@&

Rzt
ot

bw]
(‘3)
ﬁ

racines de % . ruisgu'il existe r racines liné: J.mmant indépendantes
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(ot 7=dim ﬁ,ﬁ" ), le groups de Weyl est représenté fidélement comms
grovps de pﬂmma’swm des racines et est par suiis f£ini.

Cfest le groups de Weyl qul ve ®ervir & glaggifier les alg;é‘bxsea
‘Semi-simples. Nous verrvons que tout groups fini d'iscmétries d'un espace
suclidien ‘(:mr le corps des raticnmels) gui est engendré par des a;}métﬁéﬁ
par rapport & des hyperplans st le groups ds Weyl 4'une algdbrs de lLie -
‘_‘sesma,-smy}.e (.::122‘ is corps K) . V

Appelazzs mltig},icwe d'un wias w d’&zze représ&n’satwn de % la
dimens,boza de li'espace des vacteurs de llespace de représentation qm
,appg@rtzem@ﬁt & w . _

_ Fr&vgaﬁ”i@a& 2. gﬁgw‘; W oon
p ci@ gz ' '_ ; sa:ﬁ; a use racine ;G ae } . Les emﬁ ers v et q du th.3

$iplicité un d zm@ z8] resen&tim

@i&s

: gegﬁ@nt a,lczm Stre pz'i:; tels au@ 1tensenble &@ tong 3,35 entwm k t@ls

qus wtke, soit un pome‘* d@ p goit ezactement liimemal}.@ [-e%,«i-g;}

ile zzsambl@ des sutis 3185, %ib J &b Voo teur de Wmﬁ ¥ ’é_l existe 6‘35

91 zr'envs Xet ¥ ge 2!;; c_g;g ar anaf'xt 'f spac iwm@ 1t & & et & 20 tel 'gpiei '

(p(2)) (p(x))Py moit 7 pour UL i< Dol ' '
uét@"mimas les entmm PsQ comme dens la demonstmtioa cm th 3

: u()l%f; p“ ig pl‘zs grand en zsz’;} },,» O t@l-vqae wipfa soit un paids, et

soit 7! vn vectaur ap'ﬂ.srtazsant" 3 o pa,i@:s; il ax:;'sx;a &lozg uz gf ; 0

tel qua {ss(i‘}j* 140 pour O <: :"‘4 p*%s* et gi-p! = g eg (lmma 1,

" é 16). #p particulier (a(x?’)fJ v e #0 et appartisnt z‘zf?a ; ce vecteur

est donc de la forme ay , a#0 , et om voiit gue \g(x))q- y#U ,, dlod

g ¢ ; orn a donc p'< P, dioh p'=p . On voit de néme gue ls plue :

grapd g'» 0 tel gue w-g'o s0it un poids est g .
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¥ropositicn 7. Touls ragine @ 7-% ¢ de % est de multiplicité 1 .
Ghoismacz&s L et ¥ comme da&zg 3.a éémanatrmmn du th.%, et soit }"
uwn élément fa &;:gaz*temam‘:- & & . :;oi,em, et g les plua granda gntiers

7 0 tels gue (sd& X)¥xs £ 0 et {ad _‘z’}‘*kf # 0 respectivement.

11 résulte alors du lenme 1, 2 16 qus a{zi .)n{‘z/al){ch)miii&) , alof

g-p=2, gp2 et [W,¥]#0 .05 si o stait de multipliclté
2 a1y awas,i: up ?Jfb aggar*taﬁma & o tai. qu@ L ,E‘}z o
d*aa' {3{' ’S?.'j O en ver‘t@ 4o la pm@; ‘ifi . -

- (:emlla.ire 1, bgmxa X gt ¥ aes hlememg 7‘0 @@ ?. guz. anjgartwnnam

gmc}ﬁmm ' &7&0 sk ﬁ#@ ‘telles gus o+B soit ume racins. Op 3

@l@!’a [!ﬁ;g} % Q $
Cela résulis imédiatameat aes pmp.c' et j» .

{Esmlla.’;m 2. gi"' o ane. me“’ne “"(} &@ g . viees%lesracmes&@ %,

ui‘swnt liaeaivamamasndam@sda & aom: «,0 et ;d .

Seit ;3 uno recine #0 e la f’cm& % oa s CEK | Gn & a=clp .
st 41 résulte du th. 3 qw & e't; ¢! sont d@e demi ezz‘bzez's. Oor ni e
m. e"" ne peut gtre '{* z ) ‘ez v@ré;u du cor i et du f’ait gue

E}’ Xj::c ';}c est donc i")
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bo = .
318, CROUPES ©NGENDRES rAR DES SYukTRIFS.

So0it ¥V un ecpece suclidlen é@ dimension finie sur le corps ﬁes rablion=

=

\)

nels, ot soit B un snsemble fini d'hypsrplans de V tel gus les synétries
per rapport aux hyperplans PeB sngendrent nn groupe fini dont les
opérations permutent enire sux les 4lémenis de B2 {(les hyperplsns en
guestion sont des hyperpians de la structurs dtespace vectoriel éé v,
i.8. passent par l§@?igw@%}; Posoune r=Gim ¥ ; ﬂaﬁ& sip@aaefﬁas qus #
contisnt au moins r hyperplens indépend (i.e. dont i'intersectisa
se rééaiﬁ é’?é}} },E:@%i% gdmd;tién est satisfeite pour le gzo&?é de
wayl egune alg égua &@'&i@ sen i»admwlg ; d'zilleurs, éi'éila ne 1l'était
pag, tout 58 ramgnara;ﬁ & l*etaﬁa da ﬂfaip— induit par G daps l'espace
or%h@genal & l’; aeraect;&n de tﬁaﬁ ‘les hype rplaaé de ‘
‘SégSiééfcﬁé ig eemalaman@a;re Y de.la réunion de teum les hy@erglana
6% E . Cb@&slsgapz un y@iﬂt quelcongue 2@ de ﬁ_p'éai% G l‘ams@mﬁl@ des

rgi¢tg aui sont {ﬁﬁ?x%ﬁ@@&%u} dv méme cBté que %, par rapport & tous

%

les h3§93?$&ﬁﬁ de E . Hous dironme que © est une chsubre ; les div%rges

ah&mﬁ?@a sont les composantss convexzes (J.e. les parties convexes

e
@
&3

meximales \ de U ; ellss sont pe”ﬁa snhre elles par le groupe G .

ﬁa,§e&i'eh@i$ir pour tout P& une forme lindaive L, nulle sur F

‘k}
telle gue L {(x)} > O pour tout x el ; les pointe x de C sont ceux qui
satisfont anx conditiope 5.(x) >0 pour tout PeE . Parmni toutes les

parties B de B tellse gue U puisse epcora ge définir comme itensemble

2 e A T AR Pl e G e 1 B P e o e Y
des % bels gus L (=) >0 opour tout PeR' , cholsissous-en une b’
&1 % e I ’_ 7 s i S R
minimele, et soleat 2 _,...,P  les élémenta de E! . Hous poserons
; B2i8
= s 2l el S L i ; 2 7 =
L.=L. (1€ ig<x) et nous désignerone par 3; la symetrie par rapport
i P e > = E S 7
&

&
que L.(x) > O pour teut Ef?; dene E . ruisgue E' esst mipimal,




b

b
& t 2

A%

g.Ja

lyau x, quin yiesh pas dans € tel qzm fe:}{;{?) ;> 0 pour tout JFL ;

on 8 Zi{ ,,?}4 O . Beit %, 1s peint oh le segment Joigrani E E:) x,
t ¥ un poiat zia P

W

Jaldn

rencontre P, | on a xg} > 0 pour 4fi . 8o
tel gue l,p.,y};éa paax: te wt P%P dans E ; on peut trouver un ration-
nel + tel gus L (:x. +4y) > 0 pour 3L et I (%, 18y )#0 pour toud

P%- i dans B . Sait ;:»:;2+tg : las fon et;eng L ,”.,% -sont toutes
> 0 eon toub point du segment ouverd at extrémités x ot x , ce gui
montre que ce segment est dans L , dome que LP(:;’:)}} 0 pézir tout Pe R . “
83 P%Pl , on & LP(X)fﬂ , Gfod Ea?.é:;z} >0 Récipmmmﬁmamt. 83 PéE
contient un ;}Qim,x “asi.qm LN{;;}}.{; pour tout PrEP deng B ,

get 1tun des hﬁp;@fyl&ﬁs ?'3””’?{2; ; zzarg sinon, on aurait gi(z} _>€}

Pt
(1<i<m), et x serait daas C . On voit done gue 1'ensemble BY est unigue-

E’-‘é

ment adtermins. Les hyperplans E‘i {(1£ i< 2} sont agp@lé& les murs

o

&

R d

}.\;T ous %.&1{}35 mamtawan* mamrar qae 5'& . ;& engendrent G ot qus ¢

L

| pavmv“te 19& c}*amb?eag ﬁz’anﬂziti?emer’a Soit 4 le groupa eng’endré par

Sygee ;.,@m- - @tv,sm.i; X ’tm pam‘i: ..-;gfune chambm guelcongue. L-';a;.-m; tgﬁs gen
les %z*é;n~éféméé de % par les ,agéré%ionfs de ¢!, soit %' l'un ds ceux qui
sont les plus voising dé X, - les 'é’cransfematiém de (! 4tant isomébri-
gues, c;.,.,. 8 - ﬁ %8 - oﬁ 2:.. “83%, g - {1£ign)., or P, s8t le li?z‘; des =
miz*ts éﬁuialstants ds x, ot ds 8, :{"‘ o et %' ne peub ay@arﬁaﬁit& By ;

11 est éezm -;’aa néne sﬁtee de P. que xg

on & xt e{}'- c@ ui montre gue ? transforme les cvzam’bmw trcmsitwemem..
: 2 g

Ceci étant vrai pour tout i ,

Or tout “PE&E est mur d'eu moins une chambre. Soit en effet x un point
de P guil n'sppartient & sucun Pi4P de B, ot soit ¥ un point nom
deng P . 11 existe un % rat ionnel tel qus % et xtty scisnt du méme ofté

? est ‘}ors un muyr de la sham"ms gul contient

da tous lss E?iéP de
zJ~‘i;w A

i
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11 existe donc ume transformation de g? qui transforme P en lfum des P, ;
i

a8n résulte gue la 5ymétrie per rapport & P est transformbe par un

1
&lément de Gf en llune dek s, , done sst ddne G' . Ceci Stamt vral pour

Hous sllons maintensnt momtrer que < b:, L. > € 0 si i#] {(E.sigL-_.; >
123 .
&

est lo produit seslsire dsns le dusl ds ¥ gue 1%on déduit du produlb

5

>

Gombtrie sucli @i@nﬁ@ de ¥

¥
oz

sealaire dane ¥ par 1fis somerphisne gue 18 ¢
établiit entre ¥ et som dual). Observoms d'abord que, si a et b sont des
nembres rationnels S0 , 11 existe un x26C tel que L,(x)=a , j\x)ab .

Zn effet, il résulie de ce qué nous avens vu gue F, contl ent un point ¥

el gue 5k(y) >0 pour k#i ; multipliant ygpar un sealaire convensble,
on peul S“ppeﬁﬂr gue L.(y)=2b . On veit de méme quiil existe &a-zéiﬁj

tel cue mi\ }wa& , I (2) >0 powr Xxfj ; il suffit alors &@ prendre
‘pour % le milieu du a@gm@nt ¥z , Ceci digy_ﬁgit ¢, le ?@eteur arékcg@- -

nald P, tel ave L,(x; )=t | 3 om voit toul de suite qve s;Fy est
l?ﬁyyerylaa'é?é@&ati@ﬁ %3«2Lj{x;)Liaﬁ-, et @vpefyiaﬁ ne psub g@nteair
~ "zucun point de © ; il én réeulte que Lj(:s:i} <0, d'ol <~§-.s°; j.> ‘o

'De- plus 9&'@%5@3’@?& gue le groupe engendré par s. et &j consarve le

‘ot de Py .
h‘@?erat;cn g2, est ¢'ordre fini .mij‘,A@tﬂsa restriction & x peut

-L: PEe ;
ag 3 aprﬂsenter {par rapport & une bage dang ) par und matrice de degré 2

S

plan n (& deux dimensions) orthogonal & l'inbtersection de ¥

by

3 coefficients ratienn@lsL'»Laa'raéiﬁes'ea*actﬁrisﬁiqu@s de cette matrice

sont guadraticues sur le corps des rabtlonnels, 6% llune au moine est-*

A

vne racine primiti?e‘-@ifwiéme de 1'unité, Il ne résulse qus m; j =

ve peul svolr gue llune des valeurs 2,%,4 gu 6 .




o

]

=05
ie nombre m est au moins égal & r . Car sinon, i1 y aurait un sous-~
£8pace Uf- %01 de V ez*‘thegmnal 3 tous les murs de G ; les points de U

seraisut laissés fixes par tous les 8, donc aussi par toutes les opéra-
tione de G , et tous les ! hyperplans de E seraient orthogonaux & U , cas

que nous avons exclu. Houg slloms maiontenant monbrer gue B=r .

On peut supposer ng bl 1indsirement indépendants. Hous allouns
montrer gue, si L esi une Ponchion linésire sur V tslle que <L, L: > 20

x : . : 7
{(1€igr), les coefficlenty &8,,...,8 de 1'expression L = Z - o,L

v . t=4 = i
de L sont tous 2 O . Supposons en effet qufil nilen goit pas ainsi ;
" f - % ‘
on peut alors supposer que L = el -2 gL, . o8 h<r,
t=1 3 ‘= fed b ,ﬁ

v ¢s s
a, 0 8i i<h,al >0 el $ >h . Posons L'=2, 8l et
z = 5 5 ‘

i® = > sl
6=ﬁ+i gy

G
pares qus < L‘j’Li >

on = dope L LP,L, ><u (bt &1 &7, dfoh
5 ‘

fogh LM=L'-L . 81 i >h ,on e 413??;{,;1;- £0

o

ce gqui améne & une contradiction. Ceci dit, si OB avait m >T , on
3 P £ mz. - » e = £ a8 - 2 - ey
pourrait écrire Lm,_,; 2 ais,-z , 8% 11 résulierali 0e ce gu'on vient
i A &
de démontrer eh du fait quw . L g'z}i :/ € 0 (1€i<7r) que les a,
seraient tous < U , ce gul est impossible puisgue L., @st positif en

&

tout point de C . rulsque @m=T , 31 est clair gutétant donnés des

te upn x €C tel gus

S

£
Feely
freed
o
o
fuda
4%
ot
o

nombres ratiomnels a, >0 (1<i<n

Lii:a:} = 8, (1<igm). Puinque toud L {pe ) est positif sur ¢ , o en

néaires & coefficients

g(vab

conclut que les L, {rc E) sont des combinaisons L
> 0 de Lyjenesly - in rz;ssum{,.naus svons Les résultats suivanis

Proposition 1. Soif V uli espace euclidien de dizension T sur le coTDps

a'hyperpians {(passant par

fede

dee rationncls, et soit E un ensemble fin

’oﬂlgxne) de V tel gue le groupe engeng dré par los syméiries par rappert

213

aug éléments de E solit fini et permuts enirs oux les &léments de B .




0

opéretions de ¢ . Il sxisie aiors ¥ hyperplan
_propriétés suivantes : les symétries per rapport & ces

hyperplans egg:emm:at G ; il existe {1@3 équatiens L,=0 (1¢ 1gr) des
P, telles gue,

ﬂe&?f . mtweéoumiom L =l telle gzze '

4
I, & coefficlents tous' »O do

L, ,‘,.."?L'r ; toub _;%fé"%fii_ ' gea’c 8t @"trami‘or & par ume opér 4ion de G en
= tplone Lg{? )7 0 (1€1€7) ; ohe KT,L><0 g 3

(14,; ig w)& L aat nae wm‘bmaz.sm line@,im & cﬁ@ff- s;smm b U dé
- g :L : et el ;}fi

LuOit l'ememble des pcia S X tals qz;s,e L;{x) ; g (1€ z,ér) :
naus allons maintanant mantrer, par un argument o§eleglcn@, qne'§
sst un dcmaina fenéamsﬁtal peur G i nous a’aurona pas beaoin de ce
résultat dans 13 suits {@n foit aa psut le déman%rar au mey&a de 1a
thearle dae a&g. : 'e} i1 n'@p s@rait BEB meina iﬁteressant a'avoir>-
: ama démeas%xaﬁioa airecte eléﬁ@ﬁu&lré ; 8u csge@urg ! . Hous pouvons
gupcasar qaﬁ'la eerpﬁ de baae est gelui des rée¢s {au lien des fatiéné-
nels) Ghaque aﬁambre ééceape sur 1@ sphsre woité wo simplexe, et om
obtisent sinsi un@ sabaivisaan simpli@igle de 1@ @gn&ra vnité. Ccnslaérone
‘ la subdivzsiaﬁ e%llulair@ duzle dw cetie subd&?isiaﬁ simplici&le.
Les ssmmeta de 1z subdivision dusls corrsspondent aux chanmbrés ; si A
et A' sont deux sommets gui sond 1o extréuités d'anﬁlaréte, les chazbres
_Qui'eeﬂtiennané,a et At snﬁ aa.m&z,eemmzﬁg~aﬁ nous FParcps corzespondre
a 1’&2@%@ AAi 1a symétrie par rapport & ce nur commun, gui est une ‘

opbration de ¢ . Si ) est un chemin formé d'erBtes, obienu en parcourant




successivensnt les aréles Gy gev-3ly , 0OUS ferons COYTespoOundire & A
. 1%81ément e=%,...%. de G , o ., est la syméirie qui correspomrd & o, .
kh 1 4 b e

51 A ot A! seat respectivement ltorigime et 1fextrsmité de by » 8 trans-
forme la chambre qul ﬁanti@nt'g gn cslle gui @anﬁieﬁt'ﬁ? . si.ﬁ, st ﬁf»
a&mﬁ deun ehemims telles qaé l?@rigina dge A s0it 1lextrémité de A 5
. 1’élem@at ﬁa ¢ gui ﬂ@rr@spagd &u ghenin sbtenm en ééerivant dtgbord A
puis .ﬁ @s» stz ; aﬁ 8 @t 2! gent les élém@&ts aui correspondent & 4%

S 4if ; goit &g un sgmmet quelc@nque de la2 subdivision dusls, c@rras=
bendan% & une chaﬁ%ra'é” . Toub éléﬁggé ds G peut alors se r@nrés&nu@r
cemme 1’elémant corvesp@naant a un chenin issu de ﬁ . ﬁﬁnﬁLQ&rﬁﬁu aa
effet us ehamin @, ,.,.aﬁ , issu de &, et obtenu exn parﬂ@arant succes=
sivement laa aretes ai,...,ab ' Saienu a,,,..,ar l@s aymétri@s per
rapport aux.mura de G, ; soit t =6 {l’éiamag? neutre), et s0it %
11élément qui carreﬁpgmd a@ eh@mi& & ,,%ak é . Leé symétries par re ppért
aux nurs de %kc sont les %ks tk ; lfélamant de G qai carraap@nd au
ﬂhamiﬂ cenqidére emt done de is forme
f S :;1 5% (-1 )i e 18i(a)e = By(q)-oBy(n) ¢ OF bout 6le-
ment de & geat g8 meu%Z@ sous cette forme. Les C@llules de dim@nsien 2
de ls. subdivision duale carresyaadeﬁf g daﬁ faaes ée éim@nsioa -3 '
de 1s subdlvinian su moyen des chanbres ; une telle face est dana '
,ltiwa‘mecﬁim PP de deux hypamléns qui sont des murs d'une cham-
bre. Soleni s et t les aymétriss par rapport & ces hyperplans ; st est |
slors 4tordre m égel & 2,3,4 ou b, et on vczé tout de sulte que l’gyéraa
tion de G gui correspond su chemim gui fsit une fols le tour diume.
cellule ds dimemsion 2 de la subdivision duale est (%)= (1'élément

neutre). Ceci dit, i = }»2 lz sphdre unité est simplement connexe.




=

=20 = , ,

Le groupe de Poinecard du squelebta a éauy dimensiocns de la subdivisiog
duale ze rédult doue & son élément neutre ; il em résulis gue tout
chenin fexme dtarBtes peut s'éorire comme cembipaisons de chenins ﬁs la
Torme .Aﬁj&. , 6% i conduit de 1lerigine A, & un sommet 4'une
Zaeellule, § est le chemin gui fait le tour de cette 2-celluls et 4&
ranéne a_Ag . On en déduit quse l*ogaratlcn de G autrs gue l'elém@at
nevire ne_tragaferma une chambre on elle-méms. La propriéid ssit encore
vrale éi =2 évez&;ﬁe@iig 2&@&@1@} Dé plus, omn voit teaﬁ de suites
gue deux points distin@ﬁs de ia Promtiére d'une chambre ne peuvenﬁ pas
etr@ tranaformés lfun dans l'autre par G , Gon¢ que € est un domaine
,fcaéamantal Emfin, le raigenncm%ﬁ% msatf@ que ﬁeaﬁes les rexat;ens
entr@ les générataurs si (1€ i r) dé G sont d@&?ﬁnaéquanc@s &es
r&latians (sigj} 53 ~‘1 - _ '
": Sait x un peint de ¢ . C'est un fésul tat classiqu@ qua 1*enaembla
des points x qui 8ont strzctemant plas vcisiaa é@ x qu@ ae teus ses .
transformés est 1'int9riear dtun domaine a@ﬂd&ﬁ@ﬂﬁ&l ; cé damaina |
féndamental eet ooutann dane T (comme $1 résulte &u raisonnemeat par
leqnsl on a établi que G pexmute ﬁr&nsztivememt les ch&mbrss) Il aat
éene léentique 3 T.0nen ccaclut teut de smits qa@, 2i ZEC , cn &
XX >><sx, s> pour tout %, 60 of toub BéG . 51 nous d.ési-
gnaas par x. lés éléments qgi carxespcmdazi sux L (4 g <r) par
l';eomarghiame entre le dual de V st v , On voit, ed faisant usage b la
pmp ‘i, qne ; Bl xeT | x-8x o8t une combinaison des z; 8 coaf‘ficienta
teus ;p(i; Clest ceotbe propristd gu'il serait aésxrable d‘établir ;
fircctemont. } ﬁ f '

~ Un peut zeintenant araeédsr 3 la classification des groupes ¢ ; ;_
Gﬁservags d'abord gue, =i les opérationms de G transforment en 1uiim§mé

un govs-espape U de ¥V , différent de %03 et de V , elles transforment




5

= 5] = G e e
sussi en lul-mBme le s.upplémentaim orthogenal U de U , Soit P un hymr-
'plaéz tel gqus l= ‘s'ymé'trie‘ par rapport & P soit dans € ; 20it xeyty' un
'ppm‘a de F , ayso yéU , yle U . Si 8 est la symétrie pur rapport & '
P, z=aytey! ; syeU , sy'a i . Gn en conclut que r:(?nu)a&(mw) - |
11 résulte Hout de suite de 14 pour des rai.,ons de dimension que P con-~
_tiant 1fun des espages U ou U! , On déduit de la gue G est prodult
dire;r; é;al'éeux g‘:}'onpes & ot 'Gm , les apémtiom de G '{rasp.. e 3
laissant ﬁx:es les points de U* {resp.U) ; de plus, G (resp. }
mduit am‘ U (x‘esn.v') un g*eupe anaendré par des symétries. Il guffira
. dcnc de eonsidérar lo cas oa V eat un espac@ de representation simpls
de ¢ ; c'est ce que nous supposez‘oas. . .

| Utilisazzt les mﬁmea metatiams que plus haut nous aaaocisrona FY G
un gmpha dont les semmeta sarcmt dém mfaa 3:3@.3:‘ &es m%mas lettres '
31,.,.,92‘ que lea &énérateurs sie ¢ ; les sommets ?’i et By ssront 505.:11;5

par une aréte 31 et seulement i ?i et P, ne ,.,a:at pas p@rpandiculaireﬁ ;

Jd
' cie plus, m’as assoaierons alors & c@bw arie ﬁentwr m j s ardre de |
Ls

l'opéra‘bioxz ais o ::he‘ains'is’bt@ﬁu%t omzexe. B affat, sinon

on pourrait par‘bag,ar l’ ensem‘ole P*i P ,i’; en deux g&r’szes dlscma
{1’1,..., h} et {Pkr}-?""’ r.} tel que tout }?k appartenant & liune de
ces parties eoit perpendiculaire & tout .t?k de liazutre ; les Qperations
aé G conserveraient alors 1l'espace E, . ﬂf , ¢6 qui est :L'npessi‘bla.
&empl&gant 1e corps des ratiamela par une e*«zteqsicn tatalemezz‘é réells

. convénsble (gbtem;e ;par adjonetion dfirmsmmlites qnadmmquea réeiles)
fous normalisercns les L, per la condition f1.f =2 (1gigr) , ot vous
posercns &

1.4

d& ¥ qui corresmmcl & Bs par l’ioomerpmsme entre V et son dual, on a

z e (L.: ’Lj> . Deszgzga’;t par s, lfopération sur le dual

alcrfé Bi i = <1 ‘8. L, = «;ﬂ»L . Construisant 1'équation cractéris-
. dJ .:.j :

mquﬂ de 85..8;; , on trouve famlavnem gue 8. est un entier rationnel .

e
LR




1, =3 a4l :
1970 B g 13
L. a ' %
P55 ¥ s 5 2 : .
i Zs‘ Kibz,% = 2{ 2, £ = ‘Z . & XX, J .
: vad el = vz 33 i d

“Toute la @igcumim reviendre & exprimer que cette forme qguadrsiigue
prond des valeurs > U pour lss valeurs 2 U non toutes nulles des x, .

aeicm‘;c rons d%abord gque l'cn ne peut avoir un ‘iﬁﬁ =b que 8i =2 .

Le graphe étant comnexe, si on avait m,,=6 , 7 > 2 , on pourrait suppo-

df 2
ser que a. 40 ., d'ed =& F 1 . or ls Torme gquasdratique
e 23 ; 52 gi que,

2,&”?;{»;. " ?‘%fg 2 ' . 3 2R TY T W -?~?f2 v 'u,a o P Y 7 £
XI@ ab,;«:gﬁ“’} as,.’%&gi"’zzxﬁ gﬁu FaREER p@(,f 45.‘\;;«'( 3 o‘\-z"‘ 2 J‘»ﬁ"*é 3 oe ,}1&
démontre notre assertion. La forme guadratigus

s 5. :
P +xT “« le¥ v oem X
. - .gﬁ‘”mk ‘"‘é"’z '5"25 k1
gst nulle i x = “‘ﬁ. x;=1 ; on éan cgmlag tout de 1 ;u.m ue l@ ,mgh@
1 k!
fe p@a‘f; contenir -ﬂ-'e;m,ahmm %me : clest un erbrée. H0it g la fames
q_a&dr&mg& ,,g‘;é %x‘?w«?zﬁ»‘ .=3 ?/,,, ' le minimum de cette forme sur
1&7 vari e;eté %.=1 sst ﬁﬁt@ia%'mur zf-::}{ ?i?fwiiw’i} et a la valeu@
4 . T
f«ﬁ/ 3;* "{g,g} 3 zi;a,tg saﬂp@@a ne gu us le ps:m* ;é soit un p@int é@

'mmij?matmn :i’m!a pam@n’t ciea bmmmg én raphe de l@ngruez,,m k,g ,.”,k}ﬁ' i
On @b*&:a.@mal,@rg que se{'z//)&_g Ea {x, eif? doit e‘tm >g - d'@u _' |

Pt =i =
Z,ék > b-2 z},&égnc h <3 et, si Tﬂ-gﬁ;?ﬁ E“I ‘%’k .>’§*
< g4 i

ll en z‘esults qus 17un gu moias é@m 3’-15

if + k} > 1/2 - ﬂ@*ﬁ%;@ @nditi@;& est toujours vérifide si k=2 . Bi
2;& 5 alors izg £ 6, On a domo pour l‘:?;k?,ké ' les possibilités
(2,2,m) (m 2# 2 (’uelea?a u@}, (2,5,5), (2,5,4), (2,5,3). Considérons

o o 5 o ‘3/2 -
maintenant La Pormé ﬂuﬁd?&biq,ﬁ@ x, -%-,H.:f ST RER s ,5«2' A A -

: i 2 fel K= {

: & iy, .

En ¥y ’f’az.s@.m x,iz&,‘-.ﬁ.,kl,_,z‘g s Fy =2 gf“ , on trouve gquiells prend la
e e =% -’f'. : ;
valsur 1-(1/2) . En observant que e,lz}ik %"2'2 J=i/2 £ 0 , on voit
que, si llun des m, ., est 4 , le graphe ne peuk ;;zvnfsﬁﬁi; er aucun point

i3




ﬁgr&upe shgendrs per las epérations s

6o

| = 5y -
de ramifisation. De plus, on voit gutil ne peut pas partir de s, deux
branches aysnt chagune une arbie telle que mij=4 s i1 n'y a donc au
plus qu‘une arbte pour lacuelle m, jué . De plue, on trouve qus la

2 2+x¢-d /2 xy gwxaza prend la valsur 1- {g/ﬁ)

pour les valeurs z%a? , z;-(&[})éﬁ’z . =(1/3)2 i ; on ne peut

forme qaa@rabzqu&

- gyvoir 2/}%{1/2}&“3{k-%} 21 que si kzz . il en résulte gus si ume

r8te pour laguelle W?2~@ nfa pas pour extrénité une @ytramiﬁé a&
sraphe, le graphe ns psut comprendre qus 4 sommets su plus.

Tenant compte ds la aiacu&ssen yvecédenbe, cn voit gue les senles

vusaaibflltes seﬂt les S&AV&QG&E 4

' = 5 { 5 ’.‘:@k'e@“"’m
- -7y ot
= }r - : i - : 3 :}/
il - . e s e,
: i" s 3 s gf\o
1L o
T
e
Vi, o:
yii
7 :u .
_w?**lﬁ‘._ : L el L s .
On vérifle pans Qiffic  qus, ﬁang cbaoaﬁ de o8 cas, la fﬁzme
quadrat;que::QZ: %%- ;E:” 4 x % est aéf&aie pasit;fe {a.j stent O

0P & ‘<}' i A J ‘%/2
si Si et 33 Be sent pas les eytfémltég 4'une arﬁ?e, 18l my=5,

ot

si m, .4 et 3 lg jzé3 - Cele rés suite dfailleurs avsent;ellemens

)
3"‘!

; g
‘des salcnls ﬁéja felte : neus evons déterming des minima ezacts pour

la eas,a&.l’une des variables, caﬁv%aébleme&t choigieg est 1 s 4l reste

 § véritier que la forue aét > U 21 on dopne & cetle variasble la
va

le - 0, co qui, éanﬁ chaque cas, asg trivial. Il en vésulte que le

i' définies par




oA

S50 -

laisse invariente une forme quadratigue pesitive. li n'en résulte pas

SRCOTE Que e greaya est fini, mﬂ&s‘cﬁ?a sara démontréd 8d nous faisons
volr que Ge groupe peui Ztre txﬁnsferm@ par un ahangemeﬁt ée varisbles
en um groupe & cosfficisnts antlarm ratﬂggaeig. - Les seuvls s&angamaata.'
de amables gue nous @cmszé ererons sczy%: de la forme iﬁ-b bz {(1€igT) -

les . étaa+ tous }?u ; d& plus, pour le @laﬁﬁifieaﬁiun des algébr@s

ds Lie, il 1mpertw de @aﬁezminar tous la sys témes dfentiers a' # 0

i3
tels gus 1o grcuga aagendré par les ayer&ti@na s ééfinies par

LimeLt ‘.' L 2 3_‘3
iiai 3 ij%’&ij.

yuisse 8¢ uﬁﬁﬁir@ de l?ua ésa gﬁa&pas L?GRVég pré@édamman% par une
transformatigm ae 1a ferma iadiqaee. Qr @f 2 a,j &‘i s on @eit d@nc

f
, I Vil
avoir aijzaijh b : agi igb b, . vans 1és cas I Il 2 vzé, I ? s

vlTla ; 1@3 au. qai sent #0 sant =1 ; on & done, si i*%g i aija? =1 ,

d‘c& a¥ za! =1 ; bang le sas ITI @p ?@é? camme dape le cas preeéﬁsni

i3 31 r !
- . — : @maia i 4
que ai,1+? i#é i 2i Ai b - ﬁéif 1 g 2 deux nesaibilztés ai izz .
. i T $ ' f‘.,_.,
& ﬁavair aagzg i 32§ 1: st a12z? "aai 2 . ﬁaﬁs 16 ces zgé 11 v e

- aussi dbuz pcssihillg@a, fiads qui 86 Qéﬂm;ﬁﬁﬂt 1'une de l*autre par
échange dea indicas 1 et 2 - De méme &&Lu ls 628 V - ai ¥ a éeux pos-

sibilltas qui se déduisent 1%une ée 11aptre par ?@Tﬁ&tbﬁiﬁn des 1ndicas,

Eisgne qn’un sgsteme u'@ﬁtl@?g aig est un gzgté e d'eﬁtzers de Garﬁaa
si 1@3 eoa&zt sas»sulvanﬁss seﬁt sat1¢fai@¢s : o a aaia =2 ; aig ;aﬂ
sl %fj 3 &t le &roupe & eag@ndrg par lam substitutions linésires 8
définies par 8:% jax 8, 4%y

(q’ <1 ; g'r) est fini. 8%l en est
ain&i, un raxaehaamegt’classzque nontze 33@ G laisse iﬁ?a?iante'uae forme

)

quadrataque 4é7inis positive & 39@&?&33%&%? ratic naela, donc quiil est

@neenore par des syméiries (dans un espace eu@l;dlan rationpel) .




¢& pariager leo indices

dus i et j n'appertisnuent pas

61 -

Hous dirons gue deux systémes d'entisrs de Cartaun sont du méne type

zvils PeuVer 1t se déduire 1l'un ds

ifzutre par use permutabtion des indices.

Le systéns (&,4; dfentiers de Carben est dit simple =il est imposeible

1,.+:,F ©on deux

8, =0 toutes les fois
R
engenbles.

Lous svone slers lss résul

vides tels qgue
an mEme de ces

Q 1
Py
o
m
v
(44
&J«
<
i
s}
&b
)
aw

j} ast un ggatém% dfentiers de Carben, on peut partager

1'gnsenble n{%g.,,gz*} on ﬁﬁ G@“tai& nombre de p&ftiés disjointes

ﬁg,t.,,ﬁg Leml@s gue a;
¥

de ces sartfaa Sb aus les ;3 pour i et 3
Fiy
simple ﬁ? tieva ‘dg Lartan

1I. Un svgﬁémﬁ

vants {@ﬁ 1és &, non donnés sont nul

=0 si i ot j app

rtie ,n@ﬁt 4 deux &ifﬁérentea

:grmept un system@

ﬁimplgl&‘@ﬁ%isré de Cartasn est de I'un des types sul-

guls ou égamx & -2)

14

By % 401 T 84y 1 = .
e ”“;; = R 2 SR X S
B 8,072, 8,50, 8, g 854,51 81 1o

e 8 1.8 =2 L ex =y a1 439 :

F 32 2 e} &,§¢€ (;%iﬁf,'- - ’>' -

D . ag o4 (A 25 eps) al  =a =1 {r >
g}? ais-i’}"% ag“'_?’#l o $E ) Te2,r T,T-2 i o 53
45 Biol s Byl ,

3 =8, , =1 & =2, a_ =1  =a =

%_ Bg0%851% . G500y Bo® 7 o

B 2 =g, =1 (1€1€4 a, . =a =1

& .54 dti,d ( = )f 36, 63,

B, 5 =5 =t (1€145 a_ . =8 .51

7 1.3 i, > <5), 27 0

E g0 o =1 (? iéf@}g 3.5 .sa -

ﬁ‘eh%i@rS»d@ Cmrtaﬁ { simple on msm‘ :

sont dem enbtiers tels gus e

:.».\

==
. 5 s




£

le Géterninant de la mabtrice {a .) est ;75@;‘: 3 en effet, utilisant les

.
o s
gl e el e oot e $m ey 3 .Q - + 7,
wfmes notations que plus haut, on a 8, .= -b,b < Ly oL, > , et notrs
- g <> o3 = LY
age emisn résulte du fait aouve 1z déterminant u@ la matrice ( < 1 L ,,_>;

%ég. APPLIGATION AUL ALGEBRES SEMI-SIMPLES,

Rappelons que g désigne une alpdhre de Lis gemios'impi@ sur ls
CoOrns a},gé riguement cles € de saraectéristiqus 0, et 5 une algdbre
. aae ‘ - .
de Cartan de g . On dasigﬁe p:.,z’ %fa Ltespage des combinsiscns linéaires

& ee}eff’ieiems rationnels tie?z racines de LA ‘cha‘que tacine o # U

@0 :
»{; O

= F .
ast asaacw un nvy@z*plea PG de ﬁo ; G4éfini paz* 1‘éqz3,,abmn <w§@ > =03

>

les wyme'f:mea par Tapport 4 ces hjnem} ans @Bgeﬁﬂ.z’é:z@“’& le nfmu;;:@ d@ J@yl

¢ de o d’ . 51 o est ume ragize, désignons L 12 fonstion lmé
3 e .
7 = < W, 0 > &w fﬁfo on a i’i&z..ﬁ L-@ = ~Lg‘ . Ceci dit; i1 resulte

de cs que nous ea'S'QXZB Vi au é?& q&e itespace 7 est divisé pur ies

'hgperglms P* Em zm afwmw m@mare @s@ @hambres gui agmt pemzmées

w.zm it;,vepment e:ﬁt?’@ a.s.}eg p&r lea c« pm,m.e.us é.a C . Soit C l‘w@ de
z‘;-as chwbz‘eg ST '?‘-’-;‘-’Cé.lm ﬁ ¢ g ex :setamé,m rmw«: 5, gque nous &éaigzwm

par E’ %, M,.,E%’ s @& les G’i sont des raci nes. liﬁé&iremeni} 1zad,apendaates@
‘?‘

Bemplacant au "h@ @ :;? ocertaines dfentre elles wz? leurs opposées, on peut

gugmcsﬁéx‘ qué les fonctions L (1€3i<€r) sont btoutes positives sur € ,
- i i :

Zloua; dirons alers que 6,,...,6_ consbiltuent us gysiéme fondamental

- SLERe Lonismental

de racines de 2 . Eous Kes sys‘iiémea fondementaux se déduisent de 1tun

dfentre sux par les @pé:c,m@ s du groupe & .,

_ E%@%s‘r tion 1, Soit 1= dim ﬁ ; poUr gue T yacines Gogposeylo forment
i

un systéme it il Paut et suffit oue *toute racine puisse
SRS h e A - =




2

sfexorimer comme combinsison 1inéaizre 02 G,,...,%, Z¥E0, des coeffi-

ients gul sont soit tows 2 0 seil tous <L O .

=

#*

1) La condition est nécessszirs. Suppesons que %’ sy - forment
: G -

=

les murs &'une chambre C et que <W;fﬁsi,> >0 pour weél . I1 résulte

elors de la prop.i1, 518 que, pour toute racime af0, L est une combi-

nsizon liméaire & coefficients soil tous 20 soit tous £ U de

};;%,”,;Za . ; et notre assertion résnlte de ce que }_"::.ppb cat,a.o,&
v .
o« —>L sat zm isomorphisne.

9} La conﬁlwozz @at suffz,samg. {;233 si elle set gatisfaite, les
wcﬁ tols que K Wyts > ;>a.} (eg;*gr) forment évidemtent une
e::hambm. _ : - - P

fous supp{)semm & partir de maigts snent uh eystéme fondamental

Gy s "’G”r gioisi une fais pour wuizea. S0it H i*élémem% dual de
.S,

fs,_i ; au lieu des B ' 11 gers plus c@mmade de considérer les 4léments
e o %

A

Ef; qui sont lea :zzv.}, tipies sealgima des ‘%i,'& . mormalisés par iss

3 i :

ecraitism o (ﬁi)ca (1< 5;. sga, }";_ Ie syndtrie s par rappor‘l: 8 l'hyper-»

plmn E o est alar&z définie par

('i} g wzw«-w(ﬁ )@,i ' (Wé"g } _
De plzzs, 1.1 ms&zlte du f:,h 3,§ 1? gue, si w Wt un paids ci’tme mpréssno
tax’:iozz de % iss W(Z’a.) stmt dag entiers. Gecl s’app? ique en paz’ticu-

li er aux raeine, _;; nouvs p@aemns

(2) Byg = °@_;j(g:§.} ;
{)n & donc
(3) - e =, + ai.ja':; :

Les & 5 forment done un systéme dlentiers de Cartan ; on dit que ¢e

%

sont les entiers de Carban de 0{/ (relativement & #. et & o, ,-f...,u.r)




- 04 =
Yroposition 2. Les entiers de Cart _
Londamen tal % . ,..;“J % de Tacines nﬂ&r@nz gtre caract rgaég @gmme
ﬁui% 1 0n 8 %ii -2 , 8, 83 i#j,

11 ré sulta immédiatoment de la prep.i que a.-a, nfest pas unse
; £3
racine i i#} ; la prop.2 résulte donc du th.3, ¢ 17 .

Toute racine gfﬁ est transformée par le groups de- Wayl d'une des

¢ e e i 2 % % '
i P 15 s : ; ey : : s iz
Facizes o, {i€igr). En effet, nous avons vu au $18 gue ?@ est muy

B

%'

o

diau moing ﬁaa chambre, deac g&*i¢ existe an sE€CG gui % ronsforme 2
en ;fga_éés ;E:Z . Oomme &y et aé; sont les seulss racines %@ gui

50 igﬁt linéalremagﬁ dépendantes de @é-g sd est soit a; soit e&i ; 84
' ' . Or il résulte des &@rmales_éérit@s plus heut due

824 = 5‘;,

& e@a%erva le gz@gpe . d%t £ engendré par Gip-ves®, » On ‘en déduit la

?r@nesi?iaﬁ 5 . Toute rag 16 est une combiseison linésire & cosffi-

o

@iehgg @nﬁi@f@ de @ig,;,ﬁaf . _
Pour chacune des racines a, (1€ ig§f}, on peut trouver des éléments

X°zi de % &Ppﬁvt@n@ﬁt respeat“vmﬁaat aux racines o, ot ~a tels que

2
{ﬁgfz 1 mP - ie o (%.}Mmap; ;'éé glm 3 Gyt n'étant pas une
-
raazme si ifg‘, £3 c@mnute avec T , GM S d@n@ les formules aaivaﬁt@ :
- X : :
3 s % s v 1 ' U :..r' . 2% <
E}.—a 3& }-” 2 Lo Lhigagj %lj'% &r»_- iy E§~’§Y§,3 zfii (5% i, j\{.&.

(43 , e

?Ao

M@atrgns qgs les elwm@yzs ﬁ %;sﬁ-' (i< ) en a@ndreﬁtéz_ u@i@ 2

i 3 b ol 5 e '.f_'{ :‘. - 5 f - v
§na 3&@¢Q§“fg ; posons g = zi ai@i . 51 les e, sont tous 20U , les
<a ,.@i:> ne peuvent Btre te s( ¢ {grgp,ﬁ,g 18) ; il y = donc dans
ce cas um & (131 g;':-} tel que <, ao. > >0 ; i1 en résulte en veriu
did th.5 § '7 que o-a. est une racins, S5i g-a, # 0 , solt X' un

&idman:

c‘r
‘w
o
(&
2]
3
g
o
&
oo
S
ch
2
&

§
&

. -
% Ty & e » o gy o e b me 54 4 ¢ Pie
%] (e85 & g 5 R & 8l8¥E Ay g ‘g L9
= j i £ i’ /




:les 9’5;

&6

(cor.1 & la prop.3,§17), st E i,,}i?? appartisnt & o . Un voit de méme
nt % 1

us, si les ¢, sont tous £0,3il yeau il tel gu@ rﬁ-a,i s0it une
y & un élément #0 appartenant & a gui est

racine ' . 81 $'£0 , il
de ls forme l'i?i _;zv; oh Y' appartient & B! . Procédant alors par

réourrence sur 2,

multiplicité 1 , om voit que pour toute racine 20 , les Sléments appar-

tenant & o appartiennent 2 178lg2bre ang@ndx’éa par les H..X%X.,Y , ce gui
2 32 i’ 4 ?

._dém@zzire nobre asservicn. Om 61t que 1 énents He Zyp1y Torment

un gystéme ecavonigue de générateurs de % -

um}wsms rmewmqaemszﬁ xgu?we 32,&&52*@ de Lie ag soit emg,an«irés par

3r élement& H.,}i,,‘," (1€igx) héq ps:«zr les mlatieps (4) e ~dessus

i :
3 formant un syazéme é’eﬁtiars de:r Caz'ta?z. Qgir 1’@&5@:@1@ des 1
tels o;;g }iﬁk’
;;za,ész, , on & j..y =0 s ear 2x "[Ea’%}i . o% w{zz;},ga] si i€ ;az;, gf:g,
on a [ﬁj,xi} = aJiX cl of a;j .= ; on Sc‘&it qu*ll en x‘esulte qu.e ;

=0 (cf, fin du §‘:§5) L’algabre % eat d@m ezageadree par les

si 1€B ) om a Iai’%{.;' ?fifu {cme LX ,‘?’ 1 =&;) ; sl

i e

3'»3
i?
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Rous désigperons par A l'alpgébre asscclative dendomorphisme

el - g L . 2 -
1'identité I et par le By, Py,0, ; soit é lig
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riel engendré par daﬁm.a,z . Soit w uune fonction lindaire
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% g $ ¢
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| eat igcbara & poids wg et Qs h@mﬁgéﬁﬁ @ﬁ dag
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T llensemble des z&€T gui
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qm‘a "s@é‘t"égwéeé@ ' ,aa~ste:§31e de ¥ est ischare _; 7 est ‘Gone 1o plus

z?az;ci s@w-aapa@@ A»sm’b}.& ;f T de T .. Hous deserons V=T/T ; V est
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Ssit 5 ced idéal. Uiilisent les notabicns de la démensiration du

lemme 4, il est clalr gue 3 est appligu ué dang lui-méne par les opéTra-
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} t'} z‘sa& qﬁa zf;cz.i n@ sai& pas £ vy ‘,‘ paisoue E’ x as‘t ieebam de
p‘oids m—mi, , te metaur eP‘G m:al 'ﬁw qm, mezz‘%;ra que P , et par gmt@
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elemazz%;ez de V =(T VK }fﬁ N sst somme dirsche des ;% et ¥ =£ upelw
nfeast pas sg.w@ . . |
Introduisens paintensut le groupe & do transformetions de W en -
lu,;s m&ne ﬂng@ dré par lea eye“asmm «-ai définies }CJ:&E’ s;aé = &’,j.%’i; éeai
zgi s 1 sr) dieh 2, W ~w-—w{3} )(m pamr tout w;e;*f* . lous allems
mzztr&r gue i} pemwe enire eux lae pmés &as alémems ieabams #u
de v . 3:3. suffma d@ me&tx‘er Qua. Bl w eat le poids a'um élemezzt é&@a
bax'e :{éﬁ de Yy , ;1.?? eat auss.’x. ls ‘238.;.@“% é,’xm elmezzt 15@“&&:’@ {;; de%!;.
Sv,pmscns é.'abcrd_ que ss(B ) ; o . _ Soit al@rs p is plua gra.nd. emtier
tel gue x?*xix ,: @t sait zézkzx' (k=0 1,.,.3; ca &
[B ,M} 2X_ L @,m,.; ‘51 résulta dene des femalgs du §16 et du 4
fait que z{iz*-ﬁ que Ji »g‘ = {k# )‘gg“( :-'na)y’ . or x' est 1scbere db
p@;i,és wﬂmi ’ dfol a,fe ok‘jxf f'w(ﬁ )Mp-g)'ﬂ , et X, x{{ 'm(gs(D )+2p-k}
*“)xk 11 z’ésula@ ie s ::_m@ x§ est #0 pour <k<2p~w(§}i) s
‘en paruicx,l*er pez»z' xzpmii} ) Gr,' pouz cetts valeur de k ; Kk est
iscbare de poids w-w(Z, )g‘i = giw . &1 w(d; )< 0, oh ymcé&a de manidre
aﬁalerae on partaxst du plus grs q 2;;'!.3- tel éae ’x‘é = xT4£0 et en_
egnm.démat lss z? = fix“ ; - |
ngs allaz;s maim;arant utzlia@r le fait qus less 2; forment un
si;'sueme d}an’cmrs de Cartan. 11 an résulte cae l»:* greups & est figzi
et Qk@, pour toutb ’%e’ﬁ S il y 8 ut 266 tel que (5&?7;(3‘)

%

{1 gigr}, ce qui azzcrazz&a gua &v est positif {cf. pmp.ig, -§"3$} .
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Or posons w = 5 B,6; ; les aflds des elcmenus igobares de T (done
: e = 7 v
aussi de V) sont de la Terme w. - J, ©,e, , los c¢; étenl des entiers

. 2
: 81 on %8l poi 1de est positif , on a o, £ By (1€ i<7), ce

s
gui ne laisse gu'un nombre fini de possibilités. Par aillsurs, sl

€ . :
wﬁxmg~ .23.31@, , les élénments isobaves de peide w' somt les combinpai-
. £s2 = - ' LA
sons linésires des 4. ...Z. tels gue as +...+o, = 2z C:0; , G
1 - th 2 *h z -
qui momtre que T - deac suesl V . , est de dimeusion finie. le
groupe ¢ Stan &&5 on veit qu'il n'y a2 gutun nembre fizmi At éléments

de W qui sui nt d@a y@&@g d'gléments #0 de V et qa@ les espaces vw

o«

e 6 7

sont Tinis, Qn &n g@ﬁcla& qae ltespace V sst de dimen: sion finie,

901t g; 11 1gébre de 1ie dfendomerphi zgs de V enpendrée par les

L

ﬁggxigﬁi ; 1*&@@Ligamzan ld@ﬁtiﬁu& de ;Z dans llespece des endomor-

A

%ﬁigﬁ@é de V ést aﬁa@ une represantaz;@@i évidemme f" zmple de éz -

On en aaacluﬁ qae g@ e&t “eaustive on sile-néme, wt E&I subue, en

veriu de ee qui &té wvu &ﬁ 10, que d; est semv—simglﬂ et aeﬁﬁt
pour en nti ers g@ Gaztaﬁ les emti@f& B; s pour 1 , &R , ob B ost lfeym

e:’

‘ﬂ

8 mhle des ihalces i Jls'Qﬂe wi%b : 3@% désignarsﬁé'déSQrméis par

g% (aij;a ) l'a;aeﬁr@ de Lie éa%'meus venons de construire.

§1 nons prencrs les ml tous >0, les H, sont tous # 0 .

i

1a classe 6o

ol
o

A

En Gf&@t si op désigns per nedule T s on &

B
dix = mix . lioug svous dsgc dém entré llex i@teme@ é‘uﬁs alg bra de

-

Lie_semi-simple &d@@b%&ﬂb les entiers de Cartan =

g«ﬂw

3
80i% meintenemt g@ uns algdbre de Lis a%&iafir le admsttant les

entiers i@ Cartas a, . , et s0it i-ﬁg %.,Y, ¢ un systéme de cenéra*
g 5 E i

i3 PR A
teurs canonigpe ds 2; relatif zux ertiers agi , Solt de @las o
# 'X‘ L .
- i L i ~t e ; 5 G
upe représentation ginple ds gg ; 8% w_ un poids dominant Ge ¢ .
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Soil %‘l?espace d@ la re nreﬂentatlgﬁ o ; posons ﬁ e(h

B

[ ll?
N M«— & 0 et =) 2 i % {-‘J
Q,=p¢ f ), 2% soit %, uB vecieur fa de poids w_ . Hous svens vz gus ¥V

o
izgfﬁi}g

Q

est eagandre par les vecteurs Q& .,,Qim 5 5 41 ¥ & dome ua homomerphisns
de T sur ¥ qui applique 1 sur x, et qui est tel gue 9(Q,2)= Qz@iz}

@
> = A.J
pour tout e T . Fosqus A= ’ﬁ.;, et applzaaena les constructions

s
5
<

préecédentes. ﬁcntraﬁa gus $&J z}aﬂ4m(z} pour teut z¢T . Clzat vral
pour z=1 : et om volt teul ds guz%& gue, 81 o'est vral pour z , clest
vrai p@ur zjf (en veriu des Termules Es"%sj 235594 »

j = a;jﬁﬁ} On qglt de m@mﬁ gus o7, a}m&iméé) pour toub ZET .
Le neyau de o est dong “nvtaole, d@ﬁc “Gﬁi@ﬁﬁ dens T . yéi&gu@_? st
espace é& r@presanuatz@n sxm@l@ &@ gz s OB vei% tout gs sui%é que le
nagan ést @@ac au?ii Y a2 un iggm@rphiﬁme de V svec ¥ qui fait ée'f

¢@rreaygndrs %. et E “i s £, 8t ﬁi : ¥, et Y il en rﬁgulfa en pax@zm

culis qua deax fepra&@ntat;emg simgl@@ é@ gl de n8ne peias de@;ﬁaat

S@,‘ fg ival@ﬁtag.

: Qungag@% mam’s&w_zzt que les entiers ai forment aza systémé de
darten simple. Alers, si les mi A6 sont pes tous nuls, 1'egq@mél@ éééi;
'géé?§1§$ haa%_pax B alest gas vide, denc est 176ﬂu®m51@ de teas 1@&
ipdices de 1 & » . Or la éiia&az@m dtune @lgébf@ gemlesimp¢a peat-g%
églcml@z déz gu'en @aﬁait'aa_gﬁété:' dfentiers ém @&r tan ; en effet
el « est une recine 0 ; ie nonbre ¥ é@ﬁ racines f? est 1'indice dans
13'@?@&?@ éé ﬂ@vl du 5@&8@%?@& . des opérat i&ﬁﬁ qui eaa%gfvsﬁt @ ; 2%

o

SR S 2 et i
1z dimensicade %4 est 2 O on en déduit éu@i 51 les (&ij} forment

»

un s?miéme simple ei gi o ast aae tepres

r"ng

stebion #0 do F , B(H)
Lation ;‘U & &‘?ﬁ § 4] é&
g le meﬁ@ diuﬁ nsisgn gue g’ denc que o f’asﬁ'fi&él@, Ur uzme algébre de

Iie semi-simple im ie a des représentstions gimples nen fiddles ;
s
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- : . ?? g ,, . :
on ?@i‘;_d@m gue, 85. ie ami‘»ame {a. “5} est 8&31}15, gz ast siw@l@
{un £ait quiil est dlailleurs faeile disteblir directement) et g
deux algdbrss simyle%aﬁmet@%i ie ndns ﬁgﬁ%éﬁe dtentiers c’_ga Cart;m sont
igomorphes ; d'une manidre plus pricise, Stant éeaaés ées systémes de

sénérateurs canenigues deo ces algdbres, il ¥ = un isomer phis% de

ifune sur l'autre gul f2ii se correspendre ces généra‘oeziz*s ganeonigues,

81 les a. 13 ns Tforment pas un 6:;::‘;?,%&@ simple, on peut décenpeser
%-’5;”, ‘*} ex p&“’f"’&as disjointes By (1€ kg h} ‘%.;@E.laa que . g;.=0 si
L 85
iek , .361’%.3-, 5 3{?;{ et gue, pour chaque k& , legs %3 pour 1,j dsams

s

rment un sysidme simple. 5;:;14:; ' ?E Ef‘aigé%?" ‘engendrée per

o
o
b
' )
H

Yon },g. X, ’Yi ‘pour 1€ 311; : ﬂi i, j pppamiezmem éas ens&mbl@g Eﬁk

ai 'tinﬂt,;, 31 fﬁézél% de &1 =0 que a,i-m,j - as* paa ume racise

w

L

{ i' &t zz% ia raa;m@ d@ g 3 acuelle ag;z; z’tisat }’i : fzf,pz@p §-’§‘ﬁ}
on' 5 denc [i ,E:;] 3'55, ,’5;] =0. .. "’E ea ea&el‘m que- les élemzntﬁ de
QL, codmutent avee ceux Q@ ?k, si K )ésa : dgm qm Z gék

ast zme s@z;s»a}.@eb% de g’- -, et }pa,z' sui&e gz,.e Z, ‘}k % et gue

les ‘é X sont des idéeux 63 g Lea gl segat dcme semi-simples,
at il est clair gue les a“, ,;} euk forment uwn svetama dfentiors
de i:a,mfm cz@ fglk . . %’K seat dozc simplea. : ?.L regulte %@ab _
de .9&3. ie c:m lé, et de ce qu’f@za 8 démezgtré plus has 5 que denx algeams
samiesimplea euﬁ. ont les zaémes ezztaﬁrs de Car‘taz: soat im@m@rph@s

_{a rot cowespeaaam@ de sw;tézaae de gs;.eraﬁ;a'ars camm@.;,{;a&g}

mafin, quels qus soient les m,. , 1'algdbre g (2; im0 .

systéms dtentiers die Gaz*tan éeﬁp@éé &és a,i,; pour 1,J dans B ; oT B

gst gmd«amem ia x’amzmzs ds cez"saim deg LL’ s ©8 gu ;1 prouve gue
{&« m‘) est zme; imsge homemerphe de % . On en conclut toub de

o

auwf:.@ gazs, 51 ﬁg &2t une fonctiozn 71319@,:&.% suy 1f sepw% ﬁs engendré
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par les By telle que 1@@ wgihi} goient des enitiers ;,;;a 0 , il existe

s S e
une représentation sinmple de % da paids d@*nmant %sr . Les théorémes

5 et 6 sont donc compléiement démenitrés. Un moters de plus que, si

e A : s A : %
les W _(H,) sent tous G , p est fiddle ; on voit denc gue toube
0> s s

21z8bre de Lis semi-simple admet wwe représentation simple fidéle

P

{(noter 1a ﬁif:i‘émm@ aves le cas des algdbres asscclatives !},
On remsrquera asussi que llalsdbre semi-gimple gz’{a,; 43*’*:;,
%8

ung bags dent les oo ”'azzms de ptructure soent rsticmnelles

®

édulirs par sxlension da corps de base dlune alg,ea-@m de Lis sur le

i.“)'a

ge 4

corps des rationmels) ; en veit @gm que toubte slpébre semi-simple

uz‘ m:a corps al‘gebr;gu@meﬁt clos s posséde une base domb les constantes

de 8 faabura s@aﬁ rati@mnellas.

§ 21, REMARQUES DIVERSES.
1% cma‘mmvs S0 GS-ALGEBMS v ,
Soient % ure a,lgaizz*fa de Lia Seml=ﬁi ;p.,.a s;ar Ai% e:@rfﬂs algéb?iag%@o

ment cles X de carsctéristique U . Jssiémaﬁs par L algétre de

63
3.‘!-
o
&
)

\““
&
o
®

Lar qu:z. ae é?’, .ot }g&zr B ﬁax,semble (‘1@::7 T par rappert

8 *i"i . Pour c: aa:;am el , %911’ 2{0 z,,a iﬁlé:«@ﬁt #0 de %Z a;gpaz”i;emam

4 & . Soit 8 nne @ami de R gul pesside les prepridtés wiva&tea

81 €S ,ona -a&f ; si aet B sont dans S of 51 o+BER en &

ot € 8 . Soit g},z’i iz sous- awﬂ bre de g @sgazur@ par 1 z

pour o€ S . 51 neus ééaigf@z—zs par 7% le seus-espac »ﬁ Wga&dré
% 2y

par les H_, pour & €S (o8 H, est 1'élézent dusl de a)
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il est clair gue les &iémente da gz sont les semmes u‘élémentg de
. %i et de cemmimaz.s@m: lindaires des X pour €8 . Liglsdbre Z

esh pemi-gimpls. Pour 1la mentrer, il suffit de Paire voir qus la

forme bilinésire fondsmentale de Y est son dégénérés. Or, eoib
‘ K~&+Z a i, um élément de g’ tel gue Ar{adg, A)(aé?, ¥ )=0
1

penr %@m_ ¥€ gi' . Observons 4sbord que, si o 8t £ =omi des eles-

mevztg de £ tels qus rJ»S:;!ﬂ o (ﬁﬁ } }(a x ) sst nilp@t@nt died

g Z;
Tr (&ég x )img_, g}us . On veit de méme que
ve(ad g, ’f-i}(a }z@ el He ‘% Liglig é,ébfe 4  ocemtient 1° algdbre
i

gg,a sz,m;:sle de éiass:xxasmm 3 de base %E L X } , ot la repraa@maa-
ticm ad,;sizﬁ:@ de j _m:mi" tme I’Ef@féfj@i’lb%&iﬁz’ fméle de gf < ; lg

forne bzlinéaiz'e d&@@cié@ a, ce’&;ﬁe rapresamauwa zz‘ataat pes nulls ;o
on & oy [ad g X, }(acv g ? )fi} , en conelut de 1l& dquée = -»(3 pour tout
; A 1 :

aés . Eax’ aill&urs, la reetzwdoz& & l'aapaea des c@msizaaisms

!\I’i

linée,iras ratieme}.las des }Ei c,e is fems quadmtiqua » p (a&,g;_ ﬁ}
5:11' ﬁ est éviﬁemam y@sztiw at na 'z:su‘b prendra 1z 'waleur 0 ea %m
elemazs.t H d.e l'asgace eh qasgt‘,m gte si taw les cs,( ), 0aes ;. sont
Bt%l,.a . c‘est»a-&ms i B est dens le caxatre de % Qr, cela a@traim _
, Ef@ s o8ty ‘51 %% oo ,zz,m_' o5t ume base 9= l*ea":wc@ an,g@ndz'é par les

éléments de 3 ? mgé’»sam&ﬁam éat (< %1, az.ﬁ > }?4 ?sm ‘@at ?é,; :
I:l %gulm d@ lé ":gm =0 , cs ggi prouve gue % est semi«simpl@._

est une algdbre de Uartan ds gz et qus les

.R
(A

;{3. asf cla.w qus %
| ; :
raciaes jﬁi} 'G.e , gi gent les pestrictisms & %ﬁz deg fonciiens

%

-&pnameﬁaﬂ% 8 5,
(}e resalta‘s permet de censiruire ceriaines sxzauaealgé’ez‘e@ semio

'simplas de ;i , mzis pas toutes (cf. plus bas).
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~ Considérons maintenant un systéme fondemental iheg...gar% de
racines de gg . B6lt E vue parﬁie guelcorngue de z'i.,..,z:§ et 3@1? 5
llensemble des racines #0 gqui seat des comblinaisens liméairss des

T

racines “i pour leggueiles 1 €E . Il est clair que 8 sabisfell aux

2z
racines e, , 1€E , forment un sysiéme fondementsl de racines de o  ;
obs ! L=
2. & 3

pour les valeurs des indices appartenant & B .

~ On veoit alnel qutune algdbre @ngla ds type By (?@@3"Br&gs
: i : Y PP .‘ e = £ P 3 o -gv'vvm:s’. I"ﬂ ﬂil o T = ""
Gf+1,2 ) contient wie g@a@-aig@bz@ de type A {resp.: rsﬁr”rjﬁ et

qu‘une alﬁebr@ ée type ﬂa (?@qutE7§ conbient une mlrébra ds type E?
{”@ap. Eé‘, dals on ae découvie pas ainsi les immﬁ's ons impertantes
saivanteﬁ : %é c D, C:na c:i} '‘nen plus qué ies inclusicns

i B C. -,
.Aarc;‘: 2 b."ﬁ-‘i‘

© 5, POIDS DOMINANTS FONDAWENTAUX.

B

Solt %a,,.,.,;, } un systéme f@zimm sntal de recines de ¢ , eb soit

%g 7

3,913' un gystéme de wéuarat, r& caponigue cerrespendant & ce

&Eféma. Eaur Qﬁ?uﬁ@ fonetion 14 'éair 8 W Sur éﬁ soit peids deminsnt

u*un& r@prceﬁgda i@g alﬂ?&@, il faut ot suffit que les W(E ) agx@nt

des sutiers f} 0 . On sppelle pgids éemﬁa@ﬁt@ fondanentoux les fomcticzs

-

¥, Qig £z} a_fi@ias par

s

wi(H)= &, . e
"

lse représenietions simples aysnt ces psids dominents sont appeleag

lss représentations simples fondementslss.




%2

~ Bl .

Le peids deminazni d’éna r@praseata%ian simple quelc@aque peut denc
se metire scus la forme Z BWe et les B sont des sntiers 2 O ;
pous dirons que la r@prés&naabian est de type. (my,...,m,).

keppoloms que nous avoms ordoané l'ensemble des combiraiscsns liné-

aires rationpelles des @; en appelant positives les C@ﬁbiﬁaiSQEQAQ :

ccefficients >0 . Soit w un élément minimel de 1'ensemble des cembi-

z

naisens ;‘imiwi des ﬁl & coefficisnts entiers >0 noun tous
uhl &% ssg% o ung rSpré sen%auieﬁ simple de Q@i&ﬁ dgmimaﬁt W ; 

Si w' est ve peids ﬂuelccnqus ae la *eyrésentaﬁia@ p ; =i vy & &n@

' aper&tmza s du groupe de Weyl tclla mz@h {ew? _}{ﬁi} 2’ 0 {(i1g igr).
Camme awi sst un poide de p , on & ewfig w , o6 qui aﬁtfaia& ou bien
sﬁ’mw oun biéﬁ Sﬁ'“ﬁ {d'aé "' =0). Dene lﬂ pfamla? cas B, w! egh an
palaa é@mwnant p@? ragrert & un a@tra ﬁTStQWQ fa&aam&atal de rgeimea,_
5t o8t pay suite de mulﬁxnlieite 1 . la degr 26 38 p sera doze la OIS
| de 0 multlplicit@ au ye;ds U (si U est un bolds) et du Qombre des
uransfcﬁqes aisniac»g de w pér les nperatlnﬁg da g@eape de weyl .
tette rag argue sat u%ﬁm@&@ dans le cas eﬁ on seit dlune. aufre m&qiére

que © h?ast-@as un poide de p cfest ce qui arrivers cerﬁai&emeat

«!-

5i w a'est pas une cembimalsen & tosfficients entiers des racimes

C‘s‘! .ge's 0‘;553:.' o

Par silléurs, on psut dbmentrer que, si w ot w! sent les peids

dominsnts de deux représentabions simplesi o et of , 6t si vw-w' est

une combinaison & &oesfieieats entiers E‘Q ds mg,,,.,g; alors tout
p@xés de p! est um yciﬁs de p ., Il résulte immédistement de 14 que is
r@préseatatlan #0 de plus bas degré de éﬁ 8st lfune des ?@préaentai

tions fondamentales.
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Les me%ades trameendamms (Id. se@yl,) baﬁéea sur lisbtuds da greupes
cempacts permetient de domzmer ume formule pour le caloul du degré diuns -
roprésentation sinmple Ty peide deminant demnsd ; il n'a malheur@uamen‘t
pas 656 encors pessible dléteblir cetite formule algdbrigusment. L Per-

nuie egt ia suivazgm. Désignene par W, lg demi-gemme de toutes des

raeines 0 , et par = le peids deminant comsidéré. Le degré est alers
TT* Lwtag; a > :
id>5 <?‘§‘@#ﬁ )
is z;wﬁm.b é’@&;ﬁ és@z&ég a t@zﬁeg lss racizes > g

3. OPEBATIOK« SUR LES - anysﬁasgzg%ﬂm%m |

~ Selent p e'i; gz‘ des représentstions de g ', ¥V et V’ leurs espaces
de representa’bmm yésig:a@m mr I et 1! ‘les aut@%mhismes mentiqaes ;
,_cia V et d@ v respectivemem ; BB veit aler tout de suite qaa 11 applic,&-
ticm X —@p(ﬁ) D1+ 1 ® a'(x) ést une mpmsem&tiozx g,u'w peu'b
a.ppeler sonme tensamelle d.e ip et de p‘ . a—t déaigmr par o . gy
11 est clair qm les poids de cetﬁe raprésentaﬁan sczzt teutes les
smmes d*axz pe:l.da de p et dfun p&ida de o' . Si g et pt sent simples »
de ”am.ds deminams % et wt, le paids d@mirzaat do o & of saz‘a wtw!
vna:,s, bia.n antandu, p @ 67 e sera pas aim@l@ en général, &t ia
théeme des pei.ds ra.e fe'szrmt aucsm “nramzz de décomposer ¢ ') p' __ea_
mpz'aﬂsentatmns simples (essentielle*ncm perce gulon ign@re tout des
sml ipliciﬁéa @@s peids dans les represema‘rmms si”z!plss)

325. on caxza:z.dere en particulicr le gag oh pl=p , V@Y se déomnpase |
en, 1fe$pace des élémenis sgmétriques_ gff{; en gslul des s,ymétriqgea gaachea. |
51 w esfa le poids deminent de p , le poids deminant de 1lespace des _
éléﬁ.ﬁéﬁtg symétriques est 2w ; si w' egt un 4lément meximsl de l'enseumbls
des geids KL w de o , wtw! sera uB peids deminant de 1° aspaée des

¢1léments symétriques gauches,

2 “ it 7 : i ¢ i ; o |
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Un netera gus si tous les aij p@mrii#j s@a% Uou 1 , les ai;s@at .
tous égsux, en vertu de la connexité d du graphe. Nous désigrerons alers
leur valsur cemmune par & . '

Considérons d?abera le cem ia A, . Plongeesns '? dans un espace de
dimengiocan z*-iﬂ'i @ng@ndz'e @ax’ ﬁ @t Dar un mstgur £ 5 1 at ;;mzmg@@ns
a forme (w,w} & % par les emditw@s <€,,“s > =8 ,
<s,,%> = <@ , <€,3,a,- S0 et i1 Yosons, pour k?? -
ey = &,+a *”'M’k 4 ; an tmuve alez's facilement gue <si,s > = & 14 8
Gn v@it ﬁ@nc QL‘aa “eut 1@3%%@ les @i sous la forme

.s.

""i =518 - -
oh <Sz T > f‘ . Ta symetrﬁ.e par mpp@r & 1t hyperplan 1’ as
# v
da ﬁa’ 8s p:mlenﬂe en uume @pem,i;mz da*as *ﬁ) i laiam mv m&mm

notrs f@m@ qua@z*s,ﬁiq:ze pmleﬂgé@ s ORh va;t tmzt de _suite q&e e@‘ité
spé:ﬁa’c%oz éehange 81 et 814-1 at 1éisse les azﬁ:ma | sj fim& ,
i gmuge (_3.6_‘.;& vl diune %lffébm de ‘3;@@ Ar est donc le pro 2@

‘ r-%—‘l ;3@ § Pms us ls gwup@ zis ‘1?933. pema‘b é,a

e zi’tatic’ms? de

tii*aéas emer taate raeine ;uﬁ ea ﬁsme dag Gy 5o ezl g on ¥éit que les

racines sent 3.9f= 81’53 (r<1 , < rﬂv'é ; La dimeauieaz:x da A est c’a@zac '

r’rr{z‘M }-(z~§-‘“ }2-¢ : «.,neremma lss pamg cz.mzizaums f@ndamea‘tam. Ecrixr@zas
<E- = 5:’ + 1, _e& 3 Eﬁ et n aat @rthewezgal & % . C» a al@rs

<s:.? 3> =0 si 4y, 5, <o s%;”*"’@ ; L=l %-M>za :

Lags peids fazaéam&ﬁtam saat dems

4
&

T ’-'“’E‘;f | = S iuﬁ 2293 ¢ ‘gg = ;,E f."‘tlv%‘ag
$a mEelefieg),., w = (el er :
S E4 b : ¢ ¢
On a ‘azlluurs 3 = et te. ta, 5 8% > ei=0 , dlol l'expression
d’ 45 =

da s,: : s;;' = «(r+1)” ?(z’@?m.#e‘?} . On voit tous de suite gufzucun
des -wfi n'est coembineiscn 4 coefficienis entiers ée_s racizes.
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- B% - -,
8i denc 0y gst la représsnbation sinple des poids dominant Wy U nlest
pas un poids de &8 . Lz seus-groupe du grouwpe de Weyl qui imvaris W,

»

est d¥indics {°§g) dans le greupe toltal ; il en résulie d°'zbord que

Py est de degxré r¥1 , Fuisqgue ég ceincide svsec sen algdbrs dérivée,
les opérations de g?’gi}‘ggat de trace U , Or p, est fiddle (parce que
g; est simple) ép étant de dimension {r%%}zaf , en voit qwﬁvgﬁégzﬁ

est 1'2lsdbre de bous lag_enda@afphiﬁ4@@ de trasce O de ll'espace de

Penc upp slpgbre simple ds type 4 est

iggmervhs & 1*&1@ bre des mairices de ﬁ%gré ¥+ et de trace 0O .

ﬁ?aut re pa%t, on veit t@@* ﬁe uiye que Za W@présensatzcn de psids

ﬁaf1§aa+ Wi ast la r@vfésentaﬁzon par 1@ i—vecﬁeura de Y 3 1le p@idé
6axibant de l& reﬁresantation &&vcint@ eﬁt w?+w -

Seusldarcns a&ﬁt@ﬁ&nt le aas ée ., 11 carreﬁpand Bu% raciaas
d,;;,;&i?g de Q une s@aﬁ-algébra de type & d@ E 11 r@uulta de
ce qulon 2 va plas haut gulon geut treuvar une base <§81,,,.,s }
ds ‘:% ‘tmlle @ﬁe {&,i, §>g 8 B "’é%:}b,;} ), ce;i:*—gi*_',gnal
(ig z.é r-?} %s@xzs &, =be, ,.‘ﬂ; “’zr ; 1s condition <es, >~2&
dgnzie alsrs Z bzsa. ; la caﬁditi@zz <&r,% > =0 paw’ igr«; -
symetrlqaa gaacﬂ@ f& . 11 en resulte'ﬁaa las opératicns de 91(Br)
laﬂaaent»age forme gu aafahzqae nen iég‘?’réé iﬁ”ariante‘ Rebréééntén%
»ﬁ@tfa f@rmﬁ qua&sat¢q3’ esmme somie d@ carrés, on ?szt a&a leg @&é@-
g@wna;a&a% qu la laissent wﬁva i nte sopt ceux qui p@uvaﬁt et?e

&

reprs isentés par des matrices symétriques gsuches Dar rappe ort é;gne

£

ge convenable, denc formeat un espace de dimensioa z(2r-1) = dim D.. |

{n en'eeﬁclut quguﬁé algzobre simple de type ﬁ? et iﬁgm@fg he &

Eéaigébra des endomerphismes d'un espace Vectoriel de dimemsion 2r

g ui la;gsent inm f&?idﬁ&@ une ferme gusdrstioue non dépérérés.




- 86 - :
81 i2r-1 , ﬁ est le poids deminant de 1& représentation par lea

i-vecteurs ; w,. 4 et,wy donnent las reyrésaata?i@as par les dsux espéces
ds &eﬂznsplneure

Dang le cas de Ej, on precéde afuae maniére suelegue & ce gu'en vient
de faire peur D, . On pose o, = €1+% €4 1<:f), ol

{si, e > = 8 & , 8t on cherche la forme ds o, ; il vient

3
= (1f2)(s e 4 5) (ﬁ/z)(r +. ..%6 }. Le groupe az Weyl centlent certais

nement ie groups des permutations de Bapes 8y - On en Géduit gue

o = (@/2}(e4ﬁc +s6)~(1/2)(8 +e +8j+£7*€8) est encors une regine.

Or, ena Ja, o 8> =8 3 olug = -(a?-%-sa) est donec wae racine, dlod

ok déduit qus le groups de wagl gontieat le gxaape ds weyl de Dy » done

que tauzes lea expressiens

te, ey (1< 4,3¢ 5, ifj} (1/2) Zy § g, QTJ 5.

gont des racines. Or en vér;fie gus ces raaiaes sent encore permutées

gnt?e slles par la-symétrie par rappsrt 8, ?i' ; ce sont doac toutes

leg racines. Ba les cemptant, on trouve Qu‘ugg algdbre de %typs B, gst
ds dimension 248, On trouve gue le gzaap@.éé Weyl ost d'ordre

?4,55.52 7 - La représentation %G de plus bas degré se trouve &tre
ia rqpresentatian adjointe.

Pour les autres algébres simples, Je e &@ntanﬁarai d¥indiguer
qnslques réoultats : E7 est de dimemsion 125 représentation de plus
bas degzré : 55 ; gb de dinmensien ?8,':eprésenﬁatiag de plus bgs degré :
27 Gz.de dimension 14, représentation de plus bas degré : 7 ; E@, de

dimension %52, représentation de plus bas degré : 26 .
Ltalgébre B, est 1somarphe 34 1'algdbre des endomerphiszes dlum espace
dé dimension zr+1 qui loissent invariante une ferme guadratique nez

déobénérée ; 1lfalgébre C, est jsomerphe & 17sigdbre des endsmerphisnhes

d'un espace de dimensien zr gul laissent invariante ume ferme bilinésire
synétrique gauche pon dégénérés.

. 5 5 '_ i i
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Q 23. INVARIANGCE DES BMIEBS DE CARTAN, IR RANG,

Jusqu'ici nous avens considéré ume seus-algdbre de Uartan fize £

de % - A teut sys#éma fondamental de racines de 21 par rappert & £
nous avons assecié un systéme d'entiers de Carbten ; tous les systémes
 fendarentoux relatifs au néue ﬁ 8tant conjugués @ét-m guxz per le
groupe de Weyl, les systimes d’enti@rs de Cartan gui leur correspendent
gont de méme type. Il reste & mentrer gue deux sysidmes d'enticrs de
Cartan de g relatives 4 dee sous-algdbres de Cartan distinctes

s:m-t de néme type.

Soit 4 ume sous-algdbre de Caritan ; et seit %Ei 200 ey }l une base
de ﬁ . S0it R llensemble deg racines f@ de éz pay rappert.s& ﬁ =
8i w€ER , soit X un éldément ?&U de éﬁ a@paﬁ@gat & o . Les éléments

B, ,X forment dcme ung base de ¥ - Introduisocss pedin g indétermi-

mées u, (1€igr), X, {w€R) , et s0it L ume cléiure 2lgdbrique du
corps K{u,.x HNous direzza au’mz elem@m fﬁy v,%ﬁ +
1%, ). “'i;:,g i me aa

48 1talgsbre gz‘
m 8i les vi,w sent algébmqu@m@nu iedépendants sur K . mme

sllons montrer gu'il existe un automorphisme de ;jéf b gui transforme

déduite de g par extensics dw cerps de base esh

T . _ _
Z_ &%Kﬁ en un Slément gémérique. Chaque X, &tant nilpetent, en

A

psut: défipir un sutomerphisme 8, = exp ad x %k, de g . Aysnt rengé

les racines %O de ?« par fappgrt 8 £ dens uz erdre quelc@zaqua,

neus poeserons s = TT « SBit
AER’ - %
B{ 2 uwH. ) = Z viﬁ, + w, X, ;

XxeR ¢
nous sllons mon‘trer gue ocet élément est générique. Les vi,w@ sont

des poclynonss en les By 3%, ; il suffim de prouver que lour déterminant
foneticnnel n'est pes mul. Fous calculerons ce déterminant fonetionnsl
pour les valeurs X,=C des varisbles. {;.33 Ce éétem;nant joue un
r8le de premier plan dans 1la théorie transcéndante des greupes cempacts 5

el £ est upe fcmcticn centrale sur le groupe, et T un teroide m uaximal
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v - 88 = _
1'intésrale de £ sur le groups peui se cslouler cemme intégrale sur ¥
(par rapport & la mesurs invariante ds T) de f5 , ob g est une fonciion
fixe (ne dépendant pas de £) qui est lide de ls facon la plus étroite
au déterminani en q_meaé:ibnﬂ . Hous désignerons par P” 1a valeur dfun
: 7
polynome en lss U; pX pour %, =0.11 est clair que —"i =u; , W =0;

en s done (évi/auj) = 8453 s {Dm /Auj) =0 .933133,3:'9 part, si

on falt Zg=0 pour tout B#£a, w ge réduit &4 -o ( Z miiﬁizx&

‘;‘@QZ u.g‘},(éw /oz} =0 @i B

’.«-
¢

;és &tant pair, on voit que le ﬁetemm ant cherché est

M?a( é;: ,WH) ;5 i1 est gU . |

On ag}@elle Eglgﬁ@:e de Kilimg diun
ie yglmo’m& cametézﬁi%tigm de ed X .

2 . LD pombre des racizes

clair gue les gmgﬁ@ﬁ@ de

K;‘s.ilﬁzig de deux éléments gépérigues de ¢/’ se dédulsent 1'un de 1lfautrs

par ap sutomorphisme de L . Par silleurs, deus 4ié % gul se

g

deﬁuisen‘t ltup de 1'autre par ur sutomorphisne opt méme polyncnme

de Kllliﬁg. Ceci 4it, si om appsells r is dimensgion de £ y 11 est
z ' :

cleir gue le polymome de Killing de Z u. B, admet U comme racine

i

L4

de multiplicité r (ses sutres racinmes somt les & ( 2,
" ' : : . 51

Z &
: . 'uiﬁi), m»&ﬁ),
On déduit tout de suits de 1a le

Théoréme 7. So;i.*&]fg, une algébre de L;g mggmi%gimpl@ SUr uUn corps

2ls8briguement ¢los de csractéristicue O ; Loutes les slpdbres de Cartan

de ¢ omt alors ls zéme dimension.

 p6finition 1. Les notations &tent cellse dw th.7, ls dimemsion des

siedbres de Cartep de ;d{"i, a’amellg le raps de o . |

\T"o

Par ailleurs, on voit r,ma ltéguetior ¢ Killing d'un Slément géxaériqae
i
da gp’

racine 70 de l1téguation soit une cm‘tu nziscn de ¥ ,;,.,§ & coefficient

posséds r racines § - : dang L tellez qus toute sutre

& b

W
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gﬁ'iaV$ s0it taua /’U soit tous sfa';vat, un tel syaﬁéme-de racines

nt &t4 cholsi, si on désigme (pour 843}'par'ai$'le plus grazd entier
;2:6 tel que §. + g as %; soit a@e racine de l?éqadt;og, les 84 4

&

St
il

=
Q."é"

(dont om compldte ls Léfiﬁit¢0§ ek posant &i~-~2) forment um syatéms
d'sntiers ds Car%an da uL par rapport % £ Gas ée%giera s trg@V@a%
Vai&gz dé&l&i& sang féféf&a@@ 1 éi , Ce QLA pxaavg i@

o

‘Fhéoréme 8, beux Qgﬁge&eﬁ queigomgues d'entiers de Carten diume

ai?aare‘ssmiesimpls g&r'uﬂ'c@rpg algdbriguensnt clos de carachér ristigue O

gopt du méme Hype.

Pc&r termzmezj 3@1ﬁd4qu@raiaaseera guel ﬁ%?e résultats i@téﬁéssgﬁﬁgﬁ
Wais dont la dém@msbracioﬂ m*entraigf 2it e peu lcin. Léé motatione
@%aat celles &tziiséas plus heut, soit % le corps obtenu par ad jonction
8K éas vi,w lea cosfficients de i?éqsg%ion de hzlllng de l'élément
géneriqu@ 'Ef vlﬁ + 25 X appartzenuent natur@llamedt & 2, et le
corps obtenu par aégcnctioa 2 éea racines a ( Ei u, E ) de cetts Gguat

bian th le corps Z(uq,.,.,u ). Ge corps est égnc galaialen sur Z , et

on pout ‘démontrer gus san g@cupe de Galols egb 1ewmrcuw-

-sci G . 81 4, est le sous-corps de 2 eng@ndré par les caefficients de
l?équatlcn de Kllliﬂg en Q&QSblca le.grcbw¢ de Galois du corps :
Z (u ,...,u L/z est le groups de toutes les yermutatiéna % do 1'ensemble.
R des racinss: fﬁ qui conservent les relaulans lineaires (& coeffzcients
anyiers) eatze leg rac;nes. Cs groups G, conti @aﬁ nayurﬁllemenu le groape
de evi G comme seaSQgraaps. De plus, G est s0Ug g CUDS aiguiagué de G
/G est ieomcrphe au groupe des permute tions des raclnes gui conser»
vent les rslatlcns iinéaires entre ies ?acinea ﬁt au$ ywrmutant entre l
'ell&s 1@8 racznes dfun systome fbnﬁ enental i@ﬁdé. Ce grsape est dong le
-?oape des permnﬁaﬁigas des indices..ﬁg.,.,r gul conssrvent les sntiers

ij

do Cartan a.. . Cotie remarque permet de déterminer immédiatement ie |
groupe G /G pour les algdbres simples des différents types, Ue groups
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A
est d'ordrs 2 pour A, (r>1%), ainsi que pour D, 8l 7> 3 et r ? ; au
contraire, pour D, | a@nt le graphe est une étoile & 3 Bf&nches}, le grou-
pe est dlordre 6 (efest la source du principe de trislité de Cartan).
Ls groupe ai/é eat dfordre 2 p@ur Eé , mais se redait 5 son &lément ‘neutre
aans tous les aatra% cas.- _ ' '

e groupe G e@ is groups ﬁﬁ &UD&E&lE ent encore d'une antre manidre,
Soit A le grcape des sutomorphismes de l'algdbre de Lis 1?; : clest un

groupe z2lgs briaue de transformetiocons ?iﬁéairag sury Zg . Hzis cs a*eat

i

pab on générasl une variété irrédustinle ; A posséde un sous-groupe ég
d'indice Pini gui est engendré par les opérstione exp ad X , X niip@@@n$‘4
dans faé' , et qui est 1ai$.irrédactibl@ ; &, nlest autre que le groupe

adjoint de g 81 lg corpe de bazs ezt le corps des complezecs, clezt la
composante topologique de 1'6lément neulre daps A). Le groups A est 180~

norphe au groupe de fous les sutomorphismes (algébriques; ouv, 8i on &
le corps des complexes, conbinue) de 4,, et A, eu groupe des aufomor-

phismes intérieurs ds A, . Le grou% va@ e&ﬁfisémsr he & ﬁ/ﬁ e
ctest le groupe des autonoiph ism%e exa€r2mura ie B ., Far axlleurs,_
: 81 on Gésigne par B ls groups des. automory ?ism%e'de-g;' qui appli@aan@
une slgdbre de Cartan donnde % sur elle-m méme, toutl éléweat de A
peut &tre transformé par un 6lément de A, en un élément de B , 81 on
ﬁsmgne par B 19 groupe des élémentg de A gul laiesent tous les alemen be

B
B /B, est ;agmozpne au gronpe de ﬁegl. , |
Les cperazlgas de A neuvent 8tre considérées comme % xséu;s@nt des :
Sbbﬁb&tﬂhbcﬁﬁ liﬂea*r*s sur les coeffic cients vy,w de 1'41sment générique |

Vburuduw% plus haut. Le eorps des fonctione retionnelles en les ¥, ,wW_

qui gént invariaptes par toutes caw s@@"“;tz;;aag.aﬁgglﬁ csrp@ engamdré

DaAr lea caeffic;snts de 1'éguation de xilling de 2. ¥.B, + 2, _w X .,

z4. > = LER % o

Co eoggs J est coat@nm dsns ls gorps Ges fractions rationnelles gui né

sont invariantes que par les opérations de &_ ; gi Ta est gz ce nouveau
= ?’i

corps, le groupe de Galoie de J. /@ sst natare £ 6 /; . Pour

fd.a
O
=

@?A

obtenir & 11 Paut aﬁf@;ﬂﬁrs ad lea e af isi@m‘s é@s équatﬁans ear&cté~
rigticuss ﬁaa 0. 7. "? % +-‘g§ X_) pour les diverses représen-

P ¢ : ;:ﬁ z dee ¢
tatious 0 de 4 . : e
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