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CHAPITRE VII (ou IX %)

ALLBAUX  PRIITIFS (Btat 2 bias)
{Lolus prélininaire conme dens 1'6tat 2).
21 - Annoaui pricitifs ot genmi-primitife. Ie rzadical.
1} - Sommes produits ot intersections ¢fidéaux.

Soit A un anneau & opbérateurs (eun particulier ume slplbre) ; rappelons
(chap.I, 3 8,0%) que 1'iotersoction afunc famille ¢, (a € A ) aridéanx
¢e A est un idéal de A . D'autre part le plué petit idésl contenant tous
, ens enble des sommes 25, S

: e A %
ot 8, (ﬁ$ et a = 0 sauf pour un nombre fini d'indices. I1 est

les idéaux @y est 1'idéal somme g;

ote

clair gue 1l'on a le ineclusions suivantes :
) L /
G1) an(bE+%) s (ané)+ (oent)
' ) 5 < 5z ‘j
{(2) zﬁt%—(éﬁw}g((;@+~%se;s'z{@z+@}.

L'égali des deux membres dans (1) et (2) n'ost pas toujours vraie

{ef. exercice 1).

DAfinition 1 - Soiont B et B' douz sous-croupes du groupe aldltlf sous-

jagent de l'snnean A ; par gbus dc langare nous appellorons produit ds B

biwde B! et nous Adterong 8B! }lensorble des gommes 2, b;b! of b,€B

= & ;o2 i : / : 'S :

gg DIEB' .
Cn se gardera de confondre lec produit BB’ avec 1'epsesble £ des
produits bb' o bEB et b'e B’ , cnsemble que désisperait la notaetion
BBt appliquée sans abus de langare {ﬁhap.l,% 1,30?). Un noters que
BB!' oot 1lc souc-groupe =2dditif cmoorndr

de A ; si B est un idéal

i1 est clair cue BB' est un sous groupe additif

£
4 ;auche, BB' est un idéal & gauche ; si, de plus, B' est un iddal & droite
B! cot un iddal bilatiyre. Un vérifie suecitdt les relations suivantes :

(3) B{C+U') = BC + BC' .

L—b




o

(5) L4 & n@ lorsqua £ est un idéal & droite, et B’
un idéal & gauche.

(6) @‘+ ce’=~ (‘g%"ﬁ) (e + ¢’ ) i € cof vp ideel Bilotir
{

Liggalité des doux membres des formules (5) et (6) nlest pas

toujours vraie (ef. exercices )
n . - 2 :
lious noterons (¢ et appellerons n-ime pulssance de ¢¢ le produit
S - 2 htl . 5 % -
de n idéaux 4 (I ; on a éviderment (X o~ o . 31 kY =K on dit
que U6 est un idéal idenpotent ; sfil existe n >0 tel que % 2=(0)
on dira que ~»§¢ est vn idésl nilpotent
11 n'est pas vrai qulun i¢éal dont tous les &léments sont nilpo-
tents (un "nilidéal®) soit nilpotent {cf. exorcice).

2) Liodules sinmples ot semi gimples.

S0it A un anncau & opérateurs et C l'ensemble de ses opérateurs.

iious dirons qulun groupc sbélien B est un module & cavche sur A s'il
cxistec deux loigs de couposition cxbernmes définies sur E , dont les domai-

nes d'opérateurs sont A et € , et qui, notées multiplicativement satis-
Tont aux conditions suivantes :
(a) E est un module & g';au.che sur l’gnneau gans opérateurs sous Jacent

de A& (chap.iI, g 1,n%1, d6f.1)

() On a olax) = alax} = (aa)z pour tous aeC ., a€h . X€¢E .

En particulier tout Qgé:éatauz de C ot tout Q?éfataur de A& . opérant sur

E sont permutables. Définitions ansloguss peuf les modules & droite.
Losarques. 1) Dans de nonmbreux cas llensenble § sora nuni dlune
structure dtanneau commutatif. E sera alcrs nupi d'uvne structure de
bimodule & sauche par rapport & 4L et C (chap.1XI, App.II, d8f.1).
54 la structurs de C-module de E ecst donnde, la donnée de cette struc-
ture de¢ binodule revient & se donner un homomorphisme ¢ de l'snnesu &

opérateurs A dans l'snneau des endomorphismes o (E) (chap.11,22
~
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Ce sera le cas lorague, pour ﬁoéﬁ J#0 de E, on a agj %Gﬁ ; on effet,
pour tous aéﬂ;:zéﬁg a&A? AEC on & = :
S(wi&} x=f(an) k.2 = aln Ji) = = aih,a) % = Qﬁ a}a.? = aﬂj%&) x
dlot alah- Jk )z »_G pour tous AehA et xEE , e qui prouve;
en posant ¥ = {a4£ - s)x que lfon a y=0 .

‘QQQJG 1 (1emme de bchur) -~ Boit B un module szmmlo ;*z'lialgééré A ;

1e cc:mvtant ﬁ"ée A relatif é B est un Dgrgg'

aerﬂ ecmme C»uodvle. 141 vst Clal” qu@ alE) e;t un sous ﬁouo&uic @e E

11 nens cu;flra de men?rer que tout élemen .a.g_ﬁ de 4' admet un

’inVBfSé'éaﬁS' mﬁ?(h), c'est odire qus a esn un au%omorphisme de B cgnsiwv

F

pu1sque @TO ; on & a(E)uE Dfavtre part a (gO est augs; un sous

L~

aedzln de B ; pulsque @f& i on a é (iﬂ}}fh , done — {{5}};‘{9}

Cecl prauva 4us & é6st un autgmornhlsme :

Lorsaua B est un groupe abel;en et A un ensenble d*ﬁ%er@ua TS

opbrant transitivement sur Efﬁ@%}}g(e'@gtngiife jue le meduls

agsocié & B par la méthode du n°9, § 7,chap.I1Il, est

montre, conte &éns_le th.t que le conmutant de A relatif & B est
un ccrys (1} sutch de remplacer les mots Ysous moduls? par
”soug ur@u@% stabla® )

Exemplos -.1) 831 K est un corps le commutant de K reletif au ncdule

au A-module E . Lorsque B

;
nr K on remarguera

25y
(chap.il, $6,1n73) que A est i natrices
carrées sur le corps K!' oppesd de K .




a7

Le icnmme de Schur nous montre donc gue £ a une sﬁructur@'d?espéee
Vectériei‘é auche sur le cééps K=A' ; nous n@tergns EK le groupe E
muni Ge cette structure. L'anticommatant A" est done 1'annesu de tous
les endomorphisnes de EK, snneau dont 1s structure est bien connus
(c£. 82, n%), '

s

Le théoréns sn i ant va donner quelques indications sur 1'inclusion de

e

9(A) Gams A" , et on particulier sur celle 2e £ dsns A" lorsque E est
un A-module fidels : -

~

Théoréng 2 (théordze de densité) - Soient E un A-module seni-sinmpls,

A* gbt A" le comwntant et le bicormutant de A relatifs su module B ;

guels gque soient o€ A" ot les Sléments x?,...,zh.gg E ¢n nonbre
fini,il existe aeh tel gue ax;. =ax. {(1g€ign).
CEAIEieizes § S ———— TR TN T _L 1 d -~

fde

o
X3

1 03 - Y y;
1'on munit E de la topologie discréte et . f)

de lg conver crce aimple (induite par celle de l*~¢\zg produit E7),

e
{9
(o
o)
Lode
A
fred
el

ke
o
@
e
G
{4}

le th.2 exprize que 9(A) cst dense dans A"

mots "théoréme de densité®. Le fait pour un éldment a &€ (B)
diap;artenir & A" glexrrimant par des s AT esi

Formé dans { (E) ; le bicommutant A" est donc caractérisé coume

adiiérence de @{&} dane L (B) ; comme A" et L (BE) sont formés
dans B~ gui est ¢ cnalot (Top.Géné. chap.X, ) co sont des
espaces csnplng et A" est la complétion de ¢(A} par rapport & la

structure uniforms ds la convergence simple sur E .

(O
€
(@]
28
(]
e
)
&
L)
t

Ponr aéﬁanure; le th.2 nous allons d’db@fd déterminey le

oA

dfune alpcbrs B “eLguzf an B mgdule produit En P étant un B-mcdule

s

m L

i o 5 o b | - . e ik * gl
guelcongue, Soit D le coamutant de B relatif au moduie F ; pour tout
endomorphisme B du g ?D” 2dditif de F- nocus noterocas 8; + i'endomorphisme

T
; i
- o > - 32 s e - e 2 el
de groupe 20ditif de F dofini par B., = 9.0m.9Bes. ., g désisnant
<.t e e e & % 7
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de A-module a gauche a;nsz définis sur B solt une ,tructcra de moéule

szaple 5 ncus d;rons aussl que © est nne reprasanﬁatlon ervauetibla

de a (cs’;‘. 3 5’) Comme A posséde un 81émont units, : 12 structure d.a 1:’10{31119'
E sur l’a}.wéoz‘e A est dé‘termz.nc,e par ssa structure (55¢) moclule sur 1’411219&12
sous- Jacent de & (reua:mue 2 ) P35 La notion de radical é‘ta,nt défmle
au izoyen des A-modules & g;auche, nous parlerons du radical & cauche de A
(et de mé ze du radicel & droite, affitié ou BPF) . |
Théordme 3 - Pour gue a¢A sappartionpe su radical & smuche R dlune

alﬁ,ébre A possédant un Elément mnité, il faul et i1 suffit gue, pour

tout x€4 , 1-xa pgoit - dans ces copnditions 1-xa

et 1-a2x pont inversibles pour tout xeh .

Corellsire - Dans ces conditions le redicel & droite est identicue su

radical & cauche (et a done la double appartensnce)

lfi"!

1) 8i 1~a n'est pas inversible & gauche, slors a€R ; en .,’.":”e; i'idéal

o

y idézl & gguche maxi-

'\4)

& gauche A(1-a2) étant différent de A , il existe ur ,
mal M contenant 1-a (chaﬁj‘l, § 8,th.2) ; A;"L.-l est un module a gauche
siomple sur A non annulé par a car a(i4d } B , sinon a€ll contraire-
ment au fait que i-agM . Ceci prouve gque, si 1-xa n'est pas inversible
4 gauche, slors xa¢R , donc aéR

2}- Réciproquement si a€R , il existe un A-moduls & gauche simple E
ot un élément z¢ E teols gue a,zf(') ; done @a.2 engendyre B (prop.1)
et il oxiste x¢cA tel que xa.z=z ; ainsi (i-x2).z = Q, ¢e gul prouve
que 1-za =n'est psas inversible & gauche.

%) Supposons gquo ae R ; alors i-a est inversible & f“aueav, et soit 1-b

»

un inverss & gauche de 1-a ; on & b=-ba-a , donc DER ; ainsi 1-b est |

nversible & pgauche ; son inverse

a

& gauche ost nécessairement %-a ,

Pate

'oh le résuliat.

(8]
@
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Henaroues. - - 1) B8 ﬁ cut aﬁ ;deal a waache da ﬁ»i ic noyau. B éu

'ﬁadalo 'A/ﬁ Gut 1'eﬁae ale des bé?l :Gels que' DA{:aﬂ', eec; maa-

tre c"e B ost 1@ plua “rard 1d l A dzoi te canten daﬂs Mo B est

G‘ﬁ1716u fs un idéal bilauure. 

2) Eﬁ pzeﬂdg pour M Lﬂ ideal : gaucbe mameal Bous voycﬂs danc

éte ie faﬁ¢¢&3 i} ﬂst coptanu dans L’lﬁtezseet L on B! de teas ?es

1deaux i gauche max1 iaux de A j Soit TeﬁlngqVCﬁsﬁt ae}ﬂ - Si 5

ppartaﬁolt pas. a B &1 eylut razu, en vgrtg Gu uh.}, un lowﬁnt

oé}; t61 gue .-ba ne coit pes 1nverhi“ié 5 gadch o, u@ne un idéal

hazinal & ga&cne i eoﬂﬁanant f-ba, ce qui, étant donné qué

3 L v : - e b Sk A st 4 e e
ba€R'— M , entraine la contradiction 1€id . Ie 5aﬁlca1 R est dong

SR e 'L I o ; 3 1
1Vintersection de tous les idéaux a panche de A |

- % s B gt " - : e B e p i { i
%) Le th.% montre alors que B est ll'intersection do tous les

idéaux & droite ns finavx de A .

o y |
l'anneay des pol

Ay N e A g y 1 A g il Rl B G oy g A

2) On voit par contrs gque i’anﬁeau des séries fornmelles B en s

i e W e = % yamny TR 13 . T Sy B e iy
lettres (s gs‘} sur X umje pou; diecal l'enseuble des séries.
% - -E 1 3 ‘?’)""\:? Eala i o ~ 2~ & 5 - g S s -5 S -
formelileg dlorydre non nul. Ce 3‘? t donc pas un anneay semi-primiti




A6

6) Le radical d'une alsébre quelconaus.

Soit A une alzébre suy un anneau ¢ ; si A n'a pas d'élément unitd

nous allods former ume alcthre 3 &lément unité A' contemant & {(ef.,
chap. I gEgGZGrciee 3) Sur 1fenseﬂble_ Cxia = A' on ééfiﬁit les lois
- de composi élon suivantes : |

(a,2)H(B,b) = (atp s atb) |
A = {af aﬁ + Pa + 8b)

Ngont? Eat N
3 ey
o
(o
St
i

nissent sur &' une structurs

éfi
0) est élément unité ds A' ; 1lensemble

jacent de B une structure de Al-module par la fornule :

11 egst clair aue la strucbure de A-moduis de & se déduit de sa siructu-
re do Al!-nodule par restriction & A de l’aigébre dtopéraleur ot que B
est up A'-rodule uniteire. 8i F est un sous A-uodule de B , ot si
x€F , on o (a,2).x = a.x + &.x qui appartient & F par définition ;

donc F est un sous A'-module de E ., Comme A s'ident
bre de A', les sous A-modules el les sous A'-modules de B sont

igues . En particulier 35 est nodule simple {ou semi

tandérent sur A et sur A!' |




S - e e

csnvérsiblevé auche (resp. 3 droite) tout élément a! de A tel gutil
existe cel tel que cta’tea' = 0 (ceei veut dire gue 1-¢ est
inversc 4 gaumche de 1-a! dans A') (resp. cta'+ale = 0) nous
voyons que le racical R de A ast 1tcnserble des'éiézents a de A telé
gue DbatBa soit conversible & gauche pour tous bear ot pec .
On déduit alors du th.3 le ti;goréme suivant :

Théoréms 4 - pour JuUe ac A appartionne au radical & geuche dtune
val-f*ébre 4 ;, 11 Paut et il sulifit oup, pour tous be 4 et pecC ,

ba + Ba soit conversible & uche ; Gans ces conditions bat+Ba et
NS Le T sy e s

. abtafl sont convergibles,

Conformément 3 15 terzinologie dow ¢éléments inversibles, nous
disons gue ¢ est conversible ¢:'il gst conversible &4 la fois 3 sauche
¢t & droite ; de mfme que powrt les in ‘erses il existe alors un ssul
et méme élément ¢! tel que ctpltee! = g et ctet+elec = 0 (que 1lton
appelle le’converse de ¢) .

De m8me qufau n® 5 op dédult du th.4 1e corollaire suivant :
Corbllaigg - Dang une alsdbre qualeonque 1 radical a droite est

identigue an radical & sauche.

thedteadt 0. S0 S 1
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_ Exerelcos. e e

‘ 1} 501% ﬁ_T’anneaﬂ de eavré na? (ehap I 5§é:ﬁé’ exam@le LTE} sur 19 ‘

'gv“avbe ab ld,e.a G%G 05 r&ote @‘ 1a c‘iz,af"anaw 7 »Gﬁ{c‘i et ag -(G}%G—

mozltre}r que les id auy »@'lg ( (732 4 aa ) e‘b (%{’ggg, )+{~§vn a’) ; '

Z+lono’) et £+ 8 )f‘s(‘g’ - a%“ sont ai SEinéts. |

2} :qiéi'rtfe%"'- auﬁc-;'ren de de uzr z,doaa.:& de Z, que i’on p&:m, avoir —gﬁ F s?f;%_;gy.

"5} Loncrcsr que iton pcvt avo:u* (*@.r + € )(i@ + 61 % &+ e e !

{ prondre  §; = e = (D) et 4 zon zasmponens} '

4} ﬁcnﬁfeﬁ qué tou* &lément n*ipocent du esntre dlun anneau A engenére
un Ldea n&lpoﬁept ‘ : _ - -

5} aontfer aue toub nili aéal ayQﬂt wne base Tinie a'uu anneau commuta tif
est nilpotent.

&) Soit A 1a somie directe des apneaux ;i(P Yy (p prenier, né“ﬁ) - montrer

que la somme des idéav (p}f(n ) est un niligd éal non nilpotent.

7) W 't er que tout annesu pI rinitif co Nmata 1P A est un corps (consiéérer

un A-module simple et fiddle sous-la forme AfM M stant un 1déal daximal

4
. de A).
g) iontrsr que le centre ¢ d'un anneau 'pz*imii:i“? .9. eat vn anneau d’ln-—

2}

tégrité (ut lise'r* un A—aoduTe simple ot flée,le) ot que tout éldément non
wpl de @ n'est pas diviseur de zéro dans A . ‘

" g9) tontrer que 1ls earactéristique d'un annesu pz'm;,i,x? ayant un éc-.é"lent

ﬁnité est un nombre premier. |

*i@)'Soi"c E U_!.Il- és@ace vectoriel de dimension infinie sur un corps k , et
A l's anneau des endomorphiss s de E On rap'pelle Qu’zme éozfzditiozl néces-
saire et sa"’;“l ante pour gue ach {:01% ault z.ple & gaue z1e {resp. & droite
ge. b A es*t.que lion eit =% {2&%}3 4(‘? i (resp. alBE) e_:b(E))
» ‘ exerc. 6 et § = excr;__?)'. |

g2) Lontrer gue sl vn idéal bilat é re d8 A eﬂz**ri ent un endomorphisne

|




_étant.danné vn élément non nql PEeA | un vecteur (Va} de lz base ds

1
)
Sei)
&
)
(""
ti
(it
Tade
n
0
w 4
g:j
L)
{
o
&
4]
st
AN
it
net?
£
fudo
(i

une base do puissance infinmie P , il coatiea% %aws ies aﬁiOﬂO?Q iemes v
tels gus viE)} ait ure base ds puissancesg P . En déduirs s 1 uls

u{E) ait une base de ﬁuisaanea‘ :g’(res-.gi ) & un eardipal infini doané,

e) S0it T 1?iéé§l'bilatére des endomorphismes d'image finie ; tout sous-
annean B tel que F CB A es% primitif. Em déduire un exsmple d‘ annean
primitif dont un cuotlent alt un raalcal #{0) (prendre k=q, ﬁm?aa,c} et
un exemple d'anmean pr T dont le cantr@ 8it un radieal f{@} {orandre

k=@, BEE%Zp.ﬁ . Zp étant l'ensenmble dss fracﬁlans irrédustibles dont la

dénoninatevy ne cOntiont pas le nombre prenier p )

11) 56it A 1l'annsan des ?polypomesv en deux lettres noun permutables

sur vn corps k (e'est~d-dire l'algébre du monoide libre & denx généra-

[

teurs x et ¥ sur le corps commutatif k) . liontrer que A est un anpnean
tif (Soit E un espa ¢o vectoriel de bass dénombrable (?ﬂ)~(n;% a5

I
sar k on considere les endomorphismes a 6t b de E défin

3
s
)
bt
o
&

n > 2} b(v, }mv,k ; ot on considére 1'homomorphisme

s
L]
ol
ot K3

W : :
de A dans i, (E) dcf;a: par 9{(xj} = a et ¢(y)=b ; on montrera d'abord
que ceci définit sur B une structure de A-module simple, en constatant

*

que, Gtant donnds deux vecteurs u et v de E il oxisgte doux Sléments ¢ ot @
du sous-annesu ds ( ) engendré par & et b tels gue c(n}»vp et

d{?z)zv ; on montrsra ensuite que B nst vn module fidéle en construisant,

&)

non apnulé par P ; pour ce faire on note, pour tout maﬁ&me (F.) apparais-

Thesd

sant dans P Gj{a} lt'indice du vecteur v, défini paf v "Fg.

{n) soit un polynome en n : rontrer gue deux

a2 B &Etant

J ;

o g 5. gries -;____ SR - -, 3 § - a_ S - z 2 o =

moncmeg distincls dopnent liseu & des polynomss (ﬁ} dis iiﬂ%ES ot prendre
3 : ’
Py x o R L o) L = % X ; £ 2 =2
n assez grand ot distinct des racines des Sguations GJ{£}»2 Gyln) (3451 )
; 7 o » £
- — '_




beumaﬁh 31, pour tout <z€£&3 11 existe un 1& sal & banche I

e

ﬁﬁstabﬁr q¢?a10“s P, v est ceﬁblﬁalsea ?1nc&1re de vectears (v ) ccef»

_?lcieﬁvs noﬁ nuls} mvntrcr gue l'anae o pfiw tzf é admet une 1nfinlte de

”cﬂules ﬂlw@l@g et fidemes n&ﬂ zﬂomorphﬂs &ﬁOl 1dcrer ler structuwss d@

_ﬁ»acézla sur E aéfinies par b(v )~v k et b(v )~' k gour ;%{’

?2) méﬂc%er que tout annean sem¢opr;mzt?f ay&nt un elewent Lﬂlte, et tel
q&m-l'lnyarsac. ion de tous ses idc@ux bilatires non nulﬂ esﬁ i fﬁ} - est

Un annssy prl 1 if (mon %r 3T l'eyi cen 8 d’un idéal ﬁaxvm al & gauche né

»

cduteaaﬁt zucun 1dé’1 1 ture non nul) . .
13) 51 B es t un 1déal bil tcme et 1 un idédsl & vaudbe {nop ruls) d@

lianneau pri@itif 4 , on a I??(O) en dédnire que 1’znt%rﬂ”cti &’une
Pamille finie @fidéaux b‘l &res non nals de A nct #(Q)

14) Soit A l Jnﬂeau 4cs endomorp hlﬂﬂes a!image f;nxe a'un esyacﬁ vacnorlal

Ge AVA_ par adqonctvca dfun 61ément unité (cf;n°6} ;, montrer que B est

‘semi4prlmlt1ve mais n*ost'pas composés di?eete'd'algébreq prjmitivaé.

On dit qulun anneau A avant un &lément Lnlté est uﬂ aabesu de Von

a
re de Aa (c’est~a«dire tel que I +Aa=A ; I f}ﬁa = (0)) . Deux éléments

: a et b de A poront dits équ ivalents & gauche si ﬁawﬁb 5

a) liontrer gulune condition nécessai?e et suffisante pour gus A \a*t ua

a

annean de Von Heumann est que tout Llanenu ae A soit éguivaslent & guuehe

ul est idempotent). mns ces ebndzt;oﬁs I est un idé&l priﬁcipél.
£

b) En déduire qa*L@e condition nécessaire et suf

upplémenuai-‘

a4 un idempotent (Secrire ?—za+a', afé et multiplier & gauche par xa |



-

¢} Jontrer que si Ae {e’idempeten+) est un idéal bilatére, e esl &léme

du_centreﬁde', annean de Vca ﬂﬁv Lenn A {moﬂtrer dtabo rd gqus € est &lé-

mént unité &u sous-annesu ﬁe en ooasxderaﬁL lxaﬂawlaz sur & droite de Ae).
&

d} LOQET@I sue la somme de SGLX 3oeaux 8 FiUﬁhe briﬁcipaui de A est
31 pfiﬁc7p°1 (81 e est un ide L,oteat eoalfa ent & mauche &4 a ; on g

Ag%éo = Aetin(l-g)

ot

5
t(.'i..
=
‘«\

P e
0
o
)
<

e
s}
3
o
il

i

¢
[4v)
B
{3
o
&
®
H

i
e
(o)
]
il
£
s
Q)
(]

que sa=ax’a). C est un anneau sans 6lemﬁnus allﬁcce nts ol tout &lément

non diviseur de zéro est,inversible.

£) ontrer (au moyen du th.3) que tout anheau de Von ileumann & est

semi-prinitif ; en déduire que tout idéal bilatdre dc A est intersection

-

des idéaux maximsux & gauche le contenant.

o2
g) Donner un exemple dfanneau prinitif qui ne soit pas un annesu de

i) v i WD . e
Von feumann (of. exercice 10 ¢)). Montrer que l'anneav <of (B) des end

0.,.
morphignes d’gn espace vscﬁoriel est un mEEx annecau de Von Heumann.

h) Montrer qu'un annesu commutatif ayant un élément unité et tel gue
tout idéal principal éoit intersection des idéaux megimaux le contensat
est un annean ée Von Heumann.. dou&“er gue pour qulun gnneau commuitatif
ayant un élénent unité soit un anneau de Von Heumann, il faut et 11 suffi

que tout idéal irrdductible de cet anneau soit premier. ilontrer gue les
idenpotents dlun zannean de Von Neumann commutatif A forment un annean

booléien B pour les lois (e,f) —>ef et (8,f) —> etf-2ef , et gue

les idéaux de 4 et B sont en correspondance biunivogue nonotone.




=

og c & B=A% est isamcrn-

S

&

203

!:'.\

%q? ioit A un ennean aurl . Toa%'mo ule
the au ouhlﬁ quocisnt ﬁ//ﬁb (xj % o&._ @ ( ) £ i’“"rul tuur de XT»
Oa dit qufun ;deal 5 géuépé T de A ,eut ynit wire_s?il éiisﬁe une unltﬂ
5 droite ﬁdéilg.ciest-é§difé_uﬁ S que as-2 soit
nle"xerﬁ: de I guel que soit 2€A .

},hoﬁtfe“ gue; pour gue éfi“ soit ui ﬁoau7e Lopog:ne, 11 faut éﬁiil
suffit Qus i soit vn idéal & gaucha unltaire. i I#A e% éi S éét
t4 & droite mod. I, . e¢1 -

¢ Al : ; . :
> 'r.'. di, s i 9 AP
ézl & gauchs may1mal ne ccntenant pas A” est

!..E )
(]

iontrer que toutb

sr que llensemble des unités & droite modulo des idéaux non

&
/
triviaux de A et llensemble des éléments conversibles 8 gauche de A
sont complémentaires
d) Hontrer gue 1l'annulateur de A/I , I 8tant un idéal & gauche unitaire,

5

egt le plus grand idés 1 bilatére conbtenu dans I . On dit gu'un idéal
bilatére B de A est primiiif si A/B est un annesu primitif. Hontrer

que les idéaux primitifs de A sont 1es annulateurs des medules AlT,
é

- ’J—
F e

ant idéal uﬁipairc-nexLRal & gaucﬂe de A . Dans ces conditions B

.

egt 1l'intersection des idéaux unitaires maximaux & gauchs gui le

nt
e):@bﬂtrer gue touﬁe'unitéké droite modulo un idéal & gauche non
trivial est aussi unité § droite modulo un idéal & gauche unitaire
maximal. En déduire une nouvelle démomstration du th.4 .

R
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Jodifications au veste du chapitys.

1) La prop.5, 2% (Yun annesn semi-primitif & module semi-simple et £iddle
de longusur Finie est primitif?) étant canulée (cf. exerc. 14), il conm-
vient de démentrer ainsi le th. de Wedderbura (th.3, n°3, %3) : 1la prop.3

.48, bas, c«t d} sst inchangée ; ensuite :

iS0it A un znnesu diirbean zemi yrimitif et soit {?i}'aae fanmille fiﬁie
minimalie i 1baux bilatlres primitifs telle gue é} Eﬁ” {0}, et so0it ﬁ
vn module simple et fidele anmulé par Ei ; @lapres lg démonstration du
th.2, EL egt.aﬁ espace vect afiei de dimensican finie n, sur le corps com-
mutant K{ de A relatif E puisgue 1l'annesu quotient AjBﬁ,est un annesu

d'firtin primitif. Considérons 1'amesy pr%du;t'Tw AfB B, et -1l'application
9 do A dans “Ff @/B définie par @(a):(a+B ) pour tout a€h ; il est

lair que ¢ est un hemomorpkieme, et, en vertu de la minimalité de 1a

o

femille (B,), ctest un isomorphisme de A dans || AgBi . 11 s'agit de

&
montrer que ¢ est un isomorphisme de A sur 'h]'AjB ; s0oit E le moduls

; B. ; cl'lest un module semi-gimple et fldolo sur A et sur }E‘AjBi 3
&

S ey g LG i e i .

clair que ?} A/B. est contenu dans le bicommutant de A ; si
i & & & :

5 - . i % g s s e i Lo Ity - i ~ A i I il {
{x..) (1£j&n.) cst tne base de B. sur K. , il existe done (th.2, %1}
&l e Lo 3 5 &
pour tout a € 1] A[B un Slément ae A tel gque &.x%:. .=a.X how
pous o AT § S < u‘!,‘_; fDs o Al A CLICELY > A i Q 3 ,&,ijnj_,,‘;:i DOLT
: ot

2} Le th.1 {9.25) sur les produits tensoriels de corps commutatifs

/s B

étant canulé, on ne démontrera gus ls th. cuivent :

Théngm@_? - Ls produit tensozriel EZ&F éfaﬂa extension finie E ot

d'une oxtension guelconcue F dfun corps k sst une 2lgdbre semi-primitive

= e e = 1 e %5 o 3 = e s
si l'une dos deux extans ;6&3, Eog ¥ eost séparable.
e e = wmmm{m TS SN
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