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a-—1T est une feDféSdﬁuaﬁi n des
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Ftant donnés un gnneau A ¢'Zléments a,b;e,... et un A-module & sauche

% —> X3} est une transformation linéaire T de E en lui-nmBme :
?a{z+y} = Tax + Tay,} ou encors un egdcgwrnﬂi e de E ;,et’Z*ag@l@ea@iou

Fote g e = e o i ~ i % i
C’*f’?i',b’*"&” B1¥e Bne corragspondance congerEant 1z gomme

1'ordre du produit : TQF Ty
Définition 1.- On appelle représentation lindaire gauche (resp, droite)

d'un anneav A dens un pgroupe commutatif B notd additivenent, tout homo-

A : - ] gl A B Y & ; Ay
» A rosp. e ifzsnuesuy opposé de A) dans llanneau ofF (B)

rphisunes de B .

8
sentations lindaires gguches, donc de ﬂ»mod es & gauche.

Définition 2.- Deux représentations lin ;alreg_’*un anneav & dans deux

groupes commutatifs-E gt E' gont dites eakxvflen tes (ou semblables 2} si

les A-modules E et B! gont isomorphes, G§S$E~ y-dire s*;* existe une

spplication Lw;nlvocue x' = ¢(x) de B sur B' telle gue

olxty) = o{x) + oly) . ap(x) = ofax)

quc soiont . xeE  veE = aeh .
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Etant donnés un A-modiule E st une partis elcoacae E!' de E , nous

que soit x'€ E' ; manifestoment A' est un idéal 3 pauche 8o A .

S _ i 3 2 : Gl
si B" = L) By .ona (E(E1} fj} éﬂ(ﬁg_} ; on particulier
J;bé—j& T & i FEE LS e
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L {E“’) Q‘% (x* } en notant o {xf) 1'ennulateur de la partie zxf}
féﬂaite su ssul 51€mea% x' 68 B .

e
fose

Bt est nn sous-modulg de B , son

annalateur diiﬁ’) ast un idéal b;,atére. En partieulier. il en est

ainsi de 1'annulatour du module E Ipi-m8ne, gulon appel7e le poyau de 1a
reprégentatzoa linéaire corrsspondante. Les homoaules.E dont llannulateur

est A tout entier seront dits modules briviauxz ; tendis gue ceux dont

llanpviateur est nul seront dits modules £id2les par ce qu'alors lihomo-

. - & 38 4 = - z L i YL e
morphnisme de la déPfinition 1 est un isomorphisme en sorie gue les é&lément
e £
Fan
SR o ol S 2 S B Yl 3. = i e e K N
de A sont fide 1euo nc représentés par les transformations linéaires cor-

Bous dirons dlune reprd égentation linéairc de A dans E gulells est

]

mationsg lindsires co:“@spauuuﬁ?@s ne laissent iny at ant aueun vr

goug~groupe de E ; ou encore

“r

3

Définition 3.- Une reprégentabion lindsive d'un anneau A dans un Zroupe

0

commatatif ¥ gt dite aleébriguenment irréductible si le A-module E est

gimple. c'est-5-dire ne possdde d'suires sous-mcdules guec lui-méme

suffisante pour gu'un A-module non

pour Souk couple x,y d'élérents de B
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2. Structure des modules monogsénes., Idbaux unltazres Elements conversi-
o o : ales;

Proposition 2.- Tout A-module monopéne E = Az, es % 1sohorpba au

A-module interne A//g;,{x ) of 5z§(z ) est 1'idéal & gauche anpulateur

O.G Xo ‘

En effet, les é1 éments de L, x= aﬁe

de A modulo ;Wannuaataur‘ éﬁ(xé), sont en correspondance biumivegue,

, ot les classes a d'élénents

cette corrospondance reSpectantvla somie et 1a wultiplication par les

léments

.!

30} 5i un id6al bilatére (& est pnitsire en tant gu'idéal &
5t & droite, 1l'anneau guotient 1477 possede vn &léuent unité, et
f€“t“”OiLQFGHt.
Zroposition 4.- Une unité § &;ﬁéte & non tf7v¢al c*est«&—éirs sodule
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En effet, de e€A' ot se-a& A’ quel gue' soit 2 €A , on déduit ac €A

et a=3 -(ae~a) Al

Dés lors il est inpossible de trouver un élément a de A tel que
éé~&=e . ‘

Définitién_5.s Un élésx ent e ¢g A est dlt conver51ble g gauche dans,A

lorsgu'il existe un &lément b de A (d1t conveég" ﬁauche de c} uﬂl

be-b-¢ = 0 ; 1'61bmont b est slors dit conversable & droite,
& droite . Un élément conversible 8 1sg fais & droite et & sauche ost

G s % i - 7 o g & ol >
Bemargueg.~- 17 ) Lorsgue l'anmesu A admet un élément unité g, 4l
iy e e el e Ja lig Iy 2. 5 2o v g e >
rovient su mbme de dire jutun élément ¢ ds A est conversible & gauche
Y o < e Y - - 2z e - = - - ’.,‘.. .
{Yepp. & droite) ou que 1lt'élément 8,-¢ est inversible & gauchs (resp
- ) e

le admet un seul inverse, un 614

o

Car de be-b=¢ = 0 et ¢cbl-¢-b?! = O

résuite beb!~bbi-¢cbt=0 ot beb!-be-bb!=0 dioh be = cb! ot
b te =+ b v vb=b1

dous venons de voir qu'une unité & droite e non triviale n'est

7;LWLS conversible & gauche dans A . Inversement, soit ¢ un Glément de &

convergible & gauche dans A ; ¢ ne peut &tre unité 4 droite gue modulo
un idéal 3 gauche contenant l'ensenble des éléments de la forie ac-a

-

v ensemble est un idéal & gauche A' : il est nri-
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ch & parcourt & ; o3

taire et contient lilunité & droite cor zespoudante ¢ (pour a comverse

=
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(prop.4) il se .confond avec 4. Dde lors :
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Proposition 5.- L?enseQBle des unités & droite dans A nom triviales,

clest-a-dire modulc un idéal & sauche guelcongue mais distinect de 4

1) ﬂ&@ﬁﬂi& des élémembs gonversibles &
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Provosition 6.~ Etant donné un idéal & gauche unitaire A!, l'apnulateur

et

a (Qjﬁ?) est le plus grand 1déal bilatére gontenu dang “A?.

ﬁﬁ{%ﬁAf}zﬁﬁ-est,,en effet, ll'ensemble des 6léments a® de A tels que

aa g A' guel que soit a€ A ; en particulier, pour une unité & droite e

modulo At, afeg 4!

e

nais avssi ae-a%€ A! dioh a"€ A' goit. AT & AY.

Par a2illeurs, soit B! un idéal & droits de A , conienu dans A' ; guels
gue soient DfeB' , acA’, ona DfaeB!C A' dfoh B'e A" ; en

sorte gue 1'idéal & droite (et méme bilatére) X (AJAY )=A" est le plus

3. Idéagux maximeux. Iddésux primitifs. RHadical.

Btent donnés un anneau A et um idéal & gauche A', si le A-module

interne ﬁjA? n'est pas simple, c'est gu'il possdde un ¥Yrai sous-nodule

liensemble A? des éléments 8" de A appartenant aux classes moduleo A' ai

forment ce sous-module, sst manifestement unm idéal & gauche de A ,

gtrictement compris entre A et A'. Inversemeni, s!'il existe un idéal

& gauche A" sirictement compris entre A et A', les classes modulo A

- o 8 3 3 - - - - 9 > VIS o 7 - \ { Tots e 2 E aman
deg ‘éléments de A" Tormant un vrai sous-icduls de AfA'. En sorte guiune

condition nécessaire et suffisante pour gu'un A-module interne AfAT"

(%)

soit simple est gue A' soit um idéal 3 gauche maximal

Z

Dés lors, ouw bien Afﬁ’ esgt conulé par A , autrement dit A" appar-

tient & A', ou bien A/A’ est monogéne donc A' est umitaire : Leout
; : » tout

idéal & sauche maximal ne gontenant pes 1'idéal bilatdre A® est

o

S AT AT A e
ISCHorpags a2 Bh
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Bien entendu, suivent 1'6lément x choisi dams E , on associe ainsi
& ¥ une infinite &’idéaux Af=cr(x) ayant en comman lianmmulatenr de E :

%iE) reg ox) -~
A* Stant un idéal & gauchs de A , maximal et unitasire, le A-module

'interne_é/ﬁ' est simple et un annulateur C%(A/A') est contenu dans Af
{prop.6). De sorte gulen passant aux quotients par Ct B/B"oﬁ Ba%é@

ot B! = A'/;¥  est un B-module interme, simple comme 1l'est AJA! et de

3
s'il admet vn B-medule 3 saushe (resp. & droite) simple et fiddle.

. o e Cos o ¥ )
idéal bilatére ¢4 d'un anuneau A egt dit prinitif & gauche (r7)
{rosp. 3 droite) si l'anneau guotient ﬁ/a@ est primitif & :;Laﬁﬁ

i @

(resp. & arcite}

S0it done un idéal bbiaQOfanprmﬂo¢“ & pauvche ¢Z : il existe un

AfiL ~rodule & gauche simple ot Tiddle E . 8i, pour tout ac & et zsg E
nous posons ax = ax oW a est la classe dans A de 1'élérent a modulic :

nows organisons E en A-moduls. Ceélui-ci est simple et un annulsgteur

roposition 7.- Une condition nécessaire et suffisante pour gufun i

il

biletdre ¢ de A goit I'snnalatewr dfun A-motule simple E est gue

1'idéal ¢ soit primivif :
De plug % ='3§j§ de{x) o# chague (x) pour x£0 est un idéal

: ) Cu mieux peut &twe : égv
vp} en vant que sous-
quotient A/(jé .
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.tﬁéoré@é de Zorn.

gauche ﬂaﬁs B .
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Phéereme 2 (¢ é"al) - Tcute hﬂlté a drolﬁe = modulo un idﬁal a wahcbe At

dlsulnct de A s

Car e étant unzte a8 dro; te é@nu ﬁ module AV, 1'est aués* sedala tout

idéal & gauche-ﬂ" contenant &' eu,.si A" ot -distinet de & , reste,

d'aprés la proposition 4, étramger & A". Il suffit alors d'appliquer le

-

_mazimal et pnitaire or de A est

pzimltlx g gauche et & droite.

=

- pe
En fec 77 &t ant nitaire est, d'aprés le théoréme 2

au moins un idésl 3 gaucuc {vesp. & droite) maximal et unitaire ﬁ% -

2t étant maximal ne peut, d'aprés la proposition 6 , gu'étre confon-
du avec l'annulateur oﬁ{ﬁ}A*E 4

Qéfini*;on 7.- Btant donné un annszu A , on gppelle radical & gauche
ﬁ%,ﬂ(&} l'ensenble des éléuents de A gui sunulent tout A-module & gsuchs
§fm;1e, '

 Dtaprés la proposition 7 , 5Q8(ﬁ) est donc 1'idéal bilatére, inter-

section de tous les iddaux bilatéres primitifs & gauche de A . Clest

€

aussi (prop.8) ltintersecticn de tous les idéaux & gauche Maxineny &

o

nitaires de A& .

Proposition 10.- Le radical 8 gauche d'un anneau A est ll'enseuble 4

Sléments_de A dont tous les multiples & pauche sont conversibles &

r(ﬁ;»

-

et éomme 5% \3) est un idé 13 gaaﬁhe (ot méme bilatdre

Y

&

40 Tout;-6lémont de A non conversible 3 o

Ca

Car, d'aprés ls proposition 5, unm tel élément est unité & droite

¢ modulo un idésl gauche A' distinet de A . D'aprés le théoreme 2 , il

it'est aussi modulo un idéal maximal augaelril est étranger.

2

Dés lors, tout élement . ge R {A) est couve ible 4 pouche dans A

de tous les mg}ui les & gauche de la forme ac, oh a parcourt A

b -
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%, (nécessairement #0) tel que 8o%g % O . D'aprés la proposition 1,

e
NgE o =

N

ae
v

3
o

0 o » ' . . -
2”) Tout 6lément Strancer & Sim(A) posséde un multiple & zsuche non
: & i

conversible & gauche dans A . Soit, en effet, &g ;é A (8) ; dtaprds 1a
<

définition 7, il existe un A-module & gauche simple E possédant un €lément

E est de la forme A(a, xo)‘; il existe donc un élément b, de A tel qus
bolagx,)=%, - Et le mltiple & gauche b a, de &, &tant unité & droite

modulo 1fannulateur -Gi(zh) distinct de A puisque ne contenant pas aé;

n'est paog conversible & gauchke dans A , d'aprds la proposition 5 .

‘hégréme 3.- Etant donné un snneau A , il exigte

tous leg éléments sont conversibles et dont tous

s
gauche : 1l existe dans A un ¢élémens b,

élément ¢, cst conversible

il
<
o
H
a
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(alors conversible & droite) tel que bge,-by-c,

Q
(%
[4¢a)

dfo b _=b c - : ).
dfod bo byCs~Cp € &g(ﬁ}

donc admet un seul couverse cui est slors co

B




