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1. Apneavx orconnds.

=

LIVRE 11 -~ iﬁPITRE VI -

' 1
DIVISIBITITE

2 4. Corpe ordonnés.

DEFINITION 1.- Bterd doans up anzesn cocutatif 4 , on dii culune

structure dfordre deflnie aur & ool cospatible avee lz structure

Glarneau 6o & si olle est coapatible avec la struciure de g roupe

additif de £ , cb i c¢lle vérific l'uxiome suivani

(.0) Les rolations x 20 et y »0 entruinent xy 2 O .

Lianneun i, nuni dtuns telle structure dlordre, cct dil anneau

ordonnd.

D
s
(Y
[YG
e
(sd

ixemples : 1) Les amnneanx 4 et Q , ordonnés comme il o
au Chap.?, sozt dec anneaux ordonnés.
2) Ui produit circet L?qna Uz o*aonnuv suni de 1la siructure

d'ordr: grodﬁit_ cst un anneau ordoand. in ;articulierg'l?anneau

N

b : -
A” den ‘onctzon" définies sur un cengcnble b 4 valeurs dens un

anncsu ordonné A , est un'anﬁcau ordonné.
3} Un sous-annesu d'un annoau ordenné ordonné par ltordre induit,
ot un annoau ordonné.

Duns un apnesu ordonnc, les relations x >y et 3z >0 entrcinent

AL e Ko > e - —~ B A
Xz » ¥z . & effct, ees indcalités sont respeclivencnt équivalertes 4
5

3 20,220 ot x:-72 20 . Ce roculiut nontre nuc llessomble des
t

61¢-ents poritifs d'un anneau ordoané forsc un monoide nultiplicatif

ordonné.
Un désontre ée fagon analogme que les relations x £0 et y> 0

(resp. y < 0) entrainent xy < 0 (resp. 3}@) Cce résultats sont




= L e

souvent invogués sous le noxn de régle des sirpes. 1Ils envrainent que

tout carré est rositif et, on particulier, gue tout idenpotent est

positif.

wﬁ) Par contre, 1l ne fTaudrait pac crolre gue lc carré diun éléaent
= non nul ect toujours strictemcac jositifl, cela pout 3tre en
< défaut, méme pour un anncsu totaloment ordonné (ef.lxerec...).

soit P 1l'ensenble des éléments positifs dun anneau ordonné 4 . On

sait que P déterszine la structure dlordre de A . Dire gque & eci un

i

?.\'t

anneau ordonné éouivaut & dire que P jouit des propriétids suivantes

et {A?ﬂ~1} traduisent le fait gue le proupe adaitif

de A est un groupe ordozné, tandis quo (A?Tg} a2%o5t auire que (A0).
2 = n

Rappelons que pour gue la relation d'ordre définie sur A scit totale,

-

arpligué & wvn anneau G“denngg cela nous donne 1a propriéts suivante :

Proposition 1 : Un annegu totalement ordonné est de caractéristigue

2. Sorps arécnﬁég;

DEFINTIPICON 2 Uﬁ corps comnutatif nuni dlune structure dicrire total

6]

ect dit corps ordonné si sa struciure dlordre o

sont compatibles.
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THEORELE 1 : Pour qufune extens ion I o corps ordonnd K admelie uns

strocture G'exbonsion ordonnée do .

il fout ot il cuffit aulelle wéri-
fic la concition suivante :
(EG) Lo reluticn pgxﬁ oot p‘xq = 0 entraine pgxﬁ = .= DX -0
pour tous les srsti:es d!éléuments £ de . et d!dilduents n@sitif; B
(BO) est visiblenment équivalent e
2

(20?) -1 n'est pas éranl & une somme d'élémenis de 1a forme px- .

B
i\

Lu condition est nécessaire, car p,x, f... 0 px = 0 entruine
5 & .f,-l 7
2 . 2 - , 2
p?x% =.,.=C , puiscuc tous les px~ sont vogitifs, et la relation px =0
ecuivavt a4 px=0 .

Pour en montrer lu suffisance, nous allons définir une relation
dfordre sur L en construisant unc partiec P ds L , gatisfalsant &
(ﬂPi}f.,,,(APIV} et conltenant K%'f l'ensemble des é1éments pocitifs de K,
Une tslle partie P définit bien sur L ﬁne structure d'extension ordonnée

de K .

0

nir P , considérons l'snsezble JIG  des parties de L qui

)

: = 2 e ;
convicnnent K. ainsi sue '“aﬁﬂﬂblc 1 dug carrés des &ldnents de L e

ool voridieant en ouire (AP (APTT) (APIIT - ﬁ?’ pas vide ecar
il contiznt lionscrblc P dso 2 1 = (quo P vérifie (ﬁ?zzl} résulte

|k D)

de (7C)) ot est de caractire PTini. Pronons alors pour P un ¢ 1ément maxi-
mgl de %ﬁf i1 ﬂ"”fit de vérifier gue P salisfsit {43' ), i

o lilc - SULIE Sl G £ 84 *&,—'l“l g e ce cull
résulte du leame suivant

e

LELIE : Soient P& MG ot =xéP . Il existe un élénent B' de e
tel gue PC P' et gue -xeP? .

Prenons PT = P-xP et vérifions que P' posséde les propriétés requi-




- ‘

Conme 0EL C P ,on 1 Ee b . Lioh L:g{: P! ey K_§~e:m pr

Corme 1€ R ~ona -xeF! .

Cn & P'iP! = P-xP  P-xP = P+P-x(P+P ) P-%xP = P'

on a  2'P' = (P-x0)(P-xP) = PPtx-PP-x(PPIPP)C v o P
Yérifions enfin (AP } Supposons que £0US 4yons une fgalité :

p-xq = =-{r-xs) , ol psq,r,sg aupartiennent & P . Un en déduit :

) 2 (st ) (prr) ELPPP C. P

x(gtq) = pir b et, si satgf0 x=(stq )

contrairencnt & l?hyrgthese : on a donc stq = O, dlog ptr = C set,
P vérifiant (Aﬁill)g on & : s=q=r=p=U , cc gul achéve la démonstration

CORCLIAIRE. {(Théoréme diArtin-Schreier) : Pour gu'il existe sur un COTDS

commutatif L une structure dfordre compabtible avec la siructure diordre
r‘ ‘7

de L , il faut et i1 suffit guc la relation X, Tasnévz = 0 cntruine

x =  ~x =0 .

1 3!

cente. Pour voir la suffisence, renarguons d'abora

fdo

gzt OV

(@}

Lg nécessit

¥

que la condition de 1l'énoneéd eniruine gue le corps L scii de caractoris-
tigue nulle, donc puigsc olre coasidéré comnme une 6Xth

Liaxions (SC}-étant g6rifid il oxiste dlzprés le théaréme'pré@édSﬁtg une
strocturc dfordre sur L gul e foit une cxtension ordonnée de Q ,

73

ciest-a-dire un corps ordonné.

2

4. Lxtensionse &lﬂ@u?iﬁULu de corps ordonnés.

S50it K oa oorps ordopné ot f£{x) un polynonme sur k . Louc airons gue
£ chanre de signe sur K 5131 existe deux élénents a,b€K tels gue
£ )rb) <« O .

PROPOSITION 3 : Seoit K un corps ordonné, ¥ un polyunome irréductible sur
¥

B7

? ot chanroant de sipne sur & . Le corps L= KE ?j admet une strue-

ture dfextension ordonnée de X .




50it » le derré do £ , znouc roiconnerons par récurrence sur n . Pour

n=1 , L = K et lc théordue est évident, Supposons-le vrai Jusgu's on-1
et dementrons-le pour n . Sinon, l'orn surait d'uprds {LOV}, unc rela-

17 2, 5. 20(x) -0 (odf(x) ), 08 £ ckiz| o D EX -
f_’: l A4 : a2 %«
On peut toujours supposer que les.fi sont de degré n-1 au plus. On a
-3 z2 ~ = - T ; =
afors & 1 1 > pif,{x} = n(z)r{x) ob b est un polynome de decré
iaf 2 5 - : :

inférieur & n-2 .

8i 1l%on remplace, dors 1'6ralité précédentc, x por 2 ¢b b . 1tor voit

Re

ue : hla)f(a) >0 ot nlb)o(db) > 0 . 6n ea conciut que h chance de

signe en a et b , donc gufil en est de mbme de 1'un de ses facteurs

cir

irréductibles, scit k(x). Mais lion 3 :

p; (x) = 0 (mod.k(x)) , ¢o qui montre gue le coTps K%E@?k}

adumet pas de structure d'extension ordonnée de K s contrairement &

feds N

Ay s <
i 2 ZF
7

1'hypothése de récurrence.

%oﬁafque, Il existe d 2 polynomes L sur un corps ordonné K qui sont

e s e -7 . I - by A
gue son terze e plug haut derré.

Or. rout se razencr a2u cas dlun polynome de 1z forme
S n-14 4 .
7i = w.{l
0{)«} = :"CLQa?K "}’» 36'5’*&? = ﬁ{’? :t.:.‘,,z }"» £ 5+m .I“—- } .
i - 5

soit M = Supl 1 ,fa, ]t Hal) .




5

- 8 = »
- 1 : -n o
Pour |x| > & , on & 1+n16 g'+e,,+arx >0, co gui démonire la

propocition.

COROLLAIRE 4: Toute extension alplbrique de doprd dnpair dlug corps

ordonnd admet une structure dlextension ordonnde.

Une telle oxtension étunt simple d'apros le thloreme de 11élement
primitif (Chap.H,...) esl aone isomorphe & K?X:éf(f} oti £ est un
polynome irréductible de degré impalr. I1 suffit slors ds nontrer gue
£ chanje de signe, ece qui rosulic immédiatement de la proposition
précédente

COROLLAIRE 2: Si & est un GB6mont positif du corps orgonné K

teagion K( JT§ admet vne siructure dlcxtension grdonnte de K .

2 e 3
i

proposition est évidente, Sinon,

food
0

53 a est un carrdé dams £, 1a 1}
polynons x°-a est irrGdvctible et change de Signe puisgu’il est
négatif pour x=0 et du sirnc de %2 , donc positif, pour x exbérieur
é ur certain intervalle de K . On_appliqac‘al@rg is prépasition_ﬁ-.

5. Corps ordonnés maxiDavX.

DEFIRITION 4 : Un corps ordomné K est dit maximal si toute exiension

ales>brinue ordonnde de K cst identiguc 8 K .

Excople ;5g0n vorra plus tard que le corps R des nombres réels est
7

un Ccorps Ordanné maximal

~

Licxistence de corps ordonndés nmaximaux rosulis du tadoréne plus

proecis suivant ¢

THROREME 2 Tout corns @;donﬂé admet une extension algébrigus

ordonnde gqui soit un corps ordonné maximal.




- =

7

oit $2 1a clBture algdbrique dlun corps ordonné K , ot soit e
lfvésenblo dos exﬁonsxams ordoaaées de K contenues dans £2 . Ordonnons

f@ pur 1u relution : L est une extonsion ordonnée de ii . Mynic de cotie

i

n

A : . . .
relation, ¥ ect un enseuble ordonné inductif. En offet, si L, (1eI)

¢l

est une laml‘le totalement ordonnée d'éléments de fé' , le corps

] L
2 - : 5 15 t L == } i i i
L - L, , ordonné en prensn = (i o est visiblenent

1a bornc supéricure des L . ﬁf contient donc un ¢lénent maximal M

s

i
qui est l'ecxtension cucrchva

¢ e R P i e ——-r .é ‘ S
PROPOSITION 5 : Soit K un corps ordonné maximul et fé?h}ij chanpeant

e

de cirpc sur K . Lo pol=zomc T adnet su nelng une racine dans K .

donc de degré 1 , non constant, et a une racine dans E

Ronarque : Si a et b sont deux éliments de X tels cue E(a)f(b) < O

g«,.a.

£ admet pne racine ke cntre o et-b : pon
apr 3k

”

r
C Tﬁ}"’l/\ Ao r;_g‘ 3 d’vr {:Z' 7 ’o,—w’»\’ "o Eriion g0 dluns A ovname O T IoTr
= ~J}.}\,/ LLQES <4 bﬁ Ofl QI \,Ma&vn Vior vt s :l rGJ—J»&G:n-.« Q_U. g;@ma,@»t

.u.,.u

decrd.

L

()

ao

1
]
3
@
1)
s}

e
{8y)
L
d).
-t
(1)
o
fomd
‘_J
{)
Lo

o propocition

o
oy
A

PROPOSITION & : Tou

o2

Alément positif dfun corps ordonnc nma ximal a2 une

racine carrde. Tout polvnone de desré impair 5 au 2oins une racine

COROLLAIRE : Sur un corps ordonnd nasximal, il nfexiste cufune soule

el

structure dfordre compatible avec la structure de corps.

En effet, dﬁaprés 1a preaiére partic de la proposivion précédente,

+tout &lément est ou bien un carré, ou bic: 1'oppest dfun carrc.
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8i ieK , la propocition est évidenite (c'est le

=

tiquo est deux car 1i=1). Sinon, soit P(x) un polynome
A cocificicrts duns K'=K{i) et irriductible sur K'. On va montrer que

¢cas si la carscieris

- n=1
gf(a) ifour ecel:., soit o une racine de P(x) dans unc
§ b £ 37
K , r(a) : eAthSlOB convenuble de K! .
. : .
Ty = o =
K On a : gﬂ (a.): K(aﬁjfig§4 :Kj =
{F‘(a} K.E EK‘(@}DLiEQ§K?:K§ = 25
/ r 2o s
=IK ' (a}:K(a)l. IK(a):K | .
9 _
Supposons d'abord cuc éﬁg g):kla)l= 2 , clest-o-dire que ’LK(& ., On a

pa

o
alors, par la dcuxiéme éguation, gifa}zﬁ t= n et
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PROPOSITION 9 : Soit K' un corps de caracicristigue di ffércnte de deux

tel cue :
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Bonargue - L'iacentite pWécédente donne le résuliat plus fort ocue voici :
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