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1IVRE IV
 CHAPITBE ¥V (Etat 2)
é@‘ifzﬁl@ﬁﬁ DIFFERENTI ELLES

(Thecrze &lémenteire )

31. T&éarémas-é?existaﬁee,

1. La notion d'éouation 4] ﬂifféreatiellai

D'une facon générale, ume @Q&uti@ﬁ éifférentiells {(par ra gper' & ls

varisbls réclle x) est une relation ertre un &lément x diun intery alle

Ic R , vme spplicatlon dériveble ) ds I dans un ospace vectoriel
topologioue B sur 1o corps R, eb sz dérivée Y! Une spplication

dite solution (ou intéerals,

i
différentielles si, en remplagant y et };3 g&f ¥ et Ut dans ls
i e

relation donnée, ia relaibion obtenus e¢st vrale pour tout xel .

Par exemple, povr l1=F=R . les relations
- . 2
{20 - ”&yi = ;',_.(} . g% ..é;.;c;f' = 0

sont des &g aaticas ‘if*ér@mtie los, cul admettent toutes trois

Dans ce chapitre, nops ne considérercuns gue lo cas a& : est vn es Qmﬁ@

normé complet sur K, ei oh les égratiocns di&féran+1ﬂ13@g sont @

} de 1tégustio




g

U est dérivable st vériiie la ?eiatlcn preeedsnte en tout point

e I , nous dirons que c'est une solution giricte de (%)

Dang le caos particulier dlune éguation élfférentlelle de 1ﬂ forme
y f= 1 (x), f étent une application de 1 dans E , lss soluticns

au aone précédent sont done les primitives de la fonction g;

et les sclutions strictes sont los prinitives sirictes.

cns particulier izportant 4'équetion différentielle ds 1z forme {1}
0 ' - ' ; %
colui o B=TR® ; en posant =(ﬁ.} gfsz:; -
. ; _.)/ 1,@@.%3’ if1gagn ¢

e ts et e = e E e -
los rolations xel 7o=u, (%) , &Z«mgix}ﬁ‘aw,yﬁulﬁxx

Cn vomdme aucsitbt sux systémes (2) les relations de lz forms
: - & 2%

zh Sl - \2=1]y

{z} : 3?{ J = f(X,}}‘s‘j‘fﬁ ;3?%;*'*3 }

J
oh v oet une fonction numériqus n fois dérivable dans I

e/

{6ouation diffsrentielle scalaire diordre n) ; en ﬁﬁsaﬁt sn eflsb

T4=7 %,._.Wipws} pour 2¢<p<a , la relation (3) est équiva-

. e il
LY
2 o i 4 -
nf;i e fgxgﬁf‘? ’é«rgg s A gyn} @
5, Foustions différenticlles admettan: pour solutione des primitives

L
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Hous allons sUppOSET qus X, nfest ras l‘extrémité ée I , el démontrer

is propesition pour les mtawg?l% éforigine = . Soit 7JC 1'onsenmbls

o

des solutions approchécs de (1) & e prés, défi:aies dans un intervalle

' non réduit & un point et dlorigine X, conternu dans I , prenant leurs
valeurs dans S et éozles & Yo 88 peint X, - dontrozne d’a‘bgm que G

‘ ide. Soit ‘¢ 1la limite & droite de £ (x,9y,) au point % ;

Glaprés lo lemme '??'Z,a cnction {i(:«z:g }40+§:(§;~z9)) 2 une limite 3

iroite 6gale & C su point x . , dome la DLouction g%(i*{z;sz@} appar-

réonnons l'ensemble L par la relation * v est
j ® , et montrors que JJ{ est inductif. &n

e partie zoualmwd‘i; ordonnge Ge ;Zf(; , Y étant

*m

de v, Dbour g < B ; soit ngg'fs il i”i‘b@'ﬁ
X  est intervallie
{“”G’ba, { est vn interval

digrigine x , ot si b est son extrémité, il existe uns fonciion et

Pinie. La réunion de

wne peule y définie dans {;s’;o ;5 %: et coincidant avee iﬁ dans

s 5 E pour tout o ; parmi les b, il existo ume suite {’ﬁw }
s K L,

- N
oroissante et tendant vers b ‘?cm‘t roint de { § appartenant &
un intervalle E\K e é\, on voit que U est ume @1{1 ion approches
, of o,
de (1) & & prés dans g\z 4D ( ¢t est donc la borne supérieure des
U . Enrin, guels que scient les points y,z Xq bf ’ on a daprés
is s accrcissements finis %ﬁ U {y)»— é)(z} !i {{e)y-zl ;
, R ; ~
15 eritere de Cauchy moutre ﬁam gue U admet une limite & gauche au




o,
o

Sl

e
&
uﬂ.ﬂ e
S s
oD S 42
@l o
Ma....w ) i vamm iR
2R o ® 0
w B ML 8 ()
¥ ) R o < 5
s T o L
Sl Soowm
) WJ” e et o
_..Mw,, y .Ta.. o mﬁ. A g
o moan T £ :
ﬁmw_ J...w SO X @
EAE] e v ﬂ
8] 1 £ ! Lo ke
,M,M mw 0 oA b g ﬁ i N &
a4 Lo e & il 3
SHE e e e o ik =
w0 g e i e A v
.m.v Ao e M s fo O e Ry el
mx,.w oo s Tm e A S o vl o2 o
mem @»v .uiu.m MM %.”u.y iy, .e» ﬁ@ . .wdw SR WWWW Nw..ww
5 S nmnw o) e ? kﬁe“- e () m. ‘&. %.wv £ 4.?”%.. o »_
B w0 BR e h B oW - gl 2
e ~u 2 X '~
e el % Mooos ot m i WY G
g om0 S el AR " o
A w %W e mw” ) wm.w G ,m,M ﬂw
42k e S g @ e i g el
Lt G e G f o S e N o e
& Mo A s o o e e o i
W3 b LT o sy N ,ﬁ;. G e ) 5 B o3
SR s m el e ksl | P
i ol ww & e ..m“w, £ I} el a».,fm 4 i § ol S )
S | e % p S i e e
Mo w el By By 4w S 8
© M Sl & @ Vi 0
$o a4 b o i) Ry s ¢ ,;zw R Ww
ﬁnww il ﬂ.&n ¥ ol - Q
%.uw mwf‘“ “&L nm ..u_ 3l ﬁ@ iMW %& ﬁ»,i sy %}m MMM
e W e 9 W o g oo
b sel 4 £ gl . Bod M{M oy a;an m.w
; im0 o ) i Kﬁzﬂ n@w ol Fae) Y i (X0
o QG Loy B el e ¢ o '
el e R e o 0] oo @
, o5 e b o &9 f < @ ,
Q Lo ey @D & ’ Y ,umu, o M.W.o LA
W : : o
#omo" e 2 s 85N £
Ao Dy W B &
L om0 0L s g e
L oD g et Qe @
w0 s sl e Lag g e o
C{08] 3 & o i & el @v ) 2
£4 / 3 Mmm 23 B /ﬁ Fay oy : o
£24 Ly} o 4 Wl i { (3)) “zﬂ
a PR Sy mm O oy s T
o e o 6 & e o R 1ot
g e sy oped 3 aﬁ,m uped ﬂqw T
] i & 00
& ol L e
, L 145 1 g o




. \

LRy

Wi S 3 BRI
oy A

ol £ A3
&3 £ 4
L55) ¥ ey ,:m ﬁ}m
=0 s &) s
B0 Ll 46 ) S £ A
@ i) i e T R s 0 W
o b g L 4 B & ¥ &
£ St moa TR R el _ . A i
O ™~ \w S P o fioky m,iw. vw.um fed
QearQu T Gt o O 8
B e el R it o
sm A0 P D) ) &0 ; ; %
<t Hnauw S & Mw ﬁm.m m.% .m b .,ﬁ.w mw
& : o X %y A TR & ol o3t
e i Wm W DIy
oy UL ] ol % m
K e & 0 R s e M ] =R g
il o oEE el e i e
H.n« M -m Y iwv 3 wum m W«t‘w i 8 M.AM« .w;w geeed
o o o B2 i ARG
; =0 ﬁ@ g0 & o R v s
o u e el B B O i
v i) by (] w« @ o} ) S i ﬁ“w P
£ Lo T i g (& 4 Lol QE )
@ ey 2] ) Wy (2 0 £ mc.,w o N
| 42 @ e i p@m 45 & &4 Y 2 o8 ; ) o3
| i - WM ey g 0 N * wel
| GRS O R R ey o S e
| . o Hls L e
i " e - b A # g g
_ x g ; m...u u .Wld S m e a o &y S J{\\ ﬁ.ﬂm il
, DN Q Gl 42 ] e o4 W ¢
G H ol et U S i B & 4
! E o G L o o &
8 e B o %W B 43 aEy ey 4
w ¥ 0 o & S &
@ e g F 8 8 o
b m b e e &
f sl m e B ey £ s e o
=i £ T 3 s @ e =
P © : 4 no oo it e o ()
42 @ e % 4D e o b 3 0 £y
b s m L] o m.._.m w& m.m.m S | b 2 N
=3 Mw U aww @ b ¥ (s ) B! e}
0 = @ o i o)
&1 ) @, R ...._W S e gy S8
| R I e e e W B g
| m @V m@) o ‘.ﬂhm Wa Hﬂv L :m. .nﬁh\.:v oy, .gx -
s b () A g iy o ot s &
, B i B 0 5] ot
ey @ el et R Lok
s P Sl bt 4]
ol < £ L
& Q. S s
L¢)] L&) §
b X8 "
@ —~ @ ol
e W b £ Huwm
s ks e s Ly
g ekl
@ L RS
2 &
moR o e 2
opd % S .WM mau&w
bl e S R
¢ 4K 9 D
l oy M .ﬂﬂ&
| i AU Ly
m B o




9 : i i
m”,m_ et cw:w
i O ! ’ G e
e G i o e o
H A3 ot W w R s g Crpezedony th
a \ -.r(& aﬁw. ; a = i Py, Sm»:
J a9 et &t B o i s o
wd & B ) L) oy Be 0M 49 o (e
L TS e Y tad B BN i
b S g w3l o e ) o ey
LOJ W o« £y b} o AT
e &5 &3 LORRE @ oy (e ” ; A
S @0 0w o S &4 @ ey e i ek
o o o & el ,
nhmw bl (e} Q 0 e ﬂm WL e o R g wf,ﬁm
g R el e B ST ] G 4 %) L )
QW "3l O (] ) 3 O ot
S d O s 6] e 8 b L0
=@ (] o 0 - e TN T el e ok
o el ® © o B 42 4 e el
YIS 23 . m. u agdy ﬁu N [ SRR SR S
g g = o oo N ©
W. (DT e 0 e o 0 D e 2
oed O RO (%} s GRS IIRG o >4 4
Q e W s N b &4 B4 i SRyt 2] O
B2y L) 2wl ? = £y w Rt W} )
2 Sl o i ot (1R ool OU o 220
WOl & m o 0 o e Y P o (]
= ° o gl o o 4 i hd
&4 O et ()] N L&} s& R - 0 i
O S e s e ol
or} S’ e Cd oS e} 3
o L e el ©
S0 ol ol el o i o) v
(&} @ J L2 w ot mﬁ o
o 3 @ b oy o
4P e o7} (&} e ba
*4 s w el M1 4 8
AT = O : L5, i i
0 5 %) & Of 42 : ot
o 2 OF [ 5y
SR O @ e ! & e
L o) o Bowd #nw ‘m ﬁ.. o
1% e . S S
Sl e e \/
Lo RO /
i Shine 1 :
o3 £ b = s
W 4 m ) N.M )
o #d A ‘ i Nt®
. m ”.EVM. M.wn.;uw o3 m“ tmw m ﬁ‘em
i . o % i)
B ()
P e gyl Aandeon 5 S
[ m (9] e
d ) Bl =0 D b
e 5 ol ,1& 03
] [ BT Of Q@
o Ol "3 ks e =)
o {03 e 8 ] i
o m L) o s (3]
s 4 LSl 0 B S g b
e oF gl
S Al @ ey A
(o : el Hey )
o _aL e .»W«‘w
9 apr 3
@ S ol _
pd _ YD _mwm, i i
QoL e i \
{ e gl & Mv_ :ﬂw @ Am.q




.9
oy o 84 bykE%) ,y  blx-x,)
s C(p ey 2ex)
et, en portant dans (9)
w(x) ask!=-%0) 'F% e %) 1)

_qui nlest autre qus (8). Démonmstration analogue pour X < %

L
o

Ezistence et unicité des solutions des équations lipschilziemnes

AR
@

et localement lipschitziennes.

THLEOREME 2.- BEtant donnée une égustiosn lipschitzienne (1), soit %

guelcongue de I , S une boul:z ouverte de _centre Yo et de
i i - {
{g g {Xs 7 } fg |

TxS . Dops ces copditions, pour tout indcrvalle compact J

supérieure de

r , contenus dens B , ¥ ls borns

&
e scti 7. =
n dans 1fintersoction do I o5 G2 1% ' % g g;"‘“”
)

comtenant z_ , 1l existe upe solubion et une gseule de (1) définic dang

o
; , Avaleurp dans § , e% ézale & ¥, au point X .

%n effet, pour tout n assez grand, il existe dans J une soluticn

4 : i T = % g g e TR % g Pt & )
U, de (1) & 1/n prés, & valeurs dans 8 ot égale & Y _
L*inégalité (8) monmbre gue, pour P z1n ot g
& o5 by ;3.
id L2 Tk 5
S Kg}{'az & ®
Y o s o
g I B k
=21 -e_s,‘ ;‘l'___ s - = o Z =l S e
converse uniforméient dans J vers une Tounctiocn

2 : Eue = 4-3 = v g
. & prenant ses valcurs dang

3

i formément dans 4 vers g@f{:x:g uylx)), done U s

et sst donc solution de (1).

.. T
2%

ﬂ,??'. ot
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Hous dirons gu'une fonction § est lgcalement lipschibzienne dans

IxH si, pour tout point (x,y) de IxH , il existe un voisinage V

Gl

o
o

de X et un voisinage 5 de Y tels guz § soit llpsc‘*fmzzi.s ne

\

=

¥x5 {pour une censtame k dépendant de V et de 5). 11 est immédis

t.
!\3

gutvne fo neticn locslement lipschitzicnne s2 tisfait avz confitionsg du
i _ 4 : ; -
icmms 1 3;0.?3{2218 ? est locaslement lipschitzisnne, pous diroms gus

vation {1) est localsment lipschi npe,

e th.2 se pénéralise alors de la Tacon suivante :
; :

oy

OREME 3,- Etant donnée une éguation (1) localement lipschitzienme

5 >r 3 A s % wmm
LXEH ; goit X, 4n point guslcongue de I , ¥, un point gquslccnguc

de B . Il oxiste un plus grand intervalle J contenu ds&ﬁﬁ I , conterant

E et dans lecuel il existe une inté-rale U de (1), preoant ses

rp dens H et omalo 8 Y an polsnt X . Gatis intésrale est

untoue ; ep outre, & I'origine a (resp. 1textrénits B) de J ; 1tuns

o5 btrois conditions suivantes gst réalisés :

2} a==-00 (resp. B=+ ) ;

tend vers une limite lorsgue x tend vers o (resp. B) ;

on outrs, lorsque o {resp. B) n'est pas l'orisine (resp. lloxtrémité)

de 1 , cotte linite sppartient & ls frontiére de H .

2] pour tout ‘nambré B >0 , goit G - 1a partic de IxH ZIormée
. points tels que é{x,}l}?i ¥ ; slors pour tout M >0 , dens

‘cut voisinase de o (gﬁesp,' B) par rapiort & J , il existe ur point z

“el qus lo point (x%,Y(xz)) n'spportierme pes & &

%n effet, dlaprés Je iﬁng, il existe un intervalle contenu dens %

contereant X et non rmdmt ce ycin‘c tel gu'il sxiste dans cet iniar-

soiution de {1) prenant BES valsurs daps H et éz8lc & b

B poin: %, Soit ?ﬁl itensemble de tous les i:ztsrv&il% ayant 28iis

3 lour mmmﬂ, gui est évidenment un intervalle .




< a4
81 K et K¥ son‘t denx intervalles appertensnt & m s U Vv deox
intéoreics de (’3) définics respectivenent dans K et XY, & vale&‘rs
dans B , et &zales & Y, e point x_ , nous allons voir qu'on 2
U {x)=V(xz) dans K\ K' . En effet, soib x,
;?’;femezzmle des xcKNK! tels que U (z)=viz)} pour x,<2(x ; toub

&
la borne supéricure de

%, st lleztrénité de K /1 X' . Bans ie cas

ié(};i )= v(z,) par continuits, et Y4 = wa‘x@}

=
£

CORDS Q est lccalement lipschitziernse, is th.14

eut exister gufune ssuls :a.zi%ésweal@ de (1) dérfinie
%, , & valours dans E ot égele & J 4 eu point Zy
iction & supposer gue X, goit intérieur & XK /1K' .
Ceci montre gufil existe une intégrals et unme seule U de {1) définie

vans 4 et prenant la valeur }io int Zs - Supposcus alors gquian

s so0it réalisée ; il exists doune
a,eth [ (h >0} tel que

H

g< M dans cet intervalle (& l'exception éventuelle des points

point o sucune des hypothises s),c

U I3
ns
nombre M >0 et un intervalle j;

v
dfun ensemble dénombrable). On en déduit §{ U(t)m-u(t'}ﬁ 4 %ﬁ!i&-t*i
nour % ot t! dans } m,aﬂz{ ; ¢t le critére de Cauchy prouve donc que U
admet une limite € e H =u point o : ezzvoutm si o n'est pag liori-
sins de I . G 1o p*"f Etre tér eur & H , ear il existerait alors,

ir
iginaze ¥V de & , contenu dans I , une solubion et

pour tout xel , il existe un voisinare ¥V de &

P e T S s Yo e oy V—w, oy § 5 % oy e % G e
goit livaschitzionrs daps V ~AH , le cas ¢ 0o peul
ri =55, 7 R LR 5 g - ﬁ\\ﬂr;;‘_ﬁv'%

L] S = ] % P e o T 2 i
¢ \(3@sp. B) est llorisine (Tesp. _'extrénisc)
: =
o £ o s N

T ones 8 L
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Erz effet, 8i a €l , il existe un vommage V de o dans lequel
£
"‘{s ¥, ) est bornée, ot par suite, on @ ” F (x,)/}“ n\;n +b
:.m? VxH (k et b constantes) ; de 1'inégalité ﬂu I <k ng} + b
ponr wae intécrals ' quelcong&e de ( 1) dene VxH , on déduit aisément,

k.,,.

comme dans la dézomstration du th.1, qus Ju(x)|| < 44 , ¢ et &

constantes, pour tout xcV : ; il en réf,nl'te gue ) ' est bornée dans ¥,
5

Fxenmples.- 1) Pour une équation différentielle de la form }; fziiz}
4 4 e

éu cas ¢) do 1l'énoncé en urenent pour 3 iz Ponction scalsire
% ‘% : ’ ' 4 .
- <o 005 = , définie dans I j{} + {y,g ; 1la fonction sin = csi
"»cff i dis
uae initéorale do l'éguation, gui ne tend vers aucune limite an

sl on

N w

: = ~ -
2) Pour liéguation y'zﬂz ,on8 - R . sz-—‘i,ﬂ[
prend x =y =C , sin x dst 1'intégrale correspondants, on &

e =
J=j- =, + 5‘»'1, et aux extrémités ¢e J , 1'intégrale tend vers uns
H

3) Pour 1'éguetion y’~1+y ,avee I=E=R , x n=¥,=0 , llintégraie
est tg x , ot on a done Jz] - -g- s T3 [ aux extremtas de 7,
on ost dans lo cas o) de 1'énoncé. |
4) Pour 1féguation y'=sin xy , avec I=E=R, ona C,=IxH , st
comme H n'a pas de frontidre, on est nécessairement dans le cas 2
_3, autrement dit, ona J=FK . | _
o d&tersination de ltintervalle J pour une equation différenticlles

o est en général un probléme fort difficile (ezerc.2,3 et &) ;

itions suivantes z;arf:et tent souvent dfobtenir up inter 1
contenn Gons 4 et plus s"fmm gue celui gue dcaneral‘h l?apmima““mz:
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Scit B une boule do centre Y et de centrs T, K@ un intervalls
voisinage de x_ dans I tels que f soit lipschitzienne pour la congtante
k Gzps E{Q A5 ¢ nous dégignerons par 8 la borne supérisure dle
f’ f £ Y 3 !é dons oot ensemble. 11 existe zlove (th.2) un intérve ile
,’ voisinage do x, dans I et une solutwn vV de (1) définie
dang K |, & valeurs éans & , égal@ a )5 - au point X, - Nous allone voir
prenant pour V¥ ls bouls ouverte de eent’m Yo et ds re r;/ 4 ,

e O 0 = 3 % s : { ["
povr J§ itintersection ds K et de 1'lintervelle } o /2 > ’5 I ol ¢
S ;

- 5 o £ 5 - (IR Yot s °
2ot choisi ossez petit pour sstisfaire & 1tinépalil
é«f;_:,’P
TR - 2 # z- ea S g
10 e L * E;(e il =

on seiisfail sux iz%ZiCii%iGﬁg de 1'énoncé. Remarquons dfabord gue, les
valenrs gue v prend dans J spparticonnent 4 V , car oo a

%%g‘: &gx ! @&’g £ rl4 . Considérons

-

, et un point Z eV , itintécrals

ge (1) qui prend 1a valeu Z au point o , et montrons

<=

14finie dans J . Posons on offet U (x,e,Z2)=27Z + Wiz ,

et wvizj=vie}r W (x) ; W, et W sont respectivemont les solutions
= 3 5

des équations différentielles y'= P =, V(“’)*)") » Y=z, 2 +39)

gui s'ennulent au point o . Appliquons la prop.4 ; on a
i E - (x, v(a ajd o )= ?{X,Z%}i}“ <k fvia)-z )| ¢br/2

.é r,/z i ncz;xs suffit do montre T que, dans J
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EU{@§83 Z}"IZ- ﬂ i U(@,ﬁ z)- U(B 5,2}}! < H #ﬁuagl, dlof, dlaprés
1z th. 1, }g Ulze, z -Ulx, b, Z}“ < ¢ Pkt }5»&} : ces trois indga-
1ités montrent gue U est continue dina JxJ KV ; '
a g‘ U (x,0,2z)- ng( iﬁ%x«salgzﬁf dans JxJIAV ;
Doy suite, 81 W e’:sz': 1z boule ouverte ce csntrs y . et de rayon I tel

i/

gue ""”5’5 < ,ff«f- {ce qui est possit o "a?}?‘ alto)) dixa 7 )
su & Vour el X et g ng.slcsﬁques dans 4 ; mais comme

fi)m if, - f-l} , mals n'ayant pas de limite finie au point x = % +&

(déliniz g dc sorte gue Fm‘te" 'ale considérée ait une dérivés

continue dans J» :? -;g {, cette dérivée étant égale & 4
- e - :

Z) Boit E; vpe fometion lipschitzicmne pour la comstants k dans

ix5 , 08 8 5t une boule ouverie de centre Yo et de ra*f@zz T ,;

- on suppose orn ouirs gue gf(x ';V'Q} est bornée dans 1, et on u,é@ -
gne per #_ ls borme supérieure (e ” éj(xg Yo! ﬂ dans cet inter-

velle. HMontrer qus, pour tout =x, €I , il existe une solution U

3 Lay s o rmame ‘ A y & 5 - * AdAafinic
de (1) & valeurs dans 5 , 6pale 8 Y su poinmt x, , et définie
dane 1'irterscchion de I et de fintervelle j%“-«t s A i

X9y fremarioper qzﬁ@ﬁ a

=
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T x5 .

§
b

U (8)- g [t

|

A
¢

S8 1
x
‘ X

ﬂ ulz)-9, éé < U (x-x,)

. :
Yo
itzienns dans

N

a { un irtervalle ouvert dans R , 8 une
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5) Soicnt I un intervalle dams KX , S ume boule de rayon r et de
centra ¥ dans B , G l'espace normé des applications bornées de

IxS dens E (avsc ig £l = sup 13 A=, )!))} ) ; pour tout U >0
-poit G la boule f%? ﬂ < M dans G . Soit L 1a -partxe de G Lamé@
des aspplications 1 igmcmtmewms de 148 deans E ; pour toute fonction
? €LNe , soit U =U( £) 11intésrale de yi= £z, ;g), telle qus
ylx )=y _, & valeurs dans S et dé¢finie dana 1tintersection J, ds I
ile )xo— z—% ; BT éf [
g ) de fonctiors appartenant & LN G, converss
rs ume fonction  Cans I%8 , toute valeur d'adné-

suite des U -ET(EZ ) ¢ans l%espace normé F dss applicatiom

> 4., dens B , est une intégrale de '=C({x, Y] prenant la
7 < i 7 :

$ 2
i : 4

su point % (utiliser le fsit que 1'ensemble des U

Réciproguement, si V est une intégrale de
wi=[L(x, ¥} #elle gue vz )= ¥, , Vest eussi intégrale dfune
yi=9g(x, y), ot g est lipschitziemne et arbitrairement
E‘? daos 'Gﬁ {cczi? d3rer l'éguation

% fﬂy > ’:':
Y+ vix)- [ (3, vix))).

suppose on outre gus B soit de dimensionm finie. Moznirer guc

t aux esndiit—iens éu lemme 1, pour tout zxcd

en x des intégrales de y“ Clx, *;} gui

au point % . est un ensemble gompact et

u'il est fermé, utiliiser le th. d'lscoli ;
t connexe, utiliser a) : 8L
congidérs, porr tout £ >0

COnnEexe C’? _ ds fcmthzg § apl




< 49
t contisnne VY, et Jo . Conclure en passant & ls linite suivant un
: i

uitrafiltre plus fin gue le filtre des zrmsmau% ae G dang R J.

6) Soit £ une fonehbion conbinue wanérigue définie dans ie pavé
5;:»36 E La, |y g{f‘zz de 'Rg Hontrer que l'enveloppe inférisure

i
i
et 1ll'enveloppe supérieure de liensamble (U des int%f;ml‘,o u gde

yi= ’{x,;,-} telles que u{zg)m;ra , dans I.?m*t@rva ile Im}z -a,% T E,

ok o=idin(a, §) (¥ meximun de lf{i;;ﬁ;g}f) sopt encore des intézrales

G

de yi=£(x,y) dens I , gqulon appellec respectivement intégrele

pipizale et intécrale meximals correspondant au point (%5175 )
{remerquer aue llensemble ¥ est Squicontinn ot formé pour la
topelogie de la convergence unifome dans I).

Pour tout g, ¢I , soit n la valeur de 1'intégrale minimale

{ ccrrespondant an ;s}m‘t (.ﬁ.w« )}) aun point vé . Hontrer que 1tinté-

s

prale minimale correspondant au point ( 5 §33) eat identigus &
‘intéerale minimale corregpondent an point {ae Na dans un in

valle E%’ rs' +§1E si § > %5 s dans un intervalle } b,

i}=

VY
\mwr-y

-~

fdunire gue 1'intéerale minimals u correspondant au point

e
L
o
o
0%
o
Lot
0
fged
b4
L8]
fok
ﬁ
Lty
D
g
£3
L
{0
o
g—;‘

by
£
52
-1‘»
(D
%‘5’
L8]
E
fte
i
,:.{.
5
<l
il'?
foed
ot
@

ntervallis, u secib ié.eﬁtigmz 4 1l'intégrale minimals correspon-
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{resp. v(}:c}#zfg), e_iéfinie dans un _ntervalle [xcho%—c E s montrer
que, POUr =X <x {z+c , oo s ulx)v(z} (copsidérer la borme
r:;::émcf@ § des = tels que cette ineﬁallte ait 3.3.‘311}
" Db) Seit u ltintéprale meximele de »’ng(ﬁ:g) au point (xw%} définis
daus l'intervalle
»@mpad; }: Xoe %, +é.¥ centem dans [: yEgte [ , i'intépgrale minimale et

J g
1tintégrals maximale au point (x_,7 ) de 1'égustion yi=g{z,yHe ,

"”""‘\

X555, g [ . Honirer qa% pour tout intervalle

- sont définies, pour € 7 O sssez p3tit, et convergent uniforménent

vers u lorsque £ tend vers O par valeurs >0 .

3

2} On suppose que gl(z,v) < hix,y) dens le pavé Ezax I<e
éy-‘mzfggé’a . Danz un intervalle f% x +c§\ , on suppose définies une

=z{x,7) telle que ulx )=y, , et 1fintéerale maximale

w point {:;m,yﬁ? . lontrer gue, dans cet intervalls,

(e Tomerer au cas a) & 1l'aide ds b)).
3
= aiig
écrale de 1'égquation y' = A + m{%a«g» , égale & O
: < :{,—.

pour x=0 , et soit J le plus grand intervalle dlorigine O o& est

a}) dortrer gue 8i A % ; 00 & -..»..}”-zieﬁ @cL (utiliser 1l'exerc.3).
bj Hontrer que, si )\ - %., ;,ona 4d z{O,a ( , avec
bt ~
ah = Lo < 8h L3

2y Va4 A -1

{poser ¥ = z | 1+x2 , ot utiliser liexerc. 7).

ot
¥ ¢
[
3
®

sa R’ 1'ensemble 4éTini par les relst
(z) , of @ et SL sont continues el déri-

on supposs gue la fonction flz,¥} est

3 o =3 = Sy % e
>+ ensentle, ot aulon &, pour X, L X L300 ,

. H(z) 3 #(z, 5¢(x}). Montrer gue si
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11) a) soit ofx,z) une fonction continue et > O définie pour
0dxga et 23,0 . On suppose que 2=0 soit la seule intégrale de
zi=w(z,2) délinic pour OLx <a et telle que }.iz_ac z{x)=0 et

5z oflxz) = - ‘ . 2 '

T _zlzl £L = 0. Soit F une epplicstion continue de I xS (ok
1= txz,,% e f) dans B ; on suppcse gue, guels qw‘» scient jé et }2
. T

¥
f

b
s eé

- Gy, ) estlzm,) o,
)

o
L'éguation y'=( }‘ {x,y ) pesside

{

uie ssule solutien U teile que ié’fz{))z Vo - {Raizonner par

si V ezt uns seconde iatéorale de ‘}/‘z?{xf Y] teile

Apopliguer au cas oh el(x,z)= }: , avec 0<k{1 {cf.exerc. 4).

MSN

=

5} Iz résultat de a) siz applique au cas oh wlx, z)—- . mais monirer

dang ¢ce cos par un exemple gue si U, V. sont deux miség;mi% EDDTO~

-

€ prés de h—:}' (x,y), ézales & Y, 8t point x. , il alest

8

pes possible de majorer “ U {z)- vz }§ par un nombre ne dépendant cue

PR

= 7 3% % £ o
ds % et de £ (prendre pour | unc applicatio. contimue a@ R i<
2ams R , égalo & y/x pour xza (oh a3 0), et pour 0<x<a

st |yl € = , et indfpondante de x pour les avtres paiﬁt& iz

tiv
dontrer gue 81 1'inté-rale j —izigx  ast com?erg,eme -
&

: ; ; 7 =E % : : z
pour w(x,z) = LTAZ) 5 : au contraire
1
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on e [l4(x) Y,-0x) Yo | = | &A@y - Yo | ¢ Bfye- Yo

auels gue solent xeK , Yy, et Y. dans E ; en d'autres termes,

le sscoud membre de (1) satisfoit aur conditions du lemms 1 du 91

a
et ¢st une fonction lipschitzienne dens K XE .
Cela étant, bornouns-nous 4'abord av cas d'upe égustion lindaire
1omoséne 4
(3) ‘ 4 y! = 4alx). ¥ »
Soit (xo, yo} un point qmlcofaq&a ¢e I +E.; comme la frontiére de E
st viéé, le th.3 du ‘if’f et 'sén corcllasire nmontrent gu'il existe uns

intézrale st une seule x — U (x,x.,y,) de l'6quation (3), définie

gaps I Touy entior et prement la valcur Y au poimt x . 81 Y =0,

on & évidemment U (x,x ,0)=0 . Soit alors X un intervalle compact

gontenu dauns I et confenant %, , et soit kesup || A(x)] ; si on sppliqus
= » Zex :

la prop.4 du Q1 aux deux égustion y ?=§e:x)y ; €ty t=p(x){ = +v.)

en %, , on utilisant 17inégalité

{
ié Alz) Y + Y  )-Alx j;% < k } }!ﬁ“ (pour xz€K et ye€E), on voit
a

Scient }11 : yz ceux pointe quslcongues de B ; on a identiquement,
> {

x’xf'f J U {ij*: ’ }/3 32 uixaﬁgy jj,i&"?“ “};}*
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en désignant per k 1z borne supérieuie de H ;‘E{t}ﬂ_ dens 1lintervaile

d¥extrénités Xg et = ; cela prouve Qis g{zzgxc} est une application

o3

linéaire continue dars B (Top.zén.,ctap.IX, © 5. th.1).
» = 3 2 Y 4

=

¢) Hontrons dtabord gque x «-}Q{X,XQT cet continue dans 1 . Soit K

un intervalle compact, voisinage de - daps I , ot soit kz_sg%p&; §§ é(‘t}%i :
vour tout xf< K , o8 2, dlapres (%) et (4) .
[ ot [ < kJutzt,e,,vodf € xefPF%l )y |
;! xt sFos 2}3»‘ '! = ]U X5 g2 )’ ke . § 70 i
: . 5 2 : fond ;
ou, en désignant par h leo borne supélieure de o * *of dans K ,

’ ’(ﬁz,xm }}0; = gg(z)cf 5% }»

/
donc, d'apréds la définition de la, norMe dans &/O\Ej#
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Au Livre V, lorsgue nous surons défini le dual ( tozsolsgiqa@}
d'un espace normé B , nous verroms gque les résultats précédents
s'étendent presque sans rodification lorsque B st un espace

norné complet guelcongue sur <

crentielles geals 11*% .

alions };:lu,e D2 “tlculiereme“n Ge zisiiarer dans ce gul suit le cas

4

gzt un espace vectoriel de dimension n par rau:go t au corps C

=y

nsicn 2n par rapport & R J, et on

e

‘horogéne ) do B dens lui-mBme pour

¢ & ; on peut alors identifier A

7 £ x
t & tne base de E (sur le corps O},

. id -
gtant cette Zois n® fonctions complexes définies et eemzmﬂ,

L ‘* désignant les composantes (complexes) de Y par mﬁyawi;

'J

se, l'éguation linéaire {’ ) sest ecncore &guivelente au
{&}q Les th.1 et 2 siznifient alors gue pour tout

dans E , il existe vre intégrale et une seule

k< n ,

- de {33 s ﬁéfiﬁie ﬂans 1 et égale & Y  eu point x_,

intégrale peut stéerirs U(X,XQ, y0)=g(x§x0) Y
4¥x,z )) est uhe matrice carrée inversible dlordre n , o

des fonc éioﬁs' complexes ¢on i: inuss ﬁwﬁﬁ IAI et telies
(x,x,) soit dérivable dars I . '

{x) sont réclles, et gulon

N'
&,'e

: PR s A 2 = P s = ',. K o o"
cherche los iptécralcs fé@lz;es cu s8veisns corrvesponcant (2.
- g A G AL S ¥

s ‘V o
i.}.iﬂé,.v n._,v.,,,. 71 ’:"27

p
(3
ol
e
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domentaux dtintésrales d'un systéms linéaire 4'Sguaticns




{cf. exerc. 3) .

'} de {3} sont 1ind

<
si;.'gcur tout el , les p W cheurs &13(}:} Porment un szfat%m—

comme on & ujix)%ﬁi&x 3&&1(:{ }3 et gue la matrice gizﬁ»@}

- b TS eni - 2 om b L ~
scieont linésirement indépencantes, gue leurs valeu un
= s e 2 Ewd A A nmd Seulier o1
£ 1 golent p vectenrs linCairemen’; indépendants, En particulier, or

éme fondomental 4t i ntésrales ¢e (3) ; pour tout =x=c

J.(x) forment donc une base 68 E (sur lo corps L J, et
1

e i
%
i
(¥8}
i)
S
o
}«.\‘ od
8
&3
‘e
&
o
[0}
et
foosd
o
(4]
&

un s*rs;tcmé fondamental ; si oa

). Ltintérrale prenant &

s Clx,z,)y, = Z jws_

intégrales quaiwmﬁagw e

3
: tintégrales U, {1 ¢ :}é nj
£ (3 5
déterminant [‘E {x}»é t{a} {:az.))

lcs U, forment un systime :E‘& ndamenial

Lo

{z) soit #0 d,a.n., I (ou seulement en un

Le valewr de N\ (x) en un poin 2t guelcongue est dlail-




= 5
{
(11} Alx) = Nix, }e‘/" = &gt}}m

In effet, on & vu qus Alx) n’es'%; autre que le déterminent de la
matrice imversible O(x,x, J ; on a cone *’cua_wl ¢4, formule (3))
AME)=PrC (2,2 Mz, 2, 07 A ()
és l’éqﬁatioz; (6) |
AN(z)=Tx(alz)) L(x)

ia formale (11) est alors uns conséﬁuence iomédiate de 10)

at, dlap

33 om myporte l'espace dual B *ée B (sur le corps C ) & la base

(e 5} duale de (&, ) (alg. ,chap.1I, 4,304), le systdme différentiel
soaleire equwa}.wt itéqustion ad oin {n°4) y '=“--=-t.a (x)y ' ?
= 1tdguetion (3) est -
s1=- > a,lx)y (1gign).
Jtaprds le prop.2 et 9% d4finitior dos bases cusles, si
¥
== .{7;12.3(}:) f:.,J est une intésrale guolcongue de (3),
Gro
i)z ;:"Yi vi(z}{f_{% *%e'imégralﬁ cueleongue de (9), le foretion
o ¢ 2, 2
M"Wriz*gmfcomplexe;), S u.dx)v.(x) est constanic dens I .

be cette propriété, on déduit gus ls copnaissance dlur systime

fondemental dlintésrales (V.) = de 1féguation aijointe (9)
Jlcogn
narmet de déterminer toutes les intécrales de 1'équation donnée (3).

RS

LCINRN

AR
Q
Lt S

‘. &l {}ffc‘ﬁs




ﬂ:x

ges D

\"")

5 4y e B
21 eiict,

G s
!4&“3!‘

composantes de

des n-p autres, s0it aﬁ(x)mp? {(z)}+ Z

Fieyioe
9 e o 54

ics n-p Gerniér

34

uations (U (lx), v.(x)>=a, (1<j<Dp), on #ire p
2/ 2 3

U (x} , par exemple ;z,é{x},”,up{x} en fonction

ck(x}ak(x} (1£3<p) ; portent

5‘ ahk(x)u;,(x} (pﬂxh(x}

= ).f.
e5 t,quatwns u;L {z) =

il vient aé (z)= {x}+ _«Z_& %k{X}uk(x) - e’estuéadxre un svstsme

Tn
de n-p fiq’z.ac.,:.ous iiné

reates Sou tia
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VSouation adjointe) rour ramencry (5) & un syst

Z=p
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{p) de l*e@sakma {3} ellaamae son m‘tf rE

mw

systéme non xwmgem de n-p égusticng
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