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LIVRE VI~
ESPACBS VECTO&IELS TOPOLOGIQULS

ChAPITRE 1: (Btat 5)

WPACFS wcmmmb TOPOLOGIQUB,.; SUR DN
c,onPs VALU’* Jaarol e

s -—o—-a

g 1 Espaces veeﬁcz 1els ‘tﬂpologlques.

D6finition d'un esga,ce vec:torie}. +topolos

Dﬁ‘FINITION .- On aggelle e Jace veetorial togolog.tgue '(_, gauche) sur un

COrDs v‘alue K (‘l’op.t,én ,chap.1IX, 83, n°2) un_enserble E muni d!une struc-

ture d‘espace yoctoriel & ;rayehe par ranport K , et d'une topol pjag k)

}C}

ﬁam;oa‘m’ble avec la sﬁmciure de groupe additif de B et satisfaigant

7

cn outre 5 1t'axione sulve?"t

(L) Liapplication (A0 5k x gg K 4 B dang E ost continus.

Une structure d?espace ve‘ctor-iel & zauche par rapport & K et une topo-~

lozie &tant donnéss sur un ersemble B , on dira qu’ elles sont compestibles
si 1la topolezie et la strizctufs'de-groups additif de E sont compatibles
'{” op.gén., chap.IIl, %1,13.01) et si en aunz‘a }.'a;aema (L) est v6Pifi6.

‘ Exemgles.- 1) Etant con.né un corps valué queleonque K , 1la topo-
logie prcduit sur 1'espaee vectoriel K2 est compat:n.ble avsc 1z

| ‘structure d*espace veetcr*r el, car elle ot comyatwle avec lz
nbzve‘ture de rz*oupe tmdmt (T «‘Q_'Q“fen. ,c;za}o 111, §2 n%g),
pour sout Xz( 5 )‘iéié ﬁ,a £ ot cow; AEK ,o0n3 |
box=( A % ) e ggk , c6 aui men‘tm-' auesitét (Top.gén. ,chap.1, 2¢,
cor.2 du ?a 1) que 3! a,npl czacmn ( ﬁ,.a:‘ —p.h X o8t ca:ﬁ:;é,zme.
2) bo ava (%a gén.gcﬁm f?’ § ,ﬂ 3} que tout es m ggygﬂgg

suT uD e‘»o‘z‘m valLé K a une teml@’" waa:z,b?e ayec sa 3@3{;::&“

: gﬂ‘a_egpage v&c‘tgm,el 5
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On définit de 1la mBme msniére un espace vectoriel topologique & droite
sur un corps valué K : si on renarqué qu'une valeur absolue sur K est
aussi vne valeur absolue sur le corps opposé K° , et que tout espace
voctoriel & droite sur K peut étre considéré comme espace vectoriel &
gauche sur x° (g;g; chap.II,;§1,n91), on voit qu'on peut se borner, pour
exposer les proprlé és des ecpaces vectoriels topolosigues, & me consi-
dérer gue des espaces-vectoriels & ;auche, ou gue des espaces vectoriels
&4 droite. Sauf mention expresse du coﬁtraire, nous supposerons toujours
gu'il stazit d'espaces vectoriels & gauche. '

Si K est un sous-corps de K , il est clair que la topologie de E est
encore compatible avec la structure d'espace vectoriel par rapport & K'.
obtenue par restriction & K' du corps des scalaires.

la topolo~ic d'un espace vectoriel topologique E , étant compatiblse

avoe sa structure de ~roupe sddéitif, définit sur E une gtructurs unifoir

{(Pop.gén. ,chap.11l, §3) ; lorsque nous parierons de la structure unifor:
¢'un espace vectoriol topologigue E , cfest toujours de cette strueture
gutil sera juestio:, sauf mertion expresse du contraire.

PROPOSITION 1.- Pour tout x €E , l'application A —>Ax do K daps

E est uniformement continus.

Cels résulte de 1'axiome (L) et de ce que A —» A X, est une repzéeex~

tation du groupc additif K dens le groupe a2dditif E .

PROPOSITION 2,- Pour tout A €K , 1'homothétie x —> A x est unifor

nément continue dams & .

Cels résulte de méme de (L) et de ce que % — Jk x est vue repr
sentation du groupe additif I dens lui-méue.

“m particulier, pour tout A.jO 1'homothétie X aﬁgﬁé, X est un

CJ,;
i

homéomorphigne de E sur luL»neme puisgue l'application rECiprogue s

1ihomothétie X —> L Plus particulidrement
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CUROLLAIRE,. - Bi A est un engable ouvert (resp. formé) dens E , _)}_ A
est ouvert (resp. fermé) dags B pour tout A #0

De meme, toute translation étant un homéomorphisme de B , une
homothétie de centre x_  , qui est de la forme x —» X H(x-x ) est un
homéomcrphis'me de B sur lu;-m@me pouy - A #0

Conforaément aux définitions générales,-.,si i et ) gont deux espaces
vectorlels topologz.ques sur un cerps valué K , une'. application biunivo-

que £ cl _E- sur I est un wsom:)rg}&ame de 1'e:-3pae@ ’zreptom el topologique

de ¥ sur l’ospace veetc:riel aopcplermue T si £ es t'lme-f-w re

En pag c‘zli v, pour bout éG _appartenant au eentfe da K . 1'homothé-

tie = = )L x est vn sutomorphisme de la strueture ﬂ’esnace veciorial
og(ﬂa 1qv.e de B .

2. Voisinapes de l*origixze dang vn esoace veetoriel topologioue.

. Considérons sur un espace vecmmel E par rapport & un corps valud K

nng topclgg—;ie' compglible avez sa structure de ggrouge additif. Bn raison

dc 1'identité - |
. } }Lx-'j,- Zy z(JL -4 oo +'-.f\‘(x-x (A - A ')(x-xo)

on voit que l’ax:.o**ze (1) est equ ivalent au systame des trois axiomes
svivents : :

{Li) Quel qué 20it ‘z' R A A x est coptinue su point A =0 .

4 > x
.{L %uel gio. 503% Aeai{ » X > /A X% 6st continue eu peint x=0.

iT)
II) wagpllca*lon (A .x) —» Ax est continue su point (0,0jde Ki.
fions allons obtemr deg cozditmns éqvivalen‘ses prmr 16 filtre de

volginapes c_ie:a O done B ¢

"ZG IO 5.~ Dops vn f“* :ae ’scmlemgx} B sur un coxps veluc X dont -

wal cm? sbsolue nlest bas impropre, il existe un srstéme fondsmental (e

LT

.....

de _.w%g_mapz@s de O , satisfaisant sux conditions suivantes :
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(Lm) nuels gue soient V & @' et xev la relation i,)x.} < 1

entraine }s.xe.v 2

(L ) Quelg que so:.ent Ve@ gt x €F , il existe un mombre o >0

tel que la relstion [)xi o entraine J\.x eV .
(L{H) Cuels gue ‘sdi"ent V.é (g et j\.%o dans K y on 2 AV E C:f
(1nvamance de @ par hor"othétz.e) e
(L*‘ ) guel gue so:,t v e@ 311 existe W eg tel gue . WHW év .
Inversement, £i une base de Filtre & sur un’espé.ce vectoriel E
satisfait 3 ées' conditio 5 , 11 existe une tdpolog,ie sur E compatible
avec la structure d'esgace yectoriel de B , et pour iaguelle (& o5t

el s;ﬂghcme foncazental de voisinares de B .

for -
iiontrons d'abord aue les coaditions sont nécessaz.;as. 501t Jud ie
riltre des voisinazes de O dans E . La condition ( L}J) (on le fait gue

A

Soute homothétie de ?apport #3 est un heméomoz*phz gme ) montre que .}
ogt invariant par toute homotzetie de z'anport #0 ; la condition { L)
montre que JJ satlsfait a ¢ Ly ) ; la condition (L:U.l) prouve gue,
yslox *:*_ tout voisinage Ve Jf ', i1 oxiste un nombre a >0 ost un volsi-
nege i 6 ,:U tels gue la z'e!_a’cz.on : l.)u}.g a ontraine AV <V . ‘
- 51 on pese W. = {}.\Zj;( ‘ W, W est un voisinagé'de 0 éans B (puisguli’
axiste .)u: K tel qus - i.A_‘ Lo et A {-0), contenu dans V et tel que
ics 18 1&1:10218 er' et !A;é 1 ,entrm’nen;t _‘AX@'V‘. 54 fg‘e 281
' en80iL hle des voisinages de 3 satiafaiéant 'é cotte derniére condition,

on volit émm gue @ ~ est un gysténe fanda_entai ae vc:z.swz:a;"@: de ©

ce gui préeéde prouys qu’ll ea,t:.sf’alt oux axiones GZL?;};

»p Y
A7

sh. (1Y T} 7 enfin, 1i Q&Els.ﬁ.al‘t & <Li1!’ dfapros 1'axioms \m_;}; des
- e

o fonéamemam' fe velsmaues de 13é1 crent mutm dm
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-liontrong maintenant que lee conditions sont suffisantes. Bz offet
(L") nontre pour tout Ve & , ona -V=V et OEV ; ces relations
et ( ) Prouvent que Ce; est un systeme fondanental de voisinages.
s:ymé r,m.qaes de 0 pour une uopolor:t.e sur B compat:i.ble avec 1a stmcwre
de groupe 5dditif de B . COIJ.mQ dlautre part les cond1t3.ons (L ¥ (L:
et (L’I ) sont des eonséquer:ces ..méd1 ates de (L ) et (L ), 1a tc:g;e-
logie ainsi dei‘mle sa’cisfa- +t & 1taxioms ( ), ¢o qu:s. acheve la Jemonc— |
tration. '

Or’i notera, que la copdition (L ) signifie que tout voisi nage ve®
EZ“&EF‘“‘m eggendrs 1lfespace veaetomel BE .
GOROLLALRE.- Soit ¢ une soplication de B dans K telle gu'il existe

un voipinase V de O dams lequal l'aggllca‘tlon X )) @(x)l 20it

bornée ; alors l‘a;gglzca‘tlo;; % —> 9{x).x de B dans lui-nfme est

continue au point =x=0.
En effet, soit ¥ un voisinage quelcongue de O contenu dans ¥ ’ e

on

srpartensnt & & , et supposons qu*on ait \cp(x)é deng ¥
S

Il existe ./\.063. tel gue % % v k donc . !q}(‘fi) ks %é 3

zlors la relation xe;’{,—;%} entraz.ne olx). Xw(",)(x),)g YA x)EW ,

&

"-?oﬁ. le ¢o 11&13@.

5. Complétion d'zm eggge vaetemel togologz,gu.e,
BoOiL Ei un espaee veotefiei t@peloba.que aég & sur pn corps velué K

% 1o g¥c a@dzth comp“iew du groupe topologique B (Top.gén. chap.l 0

LR

«3,"?;11*2} ; BOLb K 1e cez’ps valvé cafrmle‘ce dn corps K (Top.gén. chep.it.

& 7,070 _gé}, L'appiwamon l:vz,lmaw ro (A ,z) — S A X Ou nroaui‘c Kak

e
g ~

darne B se 'fsz’olcmf*e 'na:f’ f*wt erité en une applmai,;,og 061“3;’1:~.!,Z.”f:: de
Ve 7
K % T dans B £Tep. géu. ,Ch8b. 11T, §5,%h. 1) que nous désignerons encorc

par (A, x) - /-{}L"' as apris 1@ anmpe de prolonsemsnt des idc
: L : A ; *

on 2 é:;wm:» ”d."r“; et ?U 5& x} (je.; ;/s, }X pour Ack LEK v 2ok
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' donc la 101 extenre (jx ,x) ~e>,A,x défznit sur E une structure d'espa-
ce vectorlel par ranpoxt ax 5 et oetts structure est par déflnitxon
compatible avec la topolo*ie ie b ; Hous dirone que l'espace vectoriel
~topologlque B ainul déflnl est ie cumgleté de 1’aspace vectorlel topOo
—lqg;que B .

4, Sous-espaces véétoriéis.et'@snacsg;gnotienta dfunﬁesﬁace vecﬁsriel;
topologigue. - - > . _ :

Sqiﬁ»v'un'sous—espacé ?ectofiéivd*un espace vectoriel topdibg;que B
il est clair gue 1a tcpqlogi@ induite sur V ?ar celle de E.est_eompati-
ble avec lastructured’espé%a vectoriel de V.; gquand on censiddre ¥
conmne espace veetarielitopelégique,'il glacit toujours,nsauf mentibn
expresse du contraire, de 1'espage obtenu en mnaiésant ¥ de 1a topologie
induite par gelie,de_E . ‘ f '

Sur lfespace vectoriél "udtient B,V , on salt que 1a topologle quo~
tient ée colle de & par V est cempa%1ble avee la struetare da groupe
add1t1f (Top.cén. .chap. 1II,<.2 n°4) - montrons av elle est aaﬂsi c@mps-
tlﬁie anb la straccbre disgpace veetarlel 0566t~u-d173 que 3’appllca—-
tion ()q.x) -».A.x de E x gE/V) dang E/V ost continue (x e z
&tant l’applzcatlon canon,que de B snr ﬁ/V) Or (Top.gén., chap, I g 9,
th.1) il suffit pour cela e nant?erzque 1'application (Jh.x) —> AX
do BAE dans Q/V esl continue (@u;sqa?cn peat identifier les grovpes ,
Y,&(ﬁjv3 ot {K)xJZ/(QG} V} (Tog géu., ehap 111, % ,prop @7)}; Hais '
caute applzcac;cn est ccmpcseﬁ de l’&ppilcaflon canonique de E suxy P/V
@t de anﬂllcatzen (A ,3) —ﬁa_ﬁ z de ﬁ,{E éan& B : guz sont toutes A

r@eux Foﬁflﬁ?@u.

el

and aguﬁ c@ng:gvvavana PjW COMNG S8Dace. vecba?iel topologique, il

W

va~emcen6a {SHEL rention exprogse av cont %ﬁﬁf@} JU?’ oot

o
‘m-
““;?
k._.S
»«4

mani 6 3 L@@mi@ ie qaotgeﬂc de celle de B Dar V .
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‘Remarg q- On sait (Al“‘ ,Chap.I1, 23, prop. 5) que V admet dansg E
"un snpplementalre W , dont la structure d'_espaee vectoriel (non
| topolougue) eat ;:.semorphe a 'i.‘:elle de E/V' : ;nézis i1 ée peut que . g
pour aucun sous~espace W supplementalre de V dang E , la .struct'ure",
d¥fespace vecuomel L_EO].O&;I!.QQB de W ne soit isomorphe & celle cle
_ E]V {cf. §3;exe-c 16). :
On sait quo, pour gue I}/V s0it sénaré il faut ot il suffit que ¥ soit
fornmg (T Q.ggn..chan.ﬁi §2 th.2). Supposons en pa*tlculier que E ne

goit pas séparé, et goit W 1'adnérence de l'orirme clans B {intersec- -
tion des voisihages de 0) ; on Bait qae N est un sous-groupe du groups

ditif de B (Top.gén., chep.III, §2,n°1) ; il est clair en outre que

)

B est invamant par toute homothétis {(prop.2), donc ¥ est un souc-espace

vectoriel formé de B . L'espace vectoriel quotient E/N , qui est sépars,

¥

est appelé llespace vectoriel sépsré associs & 1fespace non séparé B

5. Produit d*espaces vectorizls togcloggigue =

Soit (1.,1} e _une Pacille guel congue despaces vectoriels topologi-

gues sur un eorps valué K , ot s0it B 1'es pace vecwmel produit des E@ :
On sa;f.t (T op.gén., chap.III, 2,0 g ) ~que 1z topologie produit de
celles des E . sst compatible avec la stz’ucture de grou*oe add‘i £ E chd.wt
de. celles des E, .. Montrons en rmtre que cet‘ce topologie est compat 'ble
avec ls, stmcsture d*espaee vectamel cie E ; i1 suffit pour cela de voir
gue l?applma‘cw (A (x, 1} — (z\.x ) de KxE dans E est continue,
ou encore (Top. gén. ,chap 1, 8-—1:11 1) que pour chaqua mdwe % !

{ A (x )) »—-ng;ﬁ.x est vns applwa‘twn cozzts,mxe ﬁe KxE ciana 5
or, cotte appliea,t:.on 6st composbe de (A ox, ) —— Az , ot de
{4 .x) ““’?‘{}k ,'P&, :3?3 , qui sont mm% deux conbinueg,

a

Quand nous -cons;dafaram E = z é}; E»z;' comme un es pd,es vecf oriel

: i’;@p@:ﬁ,@giqué; il sera toujours sous-gntendu, sauf nention @ypwme g

3

contraire, 'm?il oat mani de la topologis produit de celle

ﬁ‘i}

t_.\
e
N
&
Fry )
*
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PROPOSITION 4.- Davs 1'cgpace wectoriel produit B = i l T o de

sops-espave I soume-directe (Alz.,chap.II, 1,0°7) des E  esh

partout gense.

En offet, F est l'ensemble des 901nts x=(x )ze,I'teis que les x
soient nuls &,l'exception d'un nombre fini d'entre eux. Soit y=(3,)
un point guelconque do E ; et V uﬁ voisinage qﬁéleonqué de .y ; V con~- -
tient un ensemble élémentaire (Top.zén.,chap.I, 28) Y. , on

el v
V., =B  pour les 1ndnces ¢ du ccﬂplémentalre dans 1L d'une partie

3 A

finie Hde I , et oa V est un voxsinage de v, pour 1es 1ndices
L €B . bl (x)est le point de F tel que %, =7, ponr 1elH,

% =0 pour ﬁiH —x appartlant &V , d'ok le proposition.

6. Sorme direchbe topolosigus de sous-espaces.

e T ASs : i :
DEFLHNITION 2.- 3S0it B un eosypace vectoriel topolozigue sur un corps

TBine, <v‘)1<:i une farille finie de sous-espaces veciocriels fernés,

£n
' télle gug F soit somne divects des V On dit gue B est goore direcis

sop070~1que des V. si 1'applicaticn canonlg {X ) —fbéz; de l'espace

25

produit g V., gur kB est un isomorphisme (pouf 1es structuﬂes
£ 4,

S

dtespace vectoriel topolési qye).
CQ:T% 1lapplication (x,)-na’2; x. est continue dans tous les cas,

4:4
il revient su meme de dire gue son application reclproque est continue

S
3

ou 6UeoTe QLS acur chague z,nd;ce i l’appim&tam £ —s k.

E-J
2T
b
S
N
G

tout xef fait corresponcre son ccmgosant dens Vi ; ést continue.

Lorsgue B est somue dirsele top@lg e de deux sous-sspases vectorigls

et W _ on dip encaz& qug Y ozt ve supplénentsire Lopoiopiognd
/

/¥ est alors isomorphe & W
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PHOPO ITIOI‘J b - Pour Q..l_;l-:‘@ sous ‘-,éspace vectoricl formé V de B adnotte
_@gp_g'E un su;gplézziéntaire’ togoldr;igue » i1 faut ot il sﬁffit gu'il existe ‘
_u.ne aggllcation ln.néalre continue u de B gur V telle que , QO ﬁout
x€é V u(x)-—x m = S : s

- La condition est évidenmeni necessalre ;en- prenant pouxr u llapplica-
ulon gul fait correspcndre tout X €E son composant dans V . Inverse;-
ment, supposons qu'il existe ume telle application u , et soit wz“&(o)
son noyau ; W est wn sous—espaeeiveetoz"iel fermé , ot 1'hypothése ul(z)=x

pour btout X€V entraine qusz 'V()'ﬁfzé‘(}_} V; d!autre part, pour tout FEE

-

a(3)EV , ot uly-uly))=uly)-ululy))=0 , done y-u(y)eW , ce qui prou-
ve gue E est somme directe ds V et W . Enfin, u(y) étant le composant

de y dang V _d'api"és ls ecalcul pfécécient , ot y-uly) son composant dans W ,

ies deux applicstions y —»>a(y) ot y—» y-uly) sont continmes, dio%
ig pro*nosltion.

"Il est elair qae si B est somme directe topolo igue dfune famille
£ind {3 - 1S — ; : o A4 RS
finie (V. )ﬁ <igm qe ‘sous-espaces, et si chaqp.e Vi est somme directe

crolor;qua a‘zme Ffanille finie (W. .} de sous-éépaces , B est

J°J€H;
somne Girechs topo?cquue de la famille (W 3) 5 eH 1gigm -

7. Ensembles bornés.

Dﬁ;ﬁ‘lf&l I0H 3.~ Danq v _espacs vegtori _ ¢l topolocigus B sur un corps valud

K dont la valecur zbgolve n'est pas impropre, on git gu'un ensemble B est

bozné si, pour tout voisinags V de Odang B, il existe A €K tel gue

A0 ef AB{,_V ou, ce gui revient au méme,- BC A 'y)
Si B est vn aspac,e nomé sur K , les boules || x H <o (a>0)
f'mmsat zm systcma rmdm@ma”ﬁ ci@ voisinages de O invariaznt par
o mz:fsmléf‘ie P«m}_w ga?urz ensenble B somt borné dans L, il faut ot
il suffit Qﬂ ait contenu @aﬁv une ‘boule, ou, ce gufil reviens

L 2 4 <+ oo : sutrement dit, B doit Btre

i

: 8 mém@gy que ﬁv 67

f\J
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_g_ggg au sens de la *Lkéome des: espaces *nétriques (Top.gén. ,
_ 'chap ﬁx,s ,n 2) ce qui justlfle la term1nolo:~ie introduite.
7 e notera qu'll peuf se fcu.re que, dans @n’ espace vecioriel
Lo topolo-'*:.quc, aucun wnsmge né goit bornd (exerc ‘7 ot 8)
' Fout ensemble redm.t 5 un mmt egt borné, d'apros is condrcvon (1{1)

de la pmp i 'Doute paﬂ.le ctun easer_,b?e bmme est bomee.

PROPOS I”’TON 6.- 8 l*ensemble B est ’aerxzé i1 en est de me:le de .f orsen-

coormers 3

réunion des ensemr les g,LB s o& e @a?‘ccurb 17ongenble &5

dee 1 tels gue ; jg,géza, (o nomb.fe >0 quelconqus). 818, gt B

D

bornée, il en ost de mbme de B UB et de B, +B

Lipug 1 émentrerost par exemle que B %~B cest bome, les sutres démous-
trations étant analoguea. Povr tout voisim.ge V de O dans E , soit Won
70 i irage de O tel que WHIc.V et qve la relation t)L\ entreine
ARCW (pmp 3). Par hypothése, ;.l existe .1\. ot A ron nuls
daps K tels qus A B C. W et }L B q;w ; supposons par exempie

-1
§ g, et posoﬁs @ = A .2\. ; on 8 igzt[é1 , done
—gu,(.}e, e, et par suite A, (By+B, )g WECT .

S
{OR0 LHA.LBE —Doat ensemble fini est i)ome. :

Pt Pof‘zmm 7,- Liachérence c’un ensemble borné B est un en.,emule borné.

o

Ip offet, soit V e vm.smege qvelcenque de 0 , W un voisinapge cuvert

o

gictrigue de 0 tel‘ que &HJ =¥ 1.1-93{13‘3;6 Ac: K non nul ot tel gue

B A% ; pour tout point eB 5 41 bxiste un point. yeB contenv
dang’ :z%i;iﬂﬁl , done B BAw c A (ve-m) = .A,"ff :
PROPOSETE {)N d. -f ooiant B e‘b F . _5oD0 l'o ::i 'sf

Tk f une agpl:.catwn iy éame com;mue de E da;ns F ; pour om,

B ) ﬁs'%; borné da,ns i , t

: Jr-:;f:f effet, pour mub ??OL“’...ZQ« 28" B’i de G dez&s i f(&?) est nn *f*‘:,:'-; ﬁgs:
5 0 dops E , donc il oxiste A-?%G dens K tel qae 1\ B f:: f{w } et poy

PanS s i _7 R Z
PAB)=A(B) W .
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; ol g
‘coaou.ﬁzaﬁ.g Soit E = TTE le gmdvit d'pne fgg;ille (r.: ) d’esgaees

vectomela 1) elor':a. ues su’ r. ;Pour gu'un ensa"nble B @., B it 5
,ill.faut'et i]. uffj.th : :

: ux,_ tout »& = pr, B g0i% borné da.ns E,.

La condz_ ion est necessazre dfap'r'c-s la, prop.s les projec ions étant
'des appls,catioﬁs 11219&.1.!'63 ccntmaes. Elle est suffisante , en éffet
soit V un vov smage quelconqze de 0 aans E ; V eont;.ent un ensemble
éle.;.enta.tre T”V e o& v, E? eauf pour les inéices dfune parcis
finie H d_e l’eusembla d*lzlaues, pour ?esqve ‘Za, ©at un voisinagge
ouvert de 0 dars E -, %ol que .)L"J@ = v DOUT tout AEeE el que

é*)" ié 4 (propj). Pour chzque g€H , il cxiste ,/L”Je K non nul
¢t tel q_v.e' je,v pr, B &V - 0 Sois j\ celm des );,z’ de plus petite

ei, > >
valeour ausclae : on a donc BA. - } 4 1 vpour tout z€ H , donc

'.ﬁx (A ./i. (},,?’ or, B) Q,Vv pour tout z€H ; on a donc -
J&, B :.:. V. , : : . :
PIOPOSTTION o= Dans un espuce vectome'lto Loc . B tout

@,me’“b.te Dréeom Agg,ct est borné,
| Ba ex*fet 801t A un ensemble preeemp&cu G.ans Ey ¥ an voz.simge
a?"m’csalre de Odans E , W up voisinage de O tel qQue AWcW pour : _
%;é‘aé £1 et que W-&Wc_v Tay hypethese, il existe un nom_bre £iri de
pointe x A 'tel que les vcimnagés x o foment vn . recouvrensnt 4

d’a A ; sz B est lfensemble Pini des :;a: ; on 2 done A BHW . ieis B

es8% ’:zgméi; douec i1 ax»sue ACF ‘neﬂ zml tel aae .,E.B W -e‘é; on
' jp@'gi;‘mppa%“ que %A% {amoxx on damlt B C..}z. | "JC;;,V daw

: Qza pourrs *E; , !‘ ndre ﬁ_ -/2} on & par smt@ ﬁgﬁ C)@.B—Ni "T!f" si%f Q_V

ﬁ:eﬁ zm, fio;,s tre ‘*a praaemimm
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3 2. Variétés linfairves dans un ©space
vectorlel Lopolcwlque.

4. Adhérence d*uno varlete linéaire.

_ Bappolons (Alg,,chap.IX) qu'une variété llnea;re affine (ou simpléexzent
vri@te'linéalre) dans un espace,veetorlel E Sur un corps K est 1z trans-
formnée par translation dfun soum-espace vectoriel de E

PROPGSITION 1.- Dans un esnacemvectorlelwto'olo~1'ue, l{adhérencewd*ane

varittd llncaire est une varzete dinésire.

En effet, toube tra ES'&tAOB Ctant on JOﬂéOmO?phlaﬂe de E , il suffit ds
dénmontrer la preposxc;on DOUT un sous—espace vectorlel Vde B . Or, l'ap-
plieation conbinne (x,fy) — zty  (resp. ()t. ) ) %) amﬂ igue VAV
daps ¥ (zesp. K»xV dang v), éonb slle appilqu v x‘v dens V¥ (7esp.

kx ¥V dons V) (Top.gén., chap.I, éﬁ,pmu 1); ce qui mom‘:?"e que Vost un

on

5

Ztant donnde une partie A dfun espace vectoriel topolozigue

agﬁellé sous-sspace vectoriel formé engendrd par A ltadnérence dans E
dn zous-espsce vectoriel Y engendré par’A (é*est-é«dire 1tcnsenble des
ambinéicnns lianLres ctéléments dc A) ; c’est aussi le plus peblt
| S0US-6SDace vactorlel ferme eontenant A 4

Dy TIWITIQﬁ 5 Dans B 8sDpac nacs vectorlel togologlgue, on dit gulun spsembli

A ept total i 1o sous~esnace vecterlel ferné encendre pa 7 A aﬂi idenbigue

5 B (on, en d'autres termes, si llens emble des combinaisons lindaives

As]

vﬁiéléméntg'dazﬁ.@st'barteat‘ﬁ%nse dans B} .




g

s ’i—; -
Dy fait-que, tout vozs.nage de 0 dags E engendre B s il résulte
.qu'une varLete llnealre fermée V dzstlncte de ¥ ne peut contenir
sucun. 901nt 1ntérleur 5 autrement dvt c’est un ensemble ?are =
dans I e ' , =
DﬁTIETTIOQ 2.~ .Dans un espace:. veetorlel tonolowlqae @ 5 80 dlu C&’Lﬂe :

famille a ) LET de 901nns e E»est teaoloﬁzquﬁmont 1ibre SJ- ‘guel guo

soit 32611~ le sov -espace vectorisl 1evme @ngepdvc par ae 2 - d'indd dz—
ce +f £ 1o com;ent'paev -a';a |

Une famille tépologiquéménﬁ libre est libre (an sens algdbrigue)
(ef. Alg.,chep.1i, §3;.j)ro’p.'1 T "réciproque est -inex&éte, méue pouT
une famille tibre fiﬂiezdans_na eépaee éépére (ef. remarqae suivant le
th.2). . = - :

Ay copt:airé dérceVQﬁifée.paéée'en Algéire pour les partiss
s libres d’un:espaeé %ectbriel"on notéra aue.l'ehsemblé'ées pa?ties'
///2 taao?cglouenent libres &*un e8pace vectgriel toﬁolorlaue B gigggr

Dpas 1uduet1f ea geﬂera? (exerc.1) et an‘;l ﬂ‘eXISbL ‘pas en_gé'é-

ral dans B de partis iapo Lquemenu lzb?s ﬁaximaée (926? o1
ﬁs@ﬁb?a dos élegents d*tne faﬂllle togolcnique ent ?1sre ger a7 p glé

poios 1au9ment 11bxe de E ; Toate partic dlume parzle topolezigue—

3&?#19 £0%
'me;t 1ibro e»t ie@010~1queuezt llh?@ - tcate Eavt¢e wédaita & an- point
za% ﬁ&galéa Q cment 1ibre 8i l?eunac@ B egt sbéparb,
50it ¥ un sous- eunﬂee ?s?m de B , ’,&}A?€ § une fen 136 topolo-
' giﬁu&ﬂcﬂ%fiibzd' ons 1?933ace QUthc't BfY .;Sigéé ~e5& mﬁ_é;éﬁeﬁti
@wéiéﬁﬁ@uéf&eflé ciasée 2 ”', la fsﬁ 1ie r.al 3 €; 'ﬁ‘@W%:té@@3G .
- : : s . : 7- _@ ‘£~£.1

,”}?" ’ﬂblea¢
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— lais, ei W est le sbms—espabe vectoriel fermé engendré per 168
é.-a—-- : a, , on peut avo:.r v N Wf io} (exerc.'i) |

2 Dro:n,tes t hyper lans fer'nc

PBOPO SITION 2.- Dans un’ es_‘gaoa veetor:.el topolonque sopare B sur nn

eow*ps valué K don’l: 1a~va1eu‘r absolue n'est pas impropre, tout sous-esg pucc

*ms:cr;ol de dwrensmn 1 est ,somor'phe a8 K (consz,déré comme espace

vectoriel topologigue é. zauche sur 1u:4.-meme)

N

50it a#£0 un pon,nt quelconque ée E 2 montrens que 1¢ anplwc.,t&o. inésix

tIl

A —=>pA8 de K sur le souc-espcaee D=K.a de dimension 1 est un isomorphis-
ne. Corms ol‘le est biunivogue et contmue, il smfl‘t de prouver gufelle
est bico 't;nue - c’est-a-d:.re cue 1l'image par cette application de toub
voisinsgs de © dans K est un voisinage de O dans D . Pour tout o >0
11 existe par hypothdse un &lément % 06 K tel gue 0< ! % g(cz, :

% étant séparé, i) existe dans E un voisinege V do 0 e
contepani pas le point % a , at tel que 1a rela'bign t';f,g <4 sntraine
$acV , on = done ‘§‘<§§ |<e sans quoi on aprai:

(. 'ﬁc‘g'? }(i}: g)= § éeV contrairement é 1lthypothése ; lf;maﬁe par ltappli.

cotion A —3 > s du voisinsge éﬂ( o de 0 dans K contie nt done

D s::é quz é*abli’c 19, px’opositz.on‘ |

Lo pr opesitlon est izexacte s:z, 1a va,leu:r absolue sur K 88%
~dmpropre, Fp ef fet, ses.t X' un corps value dcmt is valeur

absolue n'sst pas jm}g»mpre, et soxt K 1e coTDs dz.seres, ‘obtenu
_en rr,: iss ant Z{’ '@e iz, valeur 81);301236 3,mpmpre ; il est elair

que K? 9% un cspace vectoricl tapolg sique de d:s,m 181001 Bu¥

usis nlest paﬁ z,z:omaz‘php 3 'E?'V,,.;

'},m__léfoul" gw un h'z;nerpl&n soit ;”erﬁé dans un ggpace genicric)

;b1 Tont et il suffit gue compldémentaire :
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La condition est évidemuert nécessaire. Héciproguement, si un hyper-

plan H n'est pas fermé, son adhérence est une variété linéaire (prop.1)

-~

digtincte de H et contenant H , donc nécessairement l'espace E toutb

entier ; autrement dit, H est partout dense dans E , d'of la propogition.

THEOREE 1.- Soit E un espace vectoriel topolocigue sur un corps vaiué

K dont la valeur absolue niecst pas impropre. Pour gu'un hyperplan H soit
forn€ dans E , il faut et il suffit gu'il soit défini par une égustion

f£(x)=o , of £ est une forme linéaire continue non nulle.

La condition est évidemmert nécessaire ; montrons qu'elle est suffi-
gsante. On peut supposer que H est vn hyperplan fermé homo:;cne ; ifespace
guotisnt E/w est alors un espace vectoriel topolozique séparé de dimen-
gion 1 sur K , et ligpplication canonique ¢ de E sur E/V est continue

bolt x, un point de E n'appartenant pas 4 H ; le composant de x SE suz

la droite D=K.x s'écrit d'une seule maniére t(x)x, , ol t esi une
forme linéaire ; toult revient & prouver que t est continue. Or, co 2
@(z}zt(x)@(xo) ; 1'application x — t{x) ost donc composée de 1iappli-

. cation ji@(x )—> A ot ds @ ; comue la premidre de ces applications
est continue d'apris la prop.2, le théordme est démontré.
Bemarque.- 11 existe des espaces vectoriels topologigues séparés
Sur un corps valué>ggg2;g§ dans lesquels toute forme lincairs
continue est identiguoment nulle (exerc.2) ; dams um tel espacs,

un hyperpian est domc toujours partout dense.

COROLLATRE,- Pans les conditions du th.1, ponr tout sous-espace

vectorisl D de dimension 1 gupplémentsire d'un hyperplan fexmé H

% ¢st gomue directe topolozijue de H et de D .

PPet, si’xo est un point de D non nul, nous avons vu gue i'applis

cation cooposanteo x —» (x)x est continue dans E .
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5 Le th.1 est inexact 1oisque la'valeur_absblue de K eét improﬁre.
4:iiim ‘Far exeaple, sl K désigne le corps = muni de la valeur absolue
impropre, le plan nunérique 'TQ% est un eapace vectbriel'topblo~'
gigue gur K- , mais la forme llnealre Ax; y)-»eyv nfest pss conti~k
nue dang - ‘R blen aque l1l'hyperplan 'R)& %U“g S0it ferms.

3. Sous-eapaces vectorlels de dimension finie.

Tﬁmoi iR 2 Dans un s space vectorlel topologigue sepdré sur v Corps

valvé complet K , dont iz Va?eu? absolue n'est;pas lmpropfef'touu sous-

esaaee vectc“;el de dimension fipie n es isomorphe & Kz

=

lious venons de voir que lo théordme est vrai pour n=1 ; Taisonnons par

)
N

6ourrence sur n . Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n>4;

s0it H un sous-espace vectorisl de dimension n-1 contenu dans F s par:

?1~1:

hypothdse H ost isomorphe & K, ‘donc est complet, et par suite ferad

dans ¥ . D'aprés le cor. du th.1, H admet un supplémentaire topologigue
a

4

COBOLLAZRE 1.- Dans un espace vectoriel topologigue séparé E sur un

COXDs alaé complet X dont la valeur gbsoluo n'est pas impropre, Lout

asus~aspace vectoriel de dimeasion finie est formé.

il

In effe%, c'est un aovs—espace complet dtaprss is th.2 .

Toute partic llbre 1nle deas E ost done tagologlguemeat libre,

COROLLAIRE 2., - Soxt'E un espaee vechtoriel topologique séparé sur un

Jo@nlot ¥ non cls°zet Soxent 7 un_sous-~ espace vectoricl fer-

o

un BoUS-6apace vestoriel de dimension finie de B 2

e

aat ferné dans B

1liespace gquotient B/V sal séparé

; ., i o kL > 50 ‘ % J."’ - A >4 T
'.ﬁ_%&f'E/Q ;v 1tcepace YHH sat épal & olell)




PROPOBIPION 4.~ Soit E un esnace 7bctorl

,vectortels fernés quelconques dans E
fefmé (cf cnap 111, § = exe?c. ,)
2) Le th. 2 est inexact si K ntest D

: o i
o8t de dlmens on finie dans BV m(W} est fer é'dans BfV‘, dove VI
'GS% PmeC dans E:. ‘
Rena gves. 1)~0ﬁfebserwera‘que si V,et 0 sont deux SOUS-C8DAces

V+V nles t pas nocessalreﬂent

as complet En effet soit

alors K le corps value ecmglété dp K : pour tout ac;K K.a ezt

pa:"tout dense dans K 3 55 a%K le

sicp 2 , dana 1'@5@&@3 vectoriel tsy
: :

pas iscmozphe

e

4 ost partout dense dans ee% espaee;

K ». puingue ’z;(m_j; 20uS -

sous- cspaee K+K.a , de d4m93~
T

oioplqaa K sur K . n'est done

sspacs vectorie 1 de diune ension

1 topolo gg_pe 8&paré sur up

COTDE W Eaé cmrl@t K . dont la valeur abselae a’esb pas_impropre.

Soit V un scus-esnsce yec er el Termé de codimension finie n dans E .,

Pour tont sous~ 850208 W suppl émeacaxre de

*ege?crigue de Vet deW .

VY dans E B est somae directe

La praposvtlon est lcentlave au cor, du th 4 pour n~1 A démontroﬂs-la

»

13hyperplan Hav+w
éans 1fespace vecﬁorae? topalog&auw separ

do dlhsaaéga n-1 dcnc (cor du th. 2} o8

SL D est wn g@usnespa661de~d1m@ﬂa;sn«1,

ost suppisnent ﬂi~— dc E dans B , done {c@r,

) . Haois c@mﬂg4v‘est

+

3

'i\

par £ui

¢

t

RARAY

4 est fErne daﬁs E ,Fn offet, son-l age canonicue

@ ¥b «Lzmm~ mmm an

> B ponne diree

D2y TéC urrence aur . 301t V1 un sous espace de " de dlm@ﬂszOﬂ =% ;

=S g/v , Ge a;meﬁalon n ,est

t fezm ce dens cet E85HaCs

&l

suppléuentaire de W, dans W
v

du’th;ﬁ}tﬁ,@st s$mm$ dizecte

P
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La proposz.tlon 4 (pour n>1) est inexacte si K n'est pas complet
_ou i sa valeur absolue est impropre (exerc. 5).

Lsgaces rectoriels topologi igues localement précomgacts.

lious diroms qu'un espace vectoriel topologique E est localsment

précompact #'il existe dans E un voiginage précompact de O,
TfLEORME B4 efipace vectorisl togomglgue localement Erecofnga st B
sSur un cog va..tuc' eomglet K #dont 1la valeur gbsclue n'est pas impronss

est Us dimeilision iinie.

N

n offet, soit V un voisinage précompact de O dans E ; V est born

ia

L

.prop.9 i, donc pour tout roisinage W de O dans E , il existe 1 40

s

dang K tel que AVcH ; celn signi¥ie gue, lorsgue A parcourt X

ies ensemblos AV forment un systdme fondamental de voisinares ds O ,
~d e . 2 133 i 7 7 == 77 45 N
oL comme B ¢st séparé, liinteirsection des AV () parcoursnt K ) oot

réduite au Doint O

| :' P >

$501it £ up nombr’c réel tel glis 0< e <-é’- , 8% @ un ole em de K tal
que ‘Js < € ; par hypothlise ?%l‘eru, tc ¥n nombre P:z.zu as pomc s

(1€ i<n) de ¥ t els que ¥ scl': contenu dans la réunion des VOJ.".L.{‘EE{;’”;_

a:+aV ; 8i Il est le sous-espaﬁe vectoriel do dimension finis ewy ’e_fzﬁ 52
222 ;

on z fortiori ‘J . ¥taV - Supposons alors gus E ne soit

QB
a8 de cine: '133,011 finie ; il ¢ xlste donc un point b appartenant & LAa .

et

Comme i est f’ermé (cor. du tn, 4.) liensemble des g;\,g pour tous les A
tels que bl AV rencontfe ¥, idme‘t une borne inférieure d >0

puisgue 3.8;?; -}LV , 0f A par*amﬂ' K‘% , forment un systéme fonianental
des wmsaags va de Q) 1l exists aa:;.g un point yell et vn ek : Lol

aue 7E ,,u‘é’ et < w < d(He '?;5 DosOns Xy {4, {b-y} . tn 2

<

eV .lazu', Z, € MoV | clest g dwu\ x,7zret , avec zeﬁ;’i et Led

\\'

on Bn fiéﬁ,m,l b-wyrwz,‘%- #at , ouw encore | b=,%a.t Itz éﬁﬁ ;o comng

“e,g Ed(’i-hs) Za ; nous aamﬁ“\issma & une contradiction,

o6 zf:ll démontre le théordne, » .
[ \
L : \
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Bien entendu, il résulte du th.2 gue llespace E , iéomorphe_a wn KO ;

est alors. complet, et .par suite localement compact, ce qui n'est possi-~

ble ggturellement gue si K 1ui-méne eét,logg;ement"éompact,
" Lo théordme est inexset si K n'est pas complet ou si sa valenr
5252. -~ absolue est impropye. Par exempleg R est un @space vectoriel
‘topologique localement compact et dé dimension infinie sur le
‘corps @, ou aur le €Orps. K obtenu on runissant (Q de is

-

valeur absolue lmprgkre. G e % -

£3. Dusl d'un espace veectoriel topolorlque
1. Bzpacesg vecu0$;els tQpOlOGlQLeS de fonctions continues.

Soient K un corps valué que nous supposerons d'abord pon discret,
7 un espace vectorlel topolezique sur K , E un ensemble queloonque,
G; un ensemble de parties de E . L'ensemble ‘é;riE,F) des applications

de E dans F est un espace vectoriel sur K ; s0it B un Sous-espace Vot~

toriel de Ef?ﬁyzﬂ Cong érons sur H la topolosis de_la converrence

uniforme dans les ensemales de (5 (Top.gén., chap.X, $1).

PROPOSITION 1.- Pour g ia topolozie de la convergence uniforme &aqs

les engenbles de (g: sozt compatibie avec la structure d'esgpace vecic-

riol de H , i1 Poulb eb il suffzt que pour tout uw:H - et _tout ensemble

A € (§ , u(A) soit borpé dang F -

3
hb

£fot, un systéme fondasmenital de volsinagea de U est fOZ’é des
onse.bles T(V,A) définis comue suit : pour tout voisinage V de O dans
w ft_ﬁaat ensemble Ae & 5 T(V,A)'est'l‘ensembie'des v H tels gue
w(h) €= ¥ . 5i on prend V symétrigue, on voit d'sbord gque T(V,A) est

s

inue : d'autre parit, ei W est un voisingge de O dans 7 tel gus




suffit donc que les ensembles T(V,A) S&ule&BSSﬂt & la ccna tion {L%

7
L L

prouve que dans tous les cas, la topologie @0@' do la convyergence
uniforme dans les enseibles de @ est compatlble avec la structure
do groupe additif de H . Supposons maintenant gue V soit tel gue la
relation ‘ fb‘ entraire ;Lv <V alors, ei WeT(V,A), on a
aussi (»Lué‘I‘(V A) pOur h‘-\(‘i ; on .2 'dtautre part AV LA)=AT(V, A)
quel gue 801t J\. #0 dans K Pour que la topologle g@ goit

ecmpat:.ble avec la structure d'espace vectonel de H , il fam; et il

17
de la prop.3 du é‘i, clegt-3-dire gue pour tout nelH , tout AeS
et tout voisinage V de O dars F , i1 existe .}L#O dans K tel gue
Aue®(V,A), ce gul signific 3a(A) < V ; d'ob la propositiocn.
La condition de la prop.1 est vérifiée déns les deux cas spivanic
'10 & et H guelcongues, Q;' formée des parfie's finies de § : cela
revient & prendre sur H 1a ‘i,opoloﬁ ie de la convergence simnle, induite

ar celle de l'sspace grodazt F i
: 2O E est vn egpace vecuorjel togolegz.gue sur K , H l'espa.ce vectoriel

o, (E F) (sur le centre de K , meis non sur K en général) des applica-
tions linbaives contmues de E dans F , ,G une partie de liemsemble
des parties bornéevslde E ; la condition de la prop.1 résulte alors
de ls prop.8 du &1 . ' ’ -

On rotrouve ainsi le fait que, si B et F sont deux espaces

normeés, la topologle de la cconvergence vniforme dansa les pariies

boruées de E esi compatible aves la 8tfwture ‘dlespace wectovicl
de 040(3 F) (Top.gén.,chap F €2); on s8it on outrs gue,
dang ce cas, cette ‘cfapaml ie peut &tre d6finie par 1z norme

ug'g = gfﬁ?(y’i é% u(z) [j et que .‘ef (E,F) m@i de cetie

.
s



‘ : NDBE O] 2

| el
| esﬁ complet lorsque T eét'éoﬁglet. Au contraire,‘iorsqp'on'munit
‘OCD(E,F) de la topblogie de l1a coﬁvergencé sim'le, 1l'espace obte-
" nu n'est pss coﬁplet en général, méme loreque P ost complét
| (ef. e%érc.-5a))' - ' : .

$1 mdxntenant le corps v Ly & K est Supposé discret} la tonologie de la

convevgence unlxo"ne dans le ensel bles dlune partie qvelconqye Gg
3f(b) est tougoggs com;auxble avee Za structure d'espace vaectoriel

de H . En elfes, les conditions (d%1) ety ) sont toujours vérifides
s

IIT
lorsque K est diseret ; par allleufa, avec les nocatiOﬂs de 1a nrop.1i,
(A

. Ao
“"7;'~1L'J

ﬁ:l'

15 relation T(AV,A)= AT(V,A) montre gue pour tout A& K,
egt pontinue dans H : comme 0on a vu dans 1a dénmonsztration de la prop.1
est toujours eompatible svee la utrvcture de groupe additif
de H , notre assertion slencuit.

Lorsgue l'espace F est s8éraré et complet, et i'espace E sépar

toute application lipéaire centinue de B dans ¥ se prolonse par conti-

dfunoc seule monidre av gozplé E de E ; on obtient ainsi pne

(D\

nvit
snplication linéaire biumivcgue Qanonlque de <Xf(E,F) sur A (B.F)

gui pe fﬂet de les identifier, ce gue l'on fait dlordinaire. Ia iopelc-

G‘}

& de la convergence uniloime dane les ensembles de'Q; esl alors

e

centifiée aveec la topolegic de la convergence ubiforme dans les

adhérences (dons E) dos ensembles do (¢ (Top.gén.,chsp.X, §2,nrop.  J.

s
3% i = - 5 =& : .:) *
En particulier, lao topologic de la gopvergence compacte sur o{,{E,F)

ect iéeatifié 5 1a topologie de ls convergence uniforme dans leg

paybies Dréco ,Qae%ea de B , sur c{j(F F). Diaprés 1la pron 1 et 1g

topolosie est competivle avee la

P} gur le centrs de K ; nous

3@L9~iha@ obtenu en mmuisssnt o0 (F Fj

&
o
2
2]
pate
&
SRR Y
¢§°
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2. Pgrtios éguicontinues de of (E,F).

Soient & et F deux espaees rectoriels topolosiques séparés sur un
corps valud vquoleonqua K , et seit o€ (E,F) 1'espace vectoriel (sur le
centrt de X) des applications linéaires continues de E dans 7 .
PROPOSITION 2.- Pour qulune partie H de of (E,F) soit Squidontinue
dans B il faul ot 31 suffit qutelle soit éguicontinue au point =x=0.

Le econdition est évidemment nécessaire ; inversement, si elle est
vérifiée, pour tout x'eE e tout voisinage W de 0 dans F , il exiate
un voisinage V de O dans B tel que l'on ait u(x-x,) €W pour tout ueH

et xex 4V , ce qui s'éerit ulx)-u(x )éW et démontre la proposition.

ROPOSITION 3.- Pour toute parvtiec éguicontinue H de 06 {E,F), 1'achéron-

=i

ce T deo H dans llespace P esh; continue dapns of (1,F) et est Savicontinve

En effet, lladhérence dc H dans FP est formée de fonctions continues

ot est éguicontinue (Top.gén ,chap.X, $3.prop. ) ; Teste & vérifier
que ces fonctions sont des applications linéaires de E dans F , co qui
sgt immédiat d'aprés la définition de la convergence simple, '
PHOPOSITION 4.- Sur toute partie dguicontinue H de of (E,F), lz
topologie de 1z convergence simple dans B , la topologie de la conver-
sence simple dans un ensemble total de E , et 1a topologie de la conver-
gence vuiforme dans les parties précompactes de B , gont identigues.

Ltidentité mur H de 1s topologie de la convergence simple dens B ot

de la tepologise, de la convertence uniforme dans les psriies p‘r’éccm ches
provient de 6 qus H peut strn identifié & la part‘?e de o/f (E,,.) Pormée

- des pml@npaments é E des app ications l,neau’es vl ; le proposition

régulte alors de Tog._gén. ;chap.X, &5 ,;omp.‘ 51 maintenant £ est une
parcie queleonque de B , 1z tupologie de la convergence simple dons L

mple dang e

sst identique (sur H) & la topolog.Le de la conver dl’l@@

-

Sim
sous-eapace vectoriel V cagendré par A ; les reletions u(z; ey Ligzg

Her
R€
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£
entrafnant u( Zi Ax)e 2 J\»-m(x-)e(,_%i M)V . 53 alors A est total
deans B , 7 est partout dedsé e B ettt s et
de la convergence simple danc E et de la topologie de la convergence
sirple dans V résulte de la prop;' de Top.gén.,chap.X, §3
3.Dusl d'un espace_vectoriel tcpologiaue.
Cn sait (Alg.,chap.1I, @4 que le dual d'un espace vectoriel B

2 s . & S *
(a gauche)_sur un corps K est 1l'espace vectoriel (& droite) E° sur K
forné de ioutes les formes linéaifes dans E . Pib abus de langage, lors-

gueo B eat ur espace vectoriel topologigue sur un corps valué quelcongus

= #® 3
K , noug eppellerons dual de E le gous-espace B! de B Tormé des foxmes

- % g o~ - Wit i . -
linéaires continues dans E ; E lvi-meme, lorsqutil aura & intervenir

gera appelé lec dual algébriqug,de £ -, pour éviter toute confusion.

5

Un notera gue B! peut 8tre réduit 4 O (2 2,exerc.2). Lo raisonnenent
de la proi:.1 montre cue lorsgue K est non discvet et que 435 une partie

de l'fnhvmo1e des partiss boznees de E , la topologie de la convergence

uniforme dans les ensembles de Q; est compatible avec la strueciturs
i*aspace vectoriel (a droitej de B! sur K ; il en est de méme pour (E;

auelcongue loréque»K est discret ;'cette topologie est séparbe si tout

point de E appartient & un ersemble de (5 au moins, En particu,;pz,

ia uOﬁolcwla ds la convergence gimpls dans E est compatible avec ls

structure d'espace veetorlel‘ae E! ot est séparéa ; nous diroms désormais
que cette topologie est 1la tepologie faible sur F’, et llespace vectorisl
topolozigue obtenu &n rmnlsaanL B! de cette topologie sera appelé dusl

s o oS

2ible de E ot noté E; pour éviter toute confusion.

} Y‘\)

Lorsque B=K_ , toute forme linéaire sur K étant de i Forme

£ x % _

T egt continve, dome B'=E =K _ ., DLa topologie f::ﬁi@ S0y
G

B! est alors 1uent1qua 8 la topolozie définie par 1ls valeur




e A R T S e e

| , A e

absolxie'de K , car si uf % )==‘§_/L , la relation lu(‘!)-.\ € & est iden-
tique 3 l]&i ‘& a , et inversement si or a i,;\l :{.._ @ , onen tire
Bg"\‘t j ‘a “pouE Al Sa it =

Si B est normé, la topoiogie de la convergence uniforme dens les

p&tl‘es ‘bornées de E est compatible avec lsg structure d’espace vecta»

riel de B! | et est définie par la porme i r’“ sUp ? LK%
i=1< < 3
l'espace vectorlel E' runi de eet’ze norme, est empelé ie duail fozc

de B ; il est comn;gg lorsque K est eomplet (ef. chap.IV).

: : ; 22 : AW
I'zemple.- S0it X un corps valué complet non discret, E_—_K(*"i.) lles-
pace vectoriecl des combinaisons linéaires fomalies des €lénents

L)

sléerirze =X = Z § ;, ol "%n) est la base canonigue de E , ot
: fizo

les én sont avls sauf un pombre fini. Considérons sur B 1a nomme
§ C X

[zl =822 |3,

Soit xfe B! , e‘t posons {e

de N 2 coefficients dans K ; tout element xé peut done

€1

% , ot déterminons ls dual B! de cet espace normsé..
oG

XV 1 £ ;
A s
> A - Douf tout x = S0®n 7

oﬁ a <x,x*\ Z iﬁ}‘“r ; comue X! e'-t contmue par hypothem, x5k

existe un nonbr;“a} 0  tel gue g Z § é(‘ S Pup §§

5

2 o 4

et mclpfoquezrent bugpcsons en nartn.culle'f’ gue K= 'ﬁ 3 alcrs

pour ttmte partie finie H de A , on doit avoir en particulier
P _

! . A é <. a f{en prenont -}:‘nz’r pour n€H , --fnzo pouzr

ng:H) ; ceci montre (Top.gén., chap;l‘f..é? cor. du th.3) gue
2 An] L toeo 4 1 récxpmque ot inmédiate s en outrs, pour tout

sl

§ g : % : s : z “: A

g.‘}&,n -E 2 %g. on _pr@n:fl fazggn A n bour neH . ¢ nx@ pouzr
|

> =
4 f' g ' ﬁi s ©¢ qui nmonirs que la




ikl x
‘ ¥
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51 on dési gne par <x,x’ Sla Porme bilinéaire canomgus (Alg. ,

chap.1I,8 4, n°1) sur ExE! , chacune des applications partislles
x! --9<x,x'>‘ est une forme linéaire continne dans Ef » ©t par suite
aﬁssi dang B lorsgu'on munit cet espace d'vne topologie rcompati’ble avec
sa structure d'espace vectbtfiel et plus fine que la topoldg’;ie faible ; |
toutefois, iz notion de "bidual? ne peut ici €ire d.éfilnié de facon |
vuigue, cay elle dépend de ia topologie cLoxsie suy E’
On noters gu’en général 1lapplication (X,A’) —> £ x,x!> n'est
pas continue dans EAB! | lo:—sqa’on manit B de 1z topologie

ra:.ble ou m8me de la topolosie de 1la convergence kamiw uniforme
dans toutes les parties bornées de E (chap.iV, 3 Y

So0it 4 (resp. ) une partic guelconque de £ (resp. E') ; nous désigne-
rong par 1° (reép. §°) 1iensemble des x'€ E! (resp. des X & E) tels que
§<>. x* 5{ 4 pour tout =x€M (resp. pour tovt x'e N}, et nous di-
rons que 1&” (resp. %) est . L' enaemble polaire de i (resp.N). Pour um
xtc B! ‘lee?a, l'ensemble des x€ E, tels que k(x,z")ig? est fermé
dans E , puisque o'est l'image réciprogue par la forme lindaire comti-
nus X —> <x,x!> de 1'ep:smble fermé % §! \< 1 dans K ; donme N° sst
foxmé dens B , et on voit ds méme que 5> est fermé dans E' pour 1ls
- tbpologie faible {et par saite aussi' éour toute 'topologie'plus fine).
Ds méne, si X, el . la relation f(x,x}l = pour'tout ;ieM entral-
ne 242:0,33 P } <o) puisque x! est continus, done on a2 (@)=u", ot
de néme (”")O-,-K i désig;zzmt l'ad.herencp de T pour 1ls topologic
faible (ou _mufe topologie olus 'f:me).

9i V (resp. W) est un soﬁ-%:»es:pa@e vectoriel de B ',' et X' EY

RN s L G Iy Rt s =5 T Se e
(vesp. zeW°), on & par Lypithése ﬁ(;y.:f:* é/i 1 ‘powr tout veEv



autrement dit V° (resp. W°) est l'ensemble des x'€ B! (resp. des x €E)
gui soae orthogonaux & V (zesp. W). W2 est done le sous-espace de b

-~ * e ’ :
orthogonal au soucs-espace WC-Bl — B (Alg. ,chap.I1, 8 4 1n%) ; par abus

de lengage, on dit aussi que v est le sous-espace de"E‘ orthoronal 4 V .
8i K est digeret pour toute partle M ’resp B) de E (resp E'), on a
#5%Bt (resp. HO-B) et la nctlon d’ensemble polaire est done sans
_ntéret Nous aes;gnerons encore par V° :(resp..WQ), pour un gous-espace
vectoriel V de E (resp. W de ‘lEf}, i'enseznb‘le_des x'e B' (resp. x€E)
cui sont orthogonaux é-V\vfresp; %), et nous diréné qué ¥Y est le sous-

espace vectorisl Orthogonal & V ; on voit comme ci- dessus gue WO es

Fferné dans E et VO férmé dana E* pour la topol ozie faxple, et que
(V)°=y° . (w)° N Notone gue si le corps K est complet, l'avniicaticn

X Bt fait correspozdre 80n pvolonrement par conbinuit

2
&
E~b
:_—'
eh
o
r:.
L)

colle de (B)! ; mais cetbe application n'est pas continue en

(son a pplication reclproque ast toujours continue) ; en identifiant

=

o]

es sappefts‘de B! et (E) on peut dire que ia topologie faible sur B!
est moins fino (et en général strictement moing fine) que la topologie
faible sur le dual (E)’- (cf. cor. 2 du th.1).

4. Dusl d'un egspace quotient.

PROPOSITION 5.~ Soient E un ¢gpace vectoriel topolozigue sur un 65(@3

b &

7aivé non discret K , V un sops-espace vectoriel fermé de B ;9 tlapp

5 = z ] . 5 . - % =
cation eaponigue de B sur E/V , (5 un ensemble de parties bornées de E.

5%, 8 bouts forme lindaire centinue u sur E/V , on fait correspondre

eyoees

TR

1o Porpme linésire continue ﬁb@ sur B , on deéfinilt un igeomorphisne

1'espact dupl (;/V)? muni de la topologie de la conversence - unilc

dems les ensembles de ¢f B }, sur le sous-espace V° de B! orthosopal 4

11 de 1= topolocic de ld 0oﬂvaﬁgenca uniforme dang lsc engenbles




5.4

compogant de % S8 le gous-~espace ¥. . Bvee ces conven IONG 4

o . ‘
En effet,'aoé est continue dang E et nulle dans V : done appartient
2y Iﬂversement, tonte forme linéaire continue dans E et nulle dans

V pout stéeri re d'une set Ao naniére weg {Top.gén. ,chap.I, 3_9,"th.1},
dome u éﬁyuvé esb bien un it mofphisme de la gtrupuure d'espace vecto-

i bicontinun en ”&zson

‘

riel de (B/V)! sur cells de ¥°. Cet igvmorphlsme o5t

- -

mémo de la défimition des te«olo; e sur (BfV)! ot

[

?

)
5

-

&
CW v
o
(0]

‘Bn psrticniler, i on prenc pour G;r.l*ensembl@ deg parties fip]

LN

egt nn isomorphisme du Gus

\.

de E , on voit gue l'application u —> w9 e
iRt < = o) 3 s = -~ .

faible (B/V)L sur le sows-ecpace V- du gucl faible EL .
; : T 2

e E orthogonal & E'  (clest-d-cize ie

3

r
o)

Soit N=PF!° 1l sous-espsce

o

o

sous-espace ot s'annulent toubes les foxmes lindsires continues) ; on a
Svidemuont N9=E' , dome la rrop.5 montre gue s8i 9 est llapplicaiion
cacopigque de F sur EZE , Bt . muni ds la topologis %%E; , est icomorphe

(L/%; , Tuni de 3.a topclopie 'g&,’@}

He Boal dfun produit.

une famille Finik d'espaces vectoriels topologicues

% A
P !“{Efpﬁ’:’l& Vi

..1

sur un corps valué non discret K | ef sgit E= F; deur produit ; nous

it

s
A
-

t2)
un des F. au pous-espace composant

fate
o
)
l::j
ot
e
=
fodh
(7_3
s
()
o
Lol
5
L
i
 and
(o)
&5
@
£
)
=
L5 1¢
)
[

correspondant dans E , de sorte gue B peut Stre congidére ;amme'ggggg
dirccte topolopique des F. , ot pr.(x), pour chague Zx&E , comme le

-

czble de parties bornses dans ¥

6ion canonigue gui . & touvte 26:

}Tfﬂaﬁﬁﬁd’€ 11&icnent




- 4

T e TN - A

Il eat émdent que si v es% continue dans E , Uy est continus dans

Fi pour 1<Xi £n , et réeiproguement; si (u.) est un 6lément de TTFi *

(55 ]

u= 4§; v.iapr. ‘est une forme -.:Lnealre'contmue dans B dont u. est 13
resit,rwtlon a Fi L'application u -—->(u ) est donc un. J.scmor'phlsme
de la structure d*espace vec.,oriel de E! sur eelle de "TI" ;en rai-
son de la définition des topologies sur ces deux eepaces, :1,1 est immé-

diat gue cet isomorphisre est bicontinu, 1a relation fui(p_ y))j < 6
: Tl

pour 1€ i<u entrainant ;u({}fz} !g a0, dans lT A; ; et inversement la

. ..__‘__" & o L;-:ﬁ- S 3 ‘ : - 5
relation éa(x.) ) §o . dans || A -enbralnent |u,(x; )| ¢ & dams 4,

=g,

articulier, l'application n —>(u ) est un 1somorphlsma du

t=)
o)
(e

dual faible EL sur le produnit des duals faibles 'H' (r

£
o=

6. Soug-ospaces do dimension finie d'un dual.

Soit B un espace vectoriel topolegigue, E' son dual ; dans ce a°

noug supposerons &' nuni de la topologie de la coavergence uniforne

5 . : s = o
dans lés parties de E appartenant & un ensemble (& tel gue tout peint

de E appartienne 3 un ensemble de G (’les ensembles de (5 6tant

- gn outrs suppogés bornés lorsque K est non digeret) ; E! ost Vdonc uan

’

espace ségaré.: r ‘
PROPOSITION 7.~ Tout sous-esgaee vectoriel de dinmension 1 dans B! est

isomorphe & X { cons:.déré COLme espace veetoriel topologique & dro::. te

7/

Dpar repport & lm-meme)

- _-Bn effet, so0it a’.fcun zioj.nt_ guelcongue cle BY ; il oxigte aek

ey s ; - : % x_
tel gue < 9,3*};,&0 ; DOSons g.,<a,a?>é=3 ; 1z relation 4: L.at A /

est éwiv vlente & ! }ag B <o ce qul prouve qus 1*app}.i€:au,:m

b

7
\

!

=

al h 5 A de al K sur K @zt cozitmue dloh la proposition.

/

’)’—a, POSIE iw’; 8.~ Tout sousv-esy’a.ce vectomel V de dimension finie done B

sol ferné et momrph@ g K a i il a@net un sapplemanbdu”e topologigue

dang i at on 8 (VO}Q"V -



s by L , :
5n effot, soit n la dimension de V ; dans B , le sous-espace V° est

Pormé et de codinension n (slg.,chap.1I,8 4,th.1) ; soit W un supplémen-
tairo de V° dans B (non nécessairement fermé), de dimension n. Toute
forme linéaire x' sur E peul s'écrire d'une seule maniére comie gomme

dfune Forme linéaire y!e€V ot d'une forme linéaire z' orthogonals & W ;

-

si x' est continue, il en est de méme de z'=x'-y', donc E' est somme
directe de V et de W° ; en outre, il existe une base (za,i)1 Zion de W
SN

ct une base (a,:i)1 <o de V telles que <a..,a ) 3 {indice

de Kronecker) (4lg., chap.II, % 4,prop.5 et u®4), et on peut Serire
f—’*a o Y S
ol =2 al < a;,%'> ; enfin. on a (v°)°=V (alg.,chap.II, §4,%h. 15

Cotie derniére relation montre gque V est fermé ; 1tapplication

z! —» La:,x*> 6tant contirue, E' est somme directe topolosigus

e— e

do ¥ et de WC , et V est somme directe topologigue des n droites al .k ;
cog derniers sous-espaces étznt isomorphes & Kd (prop.7), 1a grggc;
tion est complétement démontrés.
7. Propriétés du dual faible.

Les prop.7 et 8 stappliguent en particulier & la topologie Faible

sor BY ; nais on a dans ce ccs.des propriétés plus précises.

THSORMME 1.- Pour tout sous-espage vectoriel V du dugl faible EL
on a (W0)°=V .

11 vevient au méme de dire que V est lfintersection des hyperpisus

tgr

@féguation < 8,%'> =0 contenant V (clest-a-dire tels que acV

e’

ces hyperplans sont évidemnent fermés, done aussi lour intersection

9
#
nitn

DPoOLT Bnontrer que cente mter ilection est identique & V , il suffit &

3

prouver que, pour tout x?%v , il existe aeV’ tel g L 8,5 > 20,
‘Oz, por hypothésge, il existe un voisinage U ce x' ne rencontrant pos ¥
clest-& —»cl ire qu' il existe wn nombre fmz, de points a; & B ot un noikbre

o >0 bels c_;u@ pour tovt e B' ssgiisfaisant aux inégalités




\<a ,xo..y >\< a7 (1( ig\,n), on ait ¥y ;év Soiiéw le sous-espace
vectoriel formé de B ﬁ‘;'? défim, par les m éaustions <ai,z’> =0 (1€i¢n);
par définitxon U coritient la variété Lindaire x'+W , dome cette dernidre
ne rencontz'e pasg 'V . Co dernier résultat peu+ encore glexprimer oows

la forme x*f,VﬂJ ; par suite (__,_g.,cﬂap 11,23,prop.9) il existe un
hyperplan H dens B! contepant VW ot el que _x’sﬁﬁ ;» méis 'comr:ne H
contient W , il a wnc 6guabion do la forme a,z’> =0, oh & est
combinaison linéaire des: '-a,i (41c. chep.II, §4,296), co qui achéve la

démenstration.

COROL.JI;IBE 1.~ Dansg EY , sout nvperpla.u fermé B g pour egvatlon
<a,x'> =0 , ob acB . .

Bn effet, E ne peut &tre zéduit & O , sans quoi on aurait B::(H?)O:E* 2
i1 existo done a—r’f(} clans E tel gue <a *c';) =0 dans H ; comne 1l'ensem-
ble des x'e B' tels que <a,x?> =0 o8t un hyperplan, il est identigue
af.

On peut done encore exprimer le th.1 en disant gue p,oxz;rA tout gous-

rplans fermés

2 espace vec"for‘i ol ¥ dans E% :
contenant V .

COROLLAIRE 2.~ Toute forme 1izzéaz.re eontinue dana E%, sst Qggé "fo;g;@e
x’-—9<a,x> 5b 8€E .

Fn e?fe”r i est une. Poma linéasire contizue non zmlle dans zﬂ

-4
u" 0) est un hfrerman formé, douc {eocr.,1) il existe aeE tel que

nix! )—%f X{} paur tout xIEE! -,

Ge corollaire montre doane gue B est alrgé:r guement isonorphe au dusl

o ) : o it
 isomorphe au 1§§ foible de .L’eaz::scg aactj.em; I::f T .

¢ - & . 2] o 5 g - h / :
fejw wrw‘c@ augsitlt de 1z prop.% et du th.i
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COROLLAIRE 4.~ Soit E un espace vectoriel topolo -igue tel que Ei°= % 0},

T’our gu'un ensemble A goit total dzos le dual faible Lf il Pant et il

ouffit gue pour vout x£E - tel gue xfo il emste x'€A tel que
<x,x'> £0 . S5

En effet, si" V est le sous-esl‘ace vecioriel ens; endre par 4 , la condi-
tion V.-E} est é4u1valente ) (V°)°-Ej'? dfapris le th.1 ; B! devant ’étre
orthog,onal a V° , on 2 d'apms l'hynothése Vo= iO} et reclproquement ce

qm démontre le corollaire. :
COLULIJXI.&"“ 5.-  Pour gu'une Ffamille (x;/) soit topolosiguement libre

dans BY , il faut et il suffit gue, pour tout indice 2= , il exigte

8, CE Zel gue <ax » XL 7 #0 et <A x! % =0 pour tout ¢ # 2 .
Fn effet, cetle condition oxprime gu'il existe un hyperplan fermé

dans EY, contepent les x! d! indice # et no contenant pas - 0

ce qul équivaut, d'aprés le th.1, & dire que x'ac nfappartient pas

au soas-espace vectoriel ferné en‘ge;zdré par les x!} d'indice £ =z
PROPOSITION 9.- gp_z;._; v _u__n;____s_gm'—espace- vectoriel fermé d¢ codimension
finie dans E}.; . Pour_tout sous-espace W supplémentaire de V , BL est
somme directe topolo zigue de V et W .

“On peut se borner au eas 01!1 le sous- espace E'o de E est réduit 4 O
(prop. 5). slors VPN WP est r3duit & O, puisque si x est orthogomal & la
fois é‘;V et & W ; 11 est drthogonai & ViW=E! . Soit n la codinmension
de V (égale & la dimension ie W) ; montrons que V° est de dimension u .
. En offet, l'application qui & tout xéﬁ." fait correspondre la forme
1iﬁéaiye x‘* -—§> ‘<x x*} sar B! est biunivogue par hypothése, donc B
peutb 6)&4&7 identifié a un sou*-espaee du. dual alzebrique Bt de B! 5
comme (V")O—-V (th.1), la codimension de V dans B! est égale & la
dimonsion de V° dans B (é.L% , Chap.1I, 54 th. 1) VP est donc supplé-
entaire de W° Sans B ot 1 ra:.soxmement de la pProp.8 montire glora gue

BL ost gorme directe topologique de W et de (WO )°=v .




: - B2 =
On notera gue cette propositior est vraie gans aucune hypothése

suf le corps valué K ; lorsgus K est complet et non disci‘et, elle .
devient une conséquence de 1a prop.4 du 22 .

COROLLAIRE.- 8i V est Pormé ot do codiz..ens:.on fznie dans Ei, , bout

hyperplan: contenant ¥V est fermé dans Ei. :

In effet, 70 est le sous- 9suace orthogonal a V dans le dual algebr:.que
B¥ 4o B , donc toute forme 1inéaire s'annulant dans V est de 1la

forme xi'..,>7< a'.,_x5>.01§. a'e'if_o . E , et par définition continue.

: TE*;}JOREME 2.- Soit K un corps_valué localement compact et non discret,

I pn espace vectoriel topolocique sur K ; pour tout voisinage U de O

dans B , l'ensémble U° est compact dans EL .

En effet, pour tout bx'-éﬁo ;s 80 tout X €U , on & par définition
g<x,x'>j$‘i . pour tout € > 0, il existe A€K tel que A #£0 et
j‘)\.‘éa , done pdﬁr tout x€ AU ot tout x'eU® , on a ‘<_x,x'>}\<e -
ce gui montre (prop.2) gus U° est &guicontinm ; étant fermé dans EbL ,
il est aussi fermé dans 1'espace produit ® (dont E%. est un sous-
ospace {prop.3) ).

Dlantre part, pour fout X€E , il oxiste A #0 dans K tel que
,}.,er (31 prop 3), done ! /.}\.x,x>& 1 pour tout x'€ U’ , ou
encore !(x p-< >l f E cour tout x'€U° ; cels signifie gue les
projections de ° sur les espaces faciteurs de KE sont bornées, done
relatitfezteﬁt compa,cteé par hvpothése ; par suite ° est relétivemen*t
compact dans K donc compaet puisqgu’il est ferméb.

Le théordne n‘est plus sxact lofsqu.e K est discret ; si on prend
sur E 1= copolor ie u:z,s“re;{;e cn 8 E'—-E , et pour U-iog} "'Q»m‘?"

qui n'est pas compaet on général pour la topologie faible (ex.4)

3
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PROPOBITION 10.- Soient E et ?d'eux eppacex vectoriels topologigues sur

‘o corps valué K , BY eb EL leurs duals faibles. Pour qu'une applica-

tion linéaire u de B} dans Tl soit continue, il Pout et il suffit que

pour tout ye T , l'application x! == ¥,u(x')> soit une forme

linéaire continue dans E;_, :

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est
rerplie, considérons un voisinage guelconque de O dans F} , @éfini par
les relations !<g'g,y!>}éo, (1<ign), 1es ¥; €F ; son image récipro-
~que par u est l'enserble défini par los relations t<yi su(x? )>j £a

donc un voisinage de O dans J-E% dlaprés l'hypotheése.

COROLLAIRE. - Pour gue u soit continue, il faubt et il suffit cue pour

tout, hyperplan fermé H do FL , “4(H) solt forsé dans BL .

En effel, supposons cetle zondition remplie, et soit ¥y un point
quelconque de F , non orthogoinal & F', B 1'hyperplan ferméd d*équation
<3,y*> =0 ; -;.'i(H) est défini par 1'éguation (y,..u(x')> =0 ; sh
‘%(H}zE% ;s forne linéaire x!— ( y,u{x')> est nulle ; sinon ,
v(H) est un hyperplan fermé et d'aprés le cor.i ¢u th.1, la forme

linéeire x' —»> L y,u(x')> est continue , 47of le corollaire.

8. Transposée d'vne application lindaire continue.

Soient E et P deux espaces vectoriels topologiques sur un corps valué

non discrst K , et s0it u unc application linéaire continue de E dans F
Pour toute Torme linésire coatinne yle F', 1'aopplication ylou o5t une

foyme 1indaire continue sur & . Par abus de langage, 1'appi

dineaire 7' —> yloy de P! dans E' est gppelée la transposée de Liernli-
- :
T

et notée ; elle’est définie pay 113
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5i unet v'éont deux applicat:‘-.bns linéaires continues de E dans F , ona
Llutv)=tut tv | E(Au)=A. b pour tout A appartenant au centre
de K . 8i G est un troisidme espace vectoriel topolosvique' éur K, uune
application linéaire continue de E dans F , v une apphcatlon linéaire

continve de F dans G , OB & b(wu)z o o bv

PROPOSITION 14.- Soit G uit engemble de Qar’cies bornées_dans E 2
un ensemble de psrties borpées dans F , tels gu_e pour toute spplication

linéaire con_t;nue-u de B .dam.. F ot_tout ensemble Ae @ 5 u(a) a appar-

tienne & %, . Dans_ces concitions, si on munit E' (resp. F') de la

topolocie de la convergence uniforme dans les ensembles de (5 (vesp.

%, ), pour toute applicetion linéaire continue u de E dang F ,
unc application linéaire coniinue de F! dans E' .

Ln effet, il résulte de (]} gue la relation \(x, bu(y"))" < a
pbur tout x€AéE B , est équivalente & !<u(x),y' >\<d pour tout
X€A , ou encore & l<y,y'>t-ga, pour tput yeu(a), d'ot la proposition.

En particulier, on voit gue u est une _application continue du dual

faible F} ‘dans le dual faible E} ; |
PROPOSI TI0H 12.- Sozt U Bne zgp_llcatlon lmga;re Eniimae o dang P ;

si u(E) est partout denge dans F . bty est voe application linéaire

bivnivogue de TF! dans Ef

En offet, d'aprés (1), 1a 1elation eu(y' )=0 entraine <u(x)j§;5;>:c;
pour tout zelk , clest-a-dire <y,;y’> =0 pour tout ye ul(B) ; comme

par hypothése wu(E) est parcz»u‘c dense dans F et gue y’ est continune, on

o0

aussi < y,y°> =0 pour tout yeF , clest-d-dire 37'~O par définition.

PROPOSITION 1%.- Soit w une application lindaire continue 68 % sur F

el

0%3 @f un cneemble de pariies bornées de E , ¢ un ensemble de perties

~ bornées de F , tel gue pour tout A e , u(a) sppartienne 4

"
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Pour que “u soit un isomorphisme de F! dang Ef lorsqu'on munit EY
(resp. FY) de la tOpOlOﬁie de la eonvergence uniforme dans les ensembles
de @; (resp. ‘Z{,’ ), il faut et il suffit gue pour tout B eEX il existe
un ensemble A€ tel gus Bcu(a). '

En effet, . bu‘-'es’q une application biunivoque de F' dans E' (prop.12),
et d'aprds (1), la relation l<x, t:u'(y' )>l< & pour tout xe€A est

équivalente & ‘<y,y’>!<a rour tout ye u(A), d'oh aussitdt la proposi-
, _ tionm.
PROPOSITION 14.- 81 los ospaces E , F gont tels gue B'°= §0} , F19% {0} |

pour qulune application linéaire continue u de E dans F soit biunivegue,

2 = : % L o : : s B
il fant et il suffit que u(F? ) soit partout dense dans le cual faible

D = Vo - 5 . % .
En effet, la relation (1) mentre que 1z relation x, “uly!)> =0\%f —
3 K & : s < 7

c’est-a-dire, d'aprés l'hypothdse sur F , 4 u(x)=0 ; autrement dit,

si on pose V= “u(F'), on a -go___ 'f".(O) , dlotr {(th.1) V=( “é(i}}) dans
£ 81 v ost biunivoque, on a donc V-—T?'f , et réciproguement si 7=E% 2
3?9--(7}0 = 3(}2; d'aprés 1i'hypothése sur E , donc u est biunivogue.

On rotera que si ¥ est 1'espace quotient de E par un sous-6sSpace
vectoriel fermé V , ¢ l'application canonique de E sur F ; et 81 on
~ identifie F' au sous-espace V- de B! , la transposée Yo nlest sutre

que 1'application canonique ds ¥° dans B! ; clest un isomorphisne gi

(A.
[—v
r (]
Q
x|
(83
L)
=
J
et
"]"J\

on monit E' de lg topologie de la converpence uniforme dang
‘de (5, , F'=Y° de la topolozio de la converszence uniforme done les

sosembles de ol (& ') (prop.5)




