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Soit I un ensemble dfindices fiui ; le wonoide {edditif} produit f
satisfait & la condition (B} d:u chap.1I, § 7,210, ciest-a-dire que,

pour tout Slément (2]} de j . 11 9%y a gu'un nombre finl de souples
({ps3, {qi)} d?6léments de jﬁf'i tels gue %pi}%{q&}ﬁm,} : en aifet,
gette rslaticn @umlfm goe . -‘iqiaﬂi pour tout 1€1 , ot pour chague
€1 , il n'y 2 gue n, couples tfentisrs paturels ‘5)3*%? satisfaisent
& cotte condition, dfol ls g@;:&;mm&, puisgue I ss% *";m-

Neue pouvons donc conslidsdrer talglbre lsvps ﬁf;“za:g,ﬁg 2’3? ,.,’:"xf;; du

monoide f/ i _ pelative & un onieau commatelif A sysnt un Slément unité.
Gette algdbrs, gui est commutative, contisnt comme sous-slgdbre (ayant
mBme Slément unité) 1ialgdbre dis polynomes {4 coefficlents dang 4] par
ropport sux indétermindes Z, {i2 1), gui est lialgébre stricte ds
monoide ff’ x relative & i'amnes) 4 .
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{6tant muandu qzﬂil ne s'agit jas d%me somme de polynomes au gonsg
du chap. 1) ; les éléments aiﬁ%} i EI sont appelés les termes
de 1z mérie fox'm@}.le, ies Srn, ) BOS eogff‘ic.:.ents wn polynome DaT

rapport aux . {(i€1) peut é”;:re garactérisé conme unz série fame..?%,@

=
n'ayant guiun nombre fini de codfficients # C .

81 I ot I' sont deux onseoublas fiz::m de p élémentis, ¢ vus appllical
bimiwqw de I sur I , l'spplication lindeirs de 32L£§i,§ icT
11 2 : “g““” o2 pre-
dans A Ej i;; 1 gui, & tout éifment éx,n ia,aﬂ} oy is 3'&?-
23 A 5 vt oS 7 & = EEE 3 : 3
midre d¢ oes slgbbres, fell correspondre 1ltéicment 2, B, i Z L1
‘-:,zoi 'éﬁ 1_,';

Bn perbisulier, les slgébres de sbries fomm slles gorreapondant 34 to

ies snssmbles §°F :%.mé.caé de p éliumenits, sont toutes iscmorphes ; on

appelle plzbbres des séries forssiles & p judSterminées. & coelfic
dang & . |
‘apris les définitions du ohep.II, §7,n°10, ls produit de deux
séries formslles de ﬁggi }‘g .z jg
ws=3, | xﬁ
‘Fafny.ny, 5
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S50it J une partie non vide d3 I ; l?algébm A [ Z & m?j 1Ed peut Etre
identifide & ls 5ous-ralge’bz*e ¢z A EE 3:@ 31 » formés des séries
formeliles 2 m<n Xi ch “‘{n ).»@ pour tout &léument fﬁi ;@ﬁ”'

tel gue njﬁﬂ pour ‘zm indice i€ gg 4 au moins. En ouive, si B est cebie
sous-algdbre, et K le complémenisire de J par rappw? I {supposé non
vide}, on définit un gmorghim@ de 4 E {z, j 3 ;g1 ¢ Copsliéré comme
elgébres par rapport & B , sur *?mgéb:m B} éjﬁj} ;e g Ues sérises Tormel-
iss per repport sux :Ef.i dfindiceg 1€EK |, & coefficienis dans B , 48 1o

= - s - |
faceon ;azzi?aﬁta : & 1z série fﬁm@ll@ 2 G ) % %Et}i,f ; on Tfelit corzves-
= -y : = e

%z’s&:’& iz séris Fformells

fl 2 o . -
£ 4 Bt
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i 1ié4d et a&a.&zi z:@n? iE€EX .

Bnfin, soclt ¢ une représentalbion de 4 dans un anpesu B . On «

i 2 : ir 7 - s
vne repréesutation ¢ de lfannédan .fs,ég . E: g Gdens liammesu

&,, .

? X "?E 1671 2 gui pr@lon,b% 2 , &1 .zf“a sant corvespondire & toube série
f:"a}@@.f.l@ Z @{niﬁ:? Xﬁ, ;s +8 8érie forme =
on 4it gue catts
de la @érie fc;“melle Z es@i}ﬁ .
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E‘I n,=p . La somme des terme: de degrd total p dans u est un polyncme

homogene %, de degré v , cu'on appelle encore la partie homocéne de
desré p de v (u étant aussi a1 pelé le terme constant de #). Siuetvy

sont deux séries formelles, =" w—-uv . on &
L5 zw urvp«/
pour tout entier p3 0 .
Pour toute série formelle w; 0 , on appelie oxdre total (ou simplement
ordre ) de u le plus petit des ¢ntisrs’ pp O tels que la partis homogéne

%

de degré p 46 u soit #0 - Si of désigne cet ordre par w{n) , et 21 u

st v sont deux séries féfmelleg #0 , on &
4} el{uiv) 2 Em{@{u}g&{v}} 84 :m%;&a
2} oluv} 2 slalelv) si uwv £0.
En outre, sl w(a);:@(v}s en 8 utvi0 , et les deuz membres de (1)
sont &gaux.
La mti@i’z dfordre s'appligue en particulier aux pplynomss per

repport sux Xﬁ. (4€1) ; on aure soin de ne pas la confondre zves

gelle de degré (2 4,0°3). Liordre de O m'est pas défini.

':’33’, J est vne partie non vide is 1, éisﬁincta de I ; Dons avons 74
guion peut comsidérer toute série formelle u de ai{ ?;:43;5 4 g3 COmES
une série formelle par rapport aux K* d?::,ndice i€d , & caaffiy,;e te
dang 1%annezu &&ggﬁ 3] 1eR {of K= { 3} ; aux d6finitions ci-dsssus

correspondent done de nouvellss defmitions pour les séries formelles
0y

n & A?ﬂ"g@ﬁi : un terne Crn. }?T Ei st de depré p Dar rapLori
sux X, 4'indice i€J siona i% 1;=p ; la somms deg termes de u
de cegré p par ra@p@rt 20X E‘L itindice i€ J est up polynome homosens
de degré p per rapport & ces iriélterminées, appelé partic homopene do
degsré © par rapport anx I éﬁix iise 1e€Jd , e ls série u
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{ou encors, pour p=0C, tezme gcor
i wh0, ltopdre ©.(u) de u per Tapport aux Z, d'indlocs 1€d est
le plus p@tm des entlers 3 2» 3 tels Zus iz partis howogéne de degré

D par rappori 4 ces imie terpinéas solt #0 ; on a encore 3.es inégaliiss

*{:am, pay rapport aux Xj d'indice 1€J};

{1} et {2} guend on ¥ mmplaae ) par oy .
3. O6rics Tormelles sur ug snnesu d'intéoritd.
LOREME 4.~ 21 A es} un apnesy d?m"'—égrifsé {ayant un élément units ),

toul soneau de géries mmxm,;.eﬁ 3 gj' Le1 gur £ 28t un sonsan
gt ;'iq;%;égf@%é .

i

in effet, si v et ¥ sout douz séries furmelles #C , la partis homo-
géne © (resp. g} de dsgzé olu) {reep. ©i{v}} de u K;ap, v} 8t un
polynome $0 ; la partis homogt ag 4o degré wlulel{vr) G&e uv 88t 1s
polynome fg , gul alest pas oui {2@; f:f-.;cl;,?}; done ;,,gﬁﬁ : '
CORULLAL E -84 £ g8t un spnesy 3'intSeritd, v et v deux sbries

forpelles 40 do llenn can A Z{ jgig“' , 0 &

() ~ o{av) = olek a(7)

On en déduit evssitht gue, pour toute partie zon vide J de I

() o {uv) = o (utte (v] .
f@iﬁ%ﬁfﬁﬁiw de séries formeliles. -

foisnt A un snnesu sonmmbetbil ayam, un &1lément unité, L un spsembis

ig dtindiess, 8t "r{% ‘hey 208 famille de séries formellss de

¢ Gont 1 %ﬁﬁﬁlﬁbl@ Gfindices est L . u’ yfg@smﬁ gus 1

tepde vers + o7  guivent le Filtrs dea cama}.amemam eg des

de &, ofast-a-0ive €"’ag.?ﬁéﬁ.§ chap.I¥, 24) gus pous
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tout entier 3 , i3 ex %s% une partie f: is J de L tells que,
AET , onmeit v L, =0 on e@{a }7 m . Dans ces conditior ug, pour

. =
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av 13 ur 6 Sn . t donc définir une séris
oir lieu gus pour (nﬁh} <55 On peut do une 26 1o

formelle g par la condition gu: pour tout (zii) ie coefficient ds
B o L ]
X.ii dens g est lo pomms de ous les coefficlenis de i‘g E,* dens

= S

les u, f{cetie somms n'asyant g z?m nombre fini de termes £0%, On dit
A /s

gue 1z femillie {(u ./L} est gommsle et gue ls ;Bf’*z*ie formelle = et

gopme de cetis famille, ¢t on writ s = Z A Emﬁqae L egt uns

fsé :
partie ésﬁf » on Serit LTS g=u, + zzkz ,.“u;g «-%—-“e,_-( ﬁf Stan
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FROPOBITION 1.- Solept L us emjemble énﬁlﬁﬁ""&ulg dtindices, et
% 5 7 S - = ?:‘T‘P = "1?
{u Wlie 2= famill 3@@,%&@,@&%@%@@@11@5 gga EE
4 Lt 7 i : % § Fon s e e 8
Pour toute partition (L ds L , chacuns des sous-Tamilies

f,«géesﬁ

{gﬂ }.ﬁ,«é &, eat 3@%13%@ s 8 LI 28t E.a, goume de cetis famille, 1z
fewille {8 .} ., . . 08 BSries formeliles ot sommsble et s mbms gomme
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A

il est cleir gue le coefficien: de Wxii dan ﬁ’ est nul pour & £
&

, 3-1
8t que le cosfficientde WX dans A%’L wy sat le n8me gus daps
5}%’; g}y - 6.%& lsa pmpesitioﬁ *

PROPOSITION 2.- 81 {u; }) . 1 98 (v, ) oy

bles de séries formelles de A gixﬁ} 17 0 la famille

(aiv }(A. L BIELAE st _gomusble of o%a
(6) = (2t u, N2y, ),
(A p)ELE A H pEm P
En effet, 8i, pour tout eniisr = 3. exis%:s une ga:@"ﬂ@ Pinie H 4
ot une partie finie J de ¥ tel..,.ea gue, pour tout AgE ot tout u & H
on ait cﬁ(u }>n et @tfvﬁ Jpm , on surs swssi ;ﬂzfzz*zs,v&# ,, m

ponr toub {A“w} % Hxd , d'aprds 1'indgalité (2], Blaprés la prop.i,

sopt deux familles summe-
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les définiticns du 22, agf ;}emettem en particulier de d6finir

ff%g ,.”;up) lorsque £ sst an gmg;go de gfzﬁé.”,&gg

G, {(1<1<p} dos séries fomelles a@paz‘tanant 3 an anzze%
E,L 53990253 1} £(8y4%5,...,U, 7 o8t encore ume série formslls

eppartenant an m8me annesu. HNoue allons voir gulorm peut Giendrs cetlie

@
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oy

définition, moyennant certaines restrictions sur les mériss formsllse

zn ceg ok £ est une gé feme.&le apparitenant & 1l'annsau

Beetp]]

"ﬁ 3“ .
Soit done £= 2, ami} 3 I+ une ‘sér’ie fomél.‘le par rapport

i

D indé uemmées A.i {1€1g p;‘f? st EUpPOECHS gus les @ wémfaw 2.

aient @mtes m M;;ggg”gtr; ctemant positif on, comms on dit encove 5
‘ ons a.zr’*"”, I}*agres ia f@mle (23, 1'orire de la
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o 3 done la familie

1 u2 Qtvan? egt {;{J}nﬁm “é_ktt‘%z

n
{a nina“.n “~i ..,u }(n }§ﬁjﬁ est gommable. Par définition, sa

somms se note f(u.,i sTppens aup}; et on dit que cette série formelle est

obtenue en guﬁa‘titm‘t? deps le géris £ , lz série u, & l'indétermings
I pour 1<1<p - |

On potera gue cetts définiticn permet en particulier dfécrive
rafug ,'xz,. s 31.,, )

= %f’(a% sBogees .%} dg ilalpsbis A 1R K ... ’Xp jj Gans 1%sis8bTe

ﬁ.{ .g_,,, nsees Q;EE sgt une reirésentaticn.
fout Tevient & pramyer gque, £3 F et g sont deux sériss formelles
par rapport zux Xe s 8% 81 bhefg , on e

h(u?girmoa;etgu }&f(ﬁ a«sgn- }g(ﬁg;uz’rtzgu )

, =
ce guni sst une conséguence des prop*‘% gt 2 , ot de la d.é;_. initicn duv
produit de deux gérises formeiles,

6. Séz'iés : fomell% . imsmiblee; -

PROPOSITION 4.- Pour gufums séiie Av ds lfammean ;;

E 3% :uwzp j g soit inyereible dans oot snpesu, i1 faub ot 11
' tent sollb inversible dams A

s emﬁiﬁmn es?; nécessalre, oar aé 7 em} wos gé€rie formelle éﬁ

'

o
deuneb dsv  0n & %aﬁﬁ%’% - ,:sims;wgmnm @ﬁi*‘a ma gérie fgzmz?@

.&, é° X s i ; telle gus av=t ., o. &b f% 3.% »a:mas constants
4 95 20 { ¢

dont le terme sonstant a, soit inv wzt,;.;,a"‘e ; on peut écrire
-4 :
'ﬁ"’ﬁ,gam {4 ama v} ot v agt wre sgérie pans torme eezvﬁ*sam : diapres

“eAle prop.5 . s prop.4 st uns consbguence de la suivanbs, dont le

e il i
e e

ﬁérifieati@n &ﬁ‘b imaéd:f; ste *




Avee ies notations de la prop;
Z a'(nﬂ )vn
En partioulier, 11 résulte ds ‘2 prop.4 qus si un polynome u 43

; 1tinverse de u est donc la séris

.ag}{?,xg,n.gi(?} 2 un tsyme consiant inversible dans & , 11 admet un
' inverse dans lﬁanaeaa de séries ‘‘ormsllies ﬁé:éz;,Xé?.§.§ Z ?j

Boit ¥ aﬁ.carya commmbatif, et «onsidérons ﬁahg ie corps ai? 1 3% 5.0 5% 3

deg Iractions ratiomuneiles & p irdétermindes sur L ifensemble dss frac-
tiong rationnelies ﬁf? » 08 u o3 vu polynome guelcongue, ¥ un pelynone |

dont le terme constant est 40 ;
ns-gonosy (mais non uxm- sous-corps) de x(Z,
;glie&tien 2> v =

de séries famalles K{

L e8% la dévelopre

5

Xg,k;kﬁiﬁg ; en di%

7

&
=
uT

tifie le plus souvent & csiie dezmiéyrs.

gar un COoTps.
8i K est un corps commteti?, cn éési;ne par E{

g fractions de lfannesc ¢'int

Hous zllons voir gue les 6lémeniz ﬁa corps (es fr
lignnesn de 8 sérias fbfmallaa & pae indétermincs

netire BOUS Une forme parbicuiisdisment azmpie‘

ﬂ“‘" g g
[

g! :ﬂ:‘gwg

Toute séris formelle u d*ﬁfﬁ?ﬁ.ﬁ é”vg

geule manidrs umzh

i’ “d ﬁ@}“@ k”'wiﬁ.“

1Zy500 < oFy }; 8%

?aa%-u

1 szt immsdial que oot ensszbls est

ue lisp-

= s

sst uwn igomorphisme de cot auneau dans l'zupesu

gus ls géris Fformelie

ement ﬁ@ la :raction rationnslls %g? ; et en 1¥iden-

s frociions Go l'anuern des séries formelles & une Indéterminés
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Voir gue tout &lément #0 du coips de fractions K{{X)} peut stécrire

d'une seule manidre sous la foime Yk ol w est une série formelle dlordm

O, et k un entier rationnel (pcsitif ou négetif). En offet, le guotient
(an)/('xnv} de deux séries forsslles ds KE{X j (m 70,230, uet
v séries diordre O) siéerit I° By - d’autre parﬁ$ si X:ﬁézx Wo

ol w, ef L sont d'ordre O , or & nécessasirement r=s , car si on evait
par exemple r > g , on en déduirait X:°3zw2w;1 , et le second menmbrs
est dlordre O , cs qui eat absvrde. Pour tout lément u ds K{x)) ,
mis sous ls forme u=trmex¥ (e 4 ot%Et...), avee ¢ #0, on crit sncors
i Tootu T 4 . on dit que les &ldments de E{({x))

u=g, OX 0, :
sont des §§r3§§m+qg§e;lee_qeﬁgzgligéss par rapport 8 X , & coefficients

Gens K , ou sinmplement des sériss formelles si aucune confusion n'en

résulte (les &léments de K[]fzfigﬁant alors appelés géries formelles

& exposents positifs) ; l'entier rationnel k (qui n'est autre qus

ifczd?e de u lorsqutil est }’QJ est encors appelé l’grére de v et
a@gé wluj ler&qu$11 aet <0 ; enﬂ?érlpzﬂ immeﬁzatemewt gue les rela-

s (1) et {3} scat encore wal &516& 33&3 iaé sér*s formslles zénéra-

w

lisées. En yartiaal or, =i qru : OB 3 ﬁ(a M= ew(a}

Liannesu Kéﬁ} des polynomes par zepport & X &tant un souS-aADNeEY
de K; fﬁi}} toute fraction rat;onne;le g/% {un st v pclyﬁameag ?%Q}
peut &tre identifiée & la séris formells (généralisée) uv™' de X[ {x})),

gu'on appelie son développemsnt ; le corps K(X) des fractions ration-

nelles & une indét erminée &3% 2inei édemtﬁfgé & un gous-corps de K{{(%}).
;:} Ces réa&lt&ﬁ',«s<xﬁézg§g@n% Das gux corps ds fractions des
o séries f@zmeliea & plus dtune indéterminés : si v est une série

fam@zz@ de % 3, :g:g{p i1y

Fedt =
ne bt b nrmells we b iy v 7
une série f@:me;¢@ #égbiazégﬁgzagﬁﬁaﬁég



PROPOSITION 6.- Solent 4 un @(;au commptatif & ent un Slément unité y
! ann ] ﬁiﬁ, ,Xz,..., E {consgdgzé comme algs’bre
BJ, MMWde séries formelles A[[X‘f,xﬁ,,,;, :ﬂ

B.[[I? Lyyeos sk j} (oogidéré Coume ggébre Sur E".
En effet, pour tout {m;cﬁf * . on peut éezure .

E Bget Tg=t Bstr - D “
ﬁ(ﬂafi): i i ‘2 s> i ,¥ Ki &i‘i‘i “.XQ aﬂz : l

; =%
dtof smssitbt le hmm suivant :

'G.Cgai,:%,&g,,..,%} ' ,

Lepme.~- Pour tout g.f"‘-:-"m:
#{(Du) 2> ofu)-1 ,,, Bufo |
f'mit aglers u = ‘}7 un une séiie formelle qwlconqua de 1'acpeau |

& Lz ,Xg,.,.,lﬁ 5 ;, o, désignert 1s gartie hamogens de degré n de u
'd'aprés le lemme, on & a(.’Dun} 7ot sl Dun-;-e 13 femille (Du ),

sst donc somssble ; montrons gue si on pose Tu = : B, T est uue

SO

LE T

dérivation de A ?f«?‘x‘%, Bypens iy 17 aut prolonge 3 . I1 suffit de prouver

goe Bluvi=Bvo.vtu.Dv pour dem.eérs._ea formelles quelcenqnes uetv,
ce gui résulie aussitét do ia-';gzt;egé et de l'szpression de lgz partis

s

homogéne de degré n de vy en forotion des parties homogdmes de degré
Lundeunetdev. . - _
Bete & voir que B sst }.a gseule dérivation ﬁa A ; ;

= =
A‘%,..%E ,ggga;.i

pml@age D ; ou sncozre gue, gi tne dérivation }‘3 de 1l'algdbre

oy T

,a x,g 312,‘..,1 ; 'aat nnlls 1our toul golyzzam§ alle ezt ideriiguensnt

nu.lls. Or, so;,t v vue géris fornelle ﬂmlcoxzqu@a L le poliynome somue Gse

:@miea hazwgénea de v de degré o
e ’ Vnﬁaﬁqen X?&* “3_213 o .,w’i‘} pareourt le partie finle 554,;

/ foméa éss élémn&a tela Gus

\\‘J'e
3
k2

T r,«a géz'ia famwim "i.*ﬁif’ peut siéeri-

p




: e e
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des séries formelles ; d'aprds le lemme, 'Bo(u»wx,) est nulle ou & vm

ordre P/ r-1 . Dtautre psrt, or a, dtaprés l*h@othéae, 330(1;}396(11@%,};

el on avait Dugl0 , lfordre de D,u serait » r-1 pour tout entier r , o6

qui est absurds.
En particulier, checune des dSrivstions gartlelles D, (ou 1<1igp)
de &{ 1,12,,“, } g6 prolomgs en uns dériva“;ion de ltannean

B=k ﬁx,z{,xa,,..,xpﬂ » 4ue uots3 poterons encore J; ou Wfﬁé} % Oo e
dong 7 4 7
’t vﬂp A 4 m =D
a ( X z = }"' Z # ® o £ ® al-};- e

Dfaprés la prop.6 ci-dessus, st 1z prop.B dn 84, on 2 3.3, =1 D

guele gue sclent 2 8t j .

PROPOSITION 7.- Les p dériveticas gartislles D, (1€igp) forment ume
' =

bese_du E-module cO{E) des Gérivationdde 1
comme algé’bre gur & . |
En effet, 81 D est nEg dérivetion gueleongue de 1'algdbre E , st 83

D% )zzzi {n, €8} , b- 4: 2,0 32t une dérivation de E , qui est nulle
pour leg élémepts de ﬁ{(ﬁay hyrothése) et pour tous les X 5 done ausel
(S 4,prop.7) pour tout polymome, ot enfin {prop.&) pour tent Slément '
ée B .

On déduit de 1a gue les p différentielles df, (1<3i<p) forment une

; . : CH ¥
bage {dnsle de la base {331}} dt moduls 4 (Z) des formes différentiel-

leg sur B (2 4,095) ; la différantielle totale d’ume série formelle
quleezzque u est dopc éazmée psr iz Pormuie

ﬁ”
(8) du = 2, Biu ax, = 2, 3;% ax, . | _
Lo séries formells u{X -i-"i’ x %’Z;,ﬁ”}in—ﬁ J. qgu. est un 6lément bisn

=

défini de 1l'anuean .&J | X X i, ..”}Zp:f?,fzwﬂﬁ.ﬁ

&tre cbneidéré comme éléx&em de 1%zonesu de séries fornelles

.::\W

\

Sob
f- ¥
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EE{Y.“ oY - }E (n%) : on vérifie aisément que le polynome

Diu.Yi nlest sutre que la partie homogéne du gremier degré psr
bz 4

repport sux T, de w(XHT,,..., Kp-k-‘:f J, ou, ce gui revient au méms, ds

1 série &,uxu(M+Y1,,.,,Xp+‘1’p}-»u(1“.“,xp) .
En raison ds ce résultat et de la formule (8), ls polynome

b
Z B, u.! par rapport aux Y se noite souvent du(K,,.. ,,X 5505003 p}
PRO?OQI'Z'IOK 8.~ Socient £ uns @é série farmella de l'annesu ﬁ{[&i Mﬁ, %

u, (1<1¢<D) 2 géries formolles sans terme constant
A%:Ezﬁ.zg,..,z :u , gi on pose h—-ffui,ug,...,a }, on &

{9} &b = %;;Z;é‘ if(u? 3&2, s 2 llP};dﬁi
: - e = g o % T
En effst, ai on pose &?}‘iﬁzi{zﬁf’%" : ,?éqﬂ‘q} ai,_z,i p-uephy] g 2B

pariie homogdne du premier degrs de is série formslls {par rapporit =ux |
T, } A n=f(a,+ A Uypens ,ap%- AT 2, )u{ﬁ, TLOTEE LA } , est identigue & cel-
) é.f_(a@,.,,% > _{};. 0, &u 3, puisque les /) u.

nfont paa de terme comstant ; d’od apesitdt la pz‘apositiazz. ' |
PROPOSITION 9,-

‘Bi on pose - ' | -
R(X1+Y1’5¢:X +Y )gZ gn‘f 2.‘n ??""3%).? : ". P i

on 8 |
E b é. B T a %E e i 2 |
{1&} ( ) {?}{;;"‘g,(g‘m} 3-(1?3%2&:#%’3 )"11,% 31’1 gt’%g%ég.ﬁ@{‘%’%g"aﬁj—%
(®formule da Fayior® }. : : -
¥n effet, i1 résulte a.aaaztst des définitxons gus le tarme ew%w; |
de la aémss fammie par x'a,p;wi; 80X Y '

?{é} (J } éé }/fﬂﬁﬁ( } u\:%;{%:gﬁ;asegzp;g}

"/c)J

est B ,zm !Hn? gﬁ B,z {x 3}{0;,,.93 3. Or, dfsprés la prop.s ,

1z méris (11} s%btiant ez:; aws,i**nam? E‘i Ty & }{ (paur 1<i<n) dans

@

;a, ﬁél’;ﬁ fﬁm@llﬁ {m} (v <

ﬁ{‘% H 25 o s“?}

proposition.
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aolzz‘tion'éas Sguasbions dsis up spnesw de géries formelles. |

Pﬁomsznzeﬁ 10.- Solent £,(T,, a,t.w"fqm,zzwux ) (184<q) g sépiag’
e 1°annean 3{%*’1:22;“;?%:1&3:“&% fﬁ |

Si le terue constent per rapporvh sux ¥; de la série formelle

- 17
A adet( wﬁ?) sst_inversibls dens 1'sgncen &{5}11,12,“, A ] s
11 sxiste mn s;fsté@e st vo geu. de ¢ géries formelles sgans terme
congtant u,{%,,.. ”"”‘XP} dans ¢t anpesu, tel gue
_ . L - )
(‘32) e , fi(u“g?ﬁg’ts;fa{.{y}{;‘ggzazaagig}zﬁ
pour- 1$1<q . : ]
En effet, puschs : !
s 3 Z {
gs = Shpe |
fﬂ*f;ﬁ‘i"zf i’t"Z f ‘El = .G,Y ‘*’EFA% ‘
=k 'ﬁ;‘% ‘3 A :

iam iz ser*omp s.emma twﬂ-i {sz% termss “ont un degrs {(1<1igg 3 7 2
nar m;)_z:ez*ﬁ zux T. , et ch £
Sléusnte de - B= Aﬂ I
Par hypothdse, la metrice F=(’,

- _les £ et les T _ sont des
3 é i;} = ;n;}# umﬁ

jg - &.e nfgyvant paa ds terme consiant.

i«.‘u

i }Jw

} ezt inversible (cnap,.ism $6,th.21,
g : a2 g

ij
3@1‘5 Gmé:g.ﬁ’ 3} 2O i:&v&rﬁe ; E ‘333 E‘QS% g;m 2 gij“"i s On 2urs . }
: ‘% & £ 2] ;
' = " o xt’' 4% e |
ok h.q 6% leg Ez. 1;0,..0, s nt deg élémsnis de B , h,, n'ayant pes de

,_ tﬁm eam‘%aﬂm  Conme  F.

25

alors . _
(133 ~z~£§ 3& . o .uA (1€ica)
o Py (hyy 23845 q : 7 : ;
Soit =B, 28 pa.rt:.e homoséne da &””“fé 33:. ae w, , 8%t ¥ = n.. Jla }
m b 3 = 1814 :
goume 465 ‘ca“‘mag de degyé é}:ata. \g%. n fi SRS 2 3 dens l:—:s ﬁéz"?
5 - ,
}13 1@,;;@ o, ,,.,zz;i_ ; O 2@ _z;%,;ge 2, L; nmw hazzagex:a de degré o
gzt la za%me gue dans h e ?ﬁ’% LT o - puisque les u, sont
" des ﬁéf’fﬁ;@% ﬁa,sag_ terme congtant = ;%,}, régulte done de (13) gus v, =V,
i Bzal & a1 1la n@.ﬁ;m mm shne az, gaé.am 2 :mgz'é de h,{} et qus,

Ay

2K et 2
i‘i"’@@?ﬁzs».lﬂﬁg}m

&S
£

\s/

pour '%”m wyi , 0. g 3 ar zémzrz*,,, ce comme o al & le pa
? im E




S : R §9 -
homogéne de degré - de la série

By n
+ Z h : Y, : 24 <
i;a,;'nn f;.m*ﬁoe. Q m-’1

Ceci démontre & la ois i'unicits et 17 existence des u; , car il est
eclair gue gi les u;m gont déterminés par réourrsnce comme il visnt
d'8tre dit, les u,= Z @m sstiefont an systime 4'équations (13).

ia plz:@az't ase részzltats de cet Appendice slexpriment de fagon plus
‘ spggeative Geng le langsage de 1z Topologis. Copsi déroms v suneay da
eéries formelles .&.&Uz,; shngevsy P«%;% , 8t, pour tout entier n 2 0,
s0it J@ﬁ ltensembls des séries ueE nulles ou dlordre sl{ujz n ; les
relations (1) et (2) montrevt gre & est un jdfsl dsnes E ; comme

%, c Ui pour B £m, ces idéaux fomment ume base de filtre, dont

’l‘*mtemeetian e réduit 4 6 i1z Porment par euite un gysiéus fondamen-

tal de wvoisineges da ( dens wne iapa&,er ie sur E gui est so g,m,.iai:z: aTes

la structure de groupe sdditif ¢s E [Top.gbn.,chep.I1X, 81,092} et susel,
conme on le vérifis aussitdi, zise la structure 4fszoresn de E {les axicmes
{.m? Y} et (&Y } de Top.gén. écn‘z@,;n s 25 5,094 étant trivialement vérifids).

Commpe © aﬁme‘t; Bn systéns fondsue "‘vcal dénombrable de voleinsgss, lisimssn

topologigus E alnsi 46fini est zséﬁrmamle { %E,gvzz, ,chap. 1%, &

I1 est en outve gomplet, sar i (n ..} est une suite de Cauohy g;;za; B

pour tout entisr g 11 existe un spiler 24 {a) tal gue, pour m pn. ot
S

B2 By 5 BB, soit nul ou ait vo oxdre > ¢ ; en disutres isrmes, lss

termes do degré ¢ g sont les zémes dens toubes les série

telles -{};é@ 23 n,a) ; 81 v esi ls série formelle dont ls

géno de degré g est la pertie himogdne de degré g de ftoutes les o

-

telles gue 2 o {’q} !'peur tort g g’ 0} , i1 est clair gue © est &

d—ﬂ

mm de la s'ﬁ;,te (ﬁ }
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LYanncau de polynomss AFX1, 2,‘,,X§‘] est partout dense dans E ,

~gui pcut dome &tre comsidéré cimme son conpléts. La notion de Tamille
somnable définie dans E an n°4 est, dans l'anneau topologique E , iden-
tique & la notion de famille s>nmable définie dans un groupe abélien
tqpolo;ique quelconque (Top.gé1., chap.III, 4) et la prop.! est un cas
"pértioulier de lfagsociativité de la sonmme (loc. cit.,th.2). Le lenme de
la prop.6 montre que toute dérivation de .AEk?, 2"”"p} 4 valsurs

dans E est uniformément continie, et on retrouve ainsi ls prop.6 par

voie topologique (ef. Top.zéné.,chsp.II, §3,th.1).
Exercices.- 1) Soit I un eisembls d'indices guslcongue ; montrer
que le monoide additif jy‘l) (§1,n91) satisfait & la condition

(D) du chap.II, 87,n%10 ; l'alstbre large de ce monoide par rappert

& un anneau commutatif A ayant un élément unité, se note Ajjf’ }éng

LR

et s'appelis encore l'algésre des serles formelles & coefficiznts

dans A , par rapport aux iadéterminées Xb . L'ordre dfune série
formelle fO étant encore d3fini comme le plus petit des degrés
totaux de ses termes #0, montrer gue si A est un ammeaun d'intésrité,
ﬁi:{xaljzel est un anneau d'intéerité, et que la relation (3) est
vérifice, | ' ’

2) Soit X un corps commutatif, f:q/v'une fraction rationnslie de
K(X, , Xoyee0 0y ) telle que v(o,o,..,o)éo . Montrer que (0,0,..,0)
est substiiuable dans toutz dérivée Dii.;Dzyf et que, Bi
2 o ..n xpi,,,xzp est 1o développement de T en séris formelle,

1
2R 8
D4 nz np : ' -
D, D,°..0° £(0,0,...,0) = n,Inl..n tay n,..n

(?formule de Teylor"). En 3éduire le développement en série formelle

de la fraction rationmnells i/(?-X}P -




ihd

>z n -
3) Pour gu'une série formel.e S o, X sur un corps K soit le déve-

N=0- ; i < %
loppement d'une fraction rat onnelle de K(X), il faut et il suffit
qu'il existe unoc suite finie (/!,, )1< 1<’ d!'éléments de K non tous
ruls, et un entisr n, tels gie, pour tout n;no , on ait

Ao, +.A.2ca LA _

4) Soient a,,n,,...,a Ges sntiers >0 ; on désigne par o lec nombre

b
)1 iico d'entiers (),0 satisfaisant & 1'égustion

S

des sunites finies (x

i
a1x1 2x2+a.u+ XPX = n =

&
S
0
i
ob
fored
@

iontrer que la série formslls Z & X {sur le corps
développement de la fraciioxn rabiomzelle:

4
AXD(x%). . (LX)

5):8cit ¥ un enserble firi ilertiers >0 , et solt B le nombre

des suites finies (xi de n termes au plus, dont tous les termes

sppartiepnent 4 F , st gui sont tellice que ZB Zi=n ., lLontier gue

- o0
la série formells 2, B X sur & est le développement de la

14
1. Xt 3% . q"P
ot (2.) Géoirne ls suite des élémente de P, rengzés dans
i‘1€1i¢p : 2 =
llordre croicse r+

6) 51 K est un corps commtatif, montrer que dans l'annsau de

séries Tormelles K) { ,,.g}{pg} il n'y 2 gutun seul idéal

maximal, identique & 1’61153:: ble des éléments non inversibles. Hontrer

que dans l'annesu de polynorss KjX, ,Ka, - szvg il existe au contrair
b ou=
plusieurs idéaux msximaux distinects,

(¢H)
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- 62 - ' . |
7) Soit K un corps commuteti? ; montrer gu'il nlexiste pas de
série formelle u(X,T)ek E ( X Y}j telle gue, pour un entier m > 0,
on it (X¥) HTTIM(E,T)=4 |
8) Soit K un corps commutatif, k un entier non multiple de ls

caractéristique de K . Montrer gue, pour toute série formells u de

K ggi;u dont le terms constant est 1 ; i1 existe ume série

formelle vEX EEZ}} selle gue e {poser v=1+w)

23 Scit B uzn espace veotoriel ayent une hase infinie sur v corpe B

-

4 o = 7 f Eecs
de carpctéristigque 2 ; soit 4 i'slgéhbre sxztérisurs /\ B de cet

g

gui est up apneau cozmutstif ayent un &lément unité.

Donner vn sxenple ds géris fsmalla‘ REA E
meis telle gquiil plexiste ancun &1ément y;éi} de & tel gue yu=i

{ef. 3‘%,33@%&‘3} -
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